MEMORIAS

DE LA

REAL ACADEMIA DE CIENCIAS
EXACTAS, FISICAS Y NATURALES

DE

MADRID

SERIE DE CIENCIAS FISICAS

TOMO II. — MEMORIA N° 3




MEMORIAS

DE La

REAL ACADEMIA DE CIENCIAS

"~ EXACTAS, FiSICAS Y NATURALES

DE

MADRID

SERIE DE CIENCIAS FISICAS

TOMO II. — MEMORIA N.° 3

LOS ESPACIOS METRICOS EN OPTICA
ELECTRONICA

POR

RAMON ORTIZ FORNAGUERA

MADRID

Domicilio de la Academia:
VALVERDE, 22 — TELEFONO 212529

1048



Imprenta de Aldecoa — Burgos



INTRODUCCION

Ademéas de los tratados de carécter sistematico; los articulos y
Memorias relativos a la éptica electrénica son numerosisimos, incluso
los de caracter tedrico. Pero, orientados-las més de las veces por las
necesidades de la técnica, en ellos sdlo se considera el campo de las
lentes electrénicas como un todo, no en su estructura. Desde el punto
de vista de los principios, la éptica electrénica geométrica hubiera
va sido posible inmediatamente después que Hamilton establecié la
analogia entre 6ptica geométrica y mecénica. Por otra parte, es sa-
bido que la mecénica de los sistemas hol6nomos admite una inter-
pretacién geométrica en ciertos casos, conforme demostrdé Schrodin-

ger al introducir la métrica riemanniana definida por la energia ci-

nética, cuando los vinculos no dependen del tiempo, en el espacio de
las configuraciones. Sin embargo, las posibles trayectorias naturales
del sistema no coinciden, en general, con las geodésicas de dicha mé-
trica. P-ei'o‘hay mas: la identificacion de trayectorias y geodésicas exi-
girs, a veces, la introduccién de métricas més generales que las de
Riemann. Tenemos asi tres modelos intimamente relacionados: el
6ptico, el mecanico y el geométrico. En la &ptica electrénica sélo se
han considerado hasta hoy los riexos entre-los dos primeros. Nosotros,
en lo que sigue, nos proponemos sentar las bases para la.interven-

cién del tercero, el cual permite vincular a cada sistema, éptico elec-
trénico de campo estatico un espacio métrico cuya estructura es Ia

traduccién geométrica de la del sistema. -

Madrid, mayo de 1947.




1. LAS ONDAS DE HAMILTON EN M'ECANIOA‘ CLASICA

1.—Sea L (@%..., 4%; q%,...; q%; t) la funcién de Lagrange que carac-
teriza el comportamiento de un sistema de puntos materiales, fun-
cién en la que ¢' son las coordenadas del punto representativo del
aqt

dt
ponentes de la Velocidad del mismo, y t €l tiempo. Las ecuaciones de .
evolucién son las de las extremales del problema de variacion

mismo en el espacio de las configuraciones, ¢! = son las com-

@1 & [L (g4 Q°; G4y @73 1) dE =0,

siendo el elemento de comparacion el conjunto de todas las trayec-
torias infinitamente préximas que pasan por dos puntos dados y re-
corridas entre dos instantes asimismo dados. Es. decir, 1a evolucién
natural, qi=qi (¢), es una integral del sistema euleriano de ecua-
ciones diferenciales

. d oL oL
(I.2) —_ —0.

at \ Qg dq

El espacio de las configuraciones es, en el presente estadio, una
variedad continua amorfa C,, amorfa en €l sentido de que en ella no
sé ha definido conexién alguna entre los espacios vectoriales afines
tangentes. Estos si existen, en tanto que un cambio de coordenadas
en la variedad

13 g =q (g\,..., ") |
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subordina una transformacién lineal entera homogénea dgq'=—
qi
;—-—dqi entre las diferenciales d ! y sus transformadas por (I. 3).
g
De aqui resulta, en particular, el caricter contravariante del vector
velocidad q.
El escalar L (q1 QP qY..., qB ) depende de las’ variables q1
que no son sino meras variables numéricas, v de las gi' que son com-

ponentes de un vector contravariante. Si consideramos ¢,..., q , t co-

mo parametros fijos, la expresion dL = dqi es un escalar

o4
cualesqmera que sean las componentes del vector contravariante infi-
oL
nitesimal d gi; luego son componentes de un vector covariante.
04t

Pero hay mas: sean 'I‘i “‘ las componentes de un tensor de orden
p==h -+ k y exceso € = h —k, componentes que dependen ho sélo
de las coordenadas ¢!, sino también de las componentes de otro ten-

sor t Js
T T11 1k (q tll ;l;)
a T ij“'i;{
1+++Jh
En estas condiciones, las derivadas parciales —————— son las
ot T

componentes de un tensor R} m,. n,i’lr,l‘ ji.%, de orden p=h. —{— r-+k-ts,
igual a la suma delos 6rdenes T y ¢, y de eXCeso e—(T+h)—(s—|—k)=:
= (h—k) — (s—7), igual a la diferencia entre el exceso de T y

oL

son las componentes de un

el de ¢ (!). En particular, D=
A v b ] éi

tensor de orden 1 y exceso 1, es decir, de un vector covariante, el

momento conjugado de la coordénad_a q'; luego la expresion

L+H=pq

(1) A. pE Mira FERNANDES, Rend. della R, Accademia N. dev Lincei, (6), 21,
1935, pags. 555-562.
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es un escalar y, por lo tanto, también lo es H—=p, ¢ — L. Suponga-

o*L
mos que el determinante funcional -——}J sea + 0. Las ecua-
. oq og |
ciones
oL
b= :
Jdgt

denmen entonces las ¢! como funciones de las D,, lo que a su vez per-
mite expresar el escalar H como funcién de ¢, p;, ¢; esto es:

" H (¢4 p,t) =p,q" (D, yrr Priy @4 @ £) — L [@}, ¢ (P, 4, D), E].

cH .
Es facil ver que el vector contravariante coincide con qi. En
' op;
efecto, derivando la ecuacién que’ precede resulta:
oH : ogc . L O¢g*
=q' -+ Px — =4
o i om - Jdgt O

~ Resumiendo: a cada funcién de Lagrange L podemos asociar una
funcién H, la funcién de Hamilton ligada a L, y al vector contra-

variante g! el vector covariante p; de manera que valgan las siguien-
tes relaciones:

L (qii diy t) + H (qiv i t) =17 élba

1.4) oL . - 0H
p‘i= — q1|::—-——~.
oqt OB

Se reconoce facilmente en ellas una transformacioén de Legendre en-
tre las variables ¢! ¥ p, (1). De (I.4) resulta desde luego

(*) Couranr-HiiserT, pig. 28.
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oL  OL > H N 0H O H
098 9gx Ope d¢'  Jd  Om 04
es decir,
oL o0H
. + — y
29 og

lo que, junto con (I. 4), permite establecer el sistema canénico (I. 2° ),
equivalente al (1. 2),

dgi JH
at omi
12 :
dp, JH
at o oq '

La extensién que del concepto de invariante integral introducido
por Poincaré ha llevado a cabo _Cartan, le ha permitido demostrar lg
equivalencia del principio de Hamilton-Lagrange (I.1), con la con-

.dicién de que las ecuaciones de la dinimijca han de admitir el inva-

riante integral relativo
d) (p,d5gt—HDBL) (1),

donde la integral curvilinea se extiende a un contorno cerrado cual-
quiera del espacio de los estados (espacio de las fases-tiempo).

2.—FEn la mecanieca clasica no relativista, y supuesto que las fuer-

zas que actiian sobre el sistema deriven de un potencial V, la, funcion
de Lagrange L (potencial cinético) es de la forma

L=K—V=K, (¢}, 4, + K, (¢',¢",?) + K, (¢,1) —V (¢}, 1),

(1) Carrav [1], pags. 13 y 24 (cap. III).
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donde Kj (4, qi, 1) (p=0, 1, 2) son formas de grado p respecto de

las variables ¢!y K la energia cinética. La funcién de Hamilton asocia-
da es la

0K,  OK. 0K,
- +

H=p, ¢ —K+ V= |- —
. 0 gk 0 gk gk

Qk—K+V:
—K,—K, LV,

y aparece asi como suma de una forma cuadratica, K,, en las com-

ponentes ¢! de la velocidad generalizada y de la funcién V — K, que
depende solo de las coordenadas g! y del tiempo. Siguiendo a Car-
tan (1) llamaremos a H encrgia generalizada del sistema relativa
a la referencia (g') en el espacio de las configuraciones. De los dos
términos que la integran, uno, el K,, es de caricter cinético, dado
que en &l aparécen las componentes g! de la velocidad, mientras que
el otro, el V—K_, es de naturaleza dinimica. La definicion de H
cotho energia generalizada esta justificada por el hecho de que puede .
muy bien ocurrir que H sea una integral primera de (I 2') sin que lo
sea la suma K 4 V de las energias cinética y potencial. Es sabido,

en efecto, que la condicién necesaria y suficiente para que H sea inte-
gral primera de (I.2) es que

dH JH

at ot

b

luego la magnitud mecinica H, cuyas dimensiones son las de una
energia, se mantiene constante a lo largo de la evolicién natural del
sistema siempre y sélo cuando la funcién H = Dy g« —K 4V, no
depende: explicitamente del tiempo, y ello no implica necesariamente
que sea H=—K -} V. Cabe hablar, por ende, de conservaciéon de la
energia siempre que H Tesulte independiente de t, en el sentido de
cdnse_rvaci(’)n de la energia gemeralizada. Por otra parte, dado que

(1) Carran [11, page. 11.



dH .4 ( v o V&) oL
at PP ot

),
ot

resulta que para que se conserve dicha energia es necesario y basta
que el potencial cinético L no dependa explicitamente del tiempo. Es

oL ' : .
esencial advertir que —— supone constantes las (g}, '), mientras

oH
que en —— lo que mantenemos fijo es las (q!, p;).

3.—Sean D un dominio del espacio de las configuraciones e I un
intervalo temporal tales que para dos puntos cualesquiera de D,
Q (g y Q, (¢',), y dos instantes, asimismo cualesquiera, ¢, y ¢ de I,
los sistemas de valores (q,...,q", t) ¥ (¢ ..., q%, t,) determinen una
extremal, y sélo una, del problema de variacién (I.1). Si %! son las
coordenadas de un punto genérico de D'y designamos con s un valor
genérico del tiempo, de modo que (I.1) se escriba ‘

' t
(1.5) 6[ L (wl,...; un, u',.., u?, 8) ds==0(2),
t,

las ecuaciones finitas de dicha extremal seran
{I.6) ul= fi(s; qko’ tos ¥, 1),
y los correspondientes impulsos

17, vi=g! (s; g¥,, t,; g%, 7).

En virtud de la hip(’)besis hecha tocante al dominio D y al interva-
lor 1, se tendrj, evidentemente, :
i=fi(t; g%, t; gk, t),
(L.8) ¢ =f q o Los ‘.1 2
ql(y Efl (tov q 0’ to; q :t)-

(1) Brivrovin, pig. 152.
(2) CouranT-HILBERT, pigs, 96 y ss,
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Ademas, si se deriva (I. 6) respecto de s y hacemos luego s=t y
§ =1, se obtendran las componentes contravariantes de la velocidad
en los instantes t y £:

gi=f @t; g5, t,; g%, 1),
q.i():f'i (o5 g%, t,5 gk, t).

(1.9)

Finalmente, los correspondientes momentos conjugados son

=g, (t; gk y Loy T
(1.10) { 2= 0, (5 0¥ bo; g 0,
» piozgi (t()’ q%o, to: qk} t).
Las funciones (I.9) y (1. 10) de las 2% - 2, variables (g¥,,%0; 9%, ?),
son las llamadas por Courant, funciones de campo (1).
't
La substitucién de (1.6) en la ] L (uf, ul, s) ds.nos da una fun-
/e,
cion de dichas 2n - 2 variables

T.11) W (g, t,; g%, 1) =

*t
==] L{f (8; g%, to; g5, 8), [1(5; g%, ty; g%, 1), 5] ds.

ty

Su valor para dos puntos particulares Qo (qko) v Q(g¥) de D y dos
instantes determinados £, y ¢ ha recibido el nombre de accion hamil-
toniana entre los instantes t, y ¢ a lo largo de la extremal (Q, t) —
— (Qy, 'to), 0 mejor, baﬁacvién de la accién (2) en dichas condiciones.
En la Optica geométrica corresponde a este concepto, conforme es
sabido, el de iconal (3) puntual. Ambos conceptos estan comprendi-

(1) Couranr-fInBERT, pag. 98. () rQ

(2) Cabe deﬁmr la aceién, en efecto, mediante W =W, + f L (ul, ul, 5)
ds, donde I' es la extremal en cuestién. Q

(3) H. Bruws, Das Fikonal (Leipz. .Sitzgsber., 1895, 31, 321-436). Hemos
adoptado este término en vez del -eiconal por dos razones: primero, porque las
voces griegas, tales como £1k6v, £180ANLOV, ete., han tomado en espaifiol las for-
mas icono, idilio, ete.; segundo, porque existe ya el término iconografia, que pro-
cede de la misma raiz griega que el término eikonal,. introducido por Bruns,
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dos en el més general de distancia geodésica, relativa a un problema
de variacion de la forma (I.5), entre los dos puntos (qio, t,) v (gL t)
de la variedad Va1 (!, ), que representaremos con. el simbolo
Cp, X t. Supuesta L continua y con derivadas parciales continuas
hasta el segundo orden en el dominio D X I, se puede demostrar que
la funcién W admite derivadas parciales primeras respecto de todos
‘sus argumentos, derivadas dadas por las férmulas

oW . . oL
=L (¢}, qio’ 1) — g%, 3 N ZH(qloy Dios £o)
k
(1.12) ’ T
ow - oL
{ ) - N =—pi07
dq-io . dqio
oW . oL ,
'_‘-"'::""L(qi, qiy t) +qk - Z—H(Q‘, piy t)7
ot - dgk :
(I1.13)
’ oW oL,
= -=piv
oqt dqt

en las que hay que substituir las ¢!, ¢!, p,, y p, por las funciones de
campo (I1.9) y (1.10) (). Si mantenemos fijo el punto (Q,, £,)), la
funciéon W lo es s6lo de las variables (¢!, 1), y, en virtud de (1.13),
es una integral de la ecuacién entre derivadas parciales de primer
orden

oW OW o
4 H{ g, , t|==0. (Hamilton-Jacobi}
ot o0q

(I.14)

El sistema caracteristico de la ecuacién (I.14), esto es, el sistema
de ecuaciones diferenciales de las bandas caracteristicas correspon-
dientes a ella, es precisamente el sistema canénico (I.2") junto con

AW JoH dp, JH

= —H, [

dt- | ap dt ot

b

(1) Coorant-HiLeerT, pag. 99.
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de donde resulta que la integracion del sistema candnico permite in-
tegrar la ecuaciéon (I.14). Reciprocamente, si se conoce una integral
completa W (gt,.., g8, t; al,...,an) + @ de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi, ihtegral en la que las af son m parametros independientes, nin-
guno de los cuales es una constante aditiva, las ecuaciones finitas

oW oW | oW
i =D

C)ai ] dql ) aai (-)qk

definen 27 funciones ¢! = ¢ (¢; ak, bk), p;=0p, (¢; a¥, by), depen-
dientes de los.2n parametros (a%, byx), que constituyen un haz de
integrales del sistema canénico .(I.2’) dependiente de dichos paré-
metros (Teorema de Jacobi).

4.—Esto sentado, consideremos el haz de integrales del sistema
caracteristico de (I.14):

dq 0H AW oH

== y =P, —H,
: dt : dt Om
(L15) op; opi
dpi JH dpt JH
at I T

que correspondé a los valores iniciales (%, qi,), fijos, y dejando in-
determinados los momentos iniciales p,.. La integracién ‘'se lleva a
cabo en dos fases: si
q' =1 (t; p,), o=t ),
(1:16) _{ . i0 0 0r &0
p,‘:gl (t) plo)’ pl() E"gl (to;.pl(])r

JH oH
» Py =—

on; oqt
por aquellas condiciones, las tfunciones W (¢; p,.), p, (; p;,)) se ob-
tienen mediante cuadraturas:

es €l haz de integrales de ¢l = , determinado



t

w (t; pio) :WO + {g. (S, p.lo)

te

0
——H [f%(8; Pi0)s I (85 P1o), 8] —

oni

—H [f%(8; D1,), Ix (85 Pyo), S] } ds,

t
D; (t; Do) == Pro —/ -;)U—t—H [F¥ (8; Pio)» G (8; Pro), 8] d s.
t,

E] valor inicial de W, puede ser cualquiera. No asi el de p;, ya que

debe satisfacer la condicion

pto -]L H (qio’ .pim to) — 0.

La ecuacion W (t; p,) = W, establece para cada valor t=—1t de t
un nexo entre los parametros hasta ahora arbitrarios p,,. El lugar

geométrico de los puntos qi=fi (£; p;), ‘donde los p,, independientes

son en niumero de n—1 en virtud de la condicién W (%; pio) =W,

Q%) 2,

Fig. 1

es una hipersuperficie del espacio
de las configuraciones en todos los
puntos de la cual es W =W . Esta
superficie de equiaccion se mueve
en dicho espacio en el transcurso
del tiempo y se reduce al punto ¢!,
en el instante t, en virtud de
(1.18). La llamaremos onda de Ha-
milton d= origen en Q, (q';) en el
instante ¢, (fig. 1). Fijado un va-
lor £ de t y elegido un punto Q (g')
en la hipersuperficie que, en el ins-

tante T, define la posicion de la

onda mé6vil de Hamilton, la extremal I" de (I.1) determinada por las

condiciones en los limites (¢',, t,), (g}, t) es tal, que

I rQ . v
[ L (ui, ui, ) ds=20.

0
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Esta extremal estd determinada por los valores p.; solucién de
qizqi (-t—; p,io)y W (?; pio) :WO'

Al mismo resultado se llega partiendo de la accién
r rQ .
W=W, 4| f L (u, u, 8) ds
Q

como funcién de las 2m -} 2 variables ¢!, t,, ¢!, t. La onda de Ha-
milton de centro en (q,) en el instante t, €s la hipersuperficie mé-
vil del C,

W (gl &; @ 1) =W,,

donde ¢!, y t, se conciben como valores numéricos-dados.

El comportamiento que muestran las ondas de Hamilton que en
un cierto instante inicial se reducen a un punto, es un caso particular
del de las ondas de Hamilton méis generales, que se propagan a partir,
no de un punto, sino de una hipersupefﬁcie inicial. No nos serd me-
nester, sin embargo, ocuparnos de éstas, por lo cual prescindiremos
de su estudio y propiedades (1). '

5. — Consideremos de nuevo la funcion W (qi, ¢ ; ¢}, t) antes de-
finida,

aIry -t
W (g, £o; @ 1) = W, 4 j L (u, ul,s) ds,
t,

¥y, supuesto fijos g, ,, la onda de Hamilton W (¢!, {,; ¢, t) =W,
Sean X y Z’ sus posiciones en el Cn en los instantes t y t 4 d ¢, res-
pectivamente, y ¢'=/fi () la extremal I' correspondiente al pun-
to Q (¢) de = considerada en el’i'nstante t (figura 2). Se tiene asi,
en el instante 7,

=@, =@, WIig,ts;f®,1=W,

(‘1) CouranNT-HILBERT, pags. 102-105.
2
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Por otra parte, la ecuacion de =’ es
Wt q+ 8, T+ dt]l=W,

donde ¢! son las coordenadas de un punto cualquiera de Z; luego
Q (gt dql) estd en Z° si

' B ¢! estal que
Q19 sdpe)
oW oW
e g Sqt 4 ~dt=0.
\CAS LY ot

Determinemos, en particular,
la interseccién de la extre-
mal I', considerada geométri-
camente, como linea de C,. Un
punto de I' infinitamente pré-

Wely,

l‘:_?fd t o
' ximo al Q (g!) tiene por coor-

Flg. 2 denadas q! + fi @) &¢; donde
Ot es una variacion infinitesimal del pardmetro t. Para que este
punto pertenezca a Z°,.debe ser

g5t +

) dtt:O, (qi:qi)t=t)
oq ‘

o lo que es lo mismo,

piqidt—H (¥, py, ) dt=0,

de donde
H (g~, py, )
b= —— at, (Pm g™+ 0)
y O
H (g%, py, ) =
ql= 1.0 aidt.

P O™



Ahora bien, d q'==¢!d t es el corrimiento real del punto represen-
tativo del sistema, punto que en el instante ¥ }- d ¢ ocupa la posi-
ciéon Q°’, cuando la onda de Hamilton estd, en Z'. Por lo tanto, en
el mismo intervalo dt durante el cual dicha onda pasa de 2 a X/,
aquel pﬁnfo lo hace de Q a Q'’ y entre las componentes de ambos
corrimientos existen las relaciones |

dqg! ) v H

dqi Px qE

Jualquiera que sea la métrica’ que se elija, por lo tanto, la razén de
velocidades serd

v d g H
(1.17) = =

v dq Py QE

Este resultado, del que haremos uso més adelante, es independien-
te de la significacion mecéanica que hemos atribuido a la funcién H
y subsiste cualquiera que sea la funcién L de un ﬁr_oblema, de va-
riacién del tipo & [L (!, u, s) ds=0."Ademé4s, el que no dependa de
la métrica que se adopte en el espacgio de las %! permite una absoluta
libertad en la eleccién de dicha métrica, eleccién en la que puede guiar-
nos la naturaleza del problema particular que se estudie. Si L es de
la forma antes indicada:

L=K, (¢, ¢\, 1) +K, (¢, ¢, 1) + K, (¢,t) —V (g, 1),
y, por ende,
H—K,—K,+V,
se tendré:

v K,—K +V

v K, + 2K,
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En particular, si el sistema es conservativo en el sentido de Bril-
louin (1)—vinculos independientes del tiempo y constancia de la ener-
gia total E—=K + V—, la energia cinética se reduce al término K,,
y, por consiguiente,

® K4V E E
(1.18) = —_———
v 2K 2K 2 (E—V)

Cuando se trata de un tinico corpusculo de masa m y se adopta co-

1

mo métrica la del espacio euclideo de modo que mr2—=E-—V;

la velocidad v de la onda, segin esta métrica, sera:

_ E \/Z(E—,V). E }
I S Vam®—V)

E

V=

’

V2 (E<V)
en la métrica de Schridinger (2).

6.—Establecidas ya estas generalidades, supongamos que el sis-
tema candénico

' oH . oH
ql‘:: ’ ‘pi:_

oP; oq

admite la funcién H de Hamilton como integral primera; esto es,
que se conserva la energia generalizada—para lo cual es necesario y
JH

ot

basta que = 0—..Sea C (E) el conjunto de todas las evolu-

(1)' BrILLOUIN, pAg. 170.
(2) Ann, Physik, 79, 1926. pig. 494.



ciones del sistema que corresponden a un mismo valor E de la energia
generalizada. En estas condiciones, las trayectorias naturales del sis-
tema son las extremales de la integral

Q
(1.19) F=| pdqg
J Qe

respecto de todas las trayectorias infinitamente proximas que pasan
por las posiciones inicial y final del sistema y que satisfacen la rela-
cién H (¢!, p,) = E. El valor F de la integral (1.19) es la variacién
de la accién en el sentido de Maupertuis al pasar.de Q, a Q, o sim-
plemente la accion de Maupertuis. '

Cabe dar otra forma a la integral (I.19) partiendo, de las rela-
ciones

K,—K,+V—E, K, (dg)=K, (q) (dt)2.

Se tiene, en efecto,.

0K, 0K, 0K, .
p;dqi= + | dqle=— dq'+ K, (dgh)

dgt dqt oq
y
dg* :...:ﬁn.’_:dt; VK, (dg) _ VE, (@) ’
ks - VK, (@) VE—VIEK
de donde
p,d¢=2K, (q) \/_K_(ii + K, (dq) =
VE—V+XK,
=V2@E®—-V+K,) V2K, (d9) +K, (dq),
0 sea,

Q. |
F:] {(V2@E—V+K) VM, dgdgi 4+ M, dg},
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S 2K, =M;q ¢} y 2K, =M, q'. Los coeficientes Mi; son los co-
eficientes de inercia del sistema respecto de la referencia (g!) del es-
pacio de las configuraciones. Las trayectorias, por lo tahto, conside-
‘radas como lineas geométricas del C,, independientemente de la ley
de movimiento a lo largo de ellas del punto representativo del sistema,
resultan como extremales del problema de variacién & [ p, dgi=0.
Si g¢i==¢q! (\) son las ecuaciones de una de esas extremales—Ia que
pasa por Q, y Q, por ejemplo—, la ley de movimiento resulta de la
inversién de la integral ‘

A
dgt dgi
— Mjj—— ——
t—ty=* VAN dn
: ax,
o/ A 2(E—V+Ko)

lo que define el parametro A como funcién del tiempo, y, por ende,
en ultimo término, las coordenadas q' como funciones de *. .

7.—Cuando los vinculos y V son independientes del tiempo (sis-
temas conservativos), todos los M.y K, son nulos, la énergia cingé-
tica K coincide con la forma cuadrética K, y E=K - V. En tal caso,
el principio de Maupertuis esta expresado por la condicién

(1. 20) 6]\/2 (E—V) VM;dgtdgt=0.

Ahora bien, puesto que la forma cuadratica diferencial M;; dg' d g3 es
definida positiva, la determinacién métrica ds?=M; dqid ¢ es rie-
mannjana en sentido estricto. Luego, si convenimos en introducir en
la variedad C,, amorfa hast'a ahora, las conexiones afin y métrica mas
restrictivas compatibles con aquella determinacion, el espacio de las
configuraciones pasaré a ser un espacio riemanniano en sentido estric-
to. Llamaremos a esta métrica introducida en el espacio de las con-
figuraciones la métrica de Schrédinger asociada al problema, dinami-
co. Que sepamos, ha sido Schrédinger, en efecto, €l primero en usar
sistematicamente de una tal métrica (1), aunque existian precedentes

(1) ScHRODINGER, loe. cit., pig. 491.
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de traduccion al lenguaje geométrico de ciertos conceptos meca-
nicos (1).

La ecuacién (I.14) de Hamilton-Jacobi, que en el caso que con-
sideramos se reduce a

oW 1 oW oW
+ Mii + V=0,
ot 2 ot o0¢
o también a
oF oF
Mi =2 (E—YV),
o og¢

supuesto W =—=F —E{, expresa que el cuadrado del médulo del vec-
OF OF
| dql . a_---a d qn
a 2(E—V). Con él coincide, por otra parte, el grad W. Merced a
la introducci6n de la métrica de Schrédinger es posible interpretar la

oW oF .
relacién existente entre los vectores p; — = y los g

oq oq
Imaginemos el conjunto de trayectorias de- energia E que parten
de Q, (fig. 1) y la onda de Hamilton de origen en Q, en el instan-
te t,. Esta onda coincide sucesivamente con las hipersuperficies
F=W, + Et, donde

tor covariante grad F=— ( ) es igual precisamente

) rQ
F (g, ) =W, + Et, + f V2 (E—V)ds. (ds2=DMj;dq'dgl)

Sea F=—=C, una cualquiera de estas hipersuperficies, Q un punto de
ella y éi las componentes de la velocidad en Q del punto representativo
del sistema que recorre la extremal Q, Q. El momento conjugado co-
rrespondiente, p;, es normal a dicha superficie, dado que cualquiera

(1) WHITTAKER, pags. 264 y ss.
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oF
que sea dgq!, tangente a ella, es ———38q!=0, y, por lo tanto,

24

p, 5 ¢ =0. Pero las componentes covariantes de q' son

. 9K 9(E—V)
@)i=M; == . =i
dqt dqi

luego ¢}, esto es, la extremal Qo Q, es ortogonal a la hipersuperficie
F=_C, y, por endg, a la posicién de la onda de Hamilton en el instan-
te t dadopor W, - Et=C,.

Del principio de Maupertuis se sigue, ademas, que las extremales
del problema dinimico coinciden con las geodésicas de la métrica
de Schriodinger en ausencia de campo agente (V= Cte), pero no si
éste existe. Por este motivo, y si pretendemos que dichas extremales
coincidan con las geodésicas relativas a una cierta métrica, debere-
mos adoptar como forma fundamental de la métrica riemanniana no
fa de Schrodinger, sino la

(1.21) ds'?=2(E—V)M,dqidg (),

que resulta de ella mediante una transformacion conforme (2). La
adopcién de esta nueva métrica no modifica en modo alguno las rela-
ciones angulares que se daban de acuerdo con la métricabprin‘litiva
—por ejemplo, las trayectorias que parten de Q, siguen siendo orto-
gonales a las sucesivas posiciones de la onda de Hamilton de origen
en Q;—. Pero si, en cambio, quedan alteradas las propiedades métri-
cas no angulares—por ejempio, grad F—grad W es ahora un vector
unitario, puesto que las componentes contravariantes del nuevo tensor’
Mik

fundamental de la métrica son gi¥— o
: 2(BE—V)

La transformacion conforme

gik=2 (E'—-V) Mik

(1) Cf WHITTAKER, pig. 254; BrILLOUIN, pdgs. 146 y 165,
(2) ScuoUuTEN, pig. 168.
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permite, por lo tanto, interpretar las trayectorias naturales del sis-
tema como geodésicas del espacio riemanniano que resulta de intro-
ducir en C, la métrica riemmaniana ¢;,. Conviene insistir en que este
resultado se consigue mediante una transformacién conforme y no
acudiendo a un cambio de coordenadas en el C, (!).

8.—EHvidentemente, no siempre sera posible el establecer una mé-
trica riemanniana en el C, que esté intrinsecamente ligada al pro-
blema dindmico, en el sentido de que la evolucién del sistema se pueda
describir como movimiento del punto representativo del mismo a lo
largo de una geodésica. En algunos casos, la identificacién aproximada
puede efectuarse en el ‘“espacio-tiempo”, C, < t, conforme ha de-
mostrado Brillouin (¢). En efecto, definamos en el C, X ¢ la métrica
riemanniana,

dS2=(A +2K—2V) dtz, @K=M, ¢ ¢ +2M¢ 42K,

donde A es una constante muy grande respecto de K'y de V. Las
componentes g _;, (o, p=0, 1, ... n) del tensor métrico son, pues,

Jpp=A+2K,—2V, (@0 —=t)
g0i=gi0 =_Mi’
gij:Mij1

y las ecuaciones diferenciales de las geodésicas, en funcién del para-
metro afin S, seran

(1) No deja de ser sorprendente el siguiente parrafo de J. Mariani (Journ.
de Physique, 1939, pig. 298): “Le probléme de la dynamique des systémes est ainsi
ramené & un probléme de dynamique du point matériel dans Pespace ¢ [introdu-
ciendo en éste la métrica Miy d ¢ d ¢¥], & son tour, ce dernier peut étre réduit
2 un probléme purement géometrique, en introduisant tine éxtension en configu-

ration nouvelle, dont les coordonnées q'1 son telles que dq'i =\ 2(E-—V)d ql et
qui est par conséquent applicable conformement sur la multiplicité defini par
les ¢i.”” Evidentemente, no puede tratarse de un s1mple cambio de coordenadas
—de una transformacién puntual entre dos espacios, si se quiere—, pues las re-
laciones de definicién que adopta, d ¢’ = \/ 2(E— V) dqi no cumplen las eon-
diciones de integrabilidad,

, (?) Brmrouln, pag. 152, El razonamlento que sigue difiere algo del de Bril-
ouin.
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a ( ) dgp 1  OJgw dgv dgv 0
— { GaB) - —_ =V,
as \"0) ds 2  Qggx dS dS
o también
d (p dt) 1 /dt\? 99w . . 0 ( dqa)
—_— JE— - [t X —
as \' o ds 2 ( as ) D g wr=0 |\ at

donde p, son las componentes covariantes del vector gB:
D=9 qP- (*=1)
En particular

. . . 0K
Pi=ggqP=M |+ M; = ;
. dql

Po=gog PP—=A +2K,—2V 4K,

Ahora bien,

Yy PQV—=AF2K—2V;

luego

at o dt \* d?a O OE—V)
Do , -+ — - =10;
dse as at 9 qa -

es decir,

drt

| as: dpg QK —V)
(1.22) Po S — =0.

( dt ')2 dt Jqa
as
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Ademas,

dazt
T dS2

d (K—V).
dt

o
as

de suerte que se puede prescindir del primer término-en (I1.22) si A

AL2K—2V

es suficientemente grande y para a—1, 2, ..., n. Obtenemos asi

d p; O EK—V)
oq

» ~( (Lagrange),
dt

es decir, las ecuaciones de Lagrange como primera aproximacién. En
cuanto a la ecuacion (I.22) para a=0, resulta:

A }2K,—2V 4K, d(K-—V)
’ A+2K—2V dt
d(A+2K,—2V+K) 0 (K—V)
+— ' —— =0,
dt ot
0 lo que es lo mismo:
K, +2K, d(K—V)
_|_
A}+2K—2V dt
d(®,—K-=V) 9 EK—V)
S —0:
dt ot
luego
K, + 2K, d(K—V) dH oL
A4+2K—2V dt dt ot



y para A suficientemente grande

d-H JH dH oL

—— _ + 20,

dt ot at ot

que es la ecuacion clasica relativa a la energia generalizada.

9.—Veremos en lo que sigue que el espacio adecuado-a una lente
electrénica estatica de tipo eléctrico es un espacio riemahniano» eucli-
deo-conforme (1), mientras que las que resultan de la superposmlon
de un campo eléctrico y de un campo magnético estaticos requieren
una métrica de un muy otro caracter. La razon fisica de ello es obvia:
la accién del campo eléctrico sobre un corpiisculo dotado de carga
no depende ni de la direccién ni del sentido en que aquél se mueve;
la del campo magnético, en cambio, varia no s6lo con la direccion del
movimiento, sino también con su sentido. Las geodésicas de un espa-
cio riemanniano no pueden, por lo tanto, comcuhr con las trayecto-
rias de los corpisculos cargados que se mueven en una lente del tipo
ultimamente citado: aquéllas son esencialmente reversibles, éstas no.

La propiedad del campo magnético que acabamos de recordar,
ese depender la accién del campo de la direccion y sentido en que
se mueve el corpiisculo, presenta una gran analogia con la estructura
gue muestran los espaci'os de Finsler (2). Y, en efecto, demostrare-
mos mas adelante que a cada lente electrénica eléctrica y magnética
corresponde, por modo intrinseco, un espacio de Finsler cuyas geo-
désicas coinciden con las trayectorlas posibles de un corpisculo de
energia dada que se mueve en el campo de aquélla.

(!) ScuoutEN, pig. 169.
(2) P. Fivster, Uber Kurven und Flichen in allgemeinen Rdumen, Dissert.,
Gottingen, 1918.



II. — EL ESPACIO EUCLIDEO-CONFORME ASOCIADO
A UNA LENTE ELECTRONICA ELECTRICA

10.—Conforme hicimos notar en el § 5, a cada provblema de va-
riacion 6fL (ul,..., un, ul,..., ut, 8) ds—0, caracterizado por una de-
terminada funcién de Lagrange L, podemos vincular ciertas hiper-
superficies que interpretdbamos como hipersuperficies méviles en el
espacio C, de las »! al atribuir a la variable s la significacién de va-
riable temporal Y a las que se da el nombre de ondas de Hamilton.

Vimos, ademas, que entre la velocidad v con que se mueve en el
instante t [] un punto Q (q!) de la onda de Hamilton de origen Q, (¢!,)
en ¢l instante t, [a lo largo de la . extremal (@4, t) — (@, t,)] ¥ la ve-
lccidad v, en €l mismo~instante t, del punto que describe aquélla, exis-
te la relacién (1. 17),

, v H (d}, p, 1)
(L17) —

v p; ¢

independiente de la métrica adoptada en C, para definir la distancia
-entre dos puntos infinitamente proximos, definiciébn que, a su vez, es
necesaria si pretendemos hablar de valor de la velocidad.

11.—Consideremos, en particular, la funcién de Lagrange relati--

vista que corresponde al movimiento de un corpisculo de masa en
reposo m y carga eléctrica e bajo la accién de un campo eléctrico de
‘potencial electrostatico ® y de un campd magnético determinado por
-l potencial vector X:
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' : / v — >
(IL.1) -ch—mczv 1— +eAXv—ed.

c2

En esta expresion, e, ® y\Xse suponen medidos en unidades electro-
magnéticas CGS y ¢ es la velocidad de la luz. Elegido un sistema
cualquiera de coordenadas curvilineas a* en el espacio ambiente (eucli-
deo), la funecion L se escribe

1 o\ .
Yix a¥] J-eA;xi—e0,
¢ (i=1, 2, 3)

(II.1’) L=—me2|1l—

donde yix son las componentes en coordenadas curvilineas del tensor
de la métrica euclidea, A, las componentes covariantes del potencial |

) . dol
vector, y ot—

las componentes contravariantes del vector velo-

—
cidad. Las componentes covariantes del campo eléctrico E son

—> o0 o0 o0.
(]:[.2) * E: — y — y — .
ouxt o x? o3|

En cuanto al campo magnético, sus.componentes naturales constitu-~
yen el tensor covariante de segundo orden antisimétrico

0A; - JA;
Fjj= —

ou! out

Este caracter antisimétrico permite definirlo mediante la densidad
vectorial contravariante

Hx=TF;, (i j k) = permutacién par de 1, 2, 3.

0 lo que es lo mismo, por medio del vector contravariante

1 1
— Hx—=——Fj. (y==1lyn I
Vy Vy -

(I1. 3) Hk e
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~ Las funciones ¢ y A, no pueden ser cualesquiera, sino que estan
sujetas a las condiciones ' '

—> >
Ab=—4mnctp, AA=—4m,
que se reducen a
(IL 4) AD=0, AA=0

si son nulos en el dominio del espacio que consideramos la densi-

dad p de las c’argés libres y el vector intensidadw'i*; A esel opefador
de Laplace ‘

1 90— o)
=— —|Vy ¥* .
Vy o2} ok
De (I.1°) se deducen desde luego los impulsos conjugados

Pi= = — + e A
o at Vi—p:

oL m Yix Xk ' ({5._;1))

suma del impulso cinético m v,/ V1 — B2 y del impulso potencial €A,
y la funcion de Hamilton

i . m c?
H=pr—Le—=—— L e0,

\,/ 1___[32

suma de la energia en reposo del corpusculo y de su energia cinética
y de la energia potencial e ®, Dado que H no depende explicitamente -
del tiempo, existe conservacién de la energia y podemos escribir

m c?
+ebd=mc* | eV,

Vi—p2



- 32 —

donde V es el potehcial del campo eléctrico en aquellos puntos en
qite se anula la velocidad v del corpisculo. En lo que se sigue toma-

remos la ecuacién anterior en la forma

ne . m
(II'5) —___-—+¢=nc2+vm . (ﬂ——:——-)
\/1__[32 \ c

de la que se deduce que si el campo es puramente magnético, la velo-

cidad v del corpasculo es constante,

12.—Esto sentado, la razén v/v entre la veloc'idad de la onda de
Hamilton y la del corpisculo vale, en virtud de (1.17),

m ¢?
__‘._'.__._*__e(b
v \/1——-[52
’U m’!)z —5 —
+eAXw
Vi—p2
de donde
nc?
_ 10
_ .\/1—"[32 Vo+n02
V= e — -
T]'v‘ — —> T]’U . . —_
—+}+AX s, — + A X s
Vi—p Vi—p2

>
El vector s, que aparece en el segundo miembro es el vector unitario
euclideo tangente a la trayectoria del corpusculo y acorde con el
sentido del movimiento de éste. Ahora bien, la relacién (_II.5) nos

define v como funcién de punto. Se ‘tiene, en efecto,
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- V,—®
\ Yo | \/(vo—an (——~—c2 +2n
B = 2 +T], V=—¢ - v ® ’
3\ 1—'[32 c : S '
———+n
2
(I1.6) °
nv /[ V,—o .
WZ?\/(VO—M (—°CT—+2q>. (en=|nD

Luego obtenemos, en definitiva,

V,+ne?
N (B2 ) 535

férmula que expresa Ia velocidad v de la onda de Hamilton en fun-

(IL7) v="

cion del punto Q (x1) y dela direceién y sentldo so, del movimiento.

Por otra parte, el principio de Maupertuis, d [p, d ¢! =0, nos per-
mite afirmar que las posibles trayectorias del corpisculo (m,e) de
energia total mc? 4 eV son las extremales de la integral

| , H H
fidqi'—._— plqldt: — ’Udt:f —
: v

siendo d s, el elemento lineal euclideo: ds,? =y ¢ 2! d 2*. Dichas
trayectorias, por lo tanto, son los rayos de la 6ptica geométrica de
un medio, no-homogéneo y no-isétropo en general, caracterizado por

H
¢l indice de refraccion n ~ ——:
)

. N 4 A . .
@.8) n (Q,5) :———i’e\/(vo—cb) (
Vo + N c? 3

+A><si

O
) ,

(1) Cf. W. Graser, “Uber optische Abbildung durch mechanische Systeme
und die Optik Allgemeiner Medien” (Ann, Physik; 1933, 18, 557-585). La expre-

3
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rayos que son las extremales de b.fndslzo (principio de Fermat).
Las ondas de Hamilton son precisamente las superficies de onda de
esta dptica geométrica, y v es la velocidad de fase.

En la definicién (IL 8) del indice m se da una indeterminacién que
procede de que V, estd determinado salvo una constante aditiva.
No asi el factor entre paréntesis, que lo estd univocamente. V, po-
tencial de un punto en que es nula la velocidad del corpusculo, coin-
cide sensiblemente con el potencial del citodo cuando aguél es un

- electrén de incandescencia. Se suele tomar dicho potencial como po-
tencial cero, con lo que n queda determinado sin ambigiiedad. De todos
modos, si en vez de-tomar V, como potencial del citodo se toma el
valor V', ello no tiene otra consecuencia que multiplicar el indice n '
por un factor constante:

 Vetmer
nNe=m— 1,

V' +ne?

lo que, a su vez, no repercute en absoluto en las trayectorias del cor-
pusculo posibles.

13.—Las consideraciones generales que preceden las aplicaremos
a la Gptica electrénica; es decir, el corpisculo (m, €) serd un elec-
trén, como valores caracteristicos del cual tomaremos

m: €==1=— 5685 103,
m=9,108-10—28 gr.,

u. e. m. CGS.
e:m=——1,759.107,
€=—=-—1,602-10—20,
Ademas, en las formulas que preceden debera hacerse e =——1. En

6ptica electronica se considera el electrén como précticamente libre,

sién que da del indice de refraceién, que llama M, no es correcta, lo que es debido
a un error en el cdlculo de 1j v. En el valor de este producto no ha tenido en cuenta,
en efecto, que n puede ser positivo o negativo y, ademds, falta en él el fae-

1

tor
¢
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es decir, se prescinde de los procesos que resultan de choques de los
electrones entre si o con moléculas de gas. Las trayectorias, por lo
tanto, dependeran sélo de la accién de los campos dados, eléctrico,
magnético, o eléctrico y magnético, campos que supondremos estati-
cos. En cuanto a la adopcién del valor (IL.8) o el aproximado _

e
'n_'y_—\/Zr] (Vo—0) +- A X s,

todo depende del orden de magnitud de (V,— ®)/c? respecto de n,
0, lo que en el fondo es lo mismo, de que pueda prescindirse o no de
la variacién de la masa con la velocidad. Para potenciales del orden
de 500 kV, (V,— ®)/c? es ya igual a 7. Sin embargo, el potencial
acelerador en los microscopios electronicos suele ser, como inéXimo,
de 50 a 80 kV, y, generalmente, bastante menor. Hasta 10 kV puede
prescindirse de la correccion relativista y tomar simplemente

— > :
neV 20 (V,—0) —AX s, ve=——V2n(V,—0).
|

Si X:— 0, y dentro de los limites de esta aproximacion, el indice n
resulta ser igual al cociente p = v: ¢, supuesto normalizado n a base
de Ia condicién V, =0 (1). -

Recordaremos finalmente que, en rigor, el electrén no obedece a
la mecanica relativista puntual clisica, de modo que ésta debe con-
cebirse como una aproximacioén vilida s6lo para pequefios valores
de la longitud de onda de De Broglie asociada al electrén,

h - 7 V1—-p2
\/1__[522}\0_\./__.{5*?__ (2).

A=
mo

En las condiciones normales hoy en optica electrénica, esta longitud
de onda es suficientemente pequefia respecto de las dimensiones de
los objetos que se examinan y de la variacién del indice de refraccién

(1) BrUcHE-SCHERZER, pig..49.

h
(2) A,=1longitud de onda de Compton =

mce
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electronico n con la distancia, como para poder limitarnos a la meca-
nica clasica, lo que vale tanto como.ajustarnos a una a modo de
mecanica geométrica, en oposicion a la ondulatoria (*). Dicho con
otras palabras: en la técnica electrénica que consideramos, el electrén
se comporta siempre como coypﬁséulo. Y conste que al hablar de
comportamiento corpuscular, contraponiéndolo al ondulatorio, nos re-
ferimos a la dualidad de naturaleza entendida en el sentido que hoy’
se atribuye a tal palabra. De hecho, un solo electrén no se comporta
como onda. Lo que ésta traduce es el comportamiento global de un
enjambre de electrones. Con un solo electréon—y lo mismo vale para
un solo fotén—no cabe obtener fenémenos de interferencia. En cam-
bio, ello si es posible cuando se dispone de una colectividad de elec-
~ trones o de fotones. La longitud de onda de la onda de De Broglie
permite predecir y rige la distribucién de un enjambre homogéneo de
electrones después que éstos han atravesado una malla cristalina,
ponemos por' caso; pero es claro que los anillos de Debye-Scherrer
no resultaran nunca con un finico electrén (2).

14.—Consideremos un dominio, D,, del espacio en el que se ma-

nifiesta un campo puramente eléctrico (K =0, grad ® +0) que pre-
senta la simetria de revolucion: respecto de una recta. Del dominio D,
diremos que constituye una lente electrénica eléctrica (3), y llama-
remos a dicha recta eje de la lente. La clasificacién de las lentes de
-este tipo se hace atendiendo a los valores V del potencial @ a lo largo
del eje.

La mas sencilla de entre ellas, la lente de orificio (Lochblenden-
linse), consiste, en esencia, en un condensador plano en una de cuyas
armaduras B se ha practicado una abertura circular..Supuestas a
distinto potencial una de otra, se origina un campo eléctrico de revo-.
Tucién en torno de la recta normal a las armaduras y que pasa por
€l centro de dicha abertura. En general, se coloca ademéas un tercer
electrodo, C, perpendicular asimismo al eje, dispuesto de modo que
el electrodo B quede entre €l y 1a otra armadura A del condensador ().

(Y) BrILLOUIN, pigs, 197 y ss.

(?) Cf, por ejemplo, Jean-Louts Desroucugs, Principes fondamentoux de
Physique théorique, Paris, Hermann, 1942, vol. III, pag. 807.

(3) Briicae-ScHERZER, pigs. 33 v 58.

(4) PicET, pig. 61
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La distribucién del potencial a lo largo del eje depende de los poten-
ciales de A, B y C y estd esquematicamente representada en la
figura 3.

Z

yB C A ‘B_ C
'

) 1

; |

Fig. 3

Hemos supuesto planos los electrodos, aunque no siempre lo son,
pero si normales a un mismo eje. En realidad, lo que caracteriza la
lente de orificio es la existencia de un electrodo dotado de una aber-

(.

Fig. 4

tura circular de plano normal al eje de la lente y la presencia de
‘uno o mas electrodos, de modo que, en conjunto, se origine un campo
eléctrico, bien sea a la derecha, a la izquierda o a ambos lados del

Nae

Fig. 5

primero; es decir, dos medios, uno por lo menos de los cuales es de
indice de refraccion variable, no homogéneo.

De la combinacién de dos o mas de dos lentes de orificio resultan
lentes électrémicas de tipo eléctrico, mas o menos complicadas, que
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separan dos medios de indices de refraccion eléctrica constante, esto
es, de potenciales constantes. Si los indices de aquéllos son iguales, se
h‘abla. de una lente simple (fig. 4); si son distintos, se dice que la
lente es una lente de inmersién (fig. 5) *).

Al igual que en la optica ordmana, se dlstmgue entre lentes elec-
trénicas delgadas y gruesas seglin sea pequefia o grande la razén
entre la longitud del segmento del eje en que el campo eléctrico es
diferente de cero y la-distancia focal de la lente (2).

15.—Sea, pues, D, una lente electrénica eléctrica y elijamos como
sistema de refefencia un sistema de coordenadas cilindricas cuyo eje 2
coincida con el eje de la lente. Este sistema de coordenadas curvi-
lineas en D, subordina una referencia local R (_e —2,—6 ) en cada
punto P de D, (fig. 6). En el es-
pacio base del campo eléctrico su-
ponemos adoptada la métrica eucli-
dea ordinaria, de modo que el cua-
drado del elemento lineal en dicho
ambiente y en aquel sistema es

ds2=dz:+dr: }r2do2

En cuanto al potencial @, sera ‘
_exclusivamente funcion de z y de r,
" pero no de ¢, en virtud de la su-

puesta simetria en torno de 2. Ade-
mas, los efectos de la carga espa-
Fig. 6 cial s6lo aparecen cuando un gran

nimero de electrones se encuen-

tran en pequenas regiones del espacio, o bien cuando éstos atraviesan
‘un campo de cargas positivas (producidas acaso por ellos mismos al
:ionizar moléculas gaseosas con las que chocan [Gaskonzentration]).
Para un potencial acelerador de 10 kV y una densidad de corriente
electrénica de 10— A e¢m—2, la cual rara vez se presenta en 6ptica
electronica, un haz homogéneo de electrones gue f)r'imitivamente se

(1) Bricoe-SCHERZER, pag. 58.
(2) Para la teoria de las lentes electrénicas véase, p. e., la obra de Picht, en.
particular los capitulos C. y D.
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movian paralelamente al eje aumenta su seccién en un 10 % a 63 cm
de la seccién inicial: Prescindiremos, por ello, de tales efectos y, en
consecuencia,

. o2 1 oo o020
{11.9) ADO=— -+ - 4 =0 ().
oz2 T or or?

Las trayectorias naturales de los electrones de igual energia (2)
que atraviesan la lente son las extremales de la integral

V,—o
[Vormo (52 o
. v 02
y coinciden, por.lo tanto, con las geodésicas de la métrica euclidea-
conforme

.

(11. 10) ds?e=o0 (dz? 4 dr? 4 r2d ¢2),

donde hemos hecho, para abreviar,

(IL 11) o= (V,—0) (M+ zn).

c?

La conexién métrica definida por (II.10) estd ligada intrinseca-
mente a la lente D,, por lo cual la adoptaremos como métrica en €l
campo de la lente, independientemente de la métrica euclidea del es-
pacio base de la misma (cf. con lo dicho.en la Introduccion).

~ En la aproximacién no-relativista, o=—2 nv,—90) >0y

(IL.10") ds?=—2n (V,—0) y; do' d x¥.

(1) La anulacién de A® se traduce en un inconveniente sélo evitable intro-!
duciendo singularidades en el campo (rejas): la curvatura de las superficies rTe-
fractantes depende del indice de refraccion.

(2) Conseguir esta igual energia es uno de los probletnas més dificiles de
resolver, e incluso lo es el conseguir reducir los efectos a que da lugar el que
deje de cumplirse esta condicién (aberraciones crométicas; véase, por ejemplo,
Picht, pag. 190, o von Ardenune, pig. 47). Scherzer ha demostrado que las abe- .
xraciones cromiticas son pricticamente inevitables en la mayor parte de los
casos (Z. fiir Physik, 1936, 101, 593, 603).
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Evidentemente, si multiplicamos las longitudes euclideas por la cons-
tante positiva k; el potencial V,—® por la k, y n por la k,, la.
‘forma cuadratica (II.10°) queda multiplicada por

K= k;2>k2 ky > 0,

lo cual, por ser K una constante, no altera en absoluto las ecuacio-
nes de las geodésicas correspondientes a la métrica (I1.10°). Hsto
significa fisicamente que en dos lentes electrénicas cuyos electrodos
y disposicion sean semejantes geométricamente (razén de semejanza
lineal k) y en las que la razén de los potenciales en los puntos homo-
logos es ‘constante (=k,), las trayectorias de todos los corpiisculos.
cuya n==m/€ tenga el mismo signo son semejantes en el espacio or-
dinario (razén de semejanza k,) y recorridas en el mismo sentido..
La invariancia de las ecuaciones de las geodésicas por una tal trans-
formacién es, pues, la traduccién geométrica de la ley de semejan-
za ().

16, —Segiin (I1.10), las componentes covariantes del tensor mé-
trico son, en el sistema de coordenadas adoptado,

o 0 0 '
(I 11) - gie=1| 0 "o 0 W g || == o3 72,
0 0 or?

¥y, por lo tanto, las componentes contravariantes del mismo seran

r 1 3\
— 0 0
(o]
1
(I1.117) gk= | 0  — 0
g
1
0 0
o2

(1) BrUcHE-REOKNAGEL, pig. 14.
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S . s ainahsia
yDe ello se sigue que lag referencias locales R (e, e,, €,) son orto-
gonales y que las longitudes de los vectores de base en P medidas
con la unidad absoluta (1) son

e l=Vo®, le=Vo@®, [ei=rVo®),

resultado que era de prever, dada la forma’' de (II.10).
Para determinar las componentes Iy, de la conexién afin, for-
memos primero los simbolos de Christoffel de primera especie

. 1 o gii 0 9xi oYk
l—iJ'k': []k l = + _— .
| 172 | gax  oam ot
Se obtiene asi
1 Jdo 1 Jo o 1 Qo
m = g =— y rua:O’ r122=__'——_;
2 Oz 2 or 2 Qez
1 oo
r123=0; r:lss:'—'__'rz ’
2 oz
1 Qo 1 Jo . 1 Qo
~|ton=—7— y lgp =777 r213=0: [y = e ——,
N 2 Ar 2 Dz , 2 Or
H 1 Jo
= =0, [lNgyye=——-1r?—00—ro0;
2 or
v 1 oo
ran =0, rsm =0, r31s s r2, ™ 322 E= 0,
2 oz
1 oo
[gps = T2 +ro, [ =0;
2 or

(1) Recuérdese que en todo espacio riemanniano el transporte de las longi-
tudes es integrable y que, por ende, las determinaciones métricas pueden suponer-
se contrastadas de modo tal que el transporte por congruencia no altere las lon-
gitudes. La unidad utilizada en la contrastacién es la unidad absoluta.
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de donde resultan facilmente las componentes I'';, buscadas, tenien- .

do en cuenta (IL 11') y dado que Iy — { ]-ik }= gt Dy

1 Jo 1 Jdo 1 Jo
r111=““—-"—_! 112=_'—_r.1&——0 r22‘=—'—_
20 0=z 20 or 20 oz
1 c)c
[My=0, Myy=— 72 —rj
’ 20 dz
1 Qo -1 Qo 1 Jo
Srye=m—— =, [%,=0, %) —=—u—
a 20 Or 20 Oz 20 Or
g 1 o0
[2,,=0, [y =— 72 —7
20 or
1 Qo
r:’tn‘::O: r312=0’ r313=—"—'_: r322=0:
20 9=z
1 go 1
r328= -+ y I3 =0;
20 Or T
en las que, segun (II.11),
[ 1 Qo 1 /v,—o oo
20 Jdz o c oz
N ASLEN
_ o ( c? n) 7y
(IL.13) {
1 Qo 1 /v,—o oo
20 Jr o c? or
1 /v,—o
f=— - ( +Tl)Er,
c c2

siendo E y E; las componentes ordmamas del vector campo eléc-
trico E
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Veamos cudl es la influencia de éste en el transporte por parale-
lismo. Sea %! un vector, aplicado en P (x!, x2, a3), dado por sus

componentes contravariantes en
la referencial local R (P). Si me-
diante una traslacién lo' lleva-
mos al punto P’ (2! 4 d«l), sus
componentes en la referencia
—> = —
R [e,. (P'), e, (P'), e, (P')] se-
ran
121 = ul + Sul=—
_— ui _ rijk uj d wk.

Consideremos en particular tres

corrimientos, d; P, uno en cada

\o . —-* —)-

una de las direcciones de e, €,
B . .

yV €, es decir, paralelamente al

Fig. 1

eje de la lente el primero, en el plano meridiano que pasa por .P per-
pendicularmente al eje el segundo, y normal en P a este plano el ter-

cero (fig. 7).

Las matrices que representan las correspondientes afinidades in-

finitesimales son:

1 (v,—0 z
61"":"‘_"““"( 2 2 +ﬂ)( ’_Er
(o) ¢ ’ 0
_ 1 (V,—0 B,
) 6,:-—~——-—( — +n) E,
=k o ¢ \ o
' 0 0
0 0 0
- 1
0 0 —
\ r .

0 dz,
E,
0 ar—
E,



—_r2
1 V,—® 0 0 r2E,
O =— ( +T]) 0 0 '—'TzEr dq)—‘
o c?
E, E, 0
&
E 0 0 0,
~. 0 0 —7r
— ao.
1 ¢
0 — 0
T

De su estructura se deduce: @) los corrimientos d, P y ¢, P conservan
en el plano meridiano los vectores situados en él, y perpendiculares
al mismo los vectores que lo son a dicho plano; ningtn vector se con-
serva, para el observador euclideo del ambiente, salvo si en P el
campo es nulo, en cuyo caso se conservan todos; b) el corrimiento
de d, P deja invariantes, para ese observador, los: vectores del plano
meridiano perpendiculares al campo eléctrico y conserva todos los
vectores si'el campo es nulo.

Es facil deducir de (IL.14) que si trasladamos el vector veloci-
dad de un electrén de energia mc? - eV, que parte de P tangen-
cialmente al eje local—;1 al punto P'=P —[—7{1 t, las componentes del
vector trasladado son proporcionales a las componentes de la veloci-
dad del electrén en el punto P’. No podia dejar ello de ser asi, en
tanto que la trayectoria del mismo es una geodésica.

La suma de las tres matrices (II.14) nos da la matriz de la afi-
nidad infinitesimal que enlaza los espacios vectoriales tangentes en’
dos puntos infinitamente préximos

1v,—o
(I1.15) ar:-—-—(
g

+n)

c2

E,dz4E, dr E,dz—E,dr —r?E,d¢
—E,dz+E,dr E,dz-}E, dr —r2Ed¢ -

B, do Edo E dz4E. dr
0 0 0
1 0 0 —rdo
do dr
0 .

T r
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De las dos matrices sumandos, la primera es la que traduce la des-
viacién del transporte riemanniano inducido por la métrica (II. 10)
—esto es, determinado por el campo eléctrico—respecto de la trans-
lacién puramente euclidea que esti representada por la segunda ma-
triz. Si en vez de coordenadas cilindricas hubiésemos elegido en el
ambiente un sistema de referencia cartesiano, los elementos de esta
segunda matriz hubjeran resultado ser, evidentemente, todos nulos.

17.—FEl estudio de la curvatura afin y riemanniana dela lente
electrénica D, requiere el conocimiento del tensor de curvatura de
Riemann-Christoffel:

N oMy oM ,
Rl-jkh = — ~+ T rrjh e rrjk_ ).
oxk ot

En virtud de las propiedades de simetria y antisimetria -de las com-
ponentes covariantes Ry de este tensor (2), las n*=_81 compo-

nentes covariantes se reducen a —— n2 (n2 —1) = 6 independientes,
12

cuyos valores, deducidos de (II.12),,son

1 dc 2 r2 . do. 2, re 1 do v 320
R2323= 7'2( ) - ( ) - ('— + )r
20 or 40 \ 0% 2 \r 9r QOr2
R2312:0,
2 1 o
. 2 r2 2 72 >
E R3131= T2(,dc)— - (do)-—— (i d0+d0)’
20 oz 40 \Or 2 r or oz2
3 Jdo Qo 2 20
Ryyps =— r2

-+ o’
40 dz Or 2 Q9z0r

() ScmoUTEN, pig. 86; BRILLOUIN, pig, 88. Las notaciones empleadas varfan
bastante de unos autores a otros. Aqui seguimos la de Brillouin, lo que trae
consigo que al%unas férmulas aparezean con signo contrario a aquel con que se
encuentran en Schouten.

(?) ScmouteN, pags. 87-89; BRILLOUIN, ecuaciones VII. 83, 89 y 90.
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1 do 2 d0 \? 1 ockel oo
oig=— " | \7— h— - -+ - y
o 20 [(dz)_}—(dr” 2 (dz2 drz)

(IL. 16)

Riza =O

De ellas se siguen, por elevacién de indices mediante (IL. 11°) y te-
niendo en cuenta las condiciones antes citadas, las componen'oes Rijkn
del tensor de curvatura. No tiene gran-interés el explicitarlas; pero
si lo tiene, en cambio, transformar las férmulas (II.16) poniendo
de manifiesto las magnitudes fisicas que involucran. Observemos en
primer lugar que, de acuerdo con las férmulas (IL. 13), las siguientes
relaciones valen para las derivadas parciales de o.

oo \? oo\  [V,—0 2 ,
(_az—) + (_——) 24(_—;_+n) Ez, (E2=Ez2+Er2)

or c?
(I1.17)
oo 2 V,—® \ oo
= Ezz___Z( . +1 ,
(922 c2 c? / dzi’
oo 2 e ‘2(V°_¢—|~T]) o020
or? e ‘ \ 2 orz ’
de las que se deduce facilmente
20 1 Jo oo 2 V,— o
sas? SLEL L PO
Wors r dr Jr? c2 c? :

Pero en virtud de la hipétesis (I1L.9), A ®=0; luego

(11.18) Ac= E2,

02

(3) Con el simbolo A representamos aqui la léplaciana euclidea (ef. § 11).

MEEFEEEEE..,. 0 0O
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kisto sentado, la nueva forma de las componentes Rijin €s

2 (V,—0 1 1 v,—o |
Rygog =12 ~ + T‘l) —_ ] BE2— ‘——( -+ ﬂ) X
(o) c2 02 ls] c?
V,—® OE;
><E12+( - +n) ' l
c2 dz
[2(V,—o \* 1 1 V,—0 .2
R3131=7'2{[—( 2 +Tl)— ]Ez2_"——'( +n)><
c c? : c? o c?
% e (v(,—cp+ ) OE, |
§ r + c? il dr 9
=) .
=~ 2 [V,—0 221 1V, —®
R1212:[—-‘—(——-——‘—+T\,)—— ]E2+_“"("—_+n E;
(o] c? c2 r c2 :
R-zmz:O,
, 3 (V,—O 2 1
Ryjps=—12 [— ( P -’rﬂ) ———‘:I EE, —
(o] (4 c2
V,—©0 OE;
—-(—2—'+71) ’
¢ or
R3123=0;

o bien, introduciendo la velocidad v en vez del potencial,

[ 2 1 OE, ]
R2323 =172 ('—‘ — ! ) Er2— E12 + i — ’
v2 c? v2 V1i—p2 0%
Ry3,=0; _ )
~ [ 2 1 1 n IR,
e Rysy =712 P —)') E,2— E2+ ,
- v ¢ v Vi—p: Or
u » . - X -
= 3 1 n 0E,
Ryjoa =12 '—('_——'—,) E. E, { - ’
1}2 c- v 1__ 52 dr
n E,
Rype— ( 2 __L)Ez+ , .
v Vi—p: 7
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Lo mismo (II.19) que (II.19') muestran cémo se pueden deducir de
los resultades de mediciones puramente fisicas las componentes del
tensor de Riemann-Christoffel ligado a la lente D,._

18.—Sea P un punto de D, y 7 una orientacién plana que lo
contiehe orienta;éién definida, por ejemplo, por un bivector; sea S
una superﬁc1e cualquiera que pasa por P Yy posee en €l aquella orien-,
tacion, Supongamos, adem4is, que en S, en un cierto entorno de P, se
ha trazado un doble sistema simplemente infinito de lineas tales que
por cada punto de dicho entorno pasa una sola linea de la primera
familia y una sola linea de la segunda sin ser tangentes entre si.
Finalmente, designemos con d, y d, las diferenciales respecto de los
parimetros v, y v, a que estin referidas las lineas de los dos sis-
temas.

Por el punto P; de la linea v,=C%* que pasa por P, e infinita-
mente préximo a P, pasa una linea v, = C*; por.el punto P, de la
linea v, = Ct que pasa por P, e infinitamente proximo a P, pasa -
una linea v, == Cte, Se.al,'P12 = P el punto de interseccién de estas
dos lineas préximo al P (fig. 8)°
y consideremos el ciclo infinite-
simal P P, P,, P, P. Siempre
podemos suponer que el bivec-
tor d, xli d, 2k1 —d stk define la
misma orientacién T—en tltimo
término bastaria, si no, Hamsr
d, a lo que hemos llamado d,,
y reciprocamente—. Imagine-

mos ahora que transladamos un
vector u! del espacio vectorial 1
tangente en P a D, a lo largo
del ciclo P P, P,, P, P, en este sentido precisamente, hasta llegar de
nuevo a P. La translacién se efecttia, claro estd, por medio de las
componentes Iy de la conexién afin de D,. Tenemos asi, finalmente,

Fig. 8

dos vectores aplicados en P, elementos, por lo tanto, de I1: el vec-

tor ul y el ui que resulta de la translacion. Se demuestra tjue entre las
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compenentes u! y. 4l existen, en estas condiciones, las relaciones si-
guientes (1):

(11. 20) w = ul — Rign w &, 2% d, o,

Esto nos dice que, fijado un ciclo. de aquellas caracteristicas, la
correspondencia entre un vector ui aplicado en P y su transladado
hasta P a lo largo del ciclo es una homografia vectorial infinitésima
que transforma en si mismo el espaciovectorial I'l tangente en P a D,.
Esta homografia vectorial, es decir, la

(I1. 20) w=ul + Qi u,

donde, siguiendo a Cartan, hemos designado con Q!. la forma bilineal
alternada QY=-—R. ., d, 2% d, ob, es la llamada homografia vec-
torial asociada al ciclo. Los coeficientes Q1 de la misma dependen, en
efecto, tan so6lo de éste.

Para que la homografia (I1.20°) se reduzca a la identidad es
necesario y basta que Q; v =0 cualquiera que sea ul, es decir, QL =0.
Si ademés pretendemos que ello valga para cualquier orientacion, de-
bera ser Rl =0. Cuando esto ocurre en todos los puntos de un
dominio D == D., o sea, cuando.en D es Rixn =0,1a @ranslacién de
un vector a lo largo de un contorno cerrado cualquiera contenido en D
conduce a la identidad al volver al punto de partida, y la translacién
de los vectores es integrable en D. El espacio D es entonces un espa-
cio plano, y si la conexién afin es riemanniana, el espacio es eucli-
deo (2). El espacio D, de la lente electrénica no es, por lo tanto,
euclideo, y en esto descansa precisamente la posibilidad de obtener,
por modo aproximado (aberraciones), un punto como imagen de otro
punto mediante geodésicas de D. (trayectorias electrénicas) (3).

1) Cf., por ejemplo, SCHOUTEN, pig. 83, o CArraN, Legons sur la géométrie
des spaces de Riemann (Paris, Gauthir-Villars, 1928, pags. 183 y 184). La de-
mostracién que da Brillouin (pdgs. 87-88) no es correcta, pues-se basa en la
a uJ

‘integrabilidad del transporte por paralelismo cuando substituye

por [y, uk,
3 gh
Ni tan sélo tiene sentido hablar de una tal derivada, a menos de ser Rljxn = 0.
(2) Scuouten, pig. 171.
{3) Esta condicién (Rljkn * 0) no basta por si sola, pero es necesaria.
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19.—Escribamos la relacion (I1.20) en la forma

1 . 1
(II 21) o) 'll_ai I —— R*.jkhui‘dl zlk dz Fre) S . Ri.jklh Al fkh d S,
2 2

en la que
Wl — i i k h k h ' och k
Ul —=wu ul, d,atkd,prl—=d gkd,x d, xh d, x*.

fkb es el bivector unitario correspondiente al d, xlkd,xhl.y dS el
area de éste. En consecuencia, la variacion du! originada por la
traslqcién a lo largo del ciclo depende sélo de la 'orientacién, i
del 4rea, d S, del mismo, a la que resulta ser proporcional. Para estu-
diar cémo varia dui con la primera, introduciremos el tensor antisi-
métrico

1 1 { g=1 gy ||=r20?

1. Vo Rijicn. 1% h==permutacién par de 1, 2, 3.

Si, ademés, m=1\/g f» @%h = permutacién par de 1, 2, 3) son
las componéntes covariantes del vector unitario normal a la orienta-
ci6n dada, la- ecuacion (II. 21) “se escribe

(11.21°) dule— (K5 n) widS,

o bien, simplemente,

(I1.21° ") dul=pl;uldS.

Ahora bien, p; =XKjj n es antisimétrico (i), por serlo Kij! ; luego
{I1.21°"), es decir, (II.21), chstjtuye una rotacién infinitesimal. Las
componentes contravariantes del vector eje de la rotacién (1) son

Los primeros trabajos teéricos acerca de la obtencién de imégenes de objetos con
electrones se deben a H. Busch.

(1) Casi huelgs decirlo, pero- claro esta que podemos hablar de eje- de Ia
rotacidn, al igual que antes de vector normal a la orientacién plana, porque D, es
un espacio de tres dimensiones.
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1 1.

PP = —— P = v K; m, mij= permutaciénpardel,2,3,
Vg g

o bien
(11.22) p =KK™l ny,
donde
A 1 . 1
(11.23) K™l —= ———— Kjj. ==-——— Rijkn,
Vg Y

Z:;Z } permutaciones pares de 1, 2, 3.

En cuanto a sus componentes ordinarias (p,, p,, Pg), un calculo facil
nos las. da en funcién de lekh y de las componentes ordinarias-

(n,, n,, 1) del vector normal n euchdeo unitario. ‘Teniendo en cuen-
ta (I 22), (IL.23) y las relaciones generales

A=A, A= 0o Al=o0 A,

Az—A A,= o A2=0 A,
1.

A3=—— Ay, A3=7‘20’A3=7'0A(p,
T

entre las componentes locales de un vectorX (métrica I1.10 de D.)

y sus componentes locales ordinarias (métrica. euclidea ambiente), se
obtiene

1
Pr=— (Rygps M 2 + Ry 1 )
2075
1
(1I1. 24) Dy=— (Rygy05 7 .+ Ryig n,),
1'20 2
1
P =— T R1212 "cp'

oz
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Finalmente, para (IL.21) resulta la férmula elemental

—> 3 > —>
(IL.21° ") du=-4 o2 uApds,,

en la cual d S, es el area del ciclo medida con'la unidad del ambiente.

“-)‘ .7 .
Consideremos, en particular, el vector p de la rotacién, asociada a -
la orientacion definida por el vector campo eléctrico, es decir, al vec-

—> EZ Er \
tor unitario euclideo m =— ( , , 0) ; tendremos, recordando,
. B T :
por ejemplo, (IL.197) :
2 1 [ E n oE
o2 pZ:—_’ . Ez"’" . ]
o P2 \/1___[52 oz
s 1 (E _° n. OE
02 Pr=-—" B —— , (EB2=E;? + E:?)
| o\ v \/1__[52 or |
s ‘ )
\ o2 pq_) -—":‘—-0,
0 1o que es lo mismo,
—3«"'> E iy ' q ‘ \
02 p= E— — grad E,
oot OV1—pe T
(I1.24") - P o
" ’ JE OE 1 (JE\ QE :
(gradE:' , -, ) EO),
de Jr r 09 /.09
-de donde
. > [ B 1 as
(IL.21g) du=uA E—- ——grad B
L vz \/1__|32 : e

~ La relacién vectorial (II.21g) nos deﬁne la rotaciéon asociada a"
un ciclo elemental descrito a partir de un punto P, en sentido directo

Trespecto de E (P) y en un plano perpendicular a _E(P). -Su validez
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subsiste en todo punto de D, incluso sobre el eje de la lente pues los
segundos miembros de (II.24) se conservan finitos para r — 0 debido
a la presencia del factor r2 en las componentes R,,,,, R;,,, ¥ Ry,
del tensor de curvatura (ec. II. 16, 19, 19'). El eje de la rotacién,
como era de prever, esti situado en el plano meridiano que pasa
por P, pero su direccién o coincide, en general, con. la del campo
eléctrico E (P) Por lo tanto, si trasladamos el vector E (P) a lo
largo de un ciclo elemental perpendlcular a E (P), en sentido directo
respecto de este, obtendremos como vector trasladado en P el vector

s,

—> —> T —>
(1I. 25) EF=E————— _FEAgradE

La condlclon necesaria y suficiente para que E* commda con E es
que E 'y grad E sean paralelos o nulo grad E (1) La primera circuns-
tancia se da precisamente a lo largo del eje de la lente electrénica D,,
puesto que, en un punto‘genérico del campo, -

5z E\ - 9z oe I’

OE 1 | OE, O E:
_ (E +B )
or B or or

y a lo largo del eje es

E,——V' (), B =0,
0B, . JOE, . 9E,.  9JE 1 _
=—V""(2), =0, — =90, =——V"'(2),
oz 0% L or or . 2

. — —>
(1) Ev1dentemente hay que excluir que sea E =0, pues 51 E =0, deja de

>
tener ;ent;do hablar de #g.
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siendo V' y V'’ las derivadas primera y segunda de la funcién V ()

que define el potencial del campo electrostatico en los diferentes

‘ ' puntos del eje de la len-
te (1). Es natural, por otra

C~- 2?* parte, que sea asi, dada la

' simetria del campo res--

pecto de éste. '

. La formula (IL.25) es
suéceptible de una curiosa
interpretacién fisica. Con-
sideremos en P una par-
ticula dieléctrica en forma
& de cilindro cuya base sea
(h<o ) B _ e_1 elemento de area d S, del
: ciclo y de altura peque-

fia h. Sea k su suscepti-
'mg. 9 o _ bilidad dieléctrica, su mo-
mento eléctrico, por con-

siguiente, M kEhdS La accién del campo sobre ella se tradu-
ce en una fuerza, :

e — :
F=(MV) XE=FKEhdS,:grad E.
Luego, en virtud de (1I. 25),

—> n — >
OE = —  FAug,
khoy1—pge

- : D
siendo u7 el versor euclideo del vector campo eléctrico (fig. 9).

(1) La funcién @ (s, r),"en efecto, es suscéptlble de ser desarrollada en serie
de potencias de r. convergente para’valores suficientemente pequefios de r. Bl
desarrollo es de la forma

r \ 2k

®(zr) = >(——1)k o (—2-—) V©2Kk) ().

Cf., por ejemplo, PICHT, pig. 9, o BuscH (*), pag. 976. .
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. 20.—En el parrafo anterior hemos determinado las componentes-
contravariantes p™ del vector que define la rotacion infinitesimal del
ciclo (n, dS), (ec. I11.22). Las pm son funciones lineales y homogé-
neas de las n;, es decir, la correspondencia entre el vector p™ de la
rotacién asociada al'ciclo y el vector unitario n; que fija la orienta-
cion de éste es una homogra:fia vectorial, la de matriz K™l Se lla-

ma curvature riemanniona del espacio D, en el punto P y en la
orientaciéon ), al producto escalar del vector n[ y su homologo p™ en
dicha homografla esto es,

(IL. 26) K ==ty pm == Kl n_ .

La cuadrica asociada a la homografla (IL. 22) es la cuddrica ndi-

catriz de Riemann, C, del espacio en el punto P; su ecuacién es la
1

\ Ty
(IL.27) Kml g, o5y e=1, Wy
VK
0, €n componentes contravariantes,
(IL27°) K, ™ ol ==1. (Kol = Gomie gy, KED)

La longitud (jmétrica (1I1.10)!) del segmento PM, determinado por
el punto P, centro de la cuadrica, y el punto M, en que la recta
base del vector n; corta a
C;, vale, por ende, 1: VK .,
La. perpendicular trazada
por P al plano tangente a
C; en M, coincide con la
recta base del vector rota-
cibn pm,
Para obtener una re-
presentamon euchdea. de C,
podemos proceder de la si-

guiente manera: Sea 1 'v el. Y
vector, aplicado en P, de -
componentes ordinarias - ""‘Z & ikt e;+Ye]
(figura 10)

->_ >
2 .
és=rey

. Fig. 10
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o x, . %
Z = X Xe==-= Y=

?

Ve Ve e

Si el punto (x,, z,, #,) pertenece a C;, el cuadradq"del moédulo euclideo

— 1
de v es precisamentc

, puesto-que

1

: -1
224 X2 Y= —— [(xl)?—f— (%,)2 +
g

(ws)Z] =

2

1

_ gik. 901 wk B ———,

Luego, dado un plano T que pase por P, la curvatura riemanniana
en P del espacio D, en la orientacién de es la inversa del cuadrado-
de la distancia euclidea del punto P al punto M en que la normal

en P al plano m corta a la cuadrica C. de ecuacién

(IL28) o (KNZ® 4 KXz - Ks8Y2 L 2K=rXY -

. L 2KMrYZ 4 2K2ZX) =1
respecto de la referencia euclidea loéal (73: —6:,-;;). Evidentémente,
las cuadricas C; y Ci son homotéticas respecto del centro P y carac-
teristica k=1 o. . |

La eéuaéién de '5, se escribe, poniendo de manifiesto los valores
de K™ (ec. II. 23 y 11.19"), -

1 [E2 (2 1 q 9E
[__;_(__;____';)Erz_ » ]z2+
,02 2 2 . 024 ) '\/1 . [52 : az
(I1.28") - : :
1 rEZ2 2 1 . n 02K
L 8
oz L 2 v 4 Vi pe or -
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) e

) o Vi—pe T
(IL. 28") _ ,
2 /3 1y E, -
+ [( —_—— )E,Ez—' L ° jZX—l
. o2 vaoooof Vi—pz: Or

Sus coeficientes se conservan finitos en todo D, (!), incluso para
1

r =0, es decir, en el eje de la lente, donde E; es iguala V'’ (2)
(Cf. § 20, nota). . r

Los ejes de las cuadricas, C y C commden Estos eJes, las di-
recciones principales de Ricei en el punto P, estan determinados por

el sistema lineal homogeneo
(Kll—)\)Z_—|-K12X =0,

(S) K Z 4 (K2—A\) X =0,
“ (r2 K38 \) Y =0,

en el que A es raiz de la ecuacion secular

K1t — A K« 0
= Kit )\ K2
K12 K2z —\ 0= (r2Ks3—2Q) Kz Rer_ =0.
10 : 0  7r2K33—A
)\1 == 12 K33,
Kit L Ke2 ‘
Az Ay =————I——-— + \/(M) - (K12)2,
: -2 2

Si-la raiz A, =1r2K3? es simple, la direccién principal correspondlen-
te es la Z=X=0, esto es, la normal al plano meridiano que pasa
por P. Si es doble, para lo cual es necesario y basta que (K'*—1r2K33)
(K22 72 K33) — (K12)2=0, la cuidrica es de revolucién respecto
de un eje situado en el plano meridiano. Si es triple, la cuadrica es

&

t5) En el interior de la. lente electrénica es v ¥ 0, o lo que es lo mis-
mo, P+V,. <
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una esfera, en cuyo caso el espacio es isétropo en P; de otro modo,
D, es en P de curvatura riemanniana localmente constante. En cual-
- quier caso, por lo tanto, y en cualquier punto de D,, la direccion per-
pendicular al plano meridiano es una direccién principal de Rieei (%).

1~

2
pf'.l A‘Zz.kll )

/1 <

Fig. 11

Cuando A, es simple, las otras dos direcciones principales son las
de los vectores

Z=K"?,
. .I;”-———Kn +\/ Ko _Rii\z

S VETE e
Y =0, ' ’

P
X K22 __RKu —_\/ K22 K1 \2
2 (—“z’“—) ERR

Y =0, ' ' ~

supuesto K + 0, y pueden obtenerse graficamente a partir de 168

1 .
valores de K12 y —— (K22 — K1) (fig. 11). En particular, si K12=0,

(1) Cabe deducir este mismo resultado directamente de (I1.24): sin, =n, =0,
las. componentes pz ¥ pg del vector rotacxon son nulas ¥, por ende, p> es per-

pendicular al plano meridiano, paralelo-a . En eonsecuencla, dicha perpendlcu
lar es direceién principal,
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las direcciones principales son las de los ejes locales, y si K22—K!,
las direcciones principales situadas en el plano meridiano son simé-
tricas respecto de la. direccién del eje de la lente.. ‘

Sea P un punto de éste. En tal caso, la ecuacién (II. 28 ) toma
la forma

1 [ve N .
e A
o2 | v? Vi—pe
(IL 28°")
1 2 1\, N Ll
o ( _ )V2+—————V lxe 472y =1,
o2 |\ ¥ c* Vi—pe ' :

en la que recorfocemos que, en cualquier punto del eje de la lente
electronica, éste y todas las direcciones perpendiculares a él son di-
recciones principales de Ricci. La curvatura riemanniana correspon-
diente a la orientacién perpendicular al eje en P vale, seglin (II.28" "),

1 [Ve n
Knorm. — + 7 v
o V2 Vi—pe

(IL.29,)
: | _—
00_.(V—V) ( +2q)

y la relativa a una orientacion meridiana cualquiera.

(II- 29m) Kmerid. = —

1-(2 1

=

T, V2 c?

Basta tener en cuenta las ecuaciones, (11.6) para poder expresar es-
tos valores en funcién exclusivamente de V (z), es decir, de la dis-
tribucion del potencial a lo largo del eje.

Obsérvese, ademas, que si V' 40, la férmula (I1.29) es un caso
particular de la relacién ‘genex;al
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, +1BE 1[/BEXE o E
(E) pXo2 == —_ , ‘ X grad E |,
S ’ E o2 V2 \/I:—[{z B ‘

(cf. (II.24"), 9, 19). A lo largo del eje se tiene, en efecto,

_ . | A%
E=(—V’, 0,0) .. E=[V'|, grad E—:(I—V—TV 0, 0)

y substituyendo en la expresién anterior se obtiene,‘ sin mas, (IL.29).
- Sin embargo, desde otro punto de vista, la validez de -(IL.29) es mas
general que la de (E) deducida de (II.24"). La razén de ello des-
cansa en que, conforme hicimos notar, esta wltima vale en tanto
sea E + 0 y, por con51gu1ente deja de tener sentido en aquellos
puntos del eje en los que es V' =0. En cambio, (IL.29) vale en
cualquier ﬁﬁnto del mismo, por cuanto da la curvatura riemanniana. '
en la orientacién perpendicular al eje, y no ya a la orientacién nor-
mal a :E* Claro esta que, si i‘*:# 0, ambas orientaciones coinciden en
los puntos P de aquél; pero cuando es —E+:= 0, la primera tiene ain

‘sentido, mientras la segunda carece ya-de significacion.

21.—Las consideraciones que precéden justiﬁcan la de los dos*
siguientes casos particulares: Sea P un punto del eje en el cual
V'=0, V'’ % 0, es decir, un punto en que la distribucién del poten-
.cial electrostitico a lo largo del eje de la lente presenta un méximo
6 un minimo. La ecuacién de la cuidrica C sera, de acuerdo con
(I1. 28 D,

nv’’ nv'’ ‘
Z2 — — (X2 4+Y2) =1. (n<<0)
'002\/1__[32 - 202 V1 —pe

Por consiguiente, en los puntos en que V es maximo o minimo—sin
que sea V' '=0—a cuadrica @7 es una hiperboloide de’ revolucién
respecto del eje de la lente electrénica, de una hoja si V'' > 0, esto
es, en los minimos, y de dos hojas si V'’ <0, es decir, en los maxi-
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mos (). Las mismas caracteristicas presenta la cuddrica indicatriz

de Riemann, homotética de la- C;. Tanto en uno como en otro caso
el cono asintético I' es siempre el mismo:

272 — (X2 4+ Y2) =0,

- ¥ no depende, por lo tanto, de la funcién V-(2). ‘ _
Ahora bien, el punto P (z, 0, 0) es un punto singular de la
superficie eqmpobenmal ®(2,1r) =V (2) que pasa por él. La, ecua-’
cién de dlcha superﬁme es de la forma
_2V’-’Z2——V"(X2 4 Y2) +F(XY,Z) =0 (2),
_ donde F (X,Y,Z) es un polinomio de segundo grado en X -- Y2,
cuyos coeficientes son, a su vez, funciones de X2 -+ Y2 y de Z. El

X X
B | . ' y '
. i pol| dec. . ‘
pot. cr.'g. > l/ =0 k<O
40 o K>Q
y fﬂf»o’ec. y pot. crec.
\ z
Wt/
azz =0 31"
/" » 92 @
V”<0' (arz): V >0 (8r2 o< 0

Fig. 12

punto P, si V'’ 40, es, en consecuencia, un punto cénico de la su-
perficie @ (z,7) =V (2)). El cono de las tangentes en él a la super-
ficie es precisamente el cono I'. Podemos, pues afirmar que en un
punto conico de una superficie equipotencial situado en la interseccion
de ésta con el eje de la lente, el cono de las tangentes a la misma en

(1) Se trata de méximos y minimos a lo largo del eje. '
- (2) Cf. § 19, nota. Basta hacer en ella 2=2,4+Z y r>=X2+ Y2 Véase
también BrUCHE-SCHERZER, pig. 66. ' ’
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dicho punto coincide con el cono asintético de la cuadrica indicatriz
de Riemann de centro en él. La semiabertura de este cono comin, el
cual no depende -de la forma de V (2), sino-de la presencia en P de
un méximo o minimo regular (V' +0) de V (2),.vale

tgy=V2 .- y me 54 44,

Si en P se da un minimo de V, la curvatura Kmmm es positiva,
y las ‘curvaturas Kmend son 1guales y nega‘avas Rempmcamente,
si V(z) presenta en P un miximo, Knorm. €s negativa, y positivas
las Kperiq.- En ambos casos, tratese de un maximo o de un minimo,
las normales a las orientaciones de curvatura positiva estén- dirigi-
das en el sentido de los potenciales © (z, r) decrecientes (fig. 12).
Estas circunstancias se dan en la practica en algunos tipos de lentes
de orificio y en las lentes simples (1).

Supongamos ahora que en P, siempre sobre el eje, la derivada V'’

es ¥ 0, pero que en él V '=—0. La ecua,ci()n-de la cuadrica se escribira :
Ve g 1\V?
. zz__( e ) (X2 +Y2) =1
- G,2v? V2 ¢ /o2 ,

Sea cual fuere el s_igno de V', se trata, pues, de un hiperboloide de
revolucjon de dos hojas, la ecuacién de cuyo cono asintético (real) es

2

v ) .
o ) (X2 4 Y2) =0O.

7z ( 2 —
El valor de la semiabertura._de' éste

tg'2(x:

(1) Cf. BrcHE-SCHERZER, pégs. 66 y 71 y 91 (fig. 72).



depende de la velocidad, es decir, del potencial en P:

Vo—V (V,—V
o L ( : + Zn)
v Cc2
== -
- c? - ‘ V,—V 2
RSN
c?
1
Evidentemente, pero, tg o esta comprendlda entre ——y 1 0 sea;
" 2
35° 16" < o << 45°.
-
La. variacién de Ia razon fe==—— con el valor del potenmal
: c

O— V >O es pequefia. Asi, por eJemplo para ® —V,=1V, es del
orden de 0, 002, y para ® —V,=100kV, B2 0,55, 1o que da para o
-en el primer caso, pricticamente, la cota inferior antes indicada, y
en el segundo, a2 37° 30°'. En cuanto a las curvaturas riemannia-
nas Knorm. ¥ Kmeria., Sus valores son’

Krorm, == - ) Kmerid.'=—'
.002 v2 . oo 002

V2 V2. 9 . 1
( vz . ¢2 )
También el caso particular que acabamos de considerar se pre-
senta en la préictica. Recuérdese, por ejemplo, la. marcha del pofen-
cial a lo largo del eje de una lent,e'el-ectrénica de inmersién (figura 5,
y Picht, pag. 136, fig. 30).

' 22,—Otra propiedad de la métrica de D, intimamente vinculada
al tensor de Riemann-Christoffel, es el escalar de curvatura, o cur-
vatura escalar del espacio D, (*). Para calcularlo, determinemos pri-
mero el tensor contracto de Ricci-Einstein 4

{r. 3d) Rux f=‘_R‘-mk-

(1) SCHOUTEN, phg. 86, ecs. 124 y 125; BRILLOUIN, pég. 132, En cuanto ala
notacién, téngase presents lo dicho en la nota al principio del § 17.
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Haciendo uso, por ejemplo, de las férmulas (II.19°) se obtiene fa-
cilmente

R1: —_ . —— ’ -
! n2 ( V2 c2 ) {2( P2 c2 ):Ez2 +
+(1—~1) a7 L OE,
. v2 c2 Vl—-[&2 oz y
R,;=0; | '
1 1 1 2 1
Ry = — 2|{——— Er2+
ng 2 c2 V2 2
+( 1 . 1 ) . n OE;
’ ’ . P2 . 2 ' -
arso’) | | ’ Vi—p: Or
R31=O;
R T R
e =) (-2
: nz 2 . 02‘ V2 - c2 »
' n B
—— e 72;
VI—E 7
R' 1 /a1 114\[(3 1
1z n2 (:‘)2 _—- 02'). ( 2 - c2 )ErEz_-—
n ok
vi—p: or |

De estos valores resulta desde luego el escalar de curvatura

C |
(IL31) Re=Ri= —— )E2 >0,
' . c< .

€l cual por consecuenma es posmvo, proporcmnal al cuadrado de la

1nbens1dal del campo eléctrico y nulo siempre y sélo cuando E——O
El factor de proporcionalidad, que es una funcién de punto se man-
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tiene constante en cada superficie equipotencial; luego, medido el
cé,mpo eléctrico en dos puntos de 'una misma de tales superficies, se
tiene, sin mas, la razén de las curvaturas escalares en ellos. Si nos
limitamos a la aproximacién no relativista, se puede escribir con
bastante exactitud (hasta unos 10 kV) ' '

JE?

R 4 .
41] (V, —9)3

1
Finalmente, el.tensor Ly = R ;,x ———R g, que en . nuestro
" 3 4

cago tiene por componentes

o1 1 1 5 1 B
L,= n? 02 - o2 2,02— 02.) 2

1 Be n - 0K,
2v2 ! v1_|32 oz ’
L,;=0; ‘
1 /1 1\|/( 5 1
Lo == ne \ o2 e ){ g e B
e 1 JOE: |
202 \/1_[59' or |/
Ly, = 0;
L r ( 11 ) E? M E,

N OE
Vieg  or
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cumple las condiciones Vi Lnjx=0 (1) que expresan la 1ntegrab1h-
dad del sistema

; 1 .
4 Lpyx = 2 Vh Sk — 8p, S, - T (81 81) Gk

S1 éste es integrable, es dec1r, si existe una func1on Log o’ tal que
- ologo’

ok
es euchdea No merece la pena comprobar que Ly satlsface aquellas_
_condlclones, pues sabemos a priori que el sistema anterior es inte-

el vector s — lo satisface 1dentlcamente‘ la. metrl‘ca O Gix

: ' -1 . :
grable: la métrica —— (o yy) es euclidea (cf. § 10), de modo que
, 1 c . » :

existe 0'=——.
o..

23. ——Dos otros tlpos de campos electncos bidimensionales se pre-l
sentan en la practica, el estudio
“de cuyos espacios conforme-eu-
clideos asociados es ahora ya f4-
cil teniendo en cuenta. lo que pre-
cede. Nos referimos a los dis-
positivos de desviacién (prismas
eléctricos) y-a las rendijas, un
tipo de lente cilindrica estas il-

timas (2) S
Un prisma electrostatlco es-
t4 constituido por un par de
placas deflectoras cilindricas, a
. d.jstin’to potencial, normales a un
mismo plano, y cuyas trazas en
Flg. 18 éste son dos curvas simétricas
respecto de una Iecta que tomaremos como eJe 2 (ﬁg 13) Las d1men~

. ;.1:.

) Vvé éase SOHOUTEN’, pags. 169-171. Como de costumbre, V; es. el 51mbolo_
de derivacién covariante respecto de zf, y [ ] indiea la operacién de alternacién
efectuada sobre los indices comprendidos dentro del paréntesis recto. Tanto lo
que sigue cuanto la deﬁmclon dada antes del tensor Lux vale sélo para un espa-
cio tridimensional. L

(2) BRUCHE-RECKNAGEL, pég. 114.
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siones de las placas en la direccién de las genératrices es grande res-
pecto de las dimensiones perpendiculares a éstas, de modo que en las
proxumdades del plano medio (plano x 2) la componente E, del campo
eléctrico 'es practicamente nula, es decir, es nula la deswacmn trans-
-versal. Por razén de simetria, el plano yz serid una superficie equi-
potencial, y, por el mismo motivo, la funcién ® (2, x) que define el
campo eléetrico sera de la forma

(D(z 2) =V + ¢ (s, 2),

' donde V es una constante 1gual al valor del potencial en dicho plano
y ¢ (2, ) una funcién i 1mpar respecto de x:

¢ (2 2) =—¢ (2, —2).

De esto resulta que las superficies refractantes, esto es, las superfi-
cies equipotenciales, estan dispuestas de modo fundamentalmente otro
a como aparecen en las lentes
electronicas: 'en éstas los rayos
electrénicos son mAs o menos
normales a ellas, de forma que
la accién desviadora del campo
es'pequéﬁa_por cuanto la direc-
cién del rayo casi coincide conla
del gradiente (sistema congra-
diente) (1); en un prisma elec-
trostatico, en cambio, los rayos
forman &ngulos pequefios con
las superﬁcies equipotenciales, y
asi 1a accién desviadora del cam- .
po es muy notable, dado que la Flg. 14 .
direccién del rayo es casi normal al gradiente (sistema transgra-
diente). Ese efecto de deflexién, como es sabldo se persugue, por
ejemplo, en los tubos de Braun (2).

Una rendija electrostatica (Schlitzblende) conmste samplemente
en una placa conductora en la que se ha abierto una rendija. de lon-

>

- (1) BrijcHE-SCHERZER, pag. 55.
(2) BrUcHE-RECKNAGEL, pig. 224.




— 68 —

. gitud grande respecto de su anchura (fig. 14). Paralelamente al plano

de la placa y a ambos lados de la misma se disponen dos electrodos,
uno por lo menos de los cuales se encuentra a un potencial distinto
del de la rendija. El campo eléctrico que asi se obtiene posee dos
/planos de simetria, geométrica y eléctrica a‘la vez, perpendiculares
entre si y al plano de la rendija: el plano medio longitudinal, que

- tomaremos como plano =20, y el plano medio transversal, que sera

para nosotros el y==0. En estas condiciones, el potencial ¢ depen-
dera so6lo de z y de x, por 1o menos en las proximidades dey=0,y
sera una funcién par respecto de x:

D(z,2)—=0 (2, —x).

Las superficies equipotenciales, que evidentemente son cilindros de
generatrices paralelas al eje y, se presentan en este caso como en
las lentes tipicas (lentes esféricas), es decir, aproximadamente nor-
males a la direccion del rayo electronico. Se trata, pues, de un siste- -
ma congradiente. - '

24.—Dado que lo mismo en los prismas electrostaticos que en
las rendijas © es s6lo funcién de dos variables, determinaremos las
magnitudes caracteristicas del espacio conforme-euclideo asociado en

- el caso general para luego examinar cémo repercute la naturaleza

de la funcién © en la estructura del mismo. En rigor, poco tendremos
que afiadir a lo visto anteriormente. La forma cuadratica fundamental
expresada en funcion de las coordenadas cartesianags ambientes es
-ahora ' '

dst—o (da? - dy? I dz2),
con lo que el tensor métrico tendrd por gomponentes

— 0 - 0
c 0 0 o 1
g=|0 o 0}, ge= 1 0 — 0 |,
0 0 o]
' 1 4
0o 0.
o

-

(“ gik\‘l =Qs, x‘lcz z) 22— .x)‘ m3=y)
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v la conexion afin riemanniana

1 Jo . 1 Qo N .1 Qdo
rlllzm——) 1p = ————, r113:O, r122="““‘—"“— s
20 QJz 20 Qwx A 20 P9z
v ' . 1 Qo
[, =0, M= ————;
_ 20 o=
. 1 9o, 1 Qo ' ' 1 Qo
r211 —_——— 2 == — ———, r218=07 ‘]'222:—,_—_ 3
20 Qx 20 oz , 20 Jx
‘ 1 Qdo
[2,=0 I’*;=———-:;
) : 20 Qx
. _ : 1 Qo ,
r311=0: 1"312==0, l_'31:«:‘::"‘—' ’ r322=0;
20 9%
1 Qo ‘
r323="_""'“—‘1 . r333= Os
20 Qu
‘donde
1 9o 1 ( V,—0 |
. : == ( . 2 +n)EZ’
20 0% o} ¢
1 Qo 1 V,—0
_ ( 002 e +T')Ex

20 da: o

De éstas se deduce, al igual que en el § 16 (ec. IL 15), la matriz
de la afinidad infinitesimal definida por la traslacién afin: :

. 1 Vo—o

S=— ( +n)

: ’ o c? .
E,dz{ Exdo Edz—Edr —Edy
—E,dz+E, dz E,dz-4Eydx —E.dy . |,
CEdy Exdy  Eydz+ Eda/
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enla que se observa la desaparicién de la parte parasita que aparecia
en II.15 debido a que utilizibamos coordenadas no cartesianas.

Finé,lr_nente, las componentes independientes del tensor de curva-
tura Riyjxn son

2 (V,—0 I 1/V,—0 2
R2323=["—_ +T])—-——]Ex2—————(———'—-———~+ﬂ) Ezz+
Lo c? ‘ ezl . o c?
V,—0 OE;
ALY
¢ oz
Rzalz;o; ’
2({V,—® .2 1 - 1/ Vs—0  \?
[ e e
) c2? . c2 o\ ¢2 . .
8 V,—0. | OE
= +n )
~ c? ’ dw
3/V,—0 ¢ 1 V,—0 OB,
Rsms':"—[“—’——‘.——‘{‘n)——]EzEx"f‘ +n H
o ‘c2 . c2 _ ¢z oz
2 (V,—0 1
R,p—]|— {—————— —— | E2,
1212 [ 0 ( 02 +n) 02] .
Ry =0;
o bien, en funcién de la velocidad v del electron,
21 1 n . OJE
Rysy = (_“_— - ) Eg2 — E,? 4-
) .v‘~’ ct ] - p2 \/1_‘32 oz
R2312 :0!
(11.32") 2 1 1 n OE,
. R3131':( - ) Ezz— Ex? +
vz - - c? o ‘ 2 . \/\——1—{52 C)x .
o ve o2 ] FTE T Vi—p 0z ’




2 1

R1212’== ( vz pes

1 R1231 =0.

e g —>
En cuanto al escalar de curvatura R y al vector Q == — cz—p de

la rotacién asociada a un"ciclo infinitesimal, sus expresiones son en

todo analogas a las antes obtenidas (§§ 19 y 22, ecs. I.24 y 11.31) :

' | 2 (3. 2 .
(I 33) R— ( _ )Ez,
32 V2 02
[ 1
Q, = —— (Rys25 00 -+ Rygey - Mx)s
o
(Ir34) < g ' R } e A G,
. X B suaﬂ’nz“{’“Ralai'"x)’ du=uAQdS.
.o :
1
| =Rty
L P

Por Gltimo, la ecuacién de la cuédrica indicatriz de Riemann,

mejor dicho, de su imagen C (cf. § 20), es en cada referencia local la |

(IL.35) Ryaoa 2% -+ Rygay X2+ Rygyp Y2 -+ 2R, - ZX + 07=0.

25.— HEsto sentado, consideremos un prisma eléctrico y elijamos
como sistema de coordenadas el indicado en la figura, 13. Fisica y
geométricamente, el plano y=0 es un plano de simetria. No asi
el 2 =20, que lo es sblo desde el punto de vista geométrico. En virtud
de lo dicho antes (§ 23), el desarrollo de ¢ (2, %) =0 (2, ) —V
en serie de potencias de « contendra sélo las de grado impar, o sea,
sera de la forma

2 pxaa '
Lo (2, x) = \————————A ),
? -/ @ek—1 *
k=1 ) o



expresion ésta en la que A, (2) son funciones de 2 que se determi-
naran merced a la condicion A¢=A®=0 (cf. § 15). Para cada
valor de 2y para todo & suficientemente pequefio debera ser, por lo
tanto,

0 .
2o . ¢ Okl
+ - E>————————(Ak+1+A"k)_EO,
or? ox? e Cr—1)! .
es decir,
A=—A'"y,
de donde
'AQ::_A1”:._.AIA,§ (A, = A) .
AS:-'__A2' = AV,
A= (—1)k1 QKD
Resulta asi en deﬁni‘civé
(1I. 36) 0
O =Dk _ .
®(z,2) =V ¢ ((a)=V-+| /\ ———pZEl ACKD) ()=
Z_ 2k—1)! '
k=1 - :
Ar' . AIV
=V |+ Ax— x3 4 X5 —. ..,
3! 5!
¥, por consigulente,
‘ 1 1 .
Ex=—A+'—A"x2+ A gt —*——'...,
2 24
(I1.37) .
1 1 <
pm=— AT —— A — —— AV .,

6 - 120
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OE,. 1 :
=A T ——— AV |,
ox 6
O Ex oE, 1
(I1. 37) | — =—A+ —A"" 02— ...,
dg' o -2
OE; ' 1
= A —— ATgE— .
oz 6

En el plano x—=20:

Ex:’—‘A, Ez:(),
(I1. 38) '
o Ex oEx dEz ‘ , JE. 0
% dz . ox ’ r -
y, ademas,

o V,—V
o'o=(Vo"—V)' —0?2——",—{—27]):0“,'

lo que prueba, primero, que A es la componente — 2 de grad @ en
los puntos de dicho plano (!)—la tnica no nula—, y, segundo, que
la velocidad, v=wv,, del electrén en ellos es constante, lo Que era
de prever, dado que =0 es una superficie equipotencial.

De (II. 32 ") y (IL.38) se deducen, sin més, los valores de las com-
ponentes del tensor de curvatura en un punto genérico P de x=20:

2 1
Rysos = ( ———] A% Rose =0,
V2 c?
o 1 n
(I1.39) { Rypy == ——— A2, Rypy=———""—A",
42 Vi— B.2
2 1 |
Ryp= V2 - Cé ) Az, Rips =0,

(1) Supondremos que el sentido del eje x es tal, que la placa de potencial
mis elevado estd en z >0, de modo que A > 0.
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y de éstos a su vez las componéntes de la rotacién Q (II.34) aso-

: —
ciada al ciclo‘ elemental n dSe:

-~ (1 /2 1\ 1 L
5: ( —_— ')A2-tnz—-—————————-———A"'nx,-
Gy V,? c? [0 V 11— ‘302 ’
N 1 1 ‘ 1 .
——.—-——h————————-A'-%Z.—._ A2.nx,_._.._(2 ) N .
_ , 2 Ny
OoV1— [502 O, V,? Oy - Ve? ¢ :

En particular, las rotaciones asociadas a ciclos elementales en torno
de P, cuyas orientaciones sean las de los planos de coordenadas, son

o ( 2 1 v).Az, _._’.__L_'__A’, 0},
G \ v% c? O, V1—B2.
Té-x"—‘—“— —_ 1 - A,: - - Az, 0 y
OCo v 1?‘5:2 O, V2
S 1 2 1
Sye= [0, 0, —[— — )A2
o, ’002. c2

Esta ultima nos dice que en cada punto P del plano ¢ =0 la di-
reccion del eje y—la misma que la de las generatrices de las placas
deflectoras—es una direccién principal de Ricei del espacio (1), cual
debe ser, dada la simetria del campo respecto de cualquier pla-
no Y ==Cte. Por lo que a las otras dos rotaciones se refiere, situadas
ambas en el pla.no Yy =Cte que pasa por P, las pendientes de los vec-

tores QZ y Q respecto del eje =z son:

. , N2 A 1 V1~—[3(,2 A2
O vispe A 2-Be ur A

(1) Esto vale, elaro estd, en tanto valga la mdependencla de @ respecto de
Y (bien sea porque nos mantenemos en las cercanias de y = 0, o porque la dimen-
sién—y de las vlacas se vueda considerar vracticamente infinita).



Si‘A»':: 0, y sllo en este caso, las direcciones de los ejes z y x son,
en P, direcciones principales. Tal dcurre, por ejemplo, en los puntos
en los cuales el campo eléctrico pasa por un maximo o un minimo, en
général en aquellos puntos en que es estacionario.

Para simplificar, introduzcamos la notacién .

naA’ :
—_ , (cA'V>0, n<0).
\/1__;302

La ecuacién de la cuadrica b—, referida a ejes paralelos a los zay
y de origen en P, es (ec. I1. 35)

aZE—bXe - aY: 204X + 0,2=0.

La interseccién con el plano X==0 es la circunferencia imaginaria

: _ o
de centro en P y radio 4 —_o_—
. _ Va
: 0,2
Z2 4 Y2 ———0.
a

Luego los planos X = Cte son planos de secciones ciclicas, y la rec- .
ta Z' de los centros, didmetro conjugado del plano diametral X =90,
esla -

{ aZ + ¢X=0,
Y =0,

perpendicular evidentemente a Q,, lo que podriamos haber afirmado
de antemano (cf. § 20).
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. Al cortar C; con el plano Z==0, obtenemos la hipérbola

(11. 40)

cuyo eje transverso es la paralela al eje o trazado por P y cuyos
vértices son los puntos

c,
(07 i e 0)
Vo

Finalmente, la traza en el plano Y==0 es la hipérbola I de

ecuacion

22 —bX2+2¢ZX 4 0,2=0.

La construccién geométrica de I" es facil. Observemos, en efeoto que
el plano diametral Z =0 tiene por dlametro conjugado en C la per-
'pendlcular X" en Y=0 al vector Qx Luego,. recordando lo antes
dicho, podemos afirmar que de I conocemos.el centro, P, y dos pares’
de fdiémetrbs conjugados, (X, X') y (Z, Z'), supuesto A" +0 (?),
lo que, junto con el punto (0, -—G—o_—, 0), determina por completo I'.
| Vo . |
La cuédrica'—C‘ esta erigendrada por el movimiento de una circun-
.ferencia cuyo plano es paralelo ‘al X==0, cuyo ‘centro se mueve a
lolargo de Z° y que se apoya constantemente sobre I'. .Cuando Z’-

coincide con el eje X, C sera de revolucioén respecto del eje X, y el
abatimiento de (II.40) sobre Y =— 0 nosda I". Para ello es necesarlo
y bastd que ¢==0, es decir, A'=— 0 ‘lo que se ve desde luego en la

ecuacion de Cl

. (1) 8i A'=0, los dos pares se reducen a uno solo, el X, %, cuyos componen-
tes resultan.ser los ejes de I', en tanto que didmetros conjugados ortogonales.
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. Ahora bien, las pendientes de Z* y X’ son, respectivamente,

V1—B2 Az
tg(xlr:‘ (2""'|302)’
| N2 A
(A0
—N Y2 A
tg [Slxz‘ —— '. ::k,
Vilp: A
de modo que
: 2—B,2
tgoy =— ———.
k

Por otra. parte la pendlente de la traza en el plano Y =0 de la su-
perficie eqmpotenmal que pasa por un punto préoximo a P sobre
la normal positiva a X=0 en P resulta de la ecuacién

1 | . 1 -
(A—e—A"g2 . )do+ (A’ ——— A" "33 L ...)-de =0,
2 . 6

de donde
1
Ag—— A" "3 |

‘ dx 6 .
tgg=——=— =

2 1

A—e Az}

2 .

A ( A AA” A
=_—— 4 — e N

6A 2A2 A

A

Es decir, tg o, y tg ¢ tienen igual signo, de suerte qlie la recta Z’,
orientada hacia los potenciales crecientes, se dirige a aquella regién
en que el gradlente del potencial tiende a disminuir. En los puntos P
de x=0en que este gradxente es estacionario, (A" ==0), Z’ coincide
con la normal a X==0en P.
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26.— Consideremos ahora el caso de una rendija electrostatica
(fig. 14, § 23) 'y adoptemos los ejes de coordenadas antes indicados.
El desarrollo de ® (2,x) en serie de potencias de % contendri sélo
términos de grado par:

:D
22k,

L @2K!

O (20) = >——Vy

donde V, () =V (2) es el potencial en un punto cualquiera
de x==0 (). Dado que

% x2k X
62 D e (Vo Vi) =0,
k=0 (. )

cualesquiera que sean z y  (con las restricciones que impone la con-
vergencia), las funciones V, (2) se obtienen a partir de V'(z) me-
diante las ecuaciones

..............

--------------

con lo que resulta para @ (2, z) el desarrollo

o (z’ Z) = < (-_‘ xzk V2k) (z) =

__ 2K!
k=0
1 1
=V — V' 22 4 e VIV gt — ..
Y - 24

()" En rigor, V(z) es el potencial en un puito cualquiera del eje, y & un
lado y a otro de éste en dicho plano con tanta mayor aproximacién euanto mayor
es la longitud de la rendija.
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del que se deduce

1. .
Ex=V"'" o ——-VWgs | ..
1 1
B=—V 4 —V g2 ——— Vgt .,
2 o 24
JE, 1
=V Vg2 .
ox 2
O0Ex . JE, , 1
——— =V WV .,
0z or 6
oK, : 1 .
-=—V''4 Vi¥g2—. ..,
oz 2
En particular, para & =0,
Ex=0, E,=——_V’,
0B . oK, . OE:; : OE:
. =VI’, '= :0’ :—‘le’
o oz ox oz
de donde (cf. I1.32")
. V’z T],V’I
Rusas = - —, Ry5.=0,
voz \/1_502 »
(2 1\ nv.
Ry == vz' — V.2+_“_'—““"““»'- Ra123":'.0y
o [4 le'—iﬁoz .
2 1 3
Ruu =( — v 2, Risa =,0; .
V2 c? _ '
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. . : — .
Los valores de las componentes de la rotacién Q asociada al.

. e . ,
ciclo nd S, en torno de un. punto P del plano # = 0 nos indican, pues,"
que en cualquier punto de. dicho plano las direcciones principales de
Ricci son las de los ejes 2, , y. Ello resulta, desde luego, por.otra

parte, de la forma de la ecuacién de la cuadrica 6. relativa a uno
de tales puntos. En virtud de (I 35) y de los valores de Rijxn en el

presente caso, la ecuacién de C. se escribe, en efecto,

VAN L A0 W 2 1), v’
—( + o A e L
092 VI_Boz '

2 1
— . V'2Y2 4 g,2==0.
V,2 c? '

T

Para llevar a cabo la discusion mas comodamente, hagamos

V2 nV;”. S 1 .
Q= + ' ] ' b=(-—~2—~—* 'J:’_)V’2>Oy
Y? o VI—Bz2 Uy’ c-
5 " :
c=. _ 2 )V'2>0
v,z  c?
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Adviértase que b y ¢ se anulan simultineamente y que ello ocurre '
siempre y sélo cuando V' =0. Este caso aparte, serd bc +0, y la
ecuacion de C, se escribira

a a-4-b. c :
27— — Xz Y2=—1,
0,2 0,2 B o P

10 que aa para las curvaturas riemannianas correspondientes a los
planos Z, Xy Y

a a-+4b : c
. —— Ky=—— .
O .02 : Ca?

Si a>>0 y, por consiguente, @ + b > O,' -(_li es un hiperboloide de
dos hojas (eje transverso, el Z), la orientacion de la superficie equi-
potencial que pasa por el punto P es de curvatura positiva, y de cur-
vatura negativa todas las orientaciones normales a ella. Si =10
(..a+4b>0), 61 es un cilindro imaginario de generatrices parale-
las al eje Z; la orientacion de la superficie equipotencial es de curva-
tura riemanniana nula, v todas las deméas orientaciones en torno.
de P son de curvatura negativa. Supongamos ahora a<C0<a -} b:
' (_li es un elipsoide imaginario, con lo que todas las orientaciones que
pasan por P son de curvatura riemanniana negativa. Si a +-b=0"
(..a<C0), C; se redice de nuevo a un cilindro jmaginario, esta vez
de generatrices paralelas al eje X; la orientacién de Z=0 es de
curvatura nula, y todas las demas, de curvatura negativa. Finalmente,
“para a<<a -1 <0, C, es un hiperboloide de dos hojas (eje trans-
verso, €l X), y las curvaturas riemannianas de los planos Z=0 y
Y —0 son negativas,y positiva la del X =0.
‘En un punto P, en el que V'=0, _(fi se reduce al cilindro hiper-
boélico real -

NV ,
_— (2 —-X2)=1, .
002‘\/ 1— B2 )




cuya directriz es una hipérbola equilatera del plano Y=0. La su-
perficie equipotencial que pasa por P, tiene por ecuacién

V, 22 ) —

(Vo + Vo Z+
1
—T'(Vo"-{—Vof"Z-_}—...) +...=V0,

o sea, limitandonos a los términos de segundo orden,

V,’ )2 Vv, )2‘
Z —_— X2 ‘
( + Voll X ( V°’, .

Para V'=0, y dentro de la aproximacioén fijada, la superficie equi-

p.otenciaI degenera, pues, en los dos planos 7z X2=0, que son,

precisamente, los planos asinfét_ico‘s de la cuddrica de Riemann aso-

-ciada a P,. Dicho con otras palabras: esos planos asintéticos son

tangentes a la superficie equipotencial que pasa por P, a lo largo de

la arista que presenta en este punto. Un razonamiento por completo

anilogo al del § 21 prueba que también ahora las normales a las

orientaciones de curvatura riemanniana positiva se dirigen hacia los. .
potenciales decrecientes.

27.— Con esto' damos por terminada la wvisién de conjunto de
las propiedades mis generales del espacio euclideo-conforme asociado
a una lente electrénica de tipo electrostatico, el estudio de la -geolme-
tria en pequefio del campo que la caracteriza. De acuerdo con lo que
anunciamos (§ 9), Vla‘introduccién del campo magnético modificard
profundamente el esquema geométrico adecuado que acabamos de
considerar, hasta el puntb de conducirnos a una geometria eséncial-
mente diferente, geometria en.la que el elemento generador no es ya
el pimto, sino el conjunto de un punto y una recta que pasa por é€l,
a la geometria de los espacios de Finsler.



III. — EL ESPACIO DE FINSLER ASOCIADO A UNA LENTE
ELECTRONICA ELECTRO-MAGNETOSTATICA

28. —En el § 12 demostramos que las trayectorias naturales po-
sibles de un'corpisculo de masa en reposo m'y carga eléctrica e so-
metido a la accién de dos campos superpuestos electrostatlco y de

potencial ® el uno, magnetostatico y-de potenc1a1 vector A el otro,
coincidian con los rayos de la optica vgeometrwa de un medio de
indice de refraccion

(1. 8)

> c ‘
n(Q,So) Zm[ \/(V '—'(D)( +2T])+A><SJ7

En=in

es decir, eran las extremales del problema de variacion d fnds, =0,
donde ds, es el elemento lineal euclideo, ds,> =y, dotdad. Si A es
funcién de punto y no se reduce a una constante, es decir, si efec-
tivamente actGa sobre el corplsculo un campo magnético—lo que
supondremos siempre en lo que sigue—, el medio. en cuestién es
no-homogéneo 'y anisétopro; pero hay algo en el indice #n que lo
distingue de los indices de refraccién que se suelen estudiar en la
6ptica geométrica de tales medios. En general, se supone que el in-
dice n» de un medio de aquellas caracteristicas depende, si, del punto
y de la direccién del rayo que se considera que pasa por €], pero no
del sentido en que se juzga recorrido el rayo (anisotropia simétri-
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ca) (!). El indice m (I1.8), en cambio, depende esencialmente de
la direccion del rayo y del sentido en que lo pensamos descrito,

También aqui €l caso que particmarmente nos interesa és aquel
en que el corpisculo (m, €) es un electrén, por lo cual deberemos ha-
cer en (II.8) e = —1, (1<C0). Las posibles trayectorias naturales
son las extremales de la integral

V,—©® Sy ) A
(V,—0) (._"2 +2q)——A><so ds, =
C
(II1.1) '
' Y V,—® R S\
—[{\y Ge—® (*‘0—2— 4‘2ﬂ)\/vmwixk—-—Aixi_ as,
d ot

en la que ¥ — . Ahora bien, es sabido que una integral de la

as,

o
,forma.f L(x,...,2" 24, ...,5%) 8, depende no solo de las tun-
S

ciones xt (s,), esto es, de la linea a lo largo de la cual se la calcula
y del sentido en que la recorremos, sino también, en general, de la .
representaciéon paramétrica, de la naturaleza del parametro s,. Con

(1) Es curioso que Picht, tan preciso en general, no haya insistido en csta.dife-
rencia, que es patente en la eec. (3, 15) de la pég. 36 (loc. cit.). También hay que ad-
. ' 2m '

vertir que la expresién que da él de (VW")?, donde W* =—— [ L d ¢, es errénea.

om Ly s
Lias férmulas (I.12) y (I1.1) nos damn, eén efecto, VW* = —— (m v + ¢ 4), sien-
T ,

. . 4mr
do m la masa en movimiento, y claro estid que (VW*)2=__  (m2v?+ 2 A2+
N 2

I
4m T e
(m2v?+ 2 A2+ 2mev As), (Ag=A Xs,).Lo

h2 .

+2mevAy), ¥ no igual a

que ocurre-es (iue el vector normal », en el sentido de Herzberger (pig. 9), coin-
: _ “het )
cide con A1) VW*:2m y, por consiguiente, en la direccién y sentido s,, -

A A : B h
— > e .
% "5, mu+eh)xs, mv+eA
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otras palabras: si substituimos el pardmetro s, por otro.o, s, =38, (o),

siendo s, (o) continua y creciente de s, a s° cuando o crece de o,

a o', con derivada continua y no nula en dicho intervalo, el valor de

la integral transformada L [t (s, (0) ), % (s, (0) )8, (0)] do seré
. Ty

distinto del de la primjtiva, a pesar de extenderse a lo largo de la
mismma curva y recorrida en €l mismo sentida (). Hay un caso, pero,

en que ambas integrales coinciden, es decir, en que la integral de-

pende tnicamente de la linea y del sentido en: que se la -descrike: es
el que se da cuando la funcién L (a, z) es horhogénea positiva res-

pecto de las :ﬁ'c‘, 0 >sea, cuando, cualquiera que sea K positivo, es
L (o, Kol) = Km L (a, 1),

relacion en la que m es el grado de homogeneidad. Y éste es precisa-
mente el caso en el integrando de (IIL.1), que es homogéneo positivo
de primer grado. Luego, podemos pre’scindir de la significacion del
parametro s, y adoptar otro cualquiera, aunque ligado con s , por las
relaciones antes indicadas. Para indicar esta libertad de eleccidn, es-
cribiremos (II1.1) en la forma

(II1.1°)

| V,—0 o |
\/(VO—CD_) (—-9—2—— +2n) \/yikdwidxk——Aidxi] =
. © ¢ ' , v

]

:fL (ot, d 1),

donde, para abreviar, hemos hecho

(I11. 2)

: i | V,—® S — :
L (o, dot) =\/ (V,— D) (‘__‘l_z__.—}—zn) \/yihdacidxk'——Ai dxi—
' cz . o
=V VYV daldxs— A d i,

(1) Cf. Goursar, ITI, pigs. 625-626. Desde el punto de vista cinematico, cabe
interpretar este resultado diciendo que dicha integral depende no sdlo de la tra-
yectoria y del sentido en que es deserita, sino también de la ley del movimi}en.to
sobre ella. '
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29. — El calculo de las extremales de & JL(a, d ) _0 ex1ge la
integracion del sistema euleriano

- . a oL oL . dat
(11 3) — — —o0, (mi= - )

dt \ ouxi oL

€n el que. t es un parametro cualquiera de referencia. Pero a este sis- -
tema no -cabe aplicar la transformacién de Legendre (§ 1), que lo
conduciria a la forma hamiltoniana, en primer lugar porque el de-
oL :
—— 1 es 1dentlcamente nulo como con-
oatdak |
secuencia de -la homogeneidad de grado 1 de L, y la no anulacion
1dentlca de dicho determinante es una condicién necesaria para. la

. oL
xt : .
mes y continuas de los impulsos conjugados; en segundo lugar, por-

tenninante'funcional

' jposibilidad de-despejar en p;=— las &' como funciones unifor-

que la funcién de Hamilton correspondiente a una tal L resulta,
idénticamente nula (1). Ademas, esa misma homogenelda.d trae con-
sigo que las ecuacmnes (II1.3) no sean independientes entre si. '
Sin embargo, en casos como éste es posible obviar las dificultades
que acabamos de sefialar eligiendo oportunamente el parametro de
la representacién de las extremales, del que, conforme sabemos, cabe

disponer libremente. En efecto introduzcamos en el s1stema (TIL 3)
1a funcién ‘ '

o 1 S L
(II1.4) F (x1,..., 27, 2., ") =——{ L (2,..., 20, 21,..., 27)

donde, para mayor generaiidad, suponemos L cualguiera, aunque ho-
mogénea positiva de primer grado, no ya precisamente de la for-
ma (III. 2). La funcién F es también, claro estd, homogénea positiva,

(1) CouranT-HILBERT, Digs. '100-101.



— 87 —

pero de segundo grado. En estas condiciones, el sistema (II1:3) equi-
vale al

| d 1 oF 1 oF .
(I11.3") < : )—- =0.
dt \ L J ol L ouxt

Fijédo el parametro ¢, elijamos otro pardmetro s ligado con ¢ a lo
largo de cada extremal por la condicién

»AL(; dw)
O\ e )

! ds
(I1L. 5)

dt

La nueva representacién paramétrica, xt (s) de un extremal cualquiera’
serd una integral del sistema

=0,

ds  d (1 ds aF.) 1 (ds)?aF
dt ds \L dt QJua™ L \dt] oax

( d ot
w'l:

es decir, en virtud de (IIL5), del sistema

=,

d OF oF
(111. 6) - ( — ) —
, ds \ ozt ol
Por lo tanto, toda curva extremal de d f L (wi, d ') = 0, referida a un
pardmetro oportunamente elegido, es. una integral de (IIL. 6), aun-
que no una cualquiera, en . principio, sino una a lo largo de la cual
‘ _ 1 ‘ E | -
es F (&, x")-:T {L (xf, 2'1) }z—z——— Pero es facil ver que el
sistema (IIL.6) admite la prop'ia'funci()n F como integral prim'era:'
a lo largo de una linea integral cualquiera de (IIL6) se tiene, de
una parte,

iF OF = OF
= x'l —
ds ~  Quot dx't

o
i
x 1,
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y-de otra,

- . vax,i

wl Ii’

dF d | OF OF-
2 ] ( — )x'i+
.ds ‘ds \ dz'i

en fuerza d_el teorema, devEuler relativo a la,.s’-funciones' homogé- -
neas (). Si restamos de la segunda ecuacién la primera, y dado
que ! (s) es una linea integral de (I1L. 6), obtendremos en definitiva.

dF | d [ F] u
ML
ds. ds \ o't oz

lo que queriamos demostrar. Luego, si los valores iniciales af, o'%
.o Q (=]
, 1 } o
cumplen la condicién F (xf, x'1) == ——, esta condicién subsiste a-lo
. »‘ © [} ! 2 .

largo de la linea integral de (III.6) por ellos determinada, linéa._in—
tegral que, por consiguiente, es una extremal de nuestro problema de
variacion. ‘ '

. . dz H
Si el determinante funcional '—-——————- es + 0, el sistema
_ ’ dx't o'l o
(IT1. 6) de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
0:F o?F oF
(ML) ———— I g
’ Jdx'tgx’i Jdx'i Qu’l ~dx't

puede conducirse a la forma normal, pues define las «" '3 como funcio-
nes uniformes y continuas de las i, x'i. Por cada punto de un do-
minio D (x!) en el que F sea continua, con derivadas parciales con-
tinuas, por lo~menos hasta el tercer orden, Cuales'quiera, que sean las
Low't 9z

sea + 0, paﬁga entonces una extremal, y sélo una, del problema de

2’1 (finitas no todas nlilaSi, yenel cual el determinante

variacién d f L (x, d2') = 0. El problema de variacién se califica en

(1) Este teorema subsiste para las funciones homogéneas positivas, aun sien~
do este concepto menos restrictivo que el de homogéneas simplemente.
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este caso de regular. Tal es el correspondiente a la funcién L de

(I11. 2) cuando €l campo electro- -magnetostatico no presente smgula-

ridades en el dominio D.
Flnalmente en las condiciones dichas, la reduccién a la forma ca-

OF
doc‘

nénica de (III 6) es posible: los unpulsos conJugados son p;—

y la funcwn de Hamilton

—F (af, x"Y) ==F (i, x'1),

. ' OF
H (o, py) =21
. . C).'Dli

. 1
todo ello con la condicion H—=F — T

30. — Sea V,, una variedad n-dimensional referida a un sistema de
coordenadas (#!), variedad en la que se ha planteado un problema
de variacion regular

(IIL.7) - Sf.L {'501 (t)yeeey 22 (), 2 () eery 2™ () JAE=
=39d f.L (i, d at) =,O’

donde L es una funcién homogénea positiva de las i, continua y de-
rivable, con derivadas continuas hasta el cuarto orden. Si convenimos
en interpretar el valor de la integral

(N rQ
S == f L (xi, d.’X}l)

)

como longitud del arco orientado decurva I' comprendido ehtreQO v Q,

diremos que la variedad V,, és un espacio métrico general (1), y tam-.

bién que el problema de variacion caracterizado por la funcién ha
inducido en Vi una determinacién métrica general. El porqué de esta
terminologia lo veremos en el parrafo 32. Las extremales de (IIL 7),

lineas integrales de (III.3) o de (IIL.6) con la condicién inicial .

' ‘1) BERWALD, pigs. 42-43.
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F (2, x'1) = —— (o L (21, x'1) =1), son las geodésicas en V, de di-
(=] [=] - 2 =] =]

cha determinacién métrica general—;linéaé de V,, de longitud estacio-
naria, La distancia entre dos puntos infinitamente préximos, P (z!),
P’ (x - daxt), es el nﬁmerq '

(111 8) ds=L (x; dxi);

la distancia entre dos puntos Q, (.g:i) v Q (x1), el valor de

. (E) rQ
s (o, 2l) = [ L (2, d )

0

calculado a lo largo de la extremal (E) que une Q, y Q. Esta distan-
cia, que, cuando L es la (IIL2), es pfoporcional al camino éptico
entre Q, ‘y Q relativo al indice de refraccion (IL.8), o, lo que' es lo
mismo, a la accién de Maupertuis entre Q; v Q relativa a lai'quncién ‘
de Lagrange (IL 1) (cf. § 12), es, én el caso gené;ral,‘ una funcién
de las 2n -variables (g:i, «1), funcién que admite derivadas parciales
de primer orden respecto de los 2n argumentos. El calculo de éstas
es ya clasico (cf.'§ 3); los valores que resultan son

Js oL o8 . OL
o Qi o= gt
independient,es,- evidentemente, del parametro a que se haya referi-
L - 0L oL ‘ :
do (E), dado que — ¥y ——— son funciones homogéneas positi-
J ozt e

vas de grado cero. La diferencial dela distancia s (Q,, Q): es, por con- '
siguiente,

oL oL
_ i — - d i,
Oat dx  °

Py

vds'=
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Elegido un punto P («!) y una direccién orientada, la determina-
da, por ejemplo, por un vector contravariante pl, a la figura consti-
tuida por uno y otra la llamaremos un elemento lineal de centro
P (2') (*). Los parametros independientes que lo fijan son en niime-
ro de 2m—1, pues las p! pueden substituirse pér K p!, siendo K
positivo cualquiera. La funcién L permite vincular a cada elemento
lineal (a,p!) una m—1 orientacion, la definida por

oL (x, p) .
—_  dxt=—0.
o pt

De toda direccién dui contenida en ella diremos que es transversal
al elemento lineal dado, y también que éste es transversal a dicha
orientacion. En particular, los rayos que parten de un punto Q, en
la Optica geométrica (II.8) son transversales a una superficie de
onda CUalquieréx de origen Q, en los puntos.en que la cortan, es
decir, las posibles trayectorias naturales del corpusculo (m, €) de
energia total mc2 4 €V, que obedece al potencial cinético (IL.1)
cortan transversalmente a las ondas de Hamilton de origen Q, Es

inmediato que la nocién de transversalidad se reduce a la de orto--

gonalidad en sentido ordinario cuando L es de la forma

L= \/g,k (x) d 2t d x¥,

lo cual ocurre, por ejemplo, cuando en (II.1) (II.8) es A =0, esto
es, en las lentes electrénicas de tipo eléctrico.

- 31. — Hasta ahora s6lo sabemos cémo medir longitudes en'la V,,
pues tnicamente se ha definido la distancia entre dos puntos infini-
tamente préximos. Pero la extension a V), de los conceptos funda-
mentales de la geometria diferencial por modo intrinsecamente®ligado
al problema de variacién (II1.7), exige la introduccién del concepto

(1) No se confunda esta nocién con la de elemento lineal en los espacios pun-
tuales de conexién métrica. En éstos se suele llamar, algo impropiamente, ele-
mento lineal a la distancia entre dos puntos infinitamente préximos, P y P’,
sobrentendiendo longitud-del elemento lineal. ; : ’
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de paralelismo y de determinacién métrica, los que, a su vez, supo-
nen el de tensor. Examinemos, pues, éstos en primer lugar.

Advirtamos, ante todo, qué en este estadio no concebimos ya los
puntos de V,, en si, sino como centros de elementos lineales; es decir,
pensamos en V,, no un espacio puntual, sino un espacio de elementos
lineales (). Esto sentad.o llamaremos tensor locahzado o de base
en el elemento lineal (x, p'), de orden p=h-+k y exceso e=h—k
(covariante de or_den h, contravariante de orden k), a un ente deter-
minado respecto de la referencia (x!) por np componentes

1 i
5, (1),

funciones homogéneas positivas de las p' (2), tales que al efectuar
un cambio de coordenadas regular

ol —= gl (?E-’,..., .’;‘-n),

: I Qwt
oxt  _ =+ 0
P, ow
O ok
se transforman de acuerdo con la ley
o o aik b P A
t‘;“‘] (1, ) = 9 ‘d 9 —_—. v E’;’;x-.--’g]k (o, p1).
e Owm Owmc 0wk Qwh 7

En apariencia, la definicién es la misma que en los espacios puntua-
les; pero, en realidad, existe una diferencia esencial que no se ad-
vierte en la ley de transformacién cuando entre los argumentos de
que dependen explicitamente las componentes no figuran las pi: en
un espacio de elamentos lineales carece de sentido hablar de tensor

(1) Es éste el estadio al que alude Berwald cuando eseribe: “..ordnen wir
rundchast jedem Punkte (z) unseres Raumes einen infinitesimalen Vektor (dz)
in’ diesem Punkte zu, den wir das'ausgezeichnete Linienelement des Punktes (z)
nennen...” (pig. 45). Claro est4, sin embargo, que el mismo elemento lineal puede
determinarse con un vector contravariante finito cuyas componentes sean ‘pro-
porcionales a aquellas d zl.

(2) En los tensores propiamente tales, la homogeneidad es de grado cero.’
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sin indicar explicitamente el elemento lineal al que se considera apli-
cado, y ello es asi incluso en el caso en que las componentes no de-
penden analiticamente de los parimetros p'. En particular, el vector
contravariante pi, que junto con P (x!) fija el elemento (&, pi), se
juzga aplicado a este elemento (1).

El segundo estadio es €l 'métrico-a.fin’, es decir, la introduccidén
de una métrica y de una diferencial absoluta en el espacio V, de ele-
’mentos lineales. La primera se define mediante el tensor funda-
mental covariante de segundo grado, gi; (¥, pk), cuyas componentes
son funciones homogéneas positivas de grado cero de las pt. A partir
de él se establecen las magnitules y operaciones ordinarias en calculo
tensorial—mdédulo de un vector, producto escalar de dos vectores,
‘el-evacién y descenso de indices, etc.—, en el bien entendido, pero, de
que cuantos entes intervengan en ellas deben tener como elemento
base el mismo elemento lineal (&4, p') al que estan vinculados los va-
lores gy, (o, p'). Asi, por ejemplo, el producto escalar de dos vecto-
res X!, Yk gplicados al elemento (ag", p:) es el nimero

gsx (&', pt) XI YK,

mientras que si los pensamos aplicados al elemento (2!, pt), su pro-
"ducto escalar sera, en general, otro:

gix (@', p') XIYX,

Anélogamente, los médulos de los vectores de base_gk de la refe-
rencia local y los a4ngulos que forman dependen esencialmente de la
direccién orientada que se elija para hacer del origen de dicha refe-
rencia un elemento lineal. ’

En cuanto al transporte paralelo de vectores—y, en general, de
tensores—, se referira a la traslacién desde un elemento lineal (wiv, i)

. (%) Una generalizacién de este concepto de tensor y del de determinacién
métrica y derivacién covariante a los espacios cuyos elementos son puntos y

.orientaciones m dimensionales, puede verse en el articulo de A. Kawaguchi “Ein:

metrischer Raum, der eine Verallgemeinerung des Finslerschen Raumes ist” (Mo-
natsch. fir Math, und Phys.,, 1936, 43, 289-297). El caso m = 2 se encuentra es-
‘tudiado en Cartan, “Les espaces métriques fondés sur la notion d’aire” (Act.
Scient. et Indust., n° 72, Paris, Hermann, 1933).
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a otro infinitamente préximo (x!-+ duxi, P -+ dpl), acaso de igual
centro (dx1=0, dp' + 0). Su definicién, por lo demas, es semejante

-a la que se da en geometria ordinaria de los espacios puntuales de

conexion afin: el vector trasladado X! de X! desde el elemento (a1, pt)
al (a! - dot, p' - dp') es, por definici6n, el vector

9 - 0 X=X-_Tj X dak—Cj X dpk,

igualdad en la que los coeficientes I, Cj!, son funciones de (z!, p')

‘homogéneas positivas de grado cero respecto de las pl. Si X! pertenece

a un campo de vectores (X!—=X! (x, p), las componentes del vector
del campo aplicado en (a1 - dal, p! 4 dp!) son

oXt ’ oxt
dxk 4
Qak oxP

a xp,

Xi(@-4-dx,p-+dp)=X!(z, p)+

y la diferencial absoluta vale

DXi=X! (# + dw, p+ dp)—Xl=
(II1. 10)
Xi

4+ Ch X3 | dpr.

o xk

oxi
= +TeX¥] dax 4
( ) opx

La fusién de la métrica gjl; yla conexién afin (Hi. 9) se efectlia-
de acuerdo con el criterio de que el médulo de un .vector no varia en
la traslacién. Se obtienen asi entre gy, 'y vy C#, las relaciones si-
guientes:

Ogix
Jah

= gjr ['™h - grre [ = N+ e

° Jix

= gir Ci™n -} grk O = Cicjn 4 Cikh.
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Por lo demis, dichas funciones son cualesquiera—aparte la condicion
de homogeneidad antes indicada—(?).

Un espacio de. elementos lineales caracterizado por cuanto lle-
vamos dicho en este parrafo, posee la estructura de un espacm de
onexién euclidea en el sentido de Cartan (2).

32. — Finalmente indicaremos que, conforme ha demostrado Car-

tan (3), de toda variedad V, concebida como -soporte de elementos
lineales se puede hacer un espacio de elementos lineales dotado de
una conexién euclidea vinculada intrinsecamente a la funcién L de
un problema de variacién de la forma (III.7) planteado en V,. Las
condiciones que impone a la conexidén, en numero de cinco (*), con-
ducen a los siguientes valores de gy, ', ¥ Cjlk:

@F 1 9g5 1 QF
gij = - , Gijh = — = —,
opop 2 opr 2. 0ptopioph
(II. 11) : -
1 0 i O ghj 2 gih
Tip= : - — .
dwh oxl ol
oGr OGr JGr
. +thr —Cijr — Uhjr )
. op ot - op
donde

F (-’Dl,_...y xnsvply"'y pn) :_;— {L (ml’”_, xn, plg"" pn) } -

o*F oF
Gr = g™ Gy, 2G, =—————— P —
. ' S opmoxc . . Qam

© (1) Para la teoria de los espacios generalizados véase Cartan [3]. Para la
teoria general de los espa,elos de Finsler, ef. Cartan [2].

(3) Cartan.[2], § 3, p4g. 5; cf. también Cartan [3], cap. IX y X.

".(3) Cartan [2]; pags. 10 y 11.

(#) A. de Mira Fernandes las reduce a tres (“‘Assiomatica degli spazi di ele-
mento lineare”. Portuaaliae Math.. 1941, 2, 7-12).
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La aistancia a s entre dos puntos de V,, (zi) y (.9'01 ~+ d ) infinita-

- mente proximos, centros de dos elementos lineales, («i, pi), (i + da,
P! 4 dpl), definida como médulo del vector infinitesimal aphcaﬁo a
(af, p1), vale

ds=Vgu (@, p) dwt dax = \ /| ———daldax.
o op*

- En particular, si dx! y p! tienen igual direcéién y sentido, dxi=—pid¢
(dt > 0), y, por ende,

WFF

ds= pjpkvdt-: \/Z#FA(_-’”?;’T) at=
P P+ o

=L (&}, pi) dt =1L (o}, d ),

de acuerdo con (III.8).

Llamaremos espacio de Finsler asociado al problema de varia-
cién (IIL7) al espacio V, de elementos lineales estructurado por la -
conexiéon euclidea (IIL.11) subordinada a la funcién L (a4, p') (%).

Consideremos en particular las geodésicas de un tal espacio. Es -
sabido que de una geodésica cabe dar dos definiciones, métrica la
una, afin la otra. Geodésica, en el primer sentido, lo es toda linea
de longitud estacionaria. Se entiende por geodésica en el segundo
sentido una linea tal que todos sus vectores tangentes son parale-
los (2), vectores qﬁe, en el espacio de Finsler, se suponen aplicados al
elemento lineal que definen. Desde el primer punto de vista y refe-

(1) Para las relaciones entre el céleculo de variaciones y los espacios mé-
tricos generales, ¢f,, por ejemplo, el articulo de L. Koschmieder, “Die neuere
formale Variationsrechnung” (Jahr. der Deutsch. Math. Verein., 1931, 40, 109-132), .
en particular pags. 113 a 124. Es menester advertir, con todo, que se refiere a
la conexién afin de Berwald en tales espacios (BERWALD, pag. 45), no a la més
general de Cartan.

(2) Es ésta la definicién general de geodesma en un espacio- de conexxon'
afin, y no la que dan algunos autores, Brillouin, por ejemplo, D ul =0, donde u! .
es el vector tangente relativo a un cierto pardmetro (pardmetro afin).
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ridas al parimetro s, a la abscisa curvilinea, son las integrales de

(I11.6"), SistemaQue podemos escribir ahora, en virtud de (III. 11), -

Caral o [, 2% _ daty
a; 2G; |2, —] =0, = ——
' odse + (m dS) (p dS)
o bien
' az gyl
(111 12) 426 (x __) _
‘ds2

Consideremos ahora una linea geodésica en sentido afin y refirimosla
- - d xt

a un parametro ¢ cualquiera. El vector tangente pi = , Cuyo

elemento de apoyo es el («l, pi), trasladado al elemento (&t 4-p;dt,
p, -+ p' dt), tiene como componentes (cf. IIL 9)

pi=pi— T, pipEdt—Cp piptdt,
C—=pl Ty pipkdt=pi—2Gi(x,p) dt ().

Por otra parte, el vector tangen‘oe' en (z' --pidt) es el pt4-ptdt.

Si ambos vectores, asociados al mismo elemento lineal, han de ser

paralelos, debe existir una funcién ¢ (¢) tal que

ptl—2Gt (x,p) dt

=1—¢ (t).dt,

S pptdt
de donde

dp! '
(I11.13) . —d-—.+2G1(a:,p)r=p’q>(t),
o t

(1) Cartan no estudia las geodésicas desde este punto de vista. La dniea -

relacién que utilizamos aqui, y que no hemos demostrado en lo que precede, es
2Gh )

I pl
de cuanto venimos diciendo.

1a pilhhy = (cf. Cartan [2], pdg. 16, ec. X). Todo lo demis se deduce

7



o bien,
a xt

' Cdx
i — t.
+2G (.'x: T ) V7S ¢ (%)

dé ol

atz

Este es, pues, ¢l sistema de ecuaciones difenéx}cia.les de las geodési-
cas como lineas cuyas tangentes son paralelas entre si. Introduzca-
mos en vez de t otro paridmetro cualquiera oc==0o (f); un calculo
facil conduce a la ecuacion transformada

.d2:x;i. dax do do d2c | dat
10 (a5 | 0 |
_ ]

do dat dt - di2 do

do? .
Basta determinar ¢ con la condicién

¢ (2) —_— =0 .- o_C +C
o at dit2 :

(parametro afin) para que el sistema (I11. 1‘3') se convierta en el

¥t

\ : i A
+2G ( ) =0,

do-2 » » do

es-decir, en el (III.12). Ambas definiciones son, pues, equivalentes,

y es obvio que entre o y s debe existir una, relac1on de la forr-
ma o=a | bs.

33. — Con esto queda demostrado lo que repetidamente venimos
anunciando: a cada lente electrénica resultante de la superposicion
de un campo eléctrico y de un campo magnético estatico correspon-
de un espacio de Finsler univocamente determinado, al igual que a
cada lente electronica de tipo eléctrico corresponde un espacio eucli-

deo-conforme, A éste se reduce precxsamente aquél cuando A =0 en
todo el dominio ocupado por la lente; basta, para. verlo, con hacer
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en (IIL.2) A, =0 (i=1, 2, 3) (1). La funcién determmante de la
métrica finsleriana es la (1IL1.2):

' o V,—o | .
(HL.2) L (&, 2) :vm“d’) (“—072_~+2'1) Vyvue ptpk — Ay,

funcién que, evidentemente, es homogénea positiva de primer grado

respecto de las pi, pero no simplemente homogénea. Las geodésicas

de este espacio son las trayectorias posibles de un electrén que pe-

netra en el campo de la lente. Sus ecuaciones son invariantes de la
cU

transfotrmacwn A —> Al + — 10 que corresponde al hecho de estar
dat’

definido el potencial vector A;, salvo un gradiente aditivo, que debera.
serlo de una funci(’)n armoénica si a A; se ha impuesto la condicién
de Lorentz (div A 0 en el caso estatico).

Al contrario de lo que sucedia en el espacio euchdeo-conforme
de una lente puramente eléctrica en la aproximaciéon no-relativista
(§ 15), 1a estructura del espacio de Finsler de una lente electrénica

del tipo (9, A) cambia en general al someter ésta a una tra.nsfor-
macién

at—>Fk, @, n—>"k;n,
—

O—V, >k, (0—V,), Ak, A,

en la que k, k,, k, y k, son constantes positivas, incluso dentro
de los limites de aquella aproximacién. En particular, las geodésicas
-correspondientes a campos iguales (k,—k,=1) y a corpusculos
de n distintas (k +1) son distintas, y de ah1 la’ posublhdad de utlh-

zar campos (D, A) en la espectrogtrafla. de masas. Pero es claro que
la estructura se conserva cuando entre las k; existe la relacion

Vi, t,—k,

—>
(1) Slempre podemos suponer ‘A =0 cuando no existe campo magnético,
finica circunstancia ésta que tiene sentido fisico.
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También en las lentes (@, A) valen, pues, ciertas leyes de semegcmza
pero son menos amplias que las corr*espondlenbes 4 las meramente
eléctricas (1).

o . C '
34, — La definicién de lente electrénica (¢, A) es en todo analoga

a la de lente.electronica eléctrica: un dominio D, del espacio en que '
—

se manifiestan un campo eléctrico, ®, y un campo magnético, A, los
cuales presentan la simetria de revolucién en torno de una misma rec-
ta (eje de la lente). Se clasifican atendiendo a la distribucion V' del po-
tencial eléctrico ® a lo largo del eje (cf. § 14). Si ®es constantel(lente ,
~ electrénica magnética), la clasificacion carece de objeto, pues enton-
ces también es constante la velocidad v del electrén (cf. § 11). :
~ Adoptemos en D, un sistema de coor d enadas . c111ndr1cas
(wle=z, x2=7, 23=¢), El potencial vector A es fun(:lon exclusi~
. vamente de 2 y de 7. Ademas, dado que las corrientes eléctricas que -
engendran el campo magnético carecen de componentes paralelas al
eje dela lente deberé ser A, =0. Finalmente, la condicién div A =0

. O0(rAy) .
nos da, en virtud de lo que acabamos de decir, ———— = 0, o sea,
- .. or
TA=f(2) .. A,={f(2):7. Ahora bien, en el eje A,=0; luego
f(2) =0, esto es, A,=0. La Unica componente no nula es la
Ap (=, 7Yy =A (2, 1), de forma que (IIL2) se escribird simplemente

(IIL 14)" L (o, ) =V V (ph2+ @7 ()2 — Arps,

Para valores de r suficientemente pequenos A (z, ) puede desarro-
llarse en serie de potencias de r:

(—Dx [\t
—HEeW ) (~—)
E!'(k4-1)! 2

]
N

=
I
-3

-en la que H (2) es la componente 2z del cambo magnético en un punto
genérico del eje de la lente D, (2)..

(1)  Cf BRUCHE-REC[&NAGEL, pég. 16.
(2) BUSCH [*1, pag. 978.
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De (III.14) se deduce para F (a, p‘) _—— fL (a1, pl) }2 la ex-
plresmn 2

(III 15)
_F———{o(z2+rz+r2<p2)+A2r2¢2 _eaVars z2+r2+r2q>2}
en la que, por comodidad de‘ notacién, hemos substituido las p! por

- las variables z, 7, ci>, sin que con ello se pretenda interpretarlas como
derivadas respecto de un pardmetro. En consecuencia,

oF cpz oF ¢>r -
— _—ogz—AVor =or—A\Vor—,
dz R OF R
(I11.16) ' - :
' oF . Avor . S
-———'l=(0'-|—A.2) r2r¢g——m— (32_}_1'2_'_27-2(‘)2);
R .

o9

¥y por lo tanto, ('R = \/ 22 |- 72 + 2 ‘i’2)

P

: AVor
g11=o___“'q)(72+7'2q)2)’
v Rs3
. AVET e
Gy =————2T O,
N . Rs
AVor _
Gig—=— . z.(zz"*"'rz),
(IIL17) <
A\’c'r

_gzz'=0—"——R——<P (z2-|-1°2q>2),

AVor .
Gy = ————T (z2+rz)’
Rs

B _A\/c'r. : '
gss (c:r+A2)r2 —Tr2q>(3z2+3r2—|—2r2<p2)
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Las componentes gy, del tensor métrico se reducen, cual debe sei‘ A
a las (IL.11) para- A=0. Pero la presencia de A altera las propie- ‘
dades del espacio métrico intrinsecamente asociado a la lente hasta
tal extremo, que las magnitudes métricas no dependen ya del punto
como a tal, sino del complejo punto-d,ireccién orientada del elemento
lineal. Si en un punto del campo se encuentra el électrdn, existe un
elemento lineal, con centro en este punto, que nos aparece como
privilegiado respecto de los demés de igual centro: aquel cuya di-
reccién y sentido coinciden con los del movimiento de aqﬁél. En este
sentido, las cosas ocurren como si el electrén en movimiento deter-
minara la métrica local. Por ejemplo: los vectores de base_et de la
referencia local R (P) son ortogonales siempre y s6lo cuando el elec-
trén se mueve en P perpendicularmente al plano meridiano que pasa -
por P (z==7==0, ¢ +0). ,

‘Sea (#, #!) un elemento lineal de Dey,. El médulo del vector con-
travariante x' de base (24, 2) vale

|| =\/gik(w,aé) ot o == L (o, ).

Kl vector wi/L (z, w) €s, por cons1gu1ente unitario y sus componentes.
covarlantes son :

. xk . : 1 . O F

W = gix (2; ) — == — - ok =
‘ L(z,2) L(x,0) Ot dagk
1 - JF oL -
L(m,ab)' da'oiy dat

* Si recordamos, ademas, que el indice de refracclon n (Q, so) esta hga-
‘do con L por la relacién

N

L@, D), (C£.§28).

—
n Q, 8) =——
' Vo+ne? -
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o on
esto nos dice que el vector normal , en el sentido de la dptica
. . - d w'i .

§rdiharia (1), correspondiente a un rayo luminoso que pase por (a1

en la direccién y sentido (1), tiene la misma direccién y sentido que
éste (IV, 4 ne2<0;), ya que - ' -

on ¢ 9L )

_aw’i —— V,+1nez Qgx'd o Vo-+nez gt o
- |
=-——-—-,——%i-
Vo+mne?

Al pronto, este resultado.parece un tanto paraddjico ante el hecho
de que-en la éptica ordinaria un vector tangente al rayo luminoso
y €l vector normal asociado son distintos. Pero este ser distintos-es

consecuencia de‘mterpretar las dos ternas (1), ( : ) como com- -

ponentes de vectores en el sentido elemental de la geometrla euclidea.

on
ox’t

tor analitico covanante ®,y claro esta que la comparacién de uno
y de otro no es posible sin la introduccién de una métrica gy, en el es-
pacio; segun sea ésta, asi serd Ia-relacién entre los vectores geomé-
tricos individualizados por aquellas ternas de nimeros, vectores que
Juzgamos susceptlbles de estar determinados, indistintamente, por
vectores analiticos covariantes o contravariantes. En el esquema geo-
métrico euclideo, el rayo luminoso es transversal a la superficie de
onda, el vector normal—de ahi su Iiombre——pérpendicular a la misma.

En rig.fNr z! es un vector a.nalmco contravariante Y- un vec-

on

0 it
superﬁcle de onda; pero con €l lo es a la vez el rayo luminoso. Y la
razon de ello_ es obvia: en el espacio de Finsler determinado por el

es ortogonal ala

.z - '- : » -
También en el esquema ﬁnslerlano el vector

@) . HERZBERGER, pig. 9.
(2) - Cf. § 1, nota.
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problema de variacién & [ L (i, d«i) =0, la nocién de transversa-
lidad a que éste da lugar coircide conla de ortogonalidad. '
. Otra interpretacién cabe todavia: en el sistema candnico que de-
riva de la funcién F (§ 29), el impulso conjugado, p;, de la coorde-

oF
nada «! es p;—————, igualdad ésta que se puede escribir
ozl
F  F - zx
py= = ®E =g X = gy ————==1%j;

o't ow'ioak | L (z, x)
luego u, coincide conv'el impulsd conjugado de i

35, —En el § 18 vimos que la traslaclon de un vector a lo largo
de un ciclo infinitesimal ‘subordinaba ‘en el espacio afin tangente en
el punto de partlda P una hcmografia vectorial. Si efectuamos el
desarrollo del ciclo en este espacio, el ciclo en general no se cierra,
sino que obtenemos como punto homélogo del P en el desarrollo dos -
puntcs, el P y el P’, imagen éste de P concebido como punto final
del ciclo en el espacio. Lia correspondencia entre el cuerpo de vecto-
res en P y €l de sus trasladados a. P’ en el desarrollo, es €l producto
de una traslacién y una homografia vectorial infinitesimal. Para que
la primera se anule es necesario y basta que sea:Cero el tensor de
torsion : :

Sty = —— (e — i),
2
es decir, que la conexién afin sea simétrica. Los espacios riemannia-
nos, en particular los euclideo-conformes, carecen de torsién en virtud

de la simetria (J k)' de lés simbolos de Christoffel{ 7’k }En cuanto

ala segunda., sabemos ya que se e reduce ala 1dent1dad SIempre y solo »
cuando es nulo el tensor de curvatura. :

Consxderacaones analogas cabe hacer en los espaclos de Finsler (1),
salvo que en‘ellos el ciclo no es un ciclo puntual, sino de elementos-

(1) Carran [2], eap. XIIL
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lineales. La curvatura aparte, nos interesa aqui en particular Ia tor-
sién, caracterizada por el tensor ; : '

Aply = g™ Ay =L g™ Cppy (1).

Dado que ||g™|| + 0, la condicién necesaria y suficiente para que .
el tensor de torsién se anule y con él se reduzca a la identidad la
traslaéién asociada al ciclo de elementos lineales, es que sean nulas
las componentes Cy definidas en (IIL 11), simétricas, evidente-
‘mente, respecto de los tres indices (th). En el espacio de Fins-
ler Dy, caracterizado por la funcién L. (IIL 14), los valores de dichas

componentes son

3 [z ¢ 22
_U111=-—"2 AVor ('ﬁ;—— R5 ),

Cpp=——AVor (q:r — ZTe )
2 3

. RS
1 e 3¢
_C122=—'——A\/01'(q) - Ls );
- 2 : ) R3 . - RS
o 3 - 0r &3 .
.ngzzz'_____A vor(¢ . Q ),
. 2 R3 _R5 .
5 1 . 1'-2 372é2¢i)2
Cunm——— A Vo gt ),

1 _ _z'z 3r2f2q52
szza=———2;AY<IJTTZ;(-R3:_‘+ - RS ),

(1) CarrAN [2], pégs. 13 y 32.
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3 3 (22 -+ r2)2
Chpp=———AVOrd —
, , 2 . RS
s kb mamgry
Clssz'—~2_A Vors ( Rz».—— .. R5 )" )
3 _ [(To  r2rod |
Cos=—A VO"I‘a( s - ? );
2 . R3 R5
L1 yar srerér |
G A Vo (e =2 ).
2 : RS

La torsi()‘n‘, s6lo se anula, pues, en ‘todo D, cuando es A=0, es
decir, cuando la lente electrénica es una lente D,, una lente de tipo
puramente eléctrico. Pero entonces el espacio de la lente no es ya
un espacio de Finsler, sino un espacio euclideo-conforme (iue se trans-
forma en euclideo cuando es ® — Cte, esto es, en ausencia total de -
campo. Algo hay en el comportamiento del electrén—e igual diria-
mos de otro corpisculo cualquiera dotado de carga eléctrica—que
nos evoca esos tres estadios. Imaginemos primero un electrén libre:
sus trayectorias, para el observador euclideo, son rectas; no hay -
campo, y el espacio es euclideo. Si ahora entra en juego un campo
eléetrico, las trayectorias dejan de ser rectas para transformarse
en geodésicas de un espacio curvo; es el espacio euclideo-conforme
que ya estudiamos, cuyo tensor de curvatura es diferente de cero
(§ 17). Finalmente, si se superpone al campo eléctrico un campo mag-
nético, las trayectorias son geodésicas de un espacio de Finsler do-
tado de torsion, y es notable que, a la vez, aparezca en dichas tra-
yectorias, y desde el punto de vista del observador euclideo, un ala-
beamiento-de todas ellas debido precisamente al campo magnético (1).

(}) Picart, pig. 22; BrUCHE-SCHERZER, pig. 117, -
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