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INTRODUCCIÓN

Además de los tratados de carácter sistemático, los artículos y
Memorias relativos a la óptica electrónica son numerosísimos, incluso
los de carácter teórico. ,Pero, orientados las más de las veces por las
necesidades de la técnica, en ellos sólo se considera el campo de las
lentes electrónicas como un todo, no en su estructura. Desde el punto
de vista de los principios, la óptica electrónica geométrica hubiera
ya sido posible inmediatamente después que Hamilton estableció la
analogía entre óptica geométrica y mecánica. Por otra parte, es sa-
bido que la mecánica de los sistemas holónomos admite una inter-
pretación geométrica en ciertos casos, conforme demostró Schrodin-
ger al introducir la métrica riemanniana definida por la energía ci-
nética, cuando los vínculos no dependen del tiempo, en el espacio de
las configuraciones. Sin embargo, las posibles trayectorias naturales
del sistema no coinciden, en general, con las geodésicas de dicha mé-
trica. Pero hay más: la identificación de trayectorias y geodésicas exi-
girá, a veces, la introducción de métricas más generales que las de
Riemann. Tenemos así tres modelos íntimamente relacionados: el
óptico, el mecánico y el geométrico. En la óptica electrónica sólo se
han considerado hasta hoy los nexos entre los dos primeros. Nosotros,
en lo que sigue, nos proponemos sentar las bases para la.interven-
ción del tercero, el cual permite vincular a cada sistema óptico elec-
trónico de campo estático un espacio métrico cuya estructura es la
traducción geométrica de la del sistema.

Madrid, mayo de 1947.



I .—LAS ONDAS DE l&fldVULTON EN MECÁNICA CLASICA

1. —Sea L (q1,..., qn; g1,..., qn; t) la función de Lagrange que carac-
teriza el comportamiento de un sistema de puntos materiales, fun-
dón en la que q1 son las coordenadas del punto representativo del

dqi
mismo en el espacio de las configuraciones, y11= son las com-

dt
ponentes de la velocidad del mismo, y t el tiempo. Las ecuaciones de
evolución son las de las extrémales del problema de variación

(1.1) 5 /L (q\..., 5°; q\...,q*; t) dt = O,

siendo el elemento de comparación el conjunto de todas las trayec-
torias infinitamente próximas que-pasan por dos puntos dados y re-
corridas entre dos instantes asimismo dados. Es decir, la evolución
natural, qi = qi (í), es una integral del sistema euleriano de ecua-
ciones diferenciales

d / ¿ L \ ¿
(1.2) = 0.

dt \ dql I dql

El espacio de las configuraciones es, en el presente estadio, una
variedad continua amorfa Cn, amorfa en el sentido de que en ella no
se ha definido conexión alguna entre los espacios vectoriales afines
tangentes. Éstos sí existen, en tanto que un cambio de coordenadas
en la variedad

d.3)



subord ina una transformación lineal entera ñomogénea dql<=
'óql _

• d qi entre las diferenciales d ql y sus transformadas por (I. 3).
óq)

De aquí resulta, en particular, el carácter contravariante del vector

velocidad ql.

El escalar L (q1,..., qa; q1,--, qn; t) depende de las variables ql
r

que no son sino meras variables numéricas, y de las ql que son com-

ponentes de un, vector contravariante. Si consideramos q1,..., qn, t co-
ó

mo parámetros fijos, la expresión cíLr= dq1 es un escalar
Óq1

cualesquiera que sean las componentes del vector .contravariante infi-

nitesimal d q1; luego son componentes de un vector covariante.
dl

fero hay más: sean T^'"1^ las componentes de un tensor de orden
P = h -f- k y exceso e — h — k, componentes que dependen ño sola
de las coordenadas q\ sino también de las componentes de otro ten-

En estas condiciones, las derivadas parciales :— son las

C f n,...ns

componentes de un tensor R ̂  ilmr,1'jV—Jh ^ o r ( ^ e n p=h.-{-r-\-'k-\-st

igual a la suma délos órdenes T y t, y de exceso e=(r-\-h)—(s-j-7c)t=
= (h — k) — (s — r), igual a la diferencia entre el exceso de T y

el de t i1). En particular, í>¡ = son las componentes de un.
dqi

tensor de orden 1 y exceso 1, es decir, de un vector covariante, el
momento conjugado de la coordenada q'1; luego la expresión

í1) A. DE MIRA FEENANDES, Rend. della R. Accademia N. del lAncei, (6), 21 ,
1935, págs. 555-562.
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es un escalar y, por lo tanto, también, lo es ti = pi q
l — J-i. suponga^

o>2L
mos que el determinante funcional

dql sea + 0. Las ecua-

ciones

üennen entonces las qi como funciones de las p-, lo que a su vez per-
mite expresar el escalar H como función de ql, pv t; esto es:

H (q1, Pi, t) = p.t qi (Pl ,..., pn, q\..., q", t) — L [q\ g¡ (p, q, t), í ] .

Es fácil ver que el vector contravariante coincide con ql. En

efecto, derivando la ecuación que precede resulta:

d <Zk

ÓP\

Resumiendo: a cada función de Lagrange L podemos asociar una
función H, la función de Hamilton ligada a L, y al vector contra-
variante ql el vector covariante p¡ de manera que valgan las siguien-
tes relaciones:

(1.4)
Pi-

Se reconoce fácilmente en ellas una transformación de Legendre en-
tre las variables ql y'p¡ i1). De (1.4) resulta desde iuego

i1) COUBANT-HlLBEBT, pág . 28.
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dql dql

es decir,

ÓQ1

+ = 0,
dql

lo que, junto con (I. 4), permite establecer el sistema canónico (I. 2'),
equivalente al (1.2),

(I. 2')
dt

dt

c>H

La extensión que del concepto de invariante integral introducido
por Poincaré ha llevado a cabo Cartan, le ha permitido demostrar la
equivalencia del principio de Hamilton-Lagrange (1.1), con la con-
dición de que las ecuaciones de la dinámica han de admitir el inva-
riante integral relativo

— H5Í) (i),

donde la integral curvilínea se extiende a un contorno cerrado cual-
quiera del espacio de los estados (espacio de las fases-tiempo).

2.—En la mecánica clásica no relativista, y supuesto que las fuer-
zas que actúan sobre el sistema deriven de un potencial V, la función
de Lagránge L (potencial cinético) es de la forma

L = K — V = K2 (qr?, q\ t) + Kx (q\ q\ t) + Ko (q\ t) — V {q\ t),

CAETAN [1], págs. 13 y 24 (cap. III).



donde KP (ql, ql, i) (2> = 0, 1, 2) son formas de grado p respecto de
las variables q1 y K la energía cinética. La función de Hamilton asocia-
da es la

¿>K2 . t
v = (——H —H :—)gk—

d qk ? ?

y aparece así como suma de una forma cuadrática, K2, en las com-
ponentes qi de la velocidad generalizada y de la función V — KQ que
depende sólo de las coordenadas q1 y del tiempo. Siguiendo a Car-
tan (x) llamaremos a H energía generalizada del sistema relativa
a la referencia (g1) en el espacio de las configuraciones. De los dos
términos que la integran, uno, el K2, es de carácter cinético, dado

que en él aparecen las componentes ql de la velocidad, mientras que
el otro, el V — Ko, es de naturaleza dinámica. La definición de H
como energía generalizada está justificada por el hecho de que puede
muy bien ocurrir que H sea una integral primera de (1.2') sin que lo
sea la suma K -j- V de las energías cinética y potencial. Es sabido,
en efecto, que la condición necesaria y suficiente para que H sea inte-
gral primera de (1.2') es que

dH
Q.

dt ¿t

luego la magnitud mecánica H, cuyas dimensiones son las de una
energía, se mantiene constante a lo largo de la evolución natural del
sistema siempre; y sólo cuando la función H = pk g

k — K -f- V, no
depende- explícitamente del tiempo, y ello no implica necesariamente
que sea H = K + V. Cabe hablar, por ende, de conservación de la
energía siempre que H resulte independiente de t, en el sentido de
conservación de la energía generalizada. Por otra parte, dado que

CARTAN rn, páí?. u .
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dB.
(V —K) = (i),

resulta que para que se conservé dicha energía es necesario y basta
que el potencial cinético L no dependa explícitamente del tiempo. Es

esencial advertir que supone constantes las (ql, q1), mientras

que en lo que mantenemos fijo es las (ql, p¡).
dt

3.—Sean D un dominio del espacio de las configuraciones e I un
intervalo temporal tales que para dos puntos cualesquiera de D,
Q (<?') y Qo (yV> y dos instantes, asimismo cualesquiera, í o y í de I,
los sistemas de valores (q1,..., qn, t) y (q1

0,—,qn
0, t0) determinen una

extremal, y sólo una, del problema de variación (1.1). Si ul son las
coordenadas de un punto genérico de D y designamos con s un valor
genérico del tiempo, de modo que (1.1) se escriba

(1.5) 5 / L (u\...,un, uS..., wn, s) ds = O (2),

las ecuaciones finitas de dicha extremal serán

(1^6) ui=fi(s;q\,to;qk,t),

y los correspondientes impulsos

(1.7; vít=gi(s;q\, t0; q\t).

En virtud de la hipótesis hecha tocante al dominio D y al interva-
lor I, se tendrá, evidentemente,

(!) BKILLOUIN, pág. 152.
(2) COUBANT-HILBEBT, págs. 96 y ss.
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Además, si se deriva (1.6) respecto des y hacemos luego s = f y
s = tQ> se obtendrán las componentes contravariantes de la velocidad
en los instantes t y í0:

Finalmente, los correspondientes momentos conjugados son

Pi^Siit; q\,t0; q\t),

Las funciones (I. 9) y (1.10) de las 2 n -j- 2, variables' {qk
0,U) gk, í ) ,

son las llamadas por Courant funciones de campo í1)'.

r*
La substitucion.de (1.6) en. la I L (ul, ul, s)ds. nos da una fun-

J t0

ción de dichas 2n -\- 2 variables

0.11) W {q\, t0; q\ t) =

(s; gk
0, í0 ; gk , í ) , Z1 (»; Qk

0, t0; q\ t), s] ds.

Su valor para dos puntos particulares Qo (q
k

0) y Q (qk) de D y dos
instantes, determinadoa í0 y t ha recibido el nombre de acción hamü-
toniana entre los instantes í0 y í a lo largo de la extremal (Q, t) —
— (Qo, t0), o mejor, variación de la acción (2) en dichas condiciones.
En la óptica geométrica corresponde a este concepto, conforme es
sabido, el de iconal (3) puntual. Ambos conceptos, están comprendi-

(1) COURANT-HlLBEET, pág. 98. . . _

(2) Cabe definir la acción, en efecto, mediante W = Wn + I L (M1, M1, S)
d s, donde F es la extremal en cuestión. ^°

(3) H. BRUNS, Das Eikonal (Leipz. Sitzgsber., 1895, 31, 321-436). Hemos
adoptado este término en vez del eiconal por dos razones: primero, porque las
voces griegas, tales como £iKÓv, £1&ÚXXIOV, etc., han tomado en español las for-
mas icono, idilio, etc.; segundo, porque existe ya el término iconografía, que pro-
cede de la misma raíz griega que el término eikonal, introducido por Bruns.
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dos en el más general de distancia geodésica, relativa a un problema
de variación de la forma (1.5), entre los dos puntos (q1^ t0) y (q\ t)
de la variedad V n +i («•', s), que representaremos con el símbolo
Cn X *• Supuesta L continua y con derivadas parciales continuas
hasta el segundo orden en el dominio D X I> se puede demostrar que
la función W admite derivadas parciales primeras respecto de todos
sus argumentos, derivadas dadas por las fórmulas

(1.12)

(1.13)

<=H.(ql
0, pi0, í0),

• = — n(q\pltt),

en las que hay- que substituir las ql
0, q

l, p;o y pt por las funciones de
campo (1.9) y (1.10) i1). Si mantenemos fijo el punto (Qo, í0), la
función W lo es sólo de las variables \ql, í), y, en virtud de (1.13),
es una integral de la ecuación entre derivadas parciales de primer
orden

(1.14) :0. (Hamilton-'Jacobi)

El sistema característico de la ecuación (1.14), esto es, el sistema
de ecuaciones diferenciales de las bandas características correspon-
dientes a ella, es precisamente el sistema canónico (1.2') junto con

íü.W

dt dV\
H,

dPt

dt

COTJRANT-HlLBERT, p á g . 99.
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de donde resulta que la integración del sistema canónico permite in-

tegrar la ecuación (1.14). Recíprocamente, si se conoce una integral

completa W (q1,..., qn, t; a1,..., an) -j- a de la ecuación de Hamilton-

Jacobi, integral en la que las a* son n parámetros independientes, nin-

guno de los cuales es una constante aditiva, las ecuaciones finitas

dq'
•fv

definen 2n funciones qi = qi (í; ak, &k), p¡ = p ;(í; ak, bk), depen-
dientes de los.2w parámetros (ak, &k), que constituyen un haz de
integrales del sistema canónico (1.2') dependiente de dichos pará-
metros (Teorema de¡ Jacobi).

4.—Esto sentado, consideremos el haz de integrales del sistema
característico de (1.14):

(1.15)

c>H

dt

dt dP\ dt

dp- ¿>H

ÓP\
H.

dt

que corresponde a los valores iniciales (í0, q
l
0), fijos, y dejando in-

determinados los momentos iniciales pi0. Lia. integración 'se lleva a

cabo en dos fases: si

(L16)
?<> ̂ 'f1 i.to;.pio) ,

es el haz de integrales, de q1 = p,=> , determinado
dql

por aquellas condiciones, las funciones W (t; pi0), pt (t; pio) se ob-

tienen mediante cuadraturas:



— 16 —

í't <>
W (í; pi0) = Wo + / J gr. (s; fto) H [/* (a; p l0), ffk (a; PÍO), a]

/ t ap¡ 1— H [/* <a; pio), gfk (a; pi0), s] I da,

H [/k (s; pl0), srk (s; pj0), s] d s.

El valor inicial de Wo puede ser cualquiera. No así el de pt, ya que
debe satisfacer la condición

La ecuación W (í;2>l0)
 t=W¿ establece para cada valor £c=í de t

un nexo entre los parámetros hasta ahora arbitrarios p¡0. El lugar

geométrico de los puntos ql = fi (t; p-l0), donde los pi0 independientes

son en número de n — 1 en virtud de la condición yv (i; p.o) — Wo,
es una hipersuperficie del espacio
dé las configuraciones en todos los
puntos de la cual esW¡= Wo. Esta

t=t I \ superficie de equiacción se mueve
en dicho espacio en el transcurso
del tiempo y se reduce al punto qi

0

en el instante í0 en virtud de
(1.16). La llamaremos onda de Ha-
milton de' origen en Qo (q

1,,) en el
instante í0 (&g- ! )• Fijado un va-
lor tdety elegido un punto Q (q1)
en la hipersuperficie que, en el ins-
tante ~t, define la posición de la

onda móvil de Hamilton, la extremal F de (1.1) determinada por las

condiciones en los límites (ql
n, í0), (q1, t) es tal, que

FIg. 1

(D fQ
s) ds =
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Esta extremal está determinada por los valores p{0 solución de

g» = g1 (t; pi0), W (t; p¡0) = Wo.

Al mismo resultado se llega partiendo de la acción

L (íí1, w1, s) ds

como función de las 2n -j~2 variables q\, t0, ql, t. La onda de Ha-
milton de centro en (q^) en el instante t0 és la hipersuperficie mó-
vil del Cn

W (q¡
0, í0; qví)—Wo,

donde q^ y t0 se conciben como valores numéricos dados.
El comportamiento que muestran las' ondas de Hamilton que en

un ciexto instante inicial se reducen a un punto, es un caso particular
del de las ondas d© Hamilton más generales, que se propagan a partir,
no de un punto, sino de una hipersuperficie inicial. No nos será me-
nester, sin embargo, ocuparnos de éstas, por; lo cual prescindiremos
de su estudio y propiedades í1).

5. — Consideremos de nuevo la función W (g'o, tQ; q1, t) antes de-
finida

(D .-*rt
/

y, supuesto fijos q\, t0, la onda de Hamilton W (q^, t0; q
l, t) =i Wo.

Sean Z y Z ' sus posiciones en el C^ en los instantes t y, F + d t, res-
pectivamente, y ql = fl (t) la extremal F correspondiente al pun-
to Q (q1) de Z considerada en el instante t {figura 2). Se tiene así,
en el instante f,

g« = jF»(í), 4* = /* (í), W[gi o , í o ; / i ( í ) ,7]=W 0 . .

COüBANT-HlLBEET, págS. .102-105.
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Por otra parte, la ecuación de Z' es

donde ql son las coordenadas de un punto cualquiera de Z; luego
Q' (g1 -f- o ql) está en Z' si
5 q» es tal que

Determinemos, en particular,
la intersección de la extre-
mal F, considerada geométri-
camente, como línea de Cn. Un
punto de F infinitamente pró-
ximo al Q (q1) tiene por coor-
denadas ql -f- f1 (7) 5 ty donde

5 t es una variación infinitesimal del parámetro t. Para que este
punto pertenezca a Z' , debe ser

/ , 7/ , 7

dt
dt<=0,

o lo que es lo mismo,

— H

de donde

dt, qm + 0)
V

Pm

¿ldt.
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Ahora bien, d q1 = q1 d t es el corrimiento real ael punto represen-
tativo del sistema, punto que en el instante t -\- dt ocupa la posi-
ción Q", cuando la onda de Hamilton está, en S ' . Por lo tanto, en
el mismo intervalo d t durante el cual dicha onda pasa de Z a Z' ,
aquel punto lo hace de Q a Q" y entre las componentes de ambos
corrimientos existen las relaciones

Se?1 H

Cualquiera que sea la métrica que se elija, por lo tanto, la razón de
velocidades será

v oq1 H
(1.17) _ ^ _ = _ .

v dqi Pk(?k

Este resultado, del que haremos uso más adelante, es independien-
te de la significación mecánica que hemos atribuido a la función H
y subsiste cualquiera que sea la función L de un problema de va-
riación del tipo 8/L (it?, ul, s) d s <= 0. Además, el que no dependa de
la métrica que se adopte en el espacyo de las u{ permite una absoluta
libertad en la elección de dicha métrica, elección en la que puede guiar-
nos la naturaleza del problema particular que se estudie. Si L es de
la forma antes indicada:

L = K2 íq\ q\ t) + K, (q\ q\ t) + Ko (q\ í) — V (gi, í),

y, por ende,

se tendrá:

v . K 2 - K n

v
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En particular, si el sistema es conservativo en el sentido de Bril-
louin í1)—vínculos independientes del tiempo y constancia de la ener-
gía total E <= K -f V—, la energía cinética se reduce al término K2,
y, por consiguiente,

v K + V E E
(1.18)

v 2K 2K 2 (E —V)

Cuando se trata de un único corpúsculo de masa m y se adopta co-
1

mo métrica la del espacio euclideo de modo que m v2 = E— V,
2

la velocidad i; de la onda, según esta métrica, sexá:

E
v —

2

o bien,

en la métrica

(E

de

E \ /
. v) V

v-—• —

Schrodinger

2 (E —V) .

m

E

]/2 (E-^-V)

(2).

(E —V)

6.—Establecidas ya estas generalidades, supongamos que el sis-
tema canónico

admite la función H de Hamilton como integral primera, esto es,
que se conserva la energía generalizada—para lo cual es necesario y

¿>H
basta que — = 0—. Sea C (E) el conjunto de todas las evolu-

dt

i1) BBILLOUIN, pág. 170.
(2) Ann. Physik, 79, 1926. pág. 494.
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ciones del sistema que corresponden a un mismo valor E de la energía
generalizada. En estas condiciones, las trayectorias naturales del sis-
tema son las extrémales de la integral

(1.19) /

respecto de todas las trayectorias infinitamente próximas que pasan
por las posiciones inicial y final del sistema y que satisfacen la rela-
ción H (q\ p¡) c== E. El valor F de la integral (1.19) es la variación
de la acción en el sentido de Maupertuis al pasar.de Qo a Q, o sim-
plemente la acción de Maupertuis.

Cabe dar otra forma a la integral (1.19) partiendo, de las rela-
ciones

2 0 2 = K 2 ( q i i ) ( d i ) 2 .

Se tiene, en efecto,

\ ¿>K2

dtf +\-

dq" y¡K2(dq) VK2 (dq)

2 ( Q ) V E —

de donde

VK2 (dq)
p.d? = 2K2(q) +K

V E — v + Ko

= V"2(E —V + KoT V2K, (dg) +K1-(d«),

o sea,

/ • Q

P = / 0 / 2 (E — V + Ko) VMijííq
JQ,
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si 2 K¿ = M¡j (¿ qi y 2 Kx t== Mj g1. Los coeficientes Mij son los co-
efidentes de inercia del sistema respecto de la referencia (ql) del es-
pacio de las configuraciones. Las trayectorias, por lo tanto, conside-
radas como líneas geométricas del Cn, independientemente de la ley
de movimiento a lo largo de ellas del punto representativo del sistema,
resultan como extrémales del problema de variación 6 / pt d ql = 0.
Si qi = qi (X) son las ecuaciones de una de esas extrémales—la que
pasa por Qo y Q, por ejemplo—, la ley de movimiento resulta de la
inversión de la integral

J dX dX
dX,

2(E —V + Ko)

lo que define el parámetro X como función del tiempo, y, por enüe,
en último término, las coordenadas q1 como funciones de t. •

7.—Cuando los vínculos y V son independientes del tiempo (sis-
temas conservativos), todos los M; y Ko son nulos, la energía ciné-
tica K coincide con la forma cuadrática K2 y E = K + V. En tal caso,
el principio de Maupertuis está expresado por la condición

í Y2 (E —(1.20) 5 í Y2 (E —V)

Ahora bien, puesto que la forma cuadrática diferencial M¡¡ dqidqi es
definida positiva, la determinación métrica d s2 <= M¡j d q* d qi es rie-
manniana en sentido estricto. Luego, si convenimos en introducir en
la variedad Cn, amorfa hasta ahora, las conexiones afín y métrica más
restrictivas compatibles con aquella determinación, el espacio de las
configuraciones pasará a ser un espacio riemanniano en sentido estric-
to. Llamaremos a esta métrica introducida en el espacio de las con-
figuraciones la métrica de Schródmger asociada al problema dinámi-
co. Que sepamos, ha sido Schrodinger, en efecto, el primero en usar
sistemáticamente de una tal métrica i1), aunque existían precedentes

SCHEODINGER, loe. cit., pág . 491 .
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de traducción al lenguaje geométrico de ciertos conceptos mecá-
nicos (x).

La ecuación (1.14) de Hamilton-Jacobi, que en el caso que con-
sideramos se reduce a

¿>W

o también a

(E —V),

supuesto W = F — E í, expresa que el cuadrado del módulo del vec-

I ÓF dF \
tor covariante grad F = ,.. • es igual precisamente

\ óq1' d* I
a 2 (E — V). Con él coincide, por otra parte, el grad W. Merced a
la introducción de la métrica de Schródinger es posible interpretar la

relación existente entre los vectores fK = = y los q1.

Imaginemos el conjunto de trayectorias de energía E que parten
de Qo (fig. 1) y la onda de Hamilton de origen en Qo en el instan-
te t0". Esta onda coincide sucesivamente con las hipersuperficies
F, = W0 + Eí, donde

(D rq.

V2(E — V)ds.

Sea F = Cx una cualquiera de estas hipersuperficies, Q un punto de

ella y ql las componentes de la velocidad en Q del punto representativo

del sistema que recorre la extremal Qo Q. El momento conjugado co-

rrespondiente, í>¿, es normal a dicha superficie, dado que cualquiera

(x) WHITTAKEB, págs. 254 y ss.



que sea 5 ql, tangente a ella, es • 5 q1 = O, y, por lo tanto,
Óql

píbqi = 0. Pero las componentes covariantes de q1 son

óq*

luego q1, esto es, la extremal Qo Q, es ortogonal a la hipetrsuperficie
P •=• Cj y, por ende, a la posición de la onda de Hamilton en el instan-
te t dado por Wo + E í = C r

Del principio de Maupertuis se sigue, además, que las extrémales
del problema dinámico coinciden con las geodésicas de la métrica
de Schrodjnger en ausencia de campo agente (V = Cte), pero no si
éste existe. Por este motivo, y si pretendemos que dichas extrémales
coincidan con las geodésicas relativas a una cierta métrica, debere-
mos adoptar como forma fundamental de la métrica riem'anniana no
la de Schrodinger, sino la

(1.21) ds'2t=2 (E — V)Mi.dqidqi í1),

que resulta de ella mediante una transformación conforme (2). La
adopción de esta nueva métrica no modifica en modo alguno las rela-
ciones angulares que se daban de acuerdo con la métrica primitiva
—por ejemplo, las trayectorias que parten de Qo siguen siendo orto-
gonales a las sucesivas posiciones de la onda de Hamilton de origen
en Qo

:—. Pero sí, en cambio, quedan alteradas las propiedades métri-
cas no angulares—por ejemplo, grad F c= grad W es ahora un vector
unitario, puesto que las componentes contravariantes del nuevo tensor

Mik

fundamental de la métrica son glk c= .
2 (E —V)

La transformación conforme

= 2 ( E —V)MSik

i1) Cf. WHITTAKEB, pág. 254; BRILLODIN, págs. 146 y 165.
(2) SCHOUTEN, pág. 168.
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permite, por lo tanto, interpretar las trayectorias naturales del sis-
tema como geodésicas del espacio riemanniano que resulta de intro-
ducir en Cn la métrica riemmaniana gik. Conviene insistir en que este
resultado se consigue mediante una transformación conforme y no
acudiendo a un cambio de coordenadas en el Cn i1).

8.—Evidentemente, no siempre será posible el establecer una mé-
trica riemanniana en el Cn que esté intrínsecamente ligada al pro-
blema dinámico, en el sentido de que la evolución del sistema se pueda
describir como movimiento del punto representativo del mismo a lo

'largo de una geodésica. En algunos casos, la identificación aproximada
puede efectuarse en el "espacio-tiempo", Cn X *> conforme ha de-
mostrado Brillouin (2). En efecto, definamos en el Cn X t la métrica
riemanniana

d S 2 ^ ( A + 2 K - 2V) dV\ (2 K = My q
1 q'i + 2 Mj ql -f 2 Ko)

donde A es una constante muy grande respecto de K y de V. Las
componentes gr 6, (a, |3 = 0, 1, ... n) del tensor métrico son, pues,

flrO0 = A + 2 K o — 2V, (q° = í)

y las ecuaciones diferenciales de las geodésicas, en función del pará-
metro afín S, serán

(!) No deja de ser sorprendente el siguiente párrafo de J. Mariani (Journ.
de Physique, 1939, pág. 298): "Le probléme de la dynamique des systémes est ainsi
ramené a un probléme de dynamique du point matériel dans Fespace q [introdu-
ciendo en éste la métrica M k̂ d q1 d gk] , á son tour, ce dernier peut etre réduit
á un probléme purement géometrique, en introduisant tine extensión en eonfigu-
ration nouvelle, dont les coordonnées q'i son telles que d g ' i = V 2(E — V) dql et
qui est par conséquent applicable conformement sur la multiplicité defini par
les g1." Evidentemente, no puede tratarse de un simple cambio de coordenadas
—de una transformación puntual entre dos espacios, si se quiere—, pues las re-
laciones de definición que adopta, íZg'* = V 2(E — Y) dqi, no cumplen las con-
diciones de integrabilidad. . • •

(2) BEILLOUIN, pág. 152. El razonamiento que sigue difiere algo del de Bril-
louin.
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d \
9añ)

dS
O,

o también

dS

/ dt \ 1 / dt \2 cf̂ uv . . / • dqa \
[Pac 1 - q[íqvi=O, g«'= 1
\ dS I 2 \ dS ! fiqa \ dt I

donde pa son las componentes covariantes del vector qS>:

En particular

óql

•2V.+ K,.

Ahora bien,

luego

2V;

dH I dt
Va ; h

d'S2 \ dS dt
= 0;

es decir,

d2t

(1.22) pa/ f-. :0.
dt dq<x
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Además,

d21 d (R — V)

dS2 dt

/ dt \2 A + 2K-2V

\~dSJ

de suerte que se puede prescindir del primer término en (1.22) si A

es suficientemente grande y para a = 1, 2, ..., n. Obtenemos así

dpi . d (K — V)
——. c± 0 (Lagrange),

dt

es decir, las ecuaciones de Lagrange como primera aproximación. En

cuánto a la ecuación (1.22) para cc = O, resulta:

A + 2K0 —2V + K, d(K-~ V)

A + 2K-2V dt

d (A + 2K0 — 2V + KJ ó {K — V)

dt

o lo que es lo mismo:

= 0,

:—v)
- +A + 2 K - 2V dt

d(Kn — K2^-V) d (K — V)

dt dt

luego

Kt + 2K2 <Z(K — V)

A.+ 2K-2V dt dt
= 0;
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y para A suficientemente grande

d-H ¿>H

dt ¿t dt ¿>í

que es la ecuación clásica relativa a la energía generalizada.

9.—Veremos en lo que sigue que el espacio adecuado a una lente
electrónica estática de tipo eléctrico es un espacio riemanniano euclí-
deo-conforme í1), mientras que las que resultan de la superposición
de un campo eléctrico y de un campo magnético estáticos requieren
una métrica de un muy otro carácter. La razón física de ello es obvia:
la acción del campo eléctrico sobre un corpúsculo dotado de carga
no depende ni de la dirección ni del sentido en que aquél se mueve;
la del campo magnético, en cambio, varía no sólo con la dirección del
movimiento, sino también con su sentido. Las geodésicas de un espa-
cio riemanniano no pueden, por lo tanto, coincidir con las trayecto-
rias de los corpúsculos cargados que se mueven en una lente del tipo
últimamente citado: aquéllas son esencialmente reversibles, éstas no.

La propiedad del campo magnético que acabamos de recordar,
ese depender la acción del campo de¡ la dirección y sentido en que
se mueve el corpúsculo, presenta una gran analogía con la estructura
que muestran los espacios de Finsler (2). Y, en efecto, demostrare-
mos más adelante que a cada lente electrónica eléctrica y magnética
corresponde, por modo intrínseco, un espacio de Pinsler cuyas geo-
désicas coinciden con las trayectorias posibles de un corpúsculo de
energía dada que se mueve en el campo de aquélla.

i1) SCHOCTEN, pág . 169.
(2) P. FIÑSLEE, Vber Kurven und Flachen in állgemeinen Raimen, Dissert.,

Gottingen, 1918.



II. — EL ESPACIO EUCLIDEO-CONFORME ASOCIADO
A UNA LENTE ELECTRÓNICA ELÉCTRICA

10.—Conforme hicimos notar en el § 5, a cada problema de va-
riación o/L (U1,..., un, ú1,..., un, s) ds = 0, caracterizado por una de-
terminada función de Lagrange L, podemos vincular ciertas hiper-
superficies que interpretábamos como hipersuperficies móviles en el
espacio Cn de las ul al atribuir a la variable s la significación de va-
riable temporal, y a las que se da el nombre de ondas de Hamilton.
Vimos, además, qué entre la velocidad ~v con que se mueve en el
instante t [] un punto Q (ql) de la onda de Hamilton de origen Qo (q

l
Q)

en el instante í0 [a lo largo de la extremal {ql, t) — (ql
0, tQ) ] y la ve-

lccidad v, en el mismo instante t, del punto que describe aquélla, exis-
te la relación (1.17),

v H (qi, Vi, í)
(1.17) -r= ,

v vio1

independiente de la métrica adoptada en Cn para definir la distancia
entre dos puntos infinitamente próximos, definición que, a su vez, es
necesaria si pretendemos hablar de valor de la velocidad.

11.—Consideremos, en particular, la función de Lagrange relati-
vista que corresponde al movimiento de un corpúsculo de masa en
reposo m y carga eléctrica e bajo la acción de un campo eléctrico de
potencial electrostático O y de un campo magnético determinado por

—V

el potencial vector A:
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V3

(11.1) / 1

- > -En esta expresión, e, <J) y -A se suponen medidos en unidades electro-
magnéticas CGS y c es la velocidad de la luz. Elegido un sistema
cualquiera de coordenadas curvilíneas xi en el espacio ambiente (euclí-
deo), la función L se escribe

(II. 1')
1 _(1 I

(i = l, 2, 3)

donde Y¡k son las componentes en coordenadas curvilíneas del tensor
de la métrica euclídea, A¡ las componentes covariantes del potencial

vector, y xl = las componentes contravariantes del vector velo-
dt

cidad. Las componentes covariantes del campo eléctrico E son

(H.2)

E = | , , —

En cuanto al campo magnético, sus componentes naturales constitu-
yen el tensor covariante de segundo orden antisimétrico

Ó A; ¿A;

d a1 ó #J

Este carácter antisimétrico permite definirlo mediante la densidad
vectorial contravariante

£Tk =; F¡j,' (i j k) = permutación par de 1, 2, 3.

o lo que es lo mismo, por medio del vector contravariánte

1 1
(H. 3) H*

Vv VY
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Las funciones O y A- no pueden ser cualesquiera, sino que están
sujetas a las condiciones

—>- —>•

— 4 ir o2 p, AA = — 4TT¿,

que se reducen a

AA = O

si son nulos en el dominio del espacio que consideramos la densi-
dad p de las cargas libres y el vector intensidad i; A es el operador
de Laplace

1 Ó i -

V y Ó 0Cl \.

De (II. 1') se deducen desde luego los impulsos conjugados

Vi—-P2 ' c

suma del impulso cinético m v¡ / V i — (32 y del impulso potencial ¿A-,
y la función de Hamilton

me2

suma de la energía en reposo del corpúsculo y de su energía cinética
y de la energía potencial ed>. Dado que H no depende explícitamente
del tiempo, existe conservación de la energía y podemos escribir

me2

-f- e O = m c2 -f e Vo,
Vi —P2
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donde Vo es el potencial del campo eléctrico en aquellos puntos en
que se anula la velocidad v del corpúsculo. En lo que se sigue toma-
remos la ecuación anterior en la forma

(II. 5) (
V i —P2

da la que se deduce que si el campo es puramente magnético, la velo-

cidad v del corpúsculo es constante.

12.—Esto sentado, la razón v/v entre la velocidad de la onda de
Hamilton y la del corpúsculo vale, en virtud de (1.17),

V

V

me2

V i —P2

mv2

-f- eO

VI —|

de donde

r| c"
0

VI —

VI — P 2 \ ' l — P2

El vector s0 que aparece en el segundo miembro es el vector unitario
euclídeo tangente a la trayectoria del corpúsculo y acorde con el
sentido del movimiento de éste. Ahora bien, la relación (II. 5) nos
define v como función de punto. Se tiene, en efecto,
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vn — o

\ 1—p o

hn
c2

(II. 6)

^ £ V c ^ o -
Vi —B* V
V i — p» V \ c> /

lluego obtenemos, en definitiva,

<n.7) ü = ,

V
( V 0 _

- > • - > -

X

fórmula que expresa la velocidad v de la onda de Hamilton en fun-

ción del punto Q (a;1) y de la dirección y sentido; s0, del movimiento.
Por otra parte, el principio de Maupertuis, 5 /p¡ d ql •= 0, nos per-

mite afirmar que las posibles trayectorias del corpúsculo (m, e) de
energía total me2 -\- eV0 son las extrémales de la integral

r r f H r H
/Pi(iq(i= U.gici í^ J——vdt^= l-__dts1,

j J J v J v

siendo dst el elemento lineal euclídeo: dsf = ynídxidxk. Dichas
trayectorias, por lo tanto, son los rayos de la óptica geométrica de
un medio, no-homogéneo y no-isótropo en general, caracterizado por

H
el índice de refracción n ~ :

(H. 8) n (Q, ?B) ̂ — — j e y t v ^ o ) (__»__ + 2 ,)+ A X

í1) Cf. W. GLASEB, "Über optische Abbildung durch mechanisehe Systeme
und die Optik AJlgemeiner Medien" {Ann. Physikj 1933, 18, 557-585). La expre-
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rayos que son las extrémales de 5 Jnds1 = 0 (principio de Fermat).
Las ondas de Hamilton son precisamente las superficies de onda de
esta óptica geométrica, y v es la velocidad de fase.

En la definición (II. 8) del índice n se da una indeterminación que
procede de que Vo está determinado salvo una constante aditiva.
No así el factor entre paréntesis, que lo está unívocamente. Vo, po-
tencial de un punto en que es nula la velocidad del corpúsculo, coin-
cide sensiblemente con el potencial del cátodo cuando aquél es un
electrón de incandescencia. Se suele tomar dicho potencial como po-
tencial cero, con lo que n queda determinado sin ambigüedad. De todos
modos, si en vez de tomar Vo como potencial del cátodo se tonia el
valor V'o, ello no tiene otra consecuencia que multiplicar el índice n
por un factor constante:

n = n,
'

lo que, a su vez, no repercute en absoluto en las trayectorias del cor-
púsculo posibles.

13.—Las consideraciones generales que preceden las aplicaremos
a la óptica electrónica; es decir, el corpúsculo (m, e) será un elec-
trón, como valores característicos del cual tomaremos

m : e = n = — 5,685-10-*,
m <= 9,108 r.,

Y u.e.m. CGS.
e : m = —1,759 • 107,
e = —1,602.10-20,

Además, en las fórmulas que preceden deberá hacerse e = — 1. En
óptica electrónica se considera el electrón como prácticamente libre,

sión quo da del índice de refracción, que llama \JL, no es correcta, lo que es debido
a un error en el cálculo de T| v. En el valor de este producto no ha tenido en cuenta,
en efecto, que r\ puede ser positivo o negativo y, además, falta en él el fac-

1
tor .
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es decir, se prescinde de los procesos que resultan de choques de los
electrones entre sí o con moléculas de gas. Las trayectorias, por lo
tanto, dependerán sólo de la acción de los campos dados, eléctrico,
magnético, o eléctrico y magnético, campos que supondremos estáti-
cos. En cuanto a la adopción del valor (II. 8) o el aproximado

n ~— V2 r l (Vo —0>) + A X s 0 ,

todo depende del orden de magnitud de (Vo — O)/c2 respecto de r\,
o, lo que en el fondo es lo mismo, de que pueda prescindirse o no de
la variación de la masa con la velocidad. Para potenciales del orden
de 500 kV, (Vo — O)/c2 es ya igual a r\. Sin embargo, el potencial
acelerador en los microscopios electrónicos suele ser, como máximo,
de 50 a 80 kV, y, generalmente, bastante menor. Hasta 10 kV puede
prescindirse de la corrección relativista y tomar simplemente

. . _^ _^ 1 .-
n~Y2T](VD — « ) — A X » w *><= V2ri (V, —O).

n
Si A = 0, y dentro de los límites de esta aproximación, el índice n
resulta ser igual al cociente p = v: c, supuesto normalizado n a base
de la condición Vo=.0 í1).

Recordaremos finalmente que, en rigor, el electrón no obedece a
la mecánica relativista puntual clásica, de modo que ésta debe con-
cebirse comoi una aproximación válida sólo para pequeños valores
de la longitud de onda de De Broglie asociada al electrón,

h r? V i —P2

X== V i — R 2 = xo (2).
mv

En las condiciones normales hoy en óptica electrónica, esta longitud
de onda es suficientemente pequeña respecto de las dimensiones de
los objetos que se examinan y de la variación del índice de refracción

í1) BKÜCHE-SCHERZER, pág.,49.

(2) Xo = longitud de onda de Compton = •
me
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electrónico n con la distancia, como para poder limitarnos a la mecá-
nica clásica, lo que vale tanto como ajustamos a una a modo de
mecánica geométrica, en oposición a la ondulatoria i1). Dicho con
otras palabras: en la técnica electrónica que consideramos, el electrón
se comporta siempre como corpúsculo. Y conste que al hablar de
comportamiento corpuscular, contraponiéndolo al ondulatorio, nos re-
ferimos a la dualidad de naturaleza entendida en el sentido que hoy
se atribuye a tal palabra. De hecho, un solo electrón no se comporta
como onda. Lo que ésta traduce es el comportamiento global de un
enjambre de electrones. Con un solo electrón—y lo mismo vale para
un solo fotón—no cabe obtener fenómenos de interferencia. En cam-
bio, ello sí es posible cuando se dispone de una colectividad de elec-
trones o de fotones. La longitud de onda de la onda de De Broglie
permite predecir y rige la distribución de un enjambre homogéneo de
electrones después que éstos han atravesado una malla cristalina,
ponemos por caso; pero es claro que los anillos de Debye-Scherrer
no resultarán nunca con un único electrón (2).

14.—Consideremos un dominio, De, del espacio en el que se ma-
nifiesta un campo puramente eléctrico (A — 0, grad O £ 0) que pre-
senta la simetría de revolución respecto de una recta. Del dominio De

diremos que constituye una lente electrónica eléctrica (3), y llama-
remos a dicha recta eje de la lente. La clasificación de las lentes de
este tipo se hace atendiendo a los valores V del potencial O a lo largo
del eje.

La más sencilla de entre ellas, la lente de orificio (Lochblenden-
linse), consiste, en esencia, en un condensador plano en una de cuyas
-armaduras B se ha practicado una abertura circular.. Supuestas a
distinto potencial una de otra, se origina un campo eléctrico de revo-
lución en torno de la recta normal a las armaduras y que pasa por
el centro de dicha abertura. En general, se coloca además un tercer
electrodo, C, perpendicular asimismo al eje, dispuesto de modo que
el electrodo B quede entre él y la otra armadura A del condensador (4).

(x) BRILLOUIN, págs. 197 y ss.
(2) Cf., por ejemplo, JEAN-LOÜIS DESTOUCHES, Principes fondamentaux de

Thysique théorique, París, Hermann, 1942, vol. III, pág. 807.
(3) BRÜCHE-SCHERZEB, págs. 33 y 58.
(4) PICHT, pág. 61.
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La distribución del potencial a lo largo del eje depende de los poten-
ciales de A, B y C y está esquemáticamente representada en la
figura 3.

\
V

Fig. 3

Hemos supuesto planos los electrodos, aunque no siempre lo son,
pero sí normales a un mismo eje. En realidad, lo que caracteriza la
lente de orificio es la existencia de un electrodo dotado de una aber-

Fig. 4

tura circular de plano normal al eje de la lente y la presencia de
uno o más electrodos, de modo que, en conjunto, se origine un campo
eléctrico, bien sea a la derecha, a la izquierda o a ambos lados del

Fig. 5

primero; es decir, dos medios, uno por lo menos de los cuales es de
índice de refracción variable, no homogéneo.

De la combinación de dos o más de dos lentes de orificio resultan
lentes electrónicas de tipo eléctrico, más o menos complicadas, que
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separan dos medios de índices de refracción eléctrica constante, esto
es, de potenciales constantes. Si los índices de aquéllos son iguales, se
habla de una lente simple (fig. 4); si son distintos, se dice que la
lente es una lente de inmersión (fig. 5) (*).

Al igual que en la óptica ordinaria, se distingue entre lentes elec-
trónicas delgadas y gruesas según sea pequeña o grande la razón
entre la longitud del segmento del eje en que el campo eléctrico es
diferente de cero y la distancia focal de la lente (2).

15.—Sea, pues, De una lente electrónica eléctrica y elijamos como
sistema de referencia un sistema de coordenadas cilindricas cuyo eje z
coincida con el eje de la lente. Este sistema de coordenadas curvi-

—*—>—>
líneas en De subordina una referencia local R (e1, e2, eg) en cada

punto P de De (fig. 6). En el es-
pacio base del campo eléctrico su-
ponemos adoptada la métrica euclí-
dea ordinaria, de modo que el cua-
drado del elemento lineal en dicho
ambiente y en aquel sistema es

d Sj2 = d z- + d r2 _f- r2 d (p.

En cuanto al potencial <t>, será
. exclusivamente función de z y de r,
pero no de <f>, en virtud de la su-
puesta simetría en torno de z. Ade-
más, los efectos de la carga espa-
cial sólo aparecen cuando un gran
número de electrones se encuen-

tran en pequeñas regiones del espacio, o bien cuando éstos atraviesan
un campo de cargas positivas (producidas acaso por ellos mismos al
ionizar moléculas gaseosas con las que chocan [Gaskonzentration]).
Para un potencial acelerador de 10 kV y una densidad de corriente
electrónica de 10"3 A erar2, la cual rara vez se presenta en óptica
electrónica, un haz homogéneo de electrones que primitivamente se

i1) BBÜCHE-SCHEEZEB, pág. 58.
(2) P.ara la teoría de las lentes electrónicas véase, p. e., la obra de Picht, ea

particular los capítulos C. y D.
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movían paralelamente al eje aumenta su sección en un 10 % a 63 cm
de la sección inicial. Prescindiremos, por ello, de tales efectos y, en
consecuencia,

¿>2Q 1 ó ó
( I I .9 ) AO = 1 - - ) = 0 i1).

óz2 r d d

• Las trayectorias naturales de los electrones de igual energía (2)
que atraviesan la lente son las extrémales de la integral

(v.-.« • V - '

y coinciden, por lo tanto, con las geodésicas de la métrica euclídea-
conforme

(11.10)

donde hemos hecho, para abreviar,

(11.11) = ( V 0 — <D) —ü 4-2r |
\ c2 /

La conexión métrica definida por (11.10) está ligada intrínseca-
mente a la lente De, por lo cual la adoptaremos como métrica en él
campo de la lente, independientemente de la métrica euclídea del es-
pacio base de la misma (cf. con lo dicho.en la Introducción).

En la aproximación no-relativista, o — — 2TJ (VO — <D) > 0 y

(11.10') ds2 = — 2t) (VO — O)

f1) La anulación de A <1> se traduce en un inconveniente sólo evitable intro-1

duciendo singularidades en el campo (rejas): la curvatura de las superficies TO-
fractantes depende del índice de refracción.

(2) Conseguir esta igual energía es uno de los problemas más difíciles do
resolver, e incluso lo es el conseguir reducir los efectos a que da lugar el que
deje de cumplirse esta condición (aberraciones cromáticas; véase, por ejemplo,
Picht, pág. 190, o von Ardenne, pág. 47). Scherzer ha demostrado que las abe-
.rraciones cromáticas son prácticamente inevitables en la mayor parte de los
casos (Z. für Physik, 1936, 101, 593, 603).
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Evidentemente, si multiplicamos las longitudes euclídeas por la cons-
tante positiva k^ el potencial Vo — O por la fc2 y r| por la fc3, la.
forma cuadrática (II. 10') queda multiplicada por

lo cual, por ser K una constante, no altera en absoluto las ecuacio-
nes de las geodésicas correspondientes! a la métrica (11.10'). Esto
significa físicamente que en dos lentes electrónicas cuyos electrodos
y disposición sean semejantes geométricamente (razón de semejanza
lineal 7c1) y en las que la razón de los potenciales en los puntos homó-
logos es "constante (=7c2), las trayectorias de todos los corpúsculos
cuya i) — m/e tenga el mismoi signo son semejantes en el espacio or-
dinario (razón de semejanza fcx) y recorridas en el mismo sentido.
La invariancia de las ecuaciones de las geodésicas por una tal trans-
formación es, pues, la traducción geométrica de la ley de semejan^
za (*).

. 16.—Según (11.10), las componentes covariantes del tensor mé-
trico son, en el sistema de coordenadas adoptado,

(II. 11)
0
o
0

y, por lo tanto, las componentes contravariantes del mismo serán

f 1

(11.11) 9'i k t

O"

0

0

0

1

o

0

0

0

1

ar*

BEÜCHE-REOKNAGEL, pág. 14.



—>- —V — >-

De ello se sigue que las1 referencias locales R {ev e2, e3) son orto-
gonales y que las longitudes de los vectores de base en P medidas
con la unidad absoluta i1) son

resultado que era de prever, dada la forma' de (II. 10).
Para determinar las componentes Pj k de la conexión afín, for-

memos primero los. símbolos de Christoffel de primera especie

I i i 1 I dg-fi Ó9ki Ó9ÍK

" k ~ ?fc = ' 1

Se obtiene así

1 do 1 da
* n i = — : > r1121== , r113 c= o, r122 =

2 dz 2 dr

T i z a = o , r 1 3 3 = —

9
tí

1 da 1 da
• 211 l " ' » * 212 ' — ^ — , 1 gjg I U, 1 252

2 r)r 2 ¿z

1

2

1

2

-r2

1

da

dz
da

•dz

da

223 «> ' 333 C = =

1

2 ¿)r

1 do
1 311 " > * 312 "> • 313 — ~ ' • I ' 322 u »

2 ¿Ja

1 d a
r 3 2 3 = r2 I-i" a, r333 = 0;

2 d

í1) Recuérdese que en todo espacio riemanniano el transporte de las longi-
tudes es integrable y que, por ende, las determinaciones métricas pueden suponer-
se contrastadas de modo tal que el transporte por congruencia no alteré las
gitudes. La unidad utilizada en la contrastación es la unidad absoluta.
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de donde resultan fácilmente las componentes P j k buscadas, tenien-

do en cuenta (II. 11') y dado que n j k = J * l = flrihrhjk:

l do

2a dz

1 ¿a

2a
n

nM .=o, n M =

1 do 1

n» *= : r»lt ==2a ¿r 2o

r2
23=o, P,,*

1 do

, n M = o , n22 =

2 a

2a

p M =o,

1

1

2 a

1

•2 a

2 a

ó

d
d

d

a
>z

o
t

a

-r;

2o

en las que, según (11.11),

1 do

2 o dz

Vn — O
• + -

(11.13) \
1 do

2o dr

dz

E r,

siendo Ez y Er las componentes ordinarias del vector campo eléc-

trico E.
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Veamos cuál es la influencia de éste en el transporte por parale-
lismo. Sea i*1 un vector, aplicado en P (xl, x2, xz), dado por sus
componentes contravariantes en
la ref erencial local R (P). Si me-
diante una traslación lo' lleva-
mos al punto P' (a?1 -f- dxl), sus
componentes en la r e f e r e n c i a

rán

ul = ul -f- 5 ul —
!== y> P j k 1Ú d £Ck.

j k

Consideremos en particular tres
corrimientos, d¡P, uno en cada y' \

una de las direcciones de elt e2 '
y. Fig. ^

y e3, es decir, paralelamente al
eje de la lente el primero, en el plano meridiano que pasa por P per-
pendicularmente al eje el segundo, y normal en P a este plano el ter-
cero (fig. 7).

Las matrices que representan las correspondientes afinidades in-
finitesimales son:

5, = —
1 /Vn —0

c2

o
o

o
o

o

o
o
1

Er

0

ár,

0
0

0
0

\dz,

\dr —
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O
O
Er

O

De su estructura se deduce: a) los corrimientos djPy<í2P conservan
en el plano meridiano los vectores situados en él, y perpendiculares
al mismo los vectores que lo son a dicho plano; ningún vector se con-
serva, para el observador euclídeo del ambiente, salvo si en P el
campo es nulo, en cuyo caso se conservan todos; b) ei corrimiento
de eZgP deja invariantes, para ese observador, los-vectores del plano
meridiano perpendiculares al campo eléctrico y conserva todos los
vectores si el campo es nulo.

Es fácil deducir de (11.14) que si trasladamos el vector veloci-
dad de un electrón de energía me2 -j- eV0 que parte de P tangen-

cialmente al eje local e1 al punto P'c= P -f- vdt, las componentes del
vector trasladado son proporcionales a las componentes de la veloci-
dad del electrón en el punto P ' . No podía dejar ello de ser así, en
tanto que la trayectoria del mismo es una geodésica.

La suma de las tres matrices (11.14) nos da la matriz de la afi-
nidad infinitesimal que enlaza los espacios vectoriales tangentes en
dos puntos infinitamente próximos

5-=
1 / v 0 —«

c2

o
o

Er dz — Ez dr
Ezdz-f E rdr

O

O

—r2E,dc{>

O

-ri

dr
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De las dos matrices sumandos, la primera es la que traduce la des-
viación del transporte riemanniano inducido por la métrica (11.10)
—esto es, determinado por el campo eléctrico—respecto de la trans-
lación puramente euclidea que está representada por la segunda ma-
triz. Si en vez de coordenadas cilindricas hubiésemos elegido en el
ambiente un sistema de referencia cartesiano, los elementos de esta
segunda matriz hubieran resultado ser, evidentemente, todos nulos.

17.—El estudio de la curvatura afín y riemanniana de la lente
electrónica De' requiere el conocimiento del tensor de curvatura de
Riemann^Christof fel:

h Prk P-jh — Prh P j k (i).

En virtud de las propiedades de simetría y antisimetríá de las com-
ponentes covariantes R¡Jkh de este tensor (2), las n4c=81 compo-

1
nentes covariantes se reducen a — n2 (n2— 1) >=6 independientes,

12
cuyos valores, deducidos de (II. 12),,son

2 ~ 2 a r \dr I 4 a \ d» I 2 U <?r <?r»/'

R -
3131 ' 2a \ d% I 4a \ ór I 2 \r

3 do ó o r* d2a
r 2 |

312S ' I

4a áz ár 2 fiz clr

(}) SCHOUTEN, pág. 86; BRILLOÜIN, pág. 88. Las notaciones empleadas varían
bastante de unos autores a otros. Aquí seguimos la de Brillouin, lo que trae
consigo que algunas fórmulas aparezcan con signo contrario a aquel con que se
encuentran en Schouten.

(2) SCHOUTEN, págs. 87-89; BRILLOUIN, ecuaciones VIL 83, 89 y 90.
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= 0.

De ellas se siguen, por elevación de índices mediante (II. 11') y1 te-
niendo en cuenta las condiciones antes citadas, las componentes R'.jkh
del tensor de curvatura. No tiene gran interés el explicitarlas; pero
sí lo tiene, en cambio, transformar las fórmulas (11.16) poniendo
de manifiesto las magnitudes físicas que involucran. Observemos en
primer lugar que, de acuerdo con las fórmulas (H. 13), las siguientes
relaciones valen para las derivadas parciales de a.

ds2 c2

2

de las que se deduce fácilmente

d2a

dz2
E2—2

dr2 c2

Vn — O

Pero en virtud de la hipótesis (II. 9), A (p = 0; luego

(11.18) -E2.

(3) Con el símbolo A representamos aquí la laplaeiana euclídea (ef. § 11).
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sentado, la nueva forma de las componentes

4

•"•23

[ 2 /VQ— .«D \2 1 ] 1 /

L a \ c2 / C2 J o \

Vo — 0
X

^3131 T '

2 /Vo — O . \2 1[2 /
—I

X B.

/ c2 J

\ c /

1 /Vo —O , .
\ c2 ™ X

r 2 /v0—o \2 i n • i /v0 — <D \
— T - + 1 E2 + — + n Er;
L a \ c2 / C2 J r \ c2 I

r2
3123 ^ ^ ' L o

3 /V n —O \2 1 1
I E r E z —
/ c2 J

dr

o bien, introduciendo la velocidad v en vez del potencial,

•^2323 p V
L \ E , 2 EZ

2H ——
°2 i "a V i — I

3123

c2

E r

V i —P2 r
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Lo mismo (11.19) que (11.19') muestran cómo se pueden deducir de
los resultados de mediciones puramente físicas las componentes del
tensor de Riemann-Christoffel ligado a la lente De.

18.—Sea P un punto de De y ir una orientación plana que lo
contiene, orientación definida, por ejemplo, por un bivectpr; sea S
una superficie cualquiera que pasa por P y posee eñ él aquella orien-.
tación. Supongamos, además, que en S, én un cierto entorno de P, se
ha trazado un doble sistema simplemente infinito de líneas tales que
por cada punto de dicho entorno pasa una sola línea de la primera
familia y una sola línea de la segunda sin ser tangentes entre sí.
finalmente, designemos con d1 y d2 las diferenciales respecto de los
parámetros «, y «, a que están referidas las líneas de los dos sis-
temas.

Por el punto Px de la línea v2 •= Cte que pasa por P, e infinita-
mente próximo a P, pasa una línea vx = Cte; por. el punto P2 de la
línea vx = Cte que pasa por P, e infinitamente próximo a P, pasa
una línea v2 = Cte. Sea P12 = P21 el punto de intersección de estas

dos líneas próximo al P (fig. 8)
y consideremos el ciclo infinite-
simal P Px P12 P2 P. Siempre
podemos suponer que el bivec-
tor dx fl5

Ci d2 scw z=z d s^ define la
misma orientación TT—en último
término bastaría, si no, llamar
d2 a lo que hemos llamado dv

y recíprocamente—. Imagine-
mos ahora que transladamos un
vector ul del espacio vectorial ü
tangente en P a De a lo largo

del ciclo P Pj P12 P2 P, en este sentido precisamente, hasta llegar de
nuevo a P. La translación se efectúa, claro está, por medio de las
componentes Pjk de la conexión afín de De. Tenemos así, finalmente,
dos vectores aplicados en P, elementos, por lo tanto, de fl: el vec-
tor ul y el ul que resulta de la translación. Se demuestra que entre las

Flg. 8
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componentes v} y.w1 existen, en estas condiciones, las relaciones si-
guientes í1.):

(11.20) u1 = ul — R».jkh tH dt x* d2 x\

Esto nos dice que, fijado un ciclo- de aquellas características, la
correspondencia entre un vector ul aplicado en P y su transladado
hasta P a lo largo del ciclo es una nomografía vectorial infinitésima
que transforma en sí mismo el espacio vectorial Fl tangente en P a De.
Esta nomografía vectorial, es decir, la

(11.20) Ui = V}-\-Q>]U¡,

donde, siguiendo a Cartan, hemos designado con £2'- la forma bilineal
alternada 0.^ = — R*.jkh d1x

k-d2x
il, es la llamada homogmfía vec-

torial asociada al ciclo. Los coeficientes Q'j de la misma dependen, en
efecto, tan sólo de éste.

Para que la homografía (11.20') se reduzca a la identidad es
necesario y basta que £2'j vi = 0 cualquiera que sea ui, es decir, Q.^ = 0.
Si además pretendemos que ello valga para cualquier orientación, de-
berá ser R1.jkh=:O. Cuando esto ocurre en todos los puntos de un
dominio D = De, o sea, cuando-en £> es R'.jkh =0, la translación de
un vector a lo largo de un contorno cerrado cualquiera contenido en D
conduce a la identidad al volver al- punto de partida, y la translación
de los vectores es integrable en D. El espacio D es entonces un espa-
do plano, y si la conexión afín es riemanniana, el espacio es euclí-
deo (2). El espacio De de la lente electrónica no es, por lo tanto,
euclídeo, y en esto descansa precisamente la posibilidad de obtener,
por modo aproximado (aberraciones), un punto como imagen de otro
punto mediante geodésicas de D,, (trayectorias electrónicas) (3).

i1) Cf., por ejemplo, SCHOXITEN, pág. 83, o CARTAN, Legons sur. la géamétrie
des spaees de Riemmn (París, Gauthir-Villars, 1928, págs. 183 y 184). La de-
mostración que da Brillouin (págs. 87-88) no es correcta, pues • se basa en la

Jui
integrabilidad del transporte por paralelismo cuando substituye por P^h wk.

Ni tan sólo tiene sentido hablar de una tal derivada, a menos de ser R'.jkh = 0.
(2) SCHOUTEN, pág. 171.

Í31 Esta condición (R'.jkh + 0) no basta por sí sola, pero es necesaria.
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19.-—Escribamos la relación (11.20) en la forma

1 . 1
(II. 21) 8 u» = R'.jkn^A * t k d2 *h] •= R1-jkh wj / k h d S,

2 2

en la que

5 «i = i*i — «i, ^ o;Ck <Z2 a?
hi t= ^ a;k cí2 a?

h — c^ a;h d2 ock.

/ k h es el bivector unitario correspondiente al dx artk d2 x
hi y dS el

área de éste. En consecuencia, la variación bu1 originada por la
traslación a lo largo del ciclo depende sólo de la orientación, /kh, y
del área, d S, del mismo, a la que resulta ser proporcional. Para, estu-
diar cómo varía 5 tt1 con la primera, introduciremos el tensor antisi-
métrico

.,i =
 X

 R /

. /— permutación par de 1, 2, 3.

Si, además, ni=\g /k^ (Zhh = permutación par de 1, 2, 3) son
las componentes covariantes del vector unitario normal a la orienta-
ción dada, la- ecuación (11.21) se escribe

(II. 21') 5 M1 t= (K1)! n,) iú d S,

o bien, simplemente,

(11.21")

Ahora bien, p- = K;/. nj es antisimétrico (i j), por serlo Kijí ; luego
(11.21"), es decir, (11.21), constituye una rotación infinitesimal. Las
componentes contravariantes del vector eje de la rotación í1) son

Los primeros trabajos teóricos acerca de la obtención de imágenes de objetos con
electrones se deben a H. Busch.

(x) Casi huelga decirlo, pero claro está que podemos hablar de eje-de la
rotación, al igual que antes de vector normal a la orientación plana, porque D e es
un espacio de tres dimensiones.
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p m l = —

o bien

(11.22)

1 1

7
permutación par de 1, 2, 3,

donde

(n.23) •Rijkhi

mi]
Ikh

9

permutaciones pares de 1, 2, 3.

En cuanto a sus componentes ordinarias (pz, pr, p^), un cálculo fácil
nos las da en función de Rijkh y de las componentes ordinarias-

. . • — > -

(nz, nr, n¡p) del vector normal n euclídeo unitario. Teniendo en cuen-
ta (11.22), (11.23) y las relaciones generales

a A11= a Az,

A2 = a A2 = a Ar,

1

r
A3 — \ = r o Ad

entre las componentes locales de un vector A (métrica II. 10 de De)
y sus componentes locales ordinarias (métrica euclídea ambiente), se
obtiene

(11.24) Vt = ( R
3123 R--3131

O

O-2
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Finalmente, para (II. 2.1) resulta la fórmula elemental

-y- 3 - > - ->-

(11.21'") bu— -\T O2~ uApdSe,

en la cual dSe es el área del ciclo medida con la unidad del ambiente.

Consideremos, en particular, el vector p de la rotación, asociada a
la orientación definida por el vector campo eléctrico, es decir, al vec-

_^ / Ez E r x
tor unitario euclídeó m = I , , 0 I ; tendremos, recordando,

\ E E /
por ejemplo, (II. 19'):

o 2 Pz =

o lo que es lo mismo,

3 _ v E
gradE,

E\ ¿)E A
, = 0 ) ,

de donde

- > • • T \

E — -— gradE |

V /
La relación vectorial (II.21E) nos define la rotación asociada a

-un ciclo elemental descrito a partir de un punto P, en sentido directo

respecto de E (P) y en un plano perpendicular a E (P). Su validez
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subsiste en todo punto de De, incluso sobre el eje de la lente, pues los
segundos miembros de (11.24) se conservan finitos para r ->• 0 debido
a la presencia del factor r2 en las componentes R2323, R3131 y R233i
del tensor de curvatura (ec. II. 16, 19, 19'). El eje de la rotación,
como era de prever, está situado en el plano meridiano que pasa
por P, pero su dirección rio coincide, en general, con la del campo

—v- • —>-

eléctrico E (P). Por lo tanto, si trasladamos el vector E (P) a lo
largo de un ciclo elemental perpendicular a E (P), en sentido directo
respecto de éste, obtendremos como vector trasladado en P el vector

(11.25) E* = E EAgradE ———.
Vi—P2 °

La condición necesaria y suficiente para qué E* coincida con E es
que E y grad E sean paralelos o nulo grad E (x). La primera circuns-
tancia se da precisamente a lo largo del eje de la lente electrónica De,
puesto que, en un punto genérico del campo,

¿ E 1 / ¿>EZ ¿)Er

= Ez + Er

dz E \ óz dz
¿ E 1 / ¿>EZ ¿>Er

• = = Ez _+Er

¿r E

y a lo largo del eje es

Ez = — V (z), E r t =0 ,

¿)EZ . ¿)Er

"() = 0,

i1) Evidentemente hay que excluir que sea E = 0, pues si E = 0, deja de

tener sentido hablar de n^.
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siendo V y V" las derivadas primera y segunda de la función "V fe)
que define el potencial del canipo electrostático en los diferentes

puntos del eje de la len-
te í1). Es natural, por otra
parte, que sea así, dada la
simetría del campo res-
pecto de éste.

La fórmula (11.25) es
susceptible de una curiosa
interpretación física. Con-
sideremos en P una par-
tícula dieléctrica en forma
de cilindro cuya base se'a
el elemento de área d Se del
ciclo y de altura peque-
ña h. Sea 7c su suscepti-
bilidad dieléctrica, su mo-
mento eléctrico, por con-

siguiente, M —7cÉ7í.íZSe. La acción del campo sobre ella se tradu-
ce en una fuerza

Fig. 9

F = ( M V ) : k E h d Se • grad E.

Luego, en virtud de (II. 25),

FAwE,
kho\/1 p2

siendo ÍÍE el versor euclídeo del vector campo eléctrico (fig. 9).

í1) La función O(*,r), en efecto, es susceptible de ser desarrollada en serie
de potencias de r convergente para" valores suficientemente pequeños de r. El
desarrollo es de la forma

k=o

2k

Cf., por ejemplo, PICHT, pág. 9, o BÜSCH (*), pág. 976.
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20. —En el párrafo anterior hemos determinado las componentes
contravariantes pm del vector que define la rotación infinitesimal del
ciclo («j, dS), (ec. 11.22). Las p r a son funciones lineales y homogé-
neas de las «], es decir, la correspondencia entre el vector p m de la
rotación asociada al'ciclo y el vector unitario n\ que fija la orienta-
ción de éste es una nomografía vectorial, la de matriz Kml. Se lla-
ma curvatura riemanniana del espacio De en el punto P y en la
orientación n^, al producto escalar del vector n( y su homólogo pm en
dicha homografía, esto es,

(11.26) K = Kml n^ <nv

La cuádrica asociada a la homografía (11.22) es la cuádrica vndi-
catriz de Riemann, C;, del espacio en eí punto P ; su ecuación es la

(11.27) Kml x 1,
VK

o, en componentes contravariantes,

(11.27') K^ xm x* = 1.

La longitud (¡métrica (11.10)!) del segmento PM, determinado por
el punto P, centro de la cuádrica, y el punto M, en que la recta
base del vector nx corta a
C¡, vale, por ende, 1: V K.
La. perpendicular trazada
por P al plano tangente a
Q en M, coincide con la
recta base del vector rota-
ción p™.

Para obtener una re-
presentación euclídea de C¡
podemos proceder de la si-

—se-
guiente manera: Sea v el
vector, aplicado en P, de
componentes ordinarias
(figura 10) Fí¡r 10
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¿j i • f A ', X t — .

VcT VcT rVo"

Si el punto (xv x2, xz) pertenece a C¡, el cuadrado del módulo euclídeo

de v es precisamente —•—, puesto -que
K

1 T

a l 1 '

K

Luego, dado un plano TI que pase por P, la curvatura riemanniana.
en P del espacio De en la orientación de ir es la inversa del ciiadrado-
de la distancia euclidea del punto P al punto M en que la normal
en P al plano Tt corta a lá cuádrica C. de ecuación

(11.28)

—>- —V — >
respecto de la referencia euclidea local (et, e2, e'3). Evidentemente^

las cuádricas Q y C; son homotéticas respecto del centro P y carac-

terística fe = \/ cr. •

La ecuación de C¡ se escribe, poniendo de manifiesto los valore»

de Kml (ec. 11:23 y 11.19'),

1 r Ez
2 - / 2

O2 L «2 \ V2
O2 L V2 \ v2 c2 I • y jUTjp ¿>z

(11.28)
1 r E r

2 / 2 1 \ n c?

0 2 |_ V2 ' \ V* o' I V ' l ^ P 2 c
X *
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1 r / 2 1 v

02 I \ v2 c2 /
(11.28')

Ví^H MY2.+

a2
ErEz~

Vl — p dr
-^— z x = :
/-Ir J

Sus coeficientes se conservan finitos en todo De i1), incluso para
1

r P=0, es decir, en el eje de la lente, donde E r es igual a V " («)
(Cf. § 20, nota). . r

Los ejes de las cuádricas.C. y C coinciden. Estos ejes, las di-
recciones pnncipales de Ricci en el punto P,. están determinados por
el sistema lineal homogéneo

(K11 — X) Z + K12 X = 0 ,
(S) J K21 Z -f (K22 — X) X = 0 ,

(r-2 ¿33 ^_ X) Y = 0,

en el que X es raíz de la ecuación secular

K11 — X K1' O
;i2 K22 ^ o = (r2 K33 X)

O O r 2 K 3 3 — X

X1 = r2 K33,

K1 1 — X

K12

K12

= 0.

(K12)2.

Si la raíz-Xj^r^K33 es simple, la dirección principal correspondien-
te es la Z = X = 0, esto es, la normal al plano meridiano que pasa
por P. Si es doble, para lo cual es necesario y basta que (K11 — r2 K33)
(K22—r2K33) — (K12)2t=0, la cuádrica es de revolución respecto
de un eje situado en el plano meridiano. Si es triple, la cuádrica es

i1) En el interior de la lente electrónica es v + 0, o lo que es lo mis-
mo, Ó#V0.
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una esfera, en cuyo caso el espacio es isótropo en P; de otro modo,
De es en P de curvatura riemanniana localmente constante. En cual-
quier caso, por lo tanto, y en cualquier punto de De, la dirección per-
pendicular al plano meridiano es una dirección principal de Rieci 0 ) .

Fig. 11

Cuando Xx es simple, las otras dos direcciones principales son las
de los vectores

; = K 1 2 ,
K22 — K11

= 0,

:K12,

K22-

K22—K11 \2

— J + (K*2)2,

X = —

Y^O,

K22 —K1 1 \2

+

supuesto K12 4: 0, y pueden obtenerse gráficamente a partir de los
1

valores de K12 y - — (K22 — K11) (fig. 11). En particular, si

(!) Cabe deducir este mismo resultado directamente de (II. 24): si nz = «r = 0,
las componentes pz J p<p del vector rotación son nulas y, por endej p es per-
pendicular al plano meridiano, paralelo a «. En consecuencia, dicha perpendicu-
lar es dirección principal.
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las direcciones principales son las de los ejes locales, y si K22 =
las direcciones principales situadas en el plano meridiano son simé-
tricas respecto de la dirección del eje de la lente.

Sea P un punto de éste. En tal caso, la ecuación (11.28') toma
la forma

(11.28")
1

V " Z2 —

• V "

Vi —

en la que reconocemos que, en cualquier punto del eje de la lente
electrónica, éste y todas las direcciones perpendiculares a él son di-
recciones principales de Ricci. La curvatura riemanniana correspon-
diente a la orientación perpendicular al eje en P vale, según (II. 28 " ) ,

(H.29J

V 2
1

a o = ( V 0 —V) vn — v

y la relativa a una orientación meridiana cualquiera

(II.29J
V2

• V

VI

±5asta tener en cuenta las ecuaciones, (.11.6) para poder expresar es-
tos valores en función exclusivamente de V (z), es decir, de la dis-
tribución del potencial a lo largo del eje.

Obsérvese, además, que si V 4= O, la fórmula (II. 29) es un caso
particular de la relación general
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— V • • • i —>- — V — V

_^ t . E 1 ./EYE n . E
(E) «X " E o2

V i —|3 2 E

(cf. (II. 24'), 9, 19). A lo largo del eje se tiene, en efecto,

1 B = ( — V , 0, 0) .-. E = | V ' ] , grad E ^ í ^ - V " , 0, o)

y substituyendo en la expresión anterior se obtiene, sin más, (II. 29).
Sin embargo, desde otro punto de vista, la validez de (11.29) es más
general que la de (E) deducida de (11.24'). La razón de ello des-
cansa en que, conforme hicimos notar, esta última vale en tanto

—>-
sea E f 0 y, por consiguiente, deja de tener sentido en aquellos
puntos del eje en los que es V = 0 . En cambio, (11.29) vale en
cualquier punto del mismo, por cuanto dá la curvatura riemanniana.
en la orientación perpendicular al eje, y no ya a la orientación nor-

—>- —>-

mal a E. Claro está que, si E 4= 0, ambas orientaciones coinciden en

los puntos P de aquél; pero cuando es Ec=0, la primera tiene aún

sentido, mientras la segunda carece ya-de significación.

21. — Las consideraciones que preceden justifican la de los dos*

siguientes casos particulares: Sea P un punto del eje en el cual

V'i=0> V" 4= 0, es decir, un punto en que la distribución del poten-

cial electrostático a lo largo del eje de la lente presenta un máxima

ó un mínimo. La ecuación de la cuádrica C. será, de acuerdo con

(11.28"),

t | V " T} V "

o0
2 Vi—p2 . 2 a o

2 \ i — p2

Por consiguiente, en los puntos en que V es máximo o mínimo—sin

que sea V"t=0—la cuádrica C es una hiperboloide de revolución
respecto del eje de la lente electrónica, de una hoja si V" >• 0, esto
es, en los mínimos, y de dos hojas si V" < 0 , es decir, en los máxi-
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mos (x): Las mismas características presenta la cuádrica indicatriz
de Riemann, homotética de la Cj. Tanto en uno como en otro caso
el cono asintótico F es siempre el mismo:

2 22 (X2 -i- Y2) 0

y no depende, por lo tanto, de la función V (z).
Ahora bien, el punto P (s0, 0, 0) es un punto singular de la

superficie equipotencial <D (z, r) = V (z0) que pasa por él. La. ecua-
ción de dicha superficie es de la forma

2 V'Z* —V"(X».+Y*) + F(X,Y,Z) (2),

donde F (X, Y, Z) es un polinomio de segundo grado en X2 -f- Y2,
cuyos coeficientes son, a su vez, funciones de X2 -f- Y2 y de Z. El

Fig. 12

punto P, si V" 4:0, es, eñ consecuencia, un punto cónico de la su-
perficie O {z, r) = V (z0). El cono de las tangentes en él a la super-
ficie es precisamente el cono F. Podemos, pues afirmar que en un
punto cónico de una superficie equipotencial situado en la intersección
de ésta con el eje de la lente, el cono de las tangentes a la misma en

í1) Se trata de máximos y mínimos a lo largo del eje.
(2) Cf. § 19, n'ota. Basta hacer en ella « = ¿0-4-Z y

también BRÜCHE-SCHERZEB, pág. 66.
= X2 + Y2. Véase
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dicho punto coincide con el cono asintótico de la cuádrica ihdicatriz
de Riemann de centro.en él. La semiabertura de este cono común, el
cual no depende de la forma de V (z), sino de la presencia en P de
un máximo o mínimo regular (V' 4= 0) de V (2),. vale

Y = V 2 ••• y — 5 4 ° 4 4 ' -

Si en P se da un mínimo de V, la curvatura Knorm. es positiva,
y las 'curvaturas Kraerid. son iguales y negativas. Recíprocamente,
si V (z) presenta en P un máximo, KnOrm. es negativa, y positivas
las Kmerid . En ambos casos, trátese de un máximo o de un mínimo,
las normales a. las orientaciones de curvatura positiva están- dirigi-
das en el sentido de los potenciales 0 (z, r) decrecientes (fig. 12).
Estas circunstancias se dan en la práctica en algunos tipos de lentes
de orificio y en las lentes simples í1).

Supongamos ahora que en P, siempre sobre el eje, la derivada V
es £ 0, pero que en él V ' = 0 . La ecuación-de la cuádrica se escribirá

. Z* — "

Sea cual fuere el signo de V , se trata, pues, de un hiperboloide de
revolución de dos hojas, la ecuación de cuyo cono asintótico (real) es

Z2 _ 12 — (X2 + Y2) = 0.

El valor de la semiabertura de éste

V2

2
c2

I1) Cf. BBÜCHE-SCHERZEB, págs. 66 y 71 y'91 (fig. 72).
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depende de la velocidad, es decir, del potencial en P :

Vo — V / V o — •

v2 c2

Vg-V

c2

1
Evidentemente, pero, tg a está comprendida entre —— y 1, o sea;

Y 2

35° 16/ < a <45°.

La variación de la razón (3 = con el valor del potencial
c

<D—V0>0 es pequeña. Así, por ejemplo, para d> — Voc=lV, es del
orden de 0,002, y para O —• Vo = 100 kV, (3 ~. 0,55, lo que da para a
en el primer caso, prácticamente, la cota inferior antes indicada, y
en el segundo, ce íü 37° 30'. En cuanto a las curvaturas riemannia-
nas Knorm. y Kmerld., sus valores son'

V'2

También el caso particular que acabamos de considerar se pre-
senta en la práctica. Recuérdese, por ejemplo, la marcha del poten-
cial a lo largo del eje de una lente electrónica de inmersión (figura 5,
y Picht, pág, 136, fig. 30).

22. — Otra propiedad de la métrica de De, íntimamente vinculada
al tensor de Riemann-Christoffel, es el escalar de curvatura, o cur-
vatura escalar del espacio De i

1). Para calcularlo, determinemos pri-
mero el tensor contracto de Ricci-Einstein

01.30)

i1) ScHOUTEar, pág. 86, ees. 124 y 125; BRILLOUIN, pág. 132. En cuanto a la
notación, téngase presenta lo dicho en la nota al principio del § 17.
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Haciendo uso, por ejemplo, de las fórmulas (11.19') se obtiene fá-
cilmente

R ^ J L L I L\ \.2I~——W+
T12 \ V2 C2 / \ V 2 C2 / Z ^

(J L\E2--
\ V2 C2 / '

n C>EZ

Vi —(32 c»s

R 2 3 •==();

-i-(J_^__L) 12 /_! ._ J_) Er2 +

+ /J__ JL)Ez
2—í! . ü

\ «2 c2 / , / - — „„ j r

1 / 1/I í \ [/ 1 1 V
\ V2 C2 ) \ V* & )IE2 —

n Er

1 / 1

Vi—P 2 r

1

r2;

Vi—p2

De estos valores resulta desde luego el escalar de curvatura

2 / l 1 \ 2 / 3
(11.31)

2/1 1 \ 2 / 3 2 \
^4 \ V2 C2 / \ 1?2 . C2 /

E2>0,

•el cual, por consecuencia, es positivo, proporcional al cuadrado de la
intensidal del campo eléctrico y nulo siempre y sólo cuando E = 0.
El factor de proporcionalidad, que es una función de punto, se man-
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tiene constante en cada superficie equipotencial; luego, medido el
campo eléctrico en dos puntos de una misma de tales superficies, se
tiene, sin más, la razpn de las curvaturas escalares en ellos. Si nos
íimitamos a la aproximación no relativista, se puede escribir con
bastante exactitud (hasta unos 10 kV)

3E 2

4r)(Vn

Finalmente, el.tensor L-iit=Hik

caso tiene por componentes

ik» que en.nuestro

T, .
1

n2

i i

c2
\
/

/ 5

\ 2v2

1

2v

1 \
c2 ) z

•R 2

2

n
Vi —P2

Vi —

^ 3 3 "

E 2 T]
•H

L,, = .

Vi —P2 c"r
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cumple las condiciones V[¡ L¡1jJt = O í1) que expresan la integrabili-
dad del sistema

1
4 L h k = 2 Vh Sk — Sh s k -\ (sj s1) firhk.

2

Si éste es integrable, es decir, si existe una función Log o' tal que
¿Loga '

el vector sk = lo satisface idénticamente; la métrica o'grlk

es euclídea. No merece la pena comprobar'que Lnk satisface aquellas
condiciones, pues sabemos a priori que el sistema anterior es inte-,

1
grable: la métrica (a Yik) es euclídea (cf. § 10), de modo que

1
existe a'c= .

a

23. — Dos otros tipos de campos eléctricos bidimensionales se pre-
sentan en la práctica, el estudio
de cuyos espacios conforme-eu-
clídeos asociados es ahora ya fá-
cil teniendo en cuenta lo que pre-
cede. Nos referimos a los dis-
positivos de desviación (prismas
eléctricos) y a las rendijas, un
tipo de lente cilindrica estas úl-
,timas (2).

Un prisma electrostático es-
tá constituido por .un par de
placas deflectoras cilindricas, a
distinto potencial, normales a un
mismo plano, y cuyas trazas en

13 ' ' éste son dos curvas simétricas
respecto de una recta que tomaremos ccxmo eje z (fig. 13). Las dimen-

(!) Yéase SCHOUTEN, págs. 169-171. Como de costumbre, Vi es el símbolo,
de derivación covariante respecto de a;1, y [ ] indica la operación de alternación
efectuada sobre, los índices comprendidos dentro del paréntesis • recto. Tanto lo
que sigue cuanto la deñnición dada antes del tensor LhK vale sólo para un espa-
cio tridimensional.

(2) BRÜCHE-RECKNAGEL, pág. 114.
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siones de las placas en la dirección de las generatrices es grande res-
pecto de las dimensiones perpendiculares a éstas, de modo que en las
proximidades del plano, medio (plano x z) la componente Ey del campo
eléctrico es prácticamente nula, es decir, es nula la desviación, trans-
versal. Por razón de simetría, el plano yz será una superficie equi-
potencial, y, por el mismo motivo, la función O (z, x) que define el
campo eléctrico será de la forma

O (g, #) = V - f <p (s,oc),

donde V es una constante igual al valor del potencial en dicho plano
y q> (z, x) una función impar respecto de x:

(f> («;<») = Z, X).

De esto resulta que las superficies refractantes, esto es, las superfi-
cies equipotenciales, están dispuestas de modo fundamentalmente otro
a como aparecen en las lentes
electrónicas: en éstas los rayos
electrónicos son más o menos
normales a ellas, de forma que
la acción desviadora del campo
es pequeña por cuanto la direc-
ción del rayo casi coincide con la
del gradiente (sistema congra-
diente) 0 ) ; en un prisma elec-
trostático, en cambio, los rayos
forman ángulos pequeños con
las superficies equipotenciales, y
así la acción desviadora del cam-
po es muy notable, dado que la
dirección del rayo es casi normal al gradiente (sistema transgra-
diente). Ese efecto de deflexión, como es sabido, se persigue, por
ejemplo, en los tubos de Braun (2).

Una rendija electrostática (Schlitzblende) consiste simplemente
en una placa conductora en la que se ha abierto una rendija de lon-

14

i1) BRÜCHE-SCHERZER, pág. 55.

(2) BRÜCHE-RECKNAGEL, pág. 224.
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gitud grande respecto de su anchura (fig. 14). Paralelamente al plano
de la placa y a ambos lados de la misma se disponen dos electrodos,
uno por lo menos de los cuales se encuentra a un potencial distinto
del de la rendija. Él campo eléctrico que así se obtiene posee dos
planos de simetría, geométrica y eléctrica a" la vez, perpendiculares
entre sí y al plano de la rendija: el plano medio longitudinal, que
tomaremos como plano x = 0, y el plano medio transversal, que será
para nosotros el y c= 0. En estas condiciones, el potencial $ depen-
derá sólo des y de x, por lo menos en las proximidades de y = 0, y
será una función par respecto de x:

O (z, x) = <P (z, —x) .

Las superficies equipotenciales, que evidentemente son cilindros de
generatrices paralelas al eje y, se presentan en este caso como en
las lentes típicas (lentes esféricas), es decir, aproximadamente nor-
males a la dirección del rayo electrónico. Se trata, pues, de un siste-
ma congradiente.

24.— Dado que lo mismo en los prismas electrostáticos que en
las rendijas O es sólo función de dos variables, determinaremos las
magnitudes características del espacio conforme-euclídeo asociado en
el caso general para luego examinar cómo repercute la naturaleza
de la función O en la estructura del mismo. En rigor, poco tendremos
que añadir a lo visto anteriormente. La forma cuadrática fundamental
expresada en función de las coordenadas cartesianas ambientes es
ahora

ds2 = o (dx2 + dy2 + dz2),

•con lo que el tensor métrico tendrá por componentes

1

o

O

O

O

1

o

O

O

O

1

a J

— oo,x^ = y)
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y la conexión afín riemanniana

1 'da • 1 do . 1 da

\ p n ó n2o dz 2a don 2a d

1 da
ri . n T1
1 23 U f ' 3 3 —

1 da 1 da 1
F2 = = P2 T2 E—- O P2 , .

2o d» 2a dz 2a da;

1 da
T2 O F2
1 23 U, 1 33

. 2a

1 do

r
2 a

2 o

donde

1

2 a

1

do

dz

do

Í-( V'~» +„):'

2 a

De éstas se deduce, al igual que en el § 16 (ec. 11.15), la matriz
de la afinidad infinitesimal definida por la traslación afín:

5=__ J_ / v0-o
c2

Exdz — Ezdx —Ezdy
Ezdz-\-Exdx —Esdy
Exdy. TS^dz -\- Exdx\
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en la que se observa la desaparición de la parte parásita que aparecía
en 11.15 debido a que utilizábamos coordenadas no cartesianas.

Finalmente, las componentes independientes del tensor de curva-
tura Rijkh s o n

oo

_ r2 / v0—o \2 1 T I
L a\ c2 / c2J a

v0—o -f-n

Vo —0)

T> . n .
•^2312 u)

R ,=r2 (v°~° + \2_iiiE?' 1 / v °~ ( i ) + \2
I. O \ C2 . / C 2 j Z

 a \ C2 /

c»Ex

\2 i

("2 / Vo —(D , \ 1 1

L o \ c2 / C2 j

R1231 = 0 ;

o bien, en fiuición de la velocidad v del electrón,

(11.32')

J-V2323 '
V2 c»

v2

113131 = ( v ~ -^r ) E z 2 —
/ 3 1 \

3123 C = = — ^ v 2 C 2 / Z

Vi

a;
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V2
E2,

En cuanto al escalar de curvatura R y al vector Q. — — o-g-p ^e
la rotación asociada a un ciclo infinitesimal, sus expresiones son en
todo análogas a las antes obtenidas (§§19 y 22, ees. H.24 y 11.31):

(11.33)

(11.34)

Q J .

£2,

R = -

o

i
o

1

o

V 2 C2
E2,

(R232S • nz - j - R j 3 3 1 • *ix) ,

(R3123 • nz -(- R 3 i 3 1 • nx), AÍ2d

Por último, la ecuación de la cuádrica, indicatriz de Riemann,

mejor dicho, de su imagen Q (cf. § 20), es en cada referencia local la

(II. 35) R9 .+ RalM • X2 + R1 ^ + 2 R2M1 • Z X + 0.

25. — Ksto sentado, consideremos un prisma eléctrico y elijamos
como sistema de coordenadas el indicado en la figura 13. Física y
geométricamente, el plano y <= 0 es un plano de simetría. No así
el x = 0, que lo es sólo desde el punto de vista geométrico. En virtud
de lo dicho antes (§ 23), el desarrollo- de cf> (?, x) t= 0 {z, x) —V
en serie de potencias de ce contendrá sólo las de grado impar, o sea,
será de la forma

(27c —1)!
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expresión ésta en la que Ak (2) son funciones de z que se determi-
narán merced a la condición A<f> —AOt=0 (cf. § 15). Para cada
valor de z y para todo x suficientemente pequeño deberá ser, por 16
tanto,

d'2<P
• + •

es decir,

k = l
—1)!

I = — A'

de donde

2 = — A i " = — A ' \ x = A)

Resulta así en definitiva

(11.36)

d> (z, x) = V + q> (z, x) = . V +
k = l

— 1)!

= V -j- A»
A "

3 ! 5 !
a;5

y, por consiguiente,

(11.37)

1 1
A"x2

24

1 1
= — A'x-\ A'"x3

6 TL20
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(11.37) A" 'a ; 2 — .

En el plano x = 0:

I
(II. 38)

O Ex

dx

y, además,

: — A." ce +.—— A™ a;3 — .
6

= — A,

• = — A ' . = 0,

o 0 = ( V o —V)
C2

• + 2TI h =

lo que prueba, primero, que A es la componente — a; de grad O en
los puntos de dicho plano i1)—la única no nula—, y, segundo, que
la velocidad, v:=u0, del electrón en ellos es constante, lo que era
de prever, dado que Í C = 0 es una superficie equipotencial.

De (11.32') y (11.38) se deducen, sin más, los valores de las com-
ponentes del tensor de curvatura en un punto genérico P de x = 0:

(H. 39)
Vo2

•A»,

R l
/ 2 1

\1¡T ĉ

R3123 ^ ^ •

2, R 1 2 3 1 = <

-A',

i1) Supondremos que el sentido del eje x es tal, que la placa de potencial
más elevado está en x > 0, de modo que A > 0.
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y de éstos a su vez las componentes de la rotación Q. (II. 34) aso-

ciada al ciclo elemental ndSe:

-£= M / » i.,A,.,,._.
O0 \ V02 C2

- A'-Wz — A 2 -rix, •

OoVl —p o2

2 1

En particular, las rotaciones asociadas a ciclos elementales en torno
de P, cuyas orientaciones sean las de los planos de coordenadas, son

A ' , 0 ,

•• / -1 / 2 1 \

Esta última nos dice que en cada punto P del plano a = 0 la di-
rección del eje y—la misma que la de las generatrices de las placas
deflectoras—es una dirección principal de Ricci del^espacio i1), cual
debe ser, dada la simetría del campo respecto de cualquier pla-
no i/ = Cte. Por lo que a las otras dos rotaciones se refiere, situadas
ambas en el plano y = Cte que pasa por P, las pendientes de los vec-
tores Qz y Qx respecto del eje z son:

T]1V A' 1 Vi —p0
2

tg « = — : — — —, tg P = -
A* 2— |V " -n v0» A'

i1) Esto vale, claro está, en tanto valga la independencia de <I> respecto de
y (bien sea porque noa mantenemos en las cercanías de y = 0, o porque la dimen-
sión— w de las placas se rraeda considerar nrácticamente infinita'».
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Si A ' = 0 , y sólo en este caso, las direcciones de los ejes z y os son,
en P, direcciones principales. Tal ocurre, por ejemplo, en los puntos
en los cuales el campo eléctrico pasa por un máximo o un mínimo, en
general en aquellos puntos en que es estacionario.

Para simplificar, introduzcamos, la notación

A2

<* / „„*

(cA'>0,

La ecuación de la cuádrica C¡ referida a ejes paralelos a los zxy
y de origen en P, es (ec. II. 35)

o Z 2 - & X 2 + aY2 + 2eZX-f ao
2 = 0.

La intersección con el plano X = 0 es la circunferencia imaginaria

de centro en P y radio i
Va

= 0.
a

Luego los planos X = Cte son planos de secciones cíclicas, y la rec-
ta Z' de los centros, diámetro conjugado del plano diametral X —0,
es la

Y = 0,

perpendicular evidentemente a Ó.z, lo que podríamos haber afirmado
de antemano (cf. § 20).
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Al cortar C¡ con el plano Z = 0, obtenemos la hipérbola

6 a
(H.40) X2 Y* = lf.

cuyo eje transverso es la paralela al. eje a? trazado por P y cuyos
vértices son los puntos

0, ±~ 0
\ V.b

Finalmente, la traza en el plano Y ~ 0 es la hipérbola F de

ecuación

aZ2 — 6X2 + 2 c Z X -f a0
2 = 0.

La construcción geométrica de F es fácil. Observemos, en efecto, que

el plano diametral Z = 0 tiene por diámetro conjugado en Ci la per-
—>-

pendicular X ' en Y ¡ = 0 al vector Qx- Luego, recordando lo antes

dicho, podemos afirmar que de F conocemos el centro, P, y dos pares
de diámetros conjugados, (X, X ' ) y (Z, Z ' ) , supuesto A' ^ 0 i1),

lo que, junto con el punto (0, , 0) , determina por completo F.

La cuádrica C¡ está engendrada por el movimiento de una circun-

ferencia cuyo plano es paralelo al X t = 0 , cuyo centro se mueve a

lo largo de Z ' y que se apoya constantemente sobre F. Cuando Z' •

coincide con el eje X, C; será de revolución respecto del eje X, y el

abatimiento de (11.40) sobre Y = 0 nos da F. Para ello es necesario

y basta, que c = 0, es decir, A ' = 0 , lo que se ve desde luego en la

ecuación de C¡.

í1) Si A ' = 0, los dos pares se reducen a uno solo, el A, 'L, cuyos componen-
tes resultan ser los ejes de V, en tanto que diámetros conjugados ortogonales.
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Ahora bien, las pendientes de Z' y X' son, respectivamente,

V 1 — |V A2
t ( 2 — |V),

2 A'
(7cA'>0)

TI Vo* A

de modo que

2 — í

Por otra parte, la pendiente de la traza en el plano Y = 0 de la su-
perficie equipotencial que pasa por un punto próximo a P sobre
la normal positiva a X = 0 en P resulta de la ecuación

1 1
(A A"£C2-f ...) doc-\- (A'x A"'a;3 4- ...) dz=X),

2 6

de donde

1
A'x A'"a?3

doo 6

dz 1
A -A."x-\-...

2

A' / A'" A'A"\ A
• x 4- I x3 — ... a¿ x.

A \ 6A • 2A* / A

Es decir, tga1 y tgcp tienen igual signo, de suerte que la recta Z',
orientada hacia los potenciales crecientes, se dirige a aquella región
en que el gradiente del potencial tiende a disminuir. En los puntos P
de a; = 0 en que este gradiente es estacionario, (A' = 0), Z' coincide
con la normal a X = 0 en P.
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26.;—Consideremos ahora el caso de" una rendija electrostática
(fig. 14, § 23) y adoptemos los ejes de coordenadas antes indicados.
El desarrollo de O (z, as) en serie de potencias de x contendrá sólo
términos de grado par:

<t> (Z, X) = y V k ,

k=0

donde Vo (z) = V (a) es el potencial en un punto cualquiera
de x = 0 0) . Dado que

oo
. \ 7 a;2k

A 0 = \ , (V 'k + Vk+i) = 0.

k=0

cualesquiera que sean z y x (con las restricciones que impone la con-
vergencia), las funciones Vk (z) se obtienen a partir de V(s) me-
diante las ecuaciones

V . V " V "
• 1 " • ~ 0 '

con lo que resulta para G> (z, x) el desarrollo

<D (z, se) = y a;2k V<2k> («) =
k5

1 1

? 24

. (x) En rigor, V(a) es el potencial en un punto cualquiera del eje, y a un
lado y a otro de éste en dicho plano con tanta mayor aproximación cuanto mayor
es la longitud de la rendija.
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del que se deduce

1
~Ex = V"-x — Viva;3

6

1 1

2 24

1
= V " V I V-a;2 + . . . ,

2

1
— * \ 7 ' ' ' /y» ^__^ _ _ _ _ _ ^ "\7V /Y»3 I

V J, V J / - ( - . . . ,

¿E z 1

En particular, para a; == O,

de donde (cf. 11.32')

V'2 T|.V '

v<? V i

2 1

Vi-.p0»
_
—«>2

* • "
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i 7v'a

Vi —

1/2

Los valores de las componentes de la rotación Q. asociada al,
—>- ' • • .

ciclo n d Se en torno de un. puntó P del plano x = 0 nos indican, pues,

que en cualquier punto de. dicho plano las direcciones principales de

Ricci son las de los ejes z, ce, y. Ello resulta, desde luego, por.otra

parte, de la forma dé la ecuación de la cuádrica C relativa a uno

de tales puntos. En virtud de (11.35) y de los valores de Rijkh en el

presente caso, la ecuación de C- se escribe, en efecto,

Para llevar a cabo la discusión más cómodamente, hagamos

V'2 T]V'"
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Adviértase que i) y e se anulan simultáneamente y que ello ocurre
siempre y sólo cuando V — 0 . Este caso aparte, será be 4=0, y la
ecuación de C¡ se escribirá

a a-\-b c
Z2 X2 —

o0
2

10 que aa para las curvaturas riemannianas correspondientes a los
planos Z, X y Y

a a -f- b c
K , , xr _ _ _ TCz ' • > "•% " i *»-y .

Si a > 0 y, por consiguiente, «-f- b >» 0, C¡ es un hiperboloide de
dos hojas (eje transverso, el Z), la orientación de la superficie equi-
potencial que pasa por el punto P es de curvatura positiva, y de cur-
vatura negativa todas las orientaciones normales a ella. Si a = 0

(.'•. á + &>0), C es un cilindro imaginario de generatrices parale-
las al eje Z; la orientación de la superficie equipotencial es de curva-
tura riemanniana nula, y todas las demás orientaciones en torno
de P son de curvatura negativa. Supongamos ahora a < 0 O - f &:
C es un elipsoide imaginario, con lo que todas las orientaciones que
pasan por P son de curvatura riemanniana negativa. Si a -f- b = 0 '
(.•. a<;0), C se ledúce de nuevo a un cilindro imaginario, esta vez
de generatrices paralelas al eje X; la orientación de Z = 0 es de
curvatura nula, y todas las demás, de curvatura negativa. Finalmente,
para a<^a -\-l <[0, C. es un hiperboloide de dos hojas (eje trans-
verso, el X), y las curvaturas riemannianas de los planos Z = 0 y
Y = 0 son negativas,y positiva la del X = 0.

En un punto Po en el que V ' = 0 , C se reduce al cilindro hiper-
bólico real

(Z2 — X » ) = l ,
°o2
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cuya directriz es una hipérbola equilátera del plano Y = 0. La su-
perficie equipotencial que pasa por Po tiene por ecuación

1
(Vo + Vo' Z + Vo' '-Z* + - ) —

2

1

( V 0 " 4 - v 0 ' " z - f . . . ) + . .. = v0>
2

o sea, limitándonos a los términos de segundo orden,

° \ I ° \Z +

Para V ' = 0 , y dentro de la aproximación fijada, la superficie equi-
potencial degenera, pues, en los dos planos Z2 — X21= 0, que son,
precisamente, los planos asintóticds de la cuádrica de Riemann aso-
ciada a Po. Dicho con otras palabras: esos planos asintóticos son
tangentes a la superficie equipotencial que pasa por Po a lo largo de
la arista que presenta en este punto. Un razonamiento por completo
análogo al del § 21 prueba que también ahora las normales a las
orientaciones de curvatura riemanniana positiva se dirigen hacia los
potenciales decrecientes.

27. — Con esto damos por terminada la visión de conjunto de
las propiedades más generales del espacio euclídeo-conforme asociado
a una lente electrónica de tipo electrostático, el estudio de la geome-
tría en pequeño del campo que la caracteriza. De acuerdo con lo que
anunciamos (§ 9), la introducción del campo magnético modificará
profundamente el esquema geométrico adecuado que acabamos de
considerar, hasta el punto de conducirnos a una geometría esencial-
mente diferente, geometría en la que el elemento generador no es ya
el punto, sino el conjunto de un punto y una recta que pasa por él,
a la geometría de los espacios de Finsler.



OL —EL ESPACIO DE FINSLER ASOCIADO A UNA LENTE

ELECTRÓNICA ELECTRO-MAGNETOSTATICA

28. — En el § 12 demostramos que las trayectorias naturales po-
sibles de un corpúsculo de masa en reposo m y carga eléctrica e so-
metido a la acción de dos campos superpuestos, electrostático y de

—>-•

potencial <t> el uno, magnetostático y de potencial vector A el otro,
coincidían con los rayos de la óptica geométrica de un medio de
índice de refracción

(n.8)

es decir, eran las extrémales del problema de variación 5J nds1=-.Ot

donde ds1 es el elemento lineal euclídeo, dsi
1

2 = y¡. dxl dx\ Si A es
función de punto y no se reduce a una constante, es decir, si efec-
tivamente actúa sobre el corpúsculo un campo magnético—lo que
supondremos siempre en lo que sigue—, el medio, en cuestión es
no-homogéneo y anisótopro; pero hay algo en el índice n que lo
distingue de los índices de refracción que se suelen estudiar en la
óptica geométrica de tales medios. En general, se supone que el ín-
dice « de un medio de aquellas características depende, sí, del punto
y de la dirección del rayo que se considera que pasa por él, pero na
del sentido en que se juzga recorrido el rayo (anisotropía simétri-
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ca) í1). El índice n (II. 8), en cambio, depende esencialmente de
la dirección del rayo y del sentido en que lo pensamos descrito.

También aquí el caso que particularmente nos interesa es aquel
en que el corpúsculo (m, e) es un electrón, por lo cual deberemos ha-
cer en (II. 8) 8 = — 1, (T]<<0). Las posibles trayectorias naturales
son las extrémales de la integral

(III. 1)

en la que x1 = . Ahora bien, es sabido que una integral de la
ds1

rs'
forma I L (ce1,... ,xn, x1-,... ,0^) asx depende no sólo de las tun-

J «o

ciones x1 (sx), esto es, de la línea a lo largo de la cual se la calcula
y del sentido en que la recorremos, sino también, en general, de la
representación paramétrica, de la naturaleza del parámetro s,. Con

(x) Es curioso que Picht, tan preciso en general, no haya insistido en esta dife-

rencia, que es patente en la ee. (3,15) de la pág. 36 (loe. cit.). También hay que ad-

vertir que la expresión que da él de (VW*)a, donde W* = f h d t, es errónea.
h

' 2 II __>. -y.
Las fórmulas (1.12) y (II. 1) nos dan, en efecto, VW* = (m-o + eA), sien-

h

— „ . 4TC2 . _
•do m la masa en movimiento, y claro está que (VW*)2 = —• (m2 v2 + e2 A2 +

_ • 4 i t a _ • ___ . . - ^ - > r

+ 2 m e v As), y no igual a (m2 v2 + e2 As
2 + Ím e v As), (Aj = A X s0). Lo

qué ocurre es que el vector normal n, en el sentido de Herzberger (pág. 9), coin-

cide con X^1) VW*:2TT y, por consiguiente, en la dirección y sentido s0>

h h
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otras palabras: si substituímos el parámetro s1 por otro a, st *= s1 (o),
siendo sx (o) continua y creciente de s0 a s' cuando o crece de a0

a o', con derivada continua y no nula en dicho intervalo, el valor de

/

'a'
L [a?1 (st (a) ), xl (st (a) ) s t ' (a)] do será

distinto del de la primitiva, a pesar de extenderse a lo largo de la
misma curva y recorrida en el mismo sentido (x). Hay un caso, pero,
en que ambas integrales coinciden, es decir, en que la integral de-
pende únicamente de la línea y del sentido en-que se la describe: es
el que se da cuando la función L {x\ xl) es homogénea positiva res-
pecto de las xl, o sea, cuando, cualquiera que sea K positivo, es

L (a?1, K a;1) = Kra L (x\ ¿¡),

relación en la que m es el grado de homogeneidad. Y éste es precisa-
mente el caso en el integrando de (III. 1), que es homogéneo positivo
de primer grado. Luego, podemos prescindir de la significación del
parámetro s t y adoptar otro cualquiera, aunque ligado con sx por las
relaciones antes indicadas. Para indicar esta libertad de elección, es-
cribiremos (III. 1) en la forma

(III. 1')

° +2T|\

donde, para abreviar, hemos hecho

(III. 2)

L (x\ dB») = \/(Vo — 0) ( V ° ~ j-2n\ \/yihdxldx*— Aidx1 —
V \ c2 /

= V o V Yik d xl d £»k — Ai d xi.

(!) Cf. GOÜRSAT, III, págs. 625-626. Desde el punto de vista cinemático, cabo
interpretar este resultado diciendo que dicha integral depende no sólo de la tra-
yectoria y del sentido en que es descrita, sino también de la ley del movimiento
sobre ella.
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29. — El cálculo de las extrémales de 5/ L ($*, dxl) = 0 exige la
integración del sistema euleriano

dt

«n el que t es un parámetro cualquiera de referencia. Pero a este sis-
lema no cabe aplicar la transformación de Legendre (§ 1), que lo
conduciría a la forma hamiltoniana, en primer lugar porque el de-

terminante funcional
¿>2L

es idénticamente nulo como con-

secuencia de la homogeneidad de grado 1 de L, y la no anulación
idéntica de dicho determinante es una condición necesaria para la

posibilidad de despejar en p¡c= las x* como funciones unifor-

y continuas de los impulsos conjugados; en segundo lugar, por-
que la función de Hamilton correspondiente a una tal L resulta
idénticamente nula í1). Además, esa misma homogeneidad trae con-
sigo que las ecuaciones (III. 3) no sean independientes entre sí.

Sin embargo, en casos como éste es posible obviar las dificultades
que acabamos de señalar eligiendo oportunamente el parámetro de
la representación de las extrémales, del que, conforme sabemos, cabe
disponer libremente. En efecto; introduzcamos en el sistema (III.3)
la función

1
<III.4) F (x1,...,x*,x1,...,x*)=-*—

donde, para mayor generalidad, suponemos L cualquiera, aunque ho-
mogénea positiva de primer grado, no ya precisamente, de la for-
ma (III. 2). La función F es también, claro está, homogénea positiva».

COUBANT-HlLBERT, págS. 100-101.
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pero de segundo grado. En estas condiciones, el sistema (III:-3) equi-
vale al

d / 1 ¿
(IH.3') = 0.

dt \ L d¿i J L dxl

Fijado el parámetro t, elijamos otro parámetro s ligado con t a lo
largo de cada extremal por la condición

ds /
(III. 5) = L ji,-

dt \

La nueva representación paramétrica xl (s) de un extremal cualquiera
será una integral del sistema

ds d ¡ i ds dF \ 1 [ds \3 dF

dt ds \ L di ¿a;'1 / L \

dxl

0?'» =

es decir, en virtud de (III. 5), del sistema

d
<m.6)

Por lo tanto, toda curva extreonal de 5 / L (x\ dxl) = 0, referida a un
parámetro oportunamente elegido, es una integral de (III. 6), aun-
que no una cualquiera, en principio, sino una a lo largo de la cual

1 • r ' I2 1

es F (as1, x'l)-= \ L (a?1, x'1) \- = . Pero es fácil ver que el
2 I .-.J 2

sistema (III. 6) admite la propia función F como integral primera:
a lo largo de una línea integral cualquiera de (III. 6) se tiene, de
una parte,

dF Ó d
= X ' 1 - j - : X'

ds ¿Ja;1 ¿x'1
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y de otra,

dF

ds

d

ds

¿>F
a?

en fuerza del teorema de Euler relativo a las funciones homogé-
neas 0) . Si restamos de la segunda ecuación la primera, y dad»
que x* (s) es una línea integral de (IH. 6), obtendremos en definitiva

ds ds

lo que queríamos demostrar. Luego, si los valores iniciales as1, x'1
• • o o

cumplen la condición F (xl, x'1) = , esta condición subsiste a lo
o o 2

largo de la línea integral de (III. 6) por ellos determinada, línea in-
tegral que, por consiguiente, es una extremal de nuestro problema de
variación.

Si el determinante funcional es 4= O,, el sistema

(III. 6) de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

(III. 6')
dF

• x'i — = 0

puede conducirse a la forma normal, pues define las x"i como funcio-
nes uniformes y continuas de las a?1, a;'1. Por cada punto de un do-
minio D (ÍC>) en el que F sea continua, con derivadas parciales con-
tinuas, por lo-menos hasta el tercer orden, cualesquiera que sean las

x'1 (finitas no todas nulas), y en el cual el determinante

sea 4= 0,'pasa entonces una extremal, y sólo una, del problema de
variación 5 / L {%l, dxl) = 0. El problema de variación se califica en.

i1) Este teorema subsiste para las funciones homogéneas positivas, aun sien-
do este concepto menos restrictivo que el de homogéneas simplemente.
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este caso de regular. Tal es el correspondiente a la función L de
(III. 2) cuando el campo electro-magnetostático no presente singula-
ridades en el dominio D. .

Finalmente, en las condiciones dichas, la reducción a la forma ca-

nónica de (III. 6) es posible: los impulsos conjugados son p ¡=
y la función de Hamilton

• ¿la; '*

1
todo ello con la condición H t= F =

30. — Sea Vn una variedad n-dimensional referida a un sistema de
coordenadas (#*), variedad en la que se ha planteado un problema
dé variación regular

( I I I . 7 ) ' 5 / L {xl(t),...,xn{t),xHt),...,x"(t) }dt =

= S / . L (x\dxl)=0,

donde L es una función homogénea positiva de las x\ continua y de-
rivable, con derivadas continuas hasta el cuarto orden. Si convenimos
en interpretar el valor de la integral

(n re
í== Ja

como longitud del arco orientado de curva F comprendido entre Qo y Q,
diremos que la variedad Vn es un espació métrico general i1), y tam-
bién que el problema de variación caracterizado por la función ha
inducido en Vn una determinación métrica general. El porqué de esta
terminología lo veremos en el párrafo 32. Las extrémales de (III. l)'y
líneas integrales de (III. 3) o de (III. 6) con la condición inicial

'}) BEBWALD, págs. 42-43.
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1
F (xl,a?'1) 1=——(o L (a;1, a;'1) = 1 ) , son las geodésicas en Vn de di-

o o p o o

cha determinación métrica general—líneas de Vn de longitud estacio-

naria. La distancia entre dos puntos infinitamente próximos, P (a;1),

P ' (xl -f- dx*), es el número

(III. 8) ds = L,(xi
idxi);

la distancia entre dos puntos Qo (as
1) y Q (a;1), el valor de

s (ají, xl) = / L (x\ dxl)

Jo.

calculado a lo largo de la extremal (E) que une Qo y Q. Esta distan*

cia, que, cuando L es la (III. 2), es proporcional al camino óptico

entre Qo y Q relativo al índice de refracción (II. 8), o, lo que' es lo

mismo, a la acción de Maupertuis entre Qo y Q relativa a la función

de Lagrange (II. 1) (cf. § 12), es, en el caso geneíal, una función

de las 2 n variables (x^x1), función que admite derivadas parciales
O

de primer orden respecto de los 2n argumentos. El cálculo de éstas

es ya clásico (cf. § 3); los valores que resultan son

independientes, evidentemente, del parámetro a que se haya referi-

do (E), .dado que y — son funciones homogéneas positi-
va;1 óx¡

vas de grado cero. La diferencial de la distancia s (Qo, Q) es, por con-

siguiente,

—dxl -dx\
dxl dx'
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Elegido un punto P (a;1) y una dirección orientada, la determina-
da, por ejemplo, por un vector contravariante pl, a la figura consti-
tuida por uno y otra la llamaremos un elemento lineal de centro
P (a;1) (*). Los parámetros independientes que lo fijan son en núme-
ro de 2m—1, pues las pl pueden substituirse por Kp1, siendo K
positivo cualquiera. La función L permite vincular a cada elemento
lineal (as1,?)1) una n — 1 orientación, la definida por

ó L (x, p)

De toda dirección dxl contenida en ella diremos que es transversal
al elemento lineal dado, y también que éste es transversal a dicha
orientación. En particular, los rayos que parten de un punto Qo en
la óptica geométrica (II. 8) son transversales a una superficie de
onda cualquiera de origen Qo en los puntos en que la cortan, es
decir, las posibles trayectorias naturales del corpúsculo (m,. e) de
energía total me2 -{- eV0 que obedece al potencial cinético (II. 1)
cortan transversalmente a las ondas de Hamüton de origen Qo. Es
inmediato que la noción de transversalidad se reduce a la de orto-
gonalidad en sentido ordinario cuando L es de la forma

L <== y grJk (x) dxld ¡»k,

10 cual ocurre, par ejemplo, cuando en (II. 1) (II. 8) es A = 0, esto
es, en las lentes electrónicas de tipo eléctrico.

31. — Hasta ahora sólo sabemos cómo medir longitudes en'la Vn,
pues únicamente se ha definido la distancia entre dos puntos infini-
tamente próximos. Pero la extensión a Vn de los conceptos funda-
mentales de la geometría diferencial por modo intrínsecamenteMigado
11 problema de variación (III. 7), exige la introducción del c.oncepto

(*) No se confunda esta noción con la de elemento lineal en los espacios pun-
tuales de conexión métrica. En éstos se suele llamar, algo impropiamente, ele^
mentó lineal a la distancia entre dos puntos infinitamente' próximos, P y P ' ,
sobrentendiendo longitud del elemento lineal.
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de paralelismo y de determinación métrica, los que, a su vez, supo-
nen el de tensor. Examinemos, pues, éstos en primer lugar.

Advirtamos, ante todo, que en este estadio no concebimos ya los
puntos de Vn en sí, sino como centros de elementos lineales; es decir,
pensamos en Vn no un espacio puntual, sino un espacio de elementos
lineales í1). Esto sentado, llamaremos tensor localizado o de base
en él elemento lineal (os1, pl), de orden p — h -\- k y exceso e = h — fc
(covariante de orden, h, contravariante de orden fc), a un ente deter-
minado respecto de la referencia (a;1) por nv componentes

funciones homogéneas positivas de las pl (2), tales que al efectuar
un cambio de coordenadas regular

— Xl ( íC 1 , . . . , Xn),

o

se transforman de acuerdo con la ley

< * : * *3h
*«»•.•-«k

En apariencia, la definición es la misma que en los espacios puntua-
les; pero, en realidad, existe una diferencia esencial que no se ad-
vierte en la ley de transformación cuando entre los argumentos de
que dependen explícitamente las componentes no figuran las p1: en
un espacio de elementos lineales carece de sentido hablar de tensor

(*) És éste el estadio al que alude Berwald cuando escribe: "...ordnen wir
sunachast jedem Punkte (x) unseres Raumes einen infinitesimalen Vektor (dx)
in diesem Punkte zu, den wir das ausgezeichneie Idnienelement des Punktes (x)
nennen..." (pág. 45). Claro está, sin embargo, que el mismo elemento lineal puede
Jeterminarse con un vector contravariante finito cuyas componentes sean pro-
porcionales a aquellas dxK

(2) En los tensores propiamente tales, la homogeneidad es de grado cero.
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sin indicar explícitamente el elemento lineal al que se considera apli-
cado, y ello es así incluso en el caso en que las componentes no de-
penden analíticamente de- los parámetros p1. En particular, el vector
contravariante p\ que junto con P (#') fija el elemento (as1, p1), se
juzga aplicado a este elemento i1).

El segundo estadio es el métrico-afín, es decir, la introducción
de una métrica y de una diferencial absoluta en el espacio Vn de ele-
mentos lineales. La primera se define mediante el tensor funda-
mental covariante de segundo grado, g^ (ask, pk), cuyas componentes
son funciones homogéneas positivas de grado cero de las pl. A partir
de él se establecen las magnitules y operaciones ordinarias en cálculo
tensarial—modulo de un vector, producto escalar de dos vectores,
elevación y descenso de índices, etc.—, en el bien entendido, pero, de
que cuantos entes intervengan en ellas deben tener como elemento
base el mismo elemento lineal (xl, p1) al que están vinculados los va-
lores grjk (a?

1, p1). Así, por ejemplo, el producto escalar de dos vecto-
res X1, Yk aplicados al elemento (as1, p1) es el número

o o

grjk (as1, p1) Xi Y k ,
o o

mientras que si los pensamos aplicados al elemento (as1, p1), su pro-
ducto escalar será, en general, otro:

flfjk (a;1, p1) Xi Y k ,
O I

Análogamente, los módulos de los vectores de base ek de la refe-
rencia local y los ángulos que forman dependen esencialmente de la
dirección orientada que se elija para hacer del origen de dicha refe-
rencia un elemento lineal.

En cuanto al transporte paralelo dé vectores—y, en genetral, de
tensores—, se referirá a la traslación desde un elemento lineal (as1, p1)

(*) Una generalización de este concepto de tensor y del de determinación
métrica y derivación covariante a los espacios cuyos elementos son puntos y
•orientaciones m dimensionales, puede verse en el artículo de A. Kawagnchi "Ein.
metriseher Raum, der eine Verallgemeinerung des Finslerschen Raumes ist" (Mo-
natsch. für.Math. und Phys., 1936, 43, 289-297). El caso m = 2 se encuentra es-
tudiado en Cartan, "Les espaces métriques fondés sur la notion d'aire" (Act.
JScient. et Indust., n.° 72, París, Hermano, 1933).
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a otro infinitamente próximo (xiJrdxl, pi-j-dpi), acaso de igual

centro (dxir=0, dpl ^ 0). Su definición, por lo demás, es semejante

a la que se da en geometría ordinaria de los espacios puntuales de

conexión afín: el vector trasladado X1 de X1 desde el elemento (a?1, p1)

al (xl -f- dx\ p1 -f dpi) es, por definición, el vector

OH. 9)

igualdad en la que los coeficientes Pj1^, Cj^ son funciones de (a;1, p1)

homogéneas positivas de grado cero respecto de las pl. Si X1 pertenece

a un campo de vectores (X1 = XI (a;, p), las componentes del vector

del campo aplicado en (se1 -4- dxl, p1 + dp1) son

X1 (x-\-dXjp-\-dp) .== X1 (x, p)'.-] d ¿ck -| d ajP,

y la diferencial absoluta vale

OH. 10)
DXi=Xi (x + dx, p + dp)— X1^

h n»kXi da* +
dx* \ ÓP*

La fusión de la métrica grjk y la conexión afín (III. 9) se efectúa

de acuerdo con el criterio de que el módulo de un vector no varía en

la traslación. Se obtienen así entre g^, Fj^ y CjJ
k las relaciones si-

guientes :

flfac Fjrh — Fkjh

= fifjr Ckrh + ffrk Cjrh = Ckjh + Cjkh.
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Por lo demás, dichas funciones son cualesquiera—aparte la condición
de homogeneidad antes indicada—(x).

Un espacio de elementos lineales caracterizado por cuanto lle-
vamos dicho en este párrafo, posee la estructura de un espacio de
conexión euclídea en el sentido de Cartan (2).

32. — Finalmente indicaremos que, conforme ha demostrado Car-
tán (3), de toda variedad Vn concebida como soporte de elementos
lineales se puede hacer un espacio de elementos lineales dotado de
una conexión euclídea vinculada intrínseca¡mente a la función L de
un problema de variación de la forma (III. 7) planteado en Vn. Las
condiciones que impone a la conexión, en número de cinco (4), con-
ducen a los siguientes valores de giK, YfK y C j ^ :

g1} = f Ojh = "
2 ¿>ph 2 . ^p»c)pJc)/)h

(in.ii)

•<?0¡j d9h] ág;h
T'Mh == — H • — • — I +

- j - CJjhr CJijr Chjr

dpi dph

donde

F (x1,..., Xa, p1,..., pn) = ^ L (afi,..., £Cn, p1,..., p«)
¿i

2 Gm =

• f1) Para la teoría de los espacios generalizados véase Cartan [3]. Para la
teoría general de los espacios de Finsler, ef. Cartan [2].

(2) Cartan [2], § 3, pág. 5; cf. también Cartan [3], cap. IX y X.
(3) Cartan [2], págs. 10 y 11.
(*) A. de Mira Femandes las reduce a tres ("Assiomatica degli spazi di ele-

mento lineare". Portuaaliae Math.. 1941. 2, 7-12).
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-ua distancia as entre aos puntos de Vn, (#*) y (#' -fdx l) infinita-
mente próximos, centros de dos elementos lineales, (ce1, pl), (*' + dx\
pl + dpl), definida como módulo del vector infinitesimal aplicado a
(a?1, pl), vale

ds = Vfirjk (x\ pi) dxi dx* = \ / dxidxK
dpi dp*

En particular, si d xl y pl tienen igual dirección y sentido, dxl

(d t > 0), y, por ende,

de acuerdo con (III. 8).
Llamaremos espacio de Finsler asociado al problema de varia-

ción (III. 7) al espacio Vn de elementos lineales estructurado por la
conexión euclídea (III. 11) subordinada a la función Lía;1,pl) i1).

Consideremos en particular las geodésicas de un tal espacio. Es
sabido que de una geodésica cabe dar dos definiciones, métrica la
una, afín la otra. Geodésica, en el primer sentido, lo es toda línea
de longitud estacionaria. Se entiende por geodésica en el segundo
sentido una línea tal que todos sus vectores tangentes son parale-
los (2), vectores que, en el espacio de Finsler, se suponen aplicados al
elemento lineal que definen. Desde el primer punto de vista y refe-

(!) Para las relaciones entre el cálculo de variaciones y los espacios mé-
tricos generales, cf., por ejemplo, el artículo de L. Kosehmieder, "Die neuere
fórmale Variationsreehnung'" (Jáhr. der Deutsch. Math. Verein., 1931, 40,109-132),
en particular págs. 113 a 124. Es menester advertir, con todo, que se refiere a
la conexión afín de Berwald en tales espacios (BEBWALD, pág. 45), no a la más
general dé Cartan. .

(2) Es ésta la definición general de geodésica en un espacio- de conexión
afín, y no la que dan algunos autores, Brillouin, por ejemplo, D u1 = 0, donde ul

es el vector tangente relativo a un cierto parámetro (parámetro afín).
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ridas al parámetro s, a la abscisa curvilínea, son las integrales de
(III.6'), sistema que podemos escribir ahora, en.virtud de (III. 11),

cía; \ / . dx1

ds

o bien

dx ,
(111.12) \-2&\x, —-| = 0 .

'ds2 \

Consideremos ahora una línea geodésica en sentido afín y refirámosla

a un parámetro í cualquiera. El vector tangente pl = , cuyo
• . . • ' dt

elemento de apoyo es el (a?1, p1), trasladado al elemento (x[ -\-p\dt,

p;-f- P1 dt), tiene como componentes (cf. III. 9)

Por otra parte, el vector tangente en (ce1 -j- Pi dt) es el pl -f- p1 dt.
Si ambos vectores, asociados al mismo elementó lineal, han de ser
paralelos, debe existir una función q> (í) tal que

x,p) dt
= ! — <!> (t) dt,

de donde

p
(III. 13) r - j - 2G1 {x, p) = p^ q> (t),

dt

(x) Cartan no estudia las geodésicas desde este punto de vista. La única
relación que utilizamos aquí, y que no hemos demostrado en lo que precede, es

h

la p i F¡ h j= (cf. Cartan [2], pág. 16, ec. X). Todo lo demás se deduce

de cuanto venimos diciendo.
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o bien,

d2xl i dx

dt2

Éste es, pues, el sistema de ecuaciones diferenciales de las geodési-
cas como líneas cuyas tangentes son paralelas entre sí. Introduzca-
mos en vez det t otro parámetro cualquiera o — o(t); un cálculo
fácil conduce a la ecuación transformada

d2xi

2G1

do2

/ dx \ I da

\ ' do ) \ dt
da\

T
2 d a d2 o

(í) •
dt I i • d i . di* da

Basta determinar o con la condición

(parámetro afín) para que el sistema (III. 13) se convierta en el

d2'xl - I dx \
+ 2G* U——-)=0,

do2 \ da I

es decir, en el (III. 12). Ambas definiciones son, pues, equivalentes,
y es obvio que entre a y s debe existir una relación de la for-
ma a = a-j- bs.

33. — Con esto queda demostrado lo que repetidamente venimos
anunciando: a cada lente electrónica resultante de la superposición
de un campo eléctrico y de un campo magnético estático correspon-
de un espacio de Finsler unívocamente determinado, al igual que a
cada lente electrónica de tipo eléctrico corresponde un espacio euclí-
deo-conf orme. A éste se reduce precisamente aquél cuando A = 0 en
todo el dominio ocupado por la lente; basta, para; vedo, con hacer



en (III.2) A ¡ c=0 (in=l, 2, 3) (x). La función determinante de la
métrica finsleriana es la (III. 2):

(V o -C)

función que, evidentemente, es homogénea positiva de primer grado
respecto de las p1, pero no simplemente homogénea. Las geodésicas
de este espacio son las trayectorias posibles de un electrón que pe-
netra en el campo de la lente. Sus ecuaciones son invariantes de la

au
transformación A¡ ->• A¡ -| , lo que corresponde al hecho de estar
definido el potencial vector A;, salvo un gradiente aditivo, que deberá
serlo de una función armónica si a A¡ se ha impuesto la condición
de Lorentz (div A = 0 en el caso estático).

Al contrario de lo que sucedía en el espacio euclídeo-conforme
de una lente puramente eléctrica en la aproximación no-relativista
(§ 15), la estructura del espacio de Flnsler de una lente electrónica
del tipo (<£>, A) cambia en general al someter ésta a una transfor-
mación

<D

en la que kv k2, ks y k4 son constantes positivas), incluso dentro
de los límites de aquella aproximación. En particular, las geodésicas
correspondientes a campos iguales (fc2 <= k4 = 1) y a corpúsculos
de n distintas (7e3 +1) son distintas, y de ahí la posibilidad de utili-

• ' — > - • • •

zar campos (<t>, A) en la espectrografía de masas. Pero es claro qu&
la estructura se conserva cuando entre las \ existe la relación

K
v 0 -

x>
->~k2 i(O_VO),

n - i
-—>-
A -•>• Jfc

— > -
4 A,

i1) Siempre podemos suponer Á = 0 cuando no existe campo magnético,
única circunstancia ésta que tiene sentido físico.



También en las lentes (<t>, Á) valen, pues, ciertas leyes de semejanza,
pero son menos amplias que las correspondientes a las meramente
eléctricas í1).

34. — La definición de lente electrónica ($, A) es en todo análoga
a la de lente electrónica eléctrica: un dominio D ^ del espacio en que
se manifiestan un campo eléctrico, O, y un campo magnético, A, los
cuales presentan la simetría de revolución en torno de una misma rec-
ta (eje de la lente). Se clasifican atendiendo a la distribución V del po-
tencial eléctrico 0 a lo largo del eje (cf. § 14). Si O. es constante (lente
electrónica magnética), la clasificación carece de objeto, pues enton-
ces también es constante la velocidad y del electrón (cf. § 11).

Adoptemos en D ,̂, un sistema de c o o r d e n a d a s cilindricas
(x1<=z, x'¡*=r, x5•=<]>), El potencial vector A es función exclusi-
vamente de z y de r.# Además, dado que las corrientes eléctricas que
engendran el campo magnético carecen de componentes paralelas al
eje de la lente, deberá ser Az c= 0. Finalmente, la condición div A = 0

d (r Ar)
nos da, en virtud de lo que acabamos de decir, = 0, o sea,

• ór
rAt — f(z).-. A r t= / (2 ) : r . Ahora bien, en el eje A rt=O: luego
/ (z) != 0, esto es, Ar = U. La única componente no nula es la
A(f> (s, r) ==A (2,-r), de forma que (III.2) se escribirá simplemente

(111.14) L

Para valores de r suficientemente pequeños, A {z, r) puede desarro-
llarse en serie de potencias de r:

>
/ _ 7c! (fc 4-1)!
k=0

ir \

\ 2 /

2 k + 1

en la que H (z) es la componente z del campo magnético en un punto

genérico del eje de la lente De™ (2).

í1) Cf. BRÜCHE-RECKNAGEL, pág. 16.
(2) BUSCH [*], pág. 978. .
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1. . ;

De (III. 14) se deduce para F (a;1, pl) = ( L \X\ pl) }2 la ex-
2presión

(ni. 15)
1

F = —¡o (z2-{-r* + r2 <p2) _|_A2r2(j)2—2AV arqj y¿ 2 + r2 + r2cp21

en la que, por comodidad de notación, hemos substituido las pi por
las variables z, r, cp, sin que con ello se pretenda interpretarlas como
derivadas respecto de un parámetro. En consecuencia,

óz
. _

= az — A V or

j _
, = or — A V a r ,

R ór R

¿)F AVar
= (a + A2) r2$ —

R

y por lo tanto, (R •= y ¿2 -f f2 -}- f2 (j>2)

A V o r

(ni. 17)

fifia = O
R3

0 1 2 =

AVar
_ _ g r ( t

A V"ar

A V"a r

R3

AVor

• cp

5*43'
R3

AVor . -
r2 r2<p

R3

2 r2

3r2-f2r2cp2).
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Las componentes g¡k del tensor métrico se reducen, cual debe ser,
a las (11.11) para A = 0. Pero la presencia de A altera las propie-
dades del espacio métrico intrínsecamente asociado a la lente hasta
tal extremo, que las magnitudes métricas no dependen ya del punto
como a tal, sino del complejo punto-dirección orientada del elemento
lineal. Si en un punto del campo se encuentra el electrón, existe un
elemento lineal, con centro en este punto, que nos aparece como
privilegiado respecto de los demás de igual centro: aquel cuya di-
rección y sentido coinciden con los del movimiento de aquél. En este
sentido, las cosas ocurren como si el electrón en movimiento deter-
minara la métrica local. Por ejemplo: los vectores de base e¡ de la
referencia local R (P) son ortogonales siempre y sólo cuando el elec-
trón se mueve en P perpendicularmente al plano meridiano que pasa
por P (z <= r <= 0, cj> 4:0).

Sea (o?1, xl) un elemento lineal de Dem. El módulo del vector con-

travariante x1 de base (es1, a;1) vale

x I = y <7¡k (x, x) xixk = L (a;1, a;1).

El vector as'/L (x, x) es, por consiguiente, unitario y sus componentes
covariantes son -

Mi = £fik (X, X)
L (o;, x) L (x, x) d íl

1 . • .ÓF

L (x, x) dód d x1

—>-
Si recordamos, además, que el índice de refracción n (Q, s0) está liga-
do con L por la relación

n (Q, «5 — — — L (as»,»'»), (Cf. § 28).



esto nos dice que el vector normal , en el sentido de la óptica
d'1

ordinaria 0) , correspondiente a un rayo luminoso que pase por (a?1)
en la dirección y sentido (a?1), tiene la misma dirección y sentido que
éste (!V0 -f T) c2 < 0¡), ya que

•Vi-

Al pronto, este resultado parece un tanto paradójico ante el hecho
de que-en la óptica ordinaria ún vector tangente al rayo luminoso
y el vector normal asociado son distintos. Pero este ser distintos es

consecuencia de interpretar las dos ternas (a;1), ( 1 como com-
\ <$x'1 )

ponentes de vectores en el sentido elemental de la geometría euclidea.

En rigoír, xl es un vector analítico contravariante, y un vec-
. ' don'1

tor analítico covariante (2), y claro está que la comparación de uno
y de otro no es posible sin la introducción de una métrica grlk en el es-
pacio; según sea ésta, así será la relación entre los vectores geomé-
tricos individualizados por aquellas ternas de números, vectoires que
juzgamos susceptibles de estar determinados, indistintamente, por
vectores analíticos covariantes o contravariantes. En el esquema geo-
métrico euclídeo, el rayo luminoso es transversal a la superficie de
onda, el vector normal—de ahí su nombre—perpendicular a la misma.

También en el esquema finslenano el vector ;— es ortogonal a la
óxl

superficie de onda; pero con él lo es a la vez el rayo luminoso. Y la
razón de ello es obvia: en el espacio de Finsler determinado por el

i1) HEBZBEBGEB, pág. 9.
(2) Cf. § 1, nota.
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problema de variación 5 / L (O?1, dxl) t=O, la noción, de transversa-
lidad a que éste da lugar coincide con la de ortogonalidad.

. Otra interpretación cabe todavía: en el sistema canónico que de-'
riva de la función F (§ 29), el impulso conjugado, pi} de la coorde-

nada x1 es p¡ = , igualdad ésta que se puede escribir
Ó

.V • ¿*F as*

dx'i dx'{ óoc'w L (x,x)

luego u- coincide con el impulso conjugado de xl.

35. — En el § 18 vimos que la traslación de un vector a lo largo
de un ciclo infinitesimal subordinaba *en el espacio afín tangente en
el punto de partida P una hconogirafía vectorial. Si efectuamos el
desarrollo del ciclo en este espacio, el ciclo en general no se cierra,
sino que obtenemos como punto homólogo del P en el desarrollo dos
puntes, el P y el P ' , imagen éste de P concebido como punto final
del ciclo en el espacio. La correspondencia entre el cuerpo de vecto-
res en P y el dé sus trasladados a P ' en el de*sarrollo, es el producto
de una taráslacion y una homografía vectorial infinitesimal. Para que
la primera se anule es necesario y basta que sea cero el tensor de
torsión

— Pkj),

es decir, que la conexión afín sea simétrica. Los espacios riemannia-
nos, en particular los euclídeo-conformes, carecen de torsión en virtud

de la simetría (j k) de los símbolos de ChristoffelJ A >. En cuanto

a la segunda, sabemos ya que se reduce a la identidad siempre y sólo
cuando es nulo el tensor de curvatura.

Consideraciones análogas cabe hacer en los espacios de Finsler (x),
salvo que en ellos el ciclo no es un ciclo puntual, sino de elementos

CARTAN: [2], cap. XIII.
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lineales. La curvatura aparte, nos interesa aquí en particular la tor-
sión, caracterizada por el tensor

Dado que ||£flm|| + 0> la condición necesaria y suficiente para que
el tensor de torsión se anule y con él se reduzca a la identidad la
traslación asociada al ciclo de elementos lineales, es que sean nulas
las componentes Chmk definidas en (III. 11), simétricas, evidente-
mente, respecto de los tres índices (hmk). En el espacio de Fins-
ler Dgm, caracterizado por la función L (III. 14), los valores de dichas
componentes son

1 _ / «j>¿ ' 3 ¿ 2 r ¿ \

2 \ R8 R5 /

3 _ ¡ ¿r
A \ar \

: •— A Vor .
' 2 . \ R 3

( (p r <p r3 \

3r2¿2^)2

C... = —
R5

CARTAN [2], págs. 13 y 32.
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3 _ (¿2+
= A-Vor».2 . R «

,_ / z (j> r 2 ¿ 2 cf>2

C l S 3 ~ 2
 A " " \ R 3

3 _ / r ¿
= A \r* '2 . \ R3 R5

, = ——A v o r
2

l zr 3r22rq>2 \

La torsión sólo sé anula, pues, en todo D^, cuando es A = 0, es
decir, cuando la lente electrónica es una lente De, una lente de tipo
puramente eléctrico. Pero entonces el espacio de la lente no es ya
un espacio de Finsler, sino un espacio euclideo-conforme que se trans-
forma en euclídeo cuando es 0 = 0^, esto es, en ausencia total de
campo. Algo hay en el comportamiento del electrón—e igual .diría-
mos de otro corpúsculo cualquiera dotado de carga eléctrica—que
nos evoca esos tres estadios. Imaginemos primero un electrón libre:
sus trayectorias, para el observador euclídeo, son rectas; no hay
campo, y el espacio es euclídeo. Si ahora entra en juego un campo
eléctrico, las trayectorias dejan de ser rectas para transformarse
en geodésicas de un espacio curvo; es el espacio euclideo-conforme
que ya estudiamos, cuyo tensor de curvatura es diferente de cero
(§17). Finalmente, si se superpone al campo eléctrico un campo mag-
nético, las trayectorias son geodésicas de un espacio de Finsler do-
tado de torsión, y es notable que, a la vez, aparezca en dichas tra-
yectorias, y desde el punto de vista del observador euclídeo, un ala-
beamiento de todas ellas debido precisamente al campo magnético (\).

PICHT, pág. 22; BRÜCHE-SCHEEZEB, pág. 117.
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