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Codis binaris no lineals optims: Propietats |

construccions

Victoria Gonzalez Benitez

Resum— Aquesta recerca té com a objectiu principal estudiar propietats i construccions dels codis binaris no lineals optims i
esta dividida en tres parts. En primer lloc, estudiar els codis binaris no lineals 1-perfectes i trobar la relacié entre el fet de ser
sistematics i la dimensié del kernel. El kernel d'un codi és un subcodi lineal que permet mesurar la linearitat del codi. S’ha trobat
que els codis amb dimensi6 del kernel més gran son sistematics. En segon lloc, estudiar els codis binaris optims i construir-ne
de coneguts per tal d'ampliar la base de dades que ja disposa el departament. Dels codis construits, només el codi de Romanov
té kernel maxim. També s'ha vist que els unics codis sistematics son el de Nadler code, el seu estés, I'Ostergard code i el seu
estés. Finalment, I'dltim objectiu ha consistit en intentar trobar nous codis binaris 6ptims no lineals generats a partir de codis
binaris optims o alguns dels millors codis coneguts i les construccions classiques: directsum, extended, shortened i punctured
code. No s’ha trobat cap codi millor que els coneguts i s’ha arribat a la conclusié que I'optimalitat dels codis no es conserva quan
s’apliquen les diferents construccions classiques.

Paraules clau—Codis binaris, codis no lineals, codis optims, codis sistematics

Abstract—This research project has the main objective of studying the properties and the constructions of binary nonlinear
optimal codes and it is divided in three parts. Firstly, study the binary nonlinear 1-perfect codes and find the relation between the
fact of being systematics and the dimension of the kernel. The kernel of a code is a linear subcode that allows to measure the
linearity of the code. It has been found that the codes with bigger dimension of the kernel are systematics. Secondly, study the
binary optimal codes and build some of the known codes to extend the database of the department. From the constructed codes,
only the Romanov code has a maximum kernel. Also it has been found that the unique systematic codes are the Nadler code, its
extended code, the Ostergard code and its extended code. Finally, the last objective consisted on finding new binary nonlinear
optimal codes generated from the known binary optimal codes or best codes and it has concluded that the optimality of the codes
is not preserved when the different classical constructions are applied.

Index Terms—Binary codes, nonlinear codes, optimal codes, systematics codes

1 INTRODUCCIO

ER realitzar una transmissié d’informaci6 digital sobre

un canal binari amb soroll es necessita transformar els
missatges en seqiiencies de bits mitjangant un codi amb ca-
pacitat correctora d’errors. Tots els vectors binaris de lon-
gitud n possibles defineixen 1'espai Z3?. Un codi binari
C(n,M,d) de longitud n és un subconjunt de Z7. Els ele-
ments de C s’anomenen paraules codi. La mida, M, del
codi és el nombre de paraules codi que conté. La distancia
(de Hamming) entre dos vectors de longitud n ve donada
pel nombre de bits que s’han de canviar d"un per aconse-
guir l'altre. De forma equivalent, si x,y € Z7 aleshores,

dy(,y)=#{ilx; #y;;1<i<n}. @)

La distancia minima, d, d"un codi és defineix com la menor
de les distancies entre dues paraules codi diferents quals-
sevol. La capacitat correctora, t, d'un codi és el nombre de
bits erronis que es poden corregir per a cada paraula codi
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enviada en una transmissi6 i es calcula mitjancant la for-
mula:

t=1(d-1)/2] ©)

[13].

Un codi binari C(n,2¥,d) és lineal si C és un subespai de
dimensi6 k de Z7. En aquest cas, també es diu que és un
codi C[nk,d]. Aquests codis presenten bones propietats
com !eficiencia en la codificacié i 'existencia de bons algo-
ritmes de descodificacié. A més, un codi lineal C pot ser
representat amb una matriu generadora G, o sigui amb un
conjunt més petit de paraules codi. La matriu generadora
d’un codi lineal C[n, k,d] és qualsevol matriu G de mida k
x n on les files formen una base de C. En general, hi ha di-
ferents matrius generadores per a cada codi. Quan la ma-
triu generadora té la segiient forma:

G=(l| A), ®)
on [, és una matriu identitat de mida k x k i A és una ma-

triu de mida k x (n - k), aleshores direm que G esta en forma
estandard [13].
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Un codi binari C(n,2¥,d) és sistematic si existeix un con-
junt de coordenades (iy, i, ..., i), normalment les prime-
res, tal que restringint totes les paraules codi en aquestes
posicions obtenim un conjunt amb la mateixa mida que el
codi C. Per a un codi sistematic, les k coordenades
(i1, 1y, ..., i) corresponen als bits d’informaci6 (information
set), mentre que la resta de les (n — k) coordenades corres-
ponen als bits de comprovacié (parity check set) [13]. En un
codi lineal, cada conjunt de k columnes linealment inde-
pendents d"una matriu generadora correspon a un conjunt
de posicions que formen un conjunt d’informacié de C [13].

Tot i que no presenten, com els lineals, tant bones pro-
pietats per codificar i descodificar, ens trobem que alguns
dels millors codis que existeixen sén no lineals. Si fixem
una longitud n i una distancia minima d, direm que un
codi C(n,M,d) és optim si conté el nombre maxim de pa-
raules codi M. En aquest treball considerem que tots els co-
dis no lineals contenen el vector zero. Per als codis no li-
neals no existeix una matriu generadora G que permeti re-
presentar tot el codi, perd es poden representar a partir
d’un subconjunt lineal, anomenat nucli (kernel), i els repre-
sentants dels traslladats d’aquest nucli. Donat un codi bi-
nari C(n,M,d) el kernel d’aquest codi es defineix com el con-
junt de totes les paraules codi que deixen el codi invariant
al fer translacions, és a dir,

ker(C)={xe C:x+C=(} 4)

[17]. El kernel de C és un subcodi lineal de C. En general, C
pot ser escrit com la unié de traslladats del kernel de C, és
adir C = Uf_, (ker(C) + ¢;). Aquestes translacions ker(C) +
¢; s'anomenen cosets o traslladats de C, i {co, ¢1, ¢, ..., ¢t} és
un conjunt de representants d’aquests cosets [17].

Durant aquest projecte s’han calculat alguns parametres
importants dels codis que es definiran a continuacié. En
primer lloc, per a dur a terme 1'analisi de les dades resul-
tants és important coneixer aspectes com el rank i I’span. El
rank d’un codi binari C, r = rank(C), és la dimensi6 de I’span
de C. L’span és el codi binari lineal generat per les paraules
codi de C [19]. El radi de recobriment (covering radius) d'un
codi C, denotat per p(C), és I'enter més petit s tal que Z7 és
la uni6 de totes les esferes de radi s que tenen com a centre
les paraules codi de C, o equivalentment,

p(0) = max{dy(x,C) | x € 23}, 5)

on dy(x,C) = min{dy(x,C) | ¢ € C} [25]. En un codi per-
fecte es compleix que la capacitat correctora és igual al radi
de recobriment, p(C) = t.

També es faran servir les construccions classiques per
generar nous codis no lineals optims. En primer lloc, a par-
tir de dos codis C1iD, el direct sum és el codi binari resultant
que consisteix en tots els vectors de la forma (u,v), on u €
Civ € D. El extended code és el codi C" construit a partir
d’afegir una coordenada extra a cada vector de C, de tal
manera que la suma de totes les coordenades és zero. El
punctured code de C en la coordenada ntmero j, anomenat
C/, és el codi que consisteix en les paraules codi de C des-
prés d’eliminar la coordenada de la posicié j de cada pa-
raula codi de C. El shortened code de C en la coordenada

ndmero j, denotat per C}, és el codi que consisteix en con-
siderar les paraules de C que tenen un zero en la coorde-
nada ndmero j, i eliminar aquesta coordenada [25].

En aquest treball s’estudiaran principalment els codis
binaris optims. Entre aquests una de les clases o families
més importants son els codis perfectes. Un codi binari de
longitud n és 1-perfecte si qualsevol vector binari de Z7
esta a distancia 1 o 0 d'una paraula codi de C. Sempre tin-
dran una longitud n = 2™ - 1 i distancia minima d = 3. Un
exemple d’aquest tipus de codi sén els codis de Hamming
[13], [17].

Malgrat 'existencia de diferent software lliure ma-
tematic com és SAGE [24], MAPLE [29] o MATLAB [28],
per a la realitzacié d’aquest projecte s’ha triat MAGMA.
Principalment perque les llibreries del Departament d"En-
ginyeria de la Informacié i de les Comunicacions (DEIC)
amb les que es treballara estan programades en aquest
llenguatge [19]. Actualment, MAGMA és un dels millors
softwares dissenyat per resoldre problemes computacio-
nals dificils en algebra, i sobretot, en teoria de codis [5], [19]
[26], [27].

1.1 Estat de I’art

Aquest treball s’ha basat en estudiar els codis no lineals
binaris perfectes i optims, dues de les families més impor-
tants de codis. Alguns dels millors codis que existeixen s6n
no lineals, pero tot i aixi encara no es coneix molt sobre
aquests codis. Un autor important en aquest camp és F. J.
MacWilliams amb el seu treball The theory of error-correcting
codes [13]. Aquest treball s’ha desenvolupat a partir del tre-
ball elaborat per Fanxuan Zeng en la seva tesi doctoral ti-
tulada: Nonlinear codes: Representation, constructions, mini-
mum distance computation and decoding [25].

Existeixen algunes bases de dades o pagines web on
apareixen els parametres n, k, d, dels codis dptims o dels
millors codis coneguts, sén taules recopilades per autors
com Litsyn o Brouwer. El problema és que aquestes fonts
[2], [12] no contenen explicitament la construccié dels codis
ni s’analit-za com s6n de no lineals aquests codis optims a
partir dels invariants rank i dimensi6 del kernel.

1.2 Objectius del treball

Aquest treball s’ha dividit en tres temes o objectius prin-
cipals:

1. Estudiar els codis binaris 1-perfectes.

2. Estudiar i construir codis binaris optims coneguts.

3. Construir nous codis binaris optims.

En primer lloc, s'han estudiat els codis 1-perfectes bina-
ris de longitud 15 i els seus estesos (de longitud 16). Al
DEIC s'havia construit una base de dades amb tots aquests
codis binaris de longitud 15 i 16 [7], [15], [19]. Concreta-
ment en aquest treball, s'ha estudiat si son, o no, siste-
matics; amb I’objectiu de trobar la relaci6 entre la dimensi6
del kernel i si el codi és, o no, sistematic i, en cas que hagi
resultat ser sistematic, s"ha calculat un conjunt d'informa-
cio.
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En segon lloc, s'han estudiat codis binaris 6ptims. Exis-
teixen taules amb informaci6 sobre codis dptims on es po-
den trobar els codis agrupats segons la distancia minima i
amb les referéncies per poder construir-los [2], [12]. Al
DEIC existeix una base de dades amb alguns d’aquests co-
dis ja construits [19]. Per tant, la segona part del treball ha
consistit en construir alguns dels codis 6ptims o dels mi-
llors codis coneguts (per ampliar la base de dades del de-
partament) i s’ha estudiat la relacié entre la dimensié del
kernel d'un codi i la seva optimalitat. El procediment ha
consistit en calcular: la longitud, la mida, la distancia mi-
nima, el covering radius, la dimensié del kernel, la distancia
minima del kernel, el covering radius del kernel, la mida del
span, la distancia minima del span i el covering radius del
span; de cada codi i després del seu extended o punctured
code (en funci6 de si la distancia minima del codi és parell
0 senar).

Per acabar, I'altim punt que s’ha tractat al treball és la
construccié de nous codis a partir de les construccions clas-
siques aplicades als codis optims coneguts de la base de
dades anomenada anteriorment. S'ha utilitzat una llibreria
per a codis no lineals binaris en MAGMA [19] basada en
els resultats de la tesis del Dr. Fanxuan Zeng [25]. Existei-
xen construccions que permeten construir nous codis a
partir d’altres. Les que s’han utilitzat en aquest treball sén:
extended code, punctured code, direct sum code i shortened code.
S’han estudiat les propietats metriques d’aquests nous co-
dis i s’han relacionat amb la dimensié del seu kernel.

La metodologia utilitzada en la realitzaci6é d’aquest tre-
ball ha estat una combinacié de la metodologia matema-
tica, en la part teorica del treball, i d’altra banda, metodo-
logia experimental, en la part practica. S’explica amb més
detall en el segiient apartat.

Aquest document es divideix en els segiients apartats:
primer de tot es parla sobre la metodologia utilitzada, en
segon lloc s’explica com s’ha dut a terme la investigacid, en
el segiient apartat es mostren els resultats obtinguts a par-
tir de la recerca, i finalment, es mostraran les conclusions
extretes a partir de la realitzacié d’aquest treball, els agrai-
ments, les referencies bibliografiques utilitzades i final-
ment, els apendixs.

2 METODOLOGIA

Al tractar-se d’un tema de recerca sobre teoria de codis,
gran part del treball s’ha basat en estudiar teoria ma-
tematica per poder encaminar les possibles solucions.

Per tant, per a la realitzacié d’aquest treball s’ha plante-
jat una metodologia mixta: per una part, metodologia ma-
tematica per explorar el problema i les possibles solucions
id’altra banda, una metodologia experimental per a desen-
volupar les solucions triades.

La metodologia matematica no té uns passos definits ja
que depeén del problema al que ens afrontem. Actualment,
es redacten més de 400 pagines amb només els abstracts
dels papers que es publiquen cada mes, la matematica es
troba en una época daurada ja que es produeixen quantitat
i qualitat de descobriments matematics [4]. Per tant, I'evo-
luci6 de les solucions matematiques es desenvolupa a bon
ritme.

Com diuen els principis de la metodologia matematica,
en primer lloc, és clau tenir clar els projectes relacionats
que s’han realitzat fins ara (Blue sky research), que és el que
ha sortit bé i els errors que s’han produit. Per aixo, cal do-
cumentar-se bé per poder saber on estem i cap a on podem
encaminar la soluci6. També és important trobar un
meétode estandard per a un tipus de problema estandar, és
a dir, el millor que es pot fer per comengar és reduir el pro-
blema a un dels que ja en coneixem la solucié; aixi que la
comparacié amb els codis lineals (dels que tenim molta
més informacié que dels no lineals) és un punt important
per comengar a coneixer les caracteristiques basiques dels
no lineals [4].

La metodologia experimental que es va utilitzar és el
Test Driven Development (TDD). Aquesta metodologia con-
sisteix en pensar els casos importants que ha de tractar el
sistema per després codificar les solucions basades en
aquests “casos d'ts”. Per tant, ha estat convenient utilitzar-
la en la realitzaci6 d’aquest treball ja que a partir del'estudi
teoric previ (via la metodologia matematica) es va decidir
quins eren els casos importants a tenir en compte i després
es van generar les funcions per arribar a la solucié pensada
per després poder evaluar els resultats [22], [23].

En primer lloc, es van definir les caracteristiques i requi-
sits del problema que es volia resoldre. També es van dis-
senyar i es van documentar les funcions que es necessita-
ven per elaborar els experiments.

En segon lloc, es van dissenyar els tests que es van fer
servir per validar el desenvolupament de les funcions pro-
posades. Després d’aixo es van dissenyar i es van imple-
mentar les funcions per resoldre el problema.

Es van executar els tests dissenyats i es van recollir els
resultats. Si el test no era correcte, es van tornar a dissenyar
i implementar les funcions. Finalment, es van interpretar
els resultats obtinguts segons els objectius proposats.

3. DESENVOLUPAMENT DEL PROJECTE

Inicialment, es va fer un treball de cerca d’informacié per
poder estudiar les propietats basiques dels codis lineals i
no lineals, i també conéixer el llenguatge de programacié
MAGMA i la llibreria amb la que es treballaria. Les prime-
res tasques van ser: consultar llibres sobre teoria de codis
[13], assistir a classes de master de la doctora Merce Villa-
nueva, consultar tesis i treballs anteriors relacionats amb el
tema [8], [25], mirar tutorials i documentacié de MAGMA
[5], [26], [27], i finalment, consultar la documentaci6 sobre
la llibreria per a codis no lineals binaris del DEIC [19].

3.1. Codis binaris 1-perfectes

Per comengar amb el primer objectiu del treball, es va
realitzar un estudi sobre codis binaris 1-perfectes per de-
terminar quins d’ells eren sistematics amb I’objectiu de tro-
bar quina és la relaci6 entre la dimensi6 del kernel i el fet de
ser o no un codi sistematic 1-perfecte.

Per comencar amb aquesta tasca, es va revisar la docu-
mentaci6 de la base de dades de codis perfectes de
MAGMA (amb codis de longitud 15 i els seus estesos de
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longitud 16) per saber com accedir i treballar amb els dife-
rents codis [19]. Després, es va crear una funcié anome-
nada: BinaryPerfectCodes15DB () per escriure en di-
ferents fitxers (un per a cada rank diferent) els segiients
parametres de cada codi binari perfecte de longitud 15 de
la base de dades: el rank, la dimensi6 del kernel, el namero
(parametre que serveix per indexar els codis dins de la base
de dades), si és sistematic, i en el cas de ser-ho, el seu con-
junt d’informaci6. En [20] es construeixen per primera ve-
gada codis 1-perfectes que no sén sistematics.

Es coneix que hi ha 5983 codis binaris 1-perfectes no
equivalents de longitud 15. La distribucié d’aquests codis,
segons el rank i la dimensi6 del kernel ve documentada en
la Taula 1 [15], [19]:

TAULA1
CobDIs BINARIS 1-PERFECTES DE LONGITUD 15

Dimension of the kernel
Rank 1 2 3 | 5 6 T1 81911011 [ Total
11 1 1

12 121313 18

13 224 1262 | 176 | 28 [ 13 703
14 163 [ 1287 | 2334 | 941 | 1290 8 | 1 1863
15 19| 14 8 338 | 19 398
29383

Amb la informaci6 extreta dels fitxers generats amb la
funcié BinaryPerfectCodesl15DB (), sha construit la
Taula 2, en la que s’indica el niumero de codis no siste-
matics en funci6 del rank i la dimensi6 del kernel.

TAULA 2
CobDIs BINARIS 1-PERFECTES DE LONGITUD 15 NO SISTEMATICS

Dimension of the Kemnel

Rank 1 2 Total

14 1 1

15 10 2 12

Després d’aixo es va fer el mateix amb els codis binaris
1-perfectes estesos de longitud 16 de la base de dades, Bi-
naryPerfectCodesl6DB ().

També es coneix que existeixen 2165 codis binaris 1-per-
fectes estesos no equivalents de longitud 16. La distribuci6é
d’aquests codis, segons el rank i la dimensié del seu kernel
ve documentada en la Taula 3 [15], [19]:

TAULA 3
CobDIs BINARIS 1-PERFECTES ESTESOS DE LONGITUD 16

Dimension of the kernel
Rank || 1 3 1 5 6 7T |8]9]10]11
11 1 1
12 8
13 82 80 [ 67|11
14 102 | 449 | 786 | 326 | 53 i

15 18] 14 8 123 | 12 175

L B | LS
t

Amb la informaci6é extreta dels fitxers generats per la
funcié BinaryPerfectCodes16DB (), s’ha construit la
Taula 4 com a resum, amb informacié sobre el nombre de
codis que no sén sistematics, indexada pel rank ila dimen-
si6 del kernel.

TAULA 4

CobIs BINARIS 1-PERFECTES ESTESOS DE LONGITUD 16 NO SIs-

TEMATICS

Dimension of the Kemnel

Rank 1 2 Total

14 1 1

15 9 2 11

Com es pot observar, hi ha un codi menys que als de
longitud 15, aixo vol dir que hi ha dos codis no sistematics
de longitud 15 que, al fer el seu estés déna el mateix codi
de longitud 16. Per detectar aquests dos codis, el que s’ha
fet ha estat fer el codi estés de cadascun dels 13 codis de
longitud 15 i utilitzar la funcié BCDClassifica-
tion (DB16,D) ; per trobar a quin codi de longitud 16 co-
rrespon.

3.2 Codis binaris optims coneguts

La segona part d’aquest treball va consistir en construir
codis binaris Optims coneguts [3]. El que es va fer en primer
lloc va ser crear un fitxer que generava un codi amb una
distancia minima d. Si la distancia era senar es va generar
també el seu extended code i, si era parell, es va generar
també el seu punctured code.

Per generar ['extended code, s’ha utilitzat la funcié Bi-
naryExtendedCode (C), que funciona de la segiient ma-
nera: passant-li un codi binari C genera un nou codi binari
C’ a partir d’afegir una coordenada extra a cada paraula
codi de C de tal manera que la suma de les coordenades
fos zero.

Per generar el punctured code, s’ha creat una nova funcié
anomenada BinaryMaxPuncturedCode (C), que donat
un codi binari C de longitud n, construeix un nou codi bi-
nari C"” a partir de cridar a la funci6 BinaryPuncture-
Code (C, i) n vegades, retornant només el millor codi que
es construeix, és a dir, el que té la distancia minima major.
La funcié BinaryPunctureCode (C, 1), s’ha encarregat
d’anar eliminant una certa columna i (1 <i < n) de cada
paraula codi de C.

Es va comencar construint codis de distancia minima 3
i4: primer amb els codis de repetici6, seguint amb els codis
lineals de MAGMA, els codis de Hamming, i per acabar
amb els codis no lineals com per exemple: Julin code, ge-
nerat a partir del conjunt de paraules codi (mida 72 i 144)
[10]; el Best code, generat a partir de quatre vectors gene-
radors als quals se’ls van fent rotacions i afegint al conjunt
de paraules codi del Best code [1]; el Romanov code [21]; o
el Hamalainen code [9]. Es va continuar amb els codis de
distancia minima 5 i 6 no lineals com sén: Nadler code, que
es construeix a partir del conjunt sencer de paraules codi
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[14]; o el Plotkin code, que es construeix també a partir del
conjunt de totes les paraules codi [13], [18]. I finalment,
amb els codis de distancia minima 9 i 10 no lineals: Kaik-
konen code [11]; els Ostergard codes [16]; i per acabar, el
Elssel-Zimmermann code [6].

A partir d’aquestes construccions es van calcular les se-
glients propietats dels diferents codis: si eren sistematics
(en cas afirmatiu, també el seu conjunt d’"informacié), lon-
gitud, el cardinal del codi, distancia minima, radi de reco-
briment, cardinal del kernel, distancia minima del kernel,
radi de recobriment del kernel, cardinal de I'span, distancia
minima de I'span i radi de recobriment de I'span.

Per dur a terme aquesta tasca, es va crear un fitxer en
MAGMA amb un nom del tipus: BBCnxdxMx_gen.m, on
n correspon a la longitud del codi, d a la distancia minima
iM alamida del codi; per a que al generar els codis optims,
o millors, coneguts també s’anessin calculant els parame-
tres anomenats anteriorment mitjangant la crida a diferents
funcions del paquet Binary Codes [19]. Aquest fitxer acabat
en _gen, genera dos fitxers de resultats: un amb el codi
optim que es vol contruir i el segon fitxer amb el seu exten-
ded code o punctured code (segons si la distancia minima és
senar o parell).

També es va calcular si d"aquest conjunt de codis, els no
lineals tenien kernel maxim o no, és a dir, si la dimensié del
kernel era el més gran possible. Aixo es calcula de la se-
glient manera: si el nombre d’elements del codi és una po-
tencia de dos, el nombre de cosets ha de ser 4; si la mida del
codi no és una potencia de dos, el nombre de cosets ha de
ser senar. El nombre de cosets es calcula a partir de fer la
divisi6 entre el nombre de paraules codi del codi i el nom-
bre de paraules codi del kernel.

3.3 Construccié de nous codis binaris 6ptims

Finalment, l'altima part del treball va consistir en, fent
servir els codis Optims ja construits i les construccions clas-
siques conegudes: direct sum code, extended code, punctured
code, i shortened code; construir nous codis (amb intenci6 de
que fossin nous codis optims o millors), estudiar les seves
propietats metriques i analitzar si I’optimalitat dels codis
es conserva si apliquem les construccions classiques.

Per fer les construccions de nous codis el criteri que es
va triar va ser el segtient: en primer lloc aplicar directsum a
una parella de codis optims (dels construits anteriorment)
i sobre el codi resultant generar tres codis, el extended, el
shortened i el punctured code.

Per aconseguir-ho, s’ha dissenyat una funcié anome-
nada BinaryCodeDirectSumConstruction() que, a
partir del conjunt de codis optims o millors coneguts,
aplica el criteri de construccié anomenat anteriorment so-
bre cada parella de codis possibles, és a dir, cada codi amb
tots els demés codis del conjunt (incloent ell mateix).

A l'hora d’aplicar el shortened code s’hauria d’haver creat
una funcié que triés d’entre els n codis el millor, per reduir
el nombre de codis per analitzar, ja que el que s’ha fet ha
estat fer aquesta construccié n vegades sobre el codi de lon-
gitud n; aixo ha fet que el fitxer resultant de dades fos molt
gran i ha dificultat la lectura i 1’analisi de les dades. Ales-
hores, el que s’ha fet de manera manual va ser, per cada

conjunt de codis generat amb la funcié BinaryShorte-
nedCode (), triar el que tenia major distancia minima.

La funcié BinaryCodeDirectSumConstruction ()
també s’ha encarregat de calcular la longitud, la distancia
minima, la mida, la dimensio6 del kernel i el rank i els resul-
tats es van escriure en un fitxer (tenim un fitxer diferent
per a cada tipus de construcci6). Aquesta informaci6 es va
recopilar en taules amb 1'objectiu d’analitzar els parame-
tres i trobar nous codis optims o millors [2], [12].

Durant la durada del projecte, es va treballar amb totes
les parelles de codis 0ptims coneguts de la base de dades
del departament, fetes a partir dels 13 primers codis com-
binats amb tots els demés (46 codis en total). Les dades es
van passar a quatre taules resum que contenien aproxima-
dament uns 2.000 codis (molts d’ells equivalents), aixi que
per analitzar les dades resultants primer es va fer una criba
amb l'intencié de triar el millor codi de cada combinacié
possible (n,d), és a dir, el que tingués major nombre de pa-
raules (M). Després d’aquesta criba, van quedar 130 codis
a analitzar.

Finalment, es va comparar cadascun dels codis amb les
taules de codis optims o millors [2], [12] per veure si alguns
d’ells eren Optims.

Per realitzar aquesta comparaci6é (veure si la M dels
nous codis construits era major que la dels millors codis
coneguts) es van haver de tenir en compte diferents aspec-
tes. En primer lloc, es van utilitzar les taules de Litsyn [12],
ja que son les que estan més actualitzades i donen fites in-
feriors de M per a tots els casos. En segon lloc, aquestes
taules venen indexades per n, d i donen com a parametres
q i N. A partir d’aquests parametres s’ha calculat la M de
cada codi utilitzant la férmula:

M=N- 29 (6)

En aquestes taules només apareixen els codis amb d des
de 3 fins a 29 senars, ja que es pot calcular la M per als codis
amb d parell utilitzant I'equivaléncia:

M(n,d) =M@n—1,d - 1). @)

M(n,d) representa el cardinal del codi que té una longitud
n i com a distancia minima d. Per tant, si es calcula la M
per a un codi de la taula amb d senar, directament se sap
que el codiamb d + 1in + 1 tindra la mateixa fita inferior
per a M. Per dltim, en aquestes taules es pot trobar la fita
inferior de M per als codis que tenen una n <= 512. Hi ha
alguns dels valors de n en aquest rang que no apareixen a
la taula (amb d senar), per tant s’ha de calcular. En primer
lloc s’han de mirar els parametres k i N del segiient valor
de n més proper (sempre ha de ser major) a la n que es vol
trobar (denotada en la férmula com a n’). Aleshores se sap
que:

M(n',d") = N - 2(k=(n=n) )

4 ANALISI DE RESULTATS

Com a primer resultat de la primera part del treball, s’ha
trobat que hi ha tretze codis 1-perfectes no sistematics de
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longitud 15 mentre que de longitud 16, és a dir, dels seus
estesos, n'hi ha dotze. Com s’ha comentat en I’apartat an-
terior, es va fer una classificacié per veure quins codis de
longitud 15 compartien codi estés. En la Taula 5 es poden
veure els codis perfectes no sistematics de longitud 15i en
I’altra els de longitud 16. Estan marcats en negreta els dos
codis de longitud 15 que donen com a resultat el mateix
codi estés, també marcat en negreta a la taula dels codis de
longitud 16.

TAULA 5
Cobis BINARIS 1-PERFECTES NO SISTEMATICS

Nonsystematic perfect codes [Rank, KerDim, num]

[14,2,163], [15,1,1], [15,1,6], [15,1,7], [15,1,11], [15,1,12], [15,1,13], [15,1,15], [15,1,16],
[16.1,17], [15,1,18], [15.2,9], [15,2,10]

Nonsystematic extended perfect codes [Rank, KerDim, num]

[14,2,102], [15,1,1], [15,1,6], [15,1,10], [15,1,11], [15,1,12], [15,1,14], [15,1,15], [15,1,16],
[15,1,17], [15,2,9], [15,2,10]

A partir de I'estudi dels codis 1-perfectes de longitud 15
i 16, s’ha obtingut com a conclusi6 que tots els codis amb
kernel “gran”, és a dir, codis amb una part lineal més gran,
son sistematics.

Els resultats de la segona part del treball, és a dir, les
dades obtingudes dels codis optims o millors coneguts de
la base de dades del DEIC i els construits coneguts, es po-
den veure en la taula resum de I’Apendix A.

Com ja se sap, tots els codis lineals s6n sistematics (si-
guin optims o no), perod aixd no és aixi en el cas dels codis
no lineals. Si tenim un codi lineal sistematic, és facil trobar
un codi equivalent que, en conseqiiencia, també sera siste-
matic. En el cas de tenir un codi no lineal no sistematic, es
podria trobar un codi no equivalent peroé amb els mateixos
parametres que si fos sistematic. Encara que aquesta no és
una tasca senzilla. En la taula de I’Apéndix A, estan mar-
cats en negreta els codis no lineals optims que sén siste-
matics.

Com a primera conclusi6é d’aquesta part es pot dir que
els codis no lineals optims no sén sempre sistematics. S'ha
trobat que el codi de Nadler (i el seu estes) i el d’Ostergard
(i el seu estes) son codis no lineals Optims sistematics.

En segon lloc, dels codis no lineals construits, n’hi ha
amb diferents dimensions de kernel, per tant no podem dir
que I'optimalitat dels codis no lineals depéen de la mida del
seu nucli. Al calcular si els codis no lineals optims coneguts
tenen el kernel maxim, s’ha trobat que del conjunt de codis
construits, només el codi de Romanov té kernel maxim.

Finalment, els resultats de la tercera part sén els se-
gients. A partir de la construccié de nous codis optims o
millors s’han obtingut quatre fitxers de MAGMA. Aquesta
informacié s’ha passat a taules excel per reduir-ne el vo-
lum. Finalment, s’han analitzat per parelles (n, d) i s’han
triat els millors codis, 130 codis. Amb aquesta informacié
s’ha construit una taula, que es pot veure a I’Apendix B,
amb els parametres dels nous codis i quins sén els passos
per construir-los.

Com s’ha explicat en l'apartat anterior, aquests codis
s’han comparat amb els codis Optims coneguts per trobar
si algun dels nous construits era optim o dels millors codis.
Després de fer tota la comparacié de dades no s’ha trobat
cap codi millor que els que ja es coneixen.

5. CONCLUSIONS

Aquest treball s’ha dividit en tres parts. El primer objectiu
ha estat trobar la relaci6 entre la dimensi6 del kernel i el fet
de que un codi binari no lineal perfecte (en el cas d’aquest
treball, s’ha treballat amb codis 1-perfectes de longitud 15
i 16) fos o no sistematic. Com ja se sap, els codis lineals
sempre sOn sistematics, pero aixo no és aixi en el cas dels
codis no lineals. A partir de la realitzacié d’aquest treball
s’ha pogut veure que en els codis no lineals 1-perfectes de
longitud 15 i els seus estesos com més gran és la part lineal
del codj, és a dir, la dimensi6 del kernel és més gran, més
possibilitats hi ha de que aquest codi sigui sistematic. Un
altre aspecte que s’ha vist és que, com que hi ha menys co-
dis en el conjunt dels estesos (longitud 16), si fem 1’estés
d’alguns dels codis binaris no lineals 1-perfectes de longi-
tud 15 ens trobem que hi ha solapaments dels seus estesos.
Aix0 s’ha pogut demostrar al fer un analisi dels codis de
longitud 15 que no eren sistematics utilitzant la funcié
BCDClassification() per classificar els seus estesos.

En aquest treball s’han estudiat els codis de longitud 15
116 ja que es tenien tots a la base de dades del DEIC. Una
possible extensié d’aquest treball per dur-la a terme en un
futur podria ser estudiar els codis 1-perfectes de longitud
31132, que s’obtenen a partir de construccions amb codis
de longitud 15 i 16. Un objectiu seria trobar si a partir de
construccions amb codis: no sistematic + no sistematic, es
crea un codi també no sistematic, és a dir, si es conserva la
propietat de no ser sistematic.

El segon objectiu d’aquest treball ha estat estudiar la
mida del kernel per alguns codis binaris optims, i alguns
dels millors codis coneguts. En relacié a aquest aspecte, el
primer que s’ha aconseguit amb aquest treball és afegir al-
guns codis binaris 0ptims a la base de dades del DEIC. En
segon lloc, no s’ha pogut confirmar la hipotesi de que I"op-
timalitat d"un codi no lineal depéen de la mida del seu ker-
nel, ja que hi havia codis amb kernels de mides molt dife-
rents. Per tant, com a segona conclusi6 es va veure que cap
dels codis no lineals d’aquest conjunt, excepte el codi de
Romanov, tenia kernel maxim. Sobre els codis d’aquesta
base de dades també es va calcular si eren sistematics o no.
Tampoc es va poder extreure una conclusi6 sobre el fet de
ser sistematic i la dimensi6 del kernel, ja que els tinics codis
que so6n sistematics son: el codi de Nadler (i el seu estes) i
el d’Ostergard (i el seu estes).

L’objectiu final d’aquest treball ha estat construir nous
codis binaris optims a partir dels millors codis coneguts
construits en la segona part del treball i les construccions
classiques: directsum, extended, shortened i punctured code.
Després de la recerca, no s’ha trobat cap codi optim. Per
manca de temps no s’han construit tots els codis que s’ha-
vien pensat construir, per tant en un futur treball es podria
acabar d’aplicar aquest criteri de construccié (en primer
lloc aplicar directsum a una parella de codis optims, cons-
truits anteriorment, i sobre el codi resultant generar tres
codis, el extended, el shortened i el punctured code) amb els
codis restants. Una altra possible extensié d’aquesta part
del treball podria ser canviar el criteri de construccio.

Com a principal conclusié d’aquesta tltima part s’ha ex-
tret que I'optimalitat dels codis no es conserva al aplicar les
construccions classiques.
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APENDIXS

Al. APENDIX A

. APENDIXA
CobIs BINARIS OPTIMS: RESUM DE PARAMETRES

Code g M d p(@ ™m d pk| ™ d p(s)
ndd3mM2 Repetition code 4 2 4 2 2 4 2 2 4 2
n5d4M2 ?eiﬁ’;;ig:g)wde 5 2 5 2 2 5 2 2 5 2
n5d3mM4 Linear code 5 4 3 2 4 3 2 4 3 2
16d4M4 Linear code (extended) 5] 4 4 3 4 4 3 4 4 3
16d3M8 Linear code 6 8 3 2 8 3 2 8 3 2
17d4M8 Linear code (extended) 7 8 4 3 8 4 3 8 4 3
17d3M16 Hamming code 7 16 3 1 16 3 1 16 3 1
nBd4M 16 Hamming code 8 16 4 2 16 4 2 16 4 2
(extended)
n8d3mM20 NonLinear code 8 20 3 2 1 8 8 256 1 0
n9d4NM20 [:]“L’I':"‘c't'ller:g)c”de 9 20 4 3 1 9 9 512 1 0
n8dsM4 Linear code 8 4 5 3 4 5 3 4 5 3
n9deM4 Linear code (extended) 9 4 6 4 4 B 4 4 6 4
n9d3mM40 Best code (punctured) 9 40 3 2 1 9 9 512 1 0
n10d4M40 Best code 10 40 4 3 1 10 10 512 2 1
n10d3M72 Julin code (72) 10 72 3 2 1 10 10 1024 1 0
n11d4M72 (nglfg:;)(m 11 72 4 3 1 11 11 1024 z 1
n11d3M144 Julin code (144) 11 144 3 2 2 11 5 2048 1 0
n12d4M 144 (J;}Li{e'ﬁggg)”“) 12 | 144 4 3 2 12 6 2048 ) 1
n11dsM24 Plotkin code (punctured) | 11 24 5 3 2 11 5 2048 1 0
n12d6M24 Plotkin code 12 24 6 4 2 12 6 2048 2 1
n12d3M256 Linear code 12 | 256 3 2 256 3 2 256 3 2
n13d4M256 Linear code (extended) 13 256 4 & 256 4 3 256 4 3
n12d5M32 Nadler code 12 2 5 4 4 8 6 256 3 2
n13d6M32 Nadler code (extended) | 13 32 6 5 4 8 7 256 4 3
n13d3M512 Linear code 13 | 512 3 z 512 3 2 512 3 2
n14d4mM512 Linear code (extended) 14 | 512 4 3 512 4 3 512 4 3
n14d3M1024 Linear code 14 | 1024 3 2 1024 3 2 1024 3 2
n15d4M 1024 Linear code (extended) 15 | 1024 4 3 1024 4 3 1024 4 3
n1543M2048 Hamming code 15 | 2048 3 1 2048 3 1 2048 3 1
n16d4M2048 :'éi’:;m;%)““de 16 | 2048 4 2 2048 4 2 2048 4 2
n16d3M2720 Romanov code 16 | 2720 3 2 32 3 5 65536 1 0
n17d4M2720 g‘}’(gi‘;g‘é;”de 17 | 2720 4 6 2 4 6 | 65536 2 1
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n17d3M5248 Hamalainen code 17 | 5248 3 32 3 7 131072
Hamalainen code

n18d4M5248 extonded) 18 | 5248 4 32 4 8 131072

n18d3M10496  Hamalainen code 18 | 10496 3 64 3 2 262144

n19damioage  Emalainen code 19 | 10496 4 64 4 7 262144
(extended)

n20d9M42 Kaikkonen code 20 42 9 1 20 20 | 1048576

n21d10M42 Kaikionen code 21 42 10 1 21 21 | 1048576
(extended)

n21d9M64 Ostergard code 21 64 9 8 11 10 512
Ostergard code

n22d10M84 oxtordod) 22 64 10 8 12 1 512

n22d9ma0 Ostergard code 22 80 9 8 11 11 2048
Ostergard code

n23d10M80 (extonded) 23 80 10 8 12 12 2048

n25d9M 384 E[‘]%S:"Z'mme"“a"" 25 | 384 g 84 11 10 2048

n26d1oM3gq  CIssekZimmemann 2 | 381 10 64 12 11 2043

code (extended)
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A2. APENDIX B

Best code
<length,d,M,dimKernel>

<12, 3, 40, 2>
<12, 4, 20, 1>
<12, 5, 4, 4>
<12, 6, 4, 4>
<13, 3, 80, 4>
<13, 4, 40, 2>
<13, 5,8, 8>
<13,6, 4, 4>
<14, 3, 160, 8>
<14, 4, 80, 2>
<14, 5,24, 2>
<14, 6, 8, 8>
<15, 3,320, 8>
<15, 4, 160, 8>
<15, 5, 32, 4>
<15,6, 24, 2>
<16, 3, 640, 16>
<16, 4, 320, 8>
<16, 5, 48, 4>
<16, 6, 32, 4>
<17, 3, 1152, 16>
<17, 4, 640, 16>
<17, 5, 64, 8>
<23, 4, 21760, 256>
<23, 6,128, 16>

<24, 3, 83968, 512>
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APENDIX B
CONSTRUCCIO DE CODIS BINARIS: RESUM DE PARAMETRES

Construction

DirectSum + Punctured
(BBCN9d4M?20, BECn4d3Mm2)

DirectSum + Shorten
(BBCn9d4M20, BBCn4d3M2)
DirectSum + Shorten
(BBCn8d5M4, BBCn5d4M2)
DirectSum + Shorten
(BBCn9d6M4, BBCn4d3M?2)
DirectSum (BBCn8d3M?20,
BBCn5d3m4)

DirectSum (BBCn9d4Mm20,
BBCn4d3m2)

DirectSum (BBCn8&d5M4,
BBCn5d4m2)
DirectSum + Shorten
(BBCn9d6M4, BBCn5d4M2)

DirectSum (BBCn8d3M20,
BBcn6d3M8)

DirectSum (BBCn10d4M40,
BBCn4d3m2)
DirectSum + Shorten
(BBCn11d5M24, BBCn4d3M2)
DirectSum + Extended
(BBCn8d5M4, BBCn5d4M2)
DirectSum (BBCn9d3M40,
BBcnbd3M8)
DirectSum + Extended
(BBCn8d3M20, BBcned3MS)
DirectSum + Shorten
(BBCn12d5M32, BBCn4d3M?2)
DirectSum + Shorten
(BBCn12d6M24, BBCn4d3M?2)
DirectSum (BBCn9d3M40,
BBcn7d3M16)
DirectSum + Extended
(BBCn9d3M40, BBcned3MS)
DirectSum (BBCn11d5M24,
BBCn5d4Mm2)
DirectSum + Shorten
(BBCn13d6M32, BECn4d3M?2)
DirectSum (BBCn11d3M144,
BBcnbd3M8)
DirectSum + Extended
(BBCN9d3M40, BBcn7d3M16)
DirectSum (BBCn12d5M32,
BBCn5d4m2)
DirectSum + Extended
(BBCn16d3M2720, BBcnbd3MS)

DirectSum + Extended
(BBCn13d6M32, BBCn9d6M4)

DirectSum (BBCn17d3M5248,
BBcn6d3M8)

Best code

<length,d,M,dimKernel>

<17, 6, 48, 4>

<18, 3, 2304, 32>

<18, 4, 1152, 16>

<18, 5, 64, 8>

<18, 6, 64, 8>

<19, 3, 2880, 2>

<19, 4, 2304, 32>

<19, 5, 96, 8>

<19, 6, 48, 4>

<20, 3, 5472, 2>

<20, 4, 2880, 2>

<20, 5, 128, 16>

<20, 6, 96, 8>

<21, 3, 10880, 128>

<21, 4, 5440, 64>

<21, 5, 128, 16>

<21, 6, 128, 16>

<22, 3, 21760, 256>

<22, 4, 10880, 128>

<22,6,128, 16>

<23, 3, 43520, 512>

<24, 4, 43520, 512>

<24, 9, 64, 8>

<24, 10, 42, 1>

<25, 3, 94464, 64>

<25, 4, 83968, 512>

Construction

DirectSum + Extended
(BBCNn11d5M24, BBCn5d4M2)

DirectSum (BBCn11d3M144,
BBcn7d3M16)
DirectSum + Extended
(BBCn11d3M144, BBcn6d3M8)
DirectSum (BBCn13d6M32,
BBCn5d4M2)
DirectSum + Extended
(BBCn12d5M32, BBCn5d4M2)

DirectSum (BBCn11d3M144,
BBCn8d3M?20)

DirectSum + Extended
(BBCn11d3M144, BBcn7d3M16)

DirectSum (BBCn11d5M24,
BBCn8d5M4)

DirectSum + Shorten
(BBCn12d6M24, BBCn8d5M4)

DirectSum + Shorten
(BBCn11d3M144, BBCn10d3M72)
DirectSum + Extended
(BBCn11d3M144, BBCn8d3M20)
DirectSum (BBCn12d5M32,
BBCn8d5M4)
DirectSum + Extended
(BBCNn11d5M24, BBCn8d5M4)
DirectSum (BBCn16d3M2720,
BBCn5d3M4)
DirectSum (BBCn17d4M2720,
BBCn4d3M?2)
DirectSum (BBCn13d6M32,
BBcn7d3M16)
DirectSum + Extended
(BBCn12d5M32, BBCn8d5M4)
DirectSum + Shorten
(BBCn16d3M2720, BBcn7d3M16)
DirectSum + Extended
(BBCn16d3M2720, BBCn5d3M4)
DirectSum (BBCn13d6M32,
BBCnodeM4)
DirectSum (BBCn16d3M2720,
BBcn7d3M16)

DirectSum + Extended
(BBCn16d3M2720, BBcn7d3M16)

DirectSum + Shorten
(BBCn21d9M64, BBCn4d3M2)
DirectSum + Shorten
(BBCn21d10M42, BBCnad3Mm?2)
DirectSum + Shorten
(BBCNn17d3M5248, BBCn8d3M20)

DirectSum + Extended
(BBCn17d3M5248, BBcned3M8)
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Best code

Best code
<length,d,M,dimKernel>

<length,d,M,dimKernel> Construction
DirectSum (BBCn20d9m42,

BBCN5d4M2) <30, 4, 1280, 8>

<25, 5,84, 7>
DirectSum + Shorten

<25, 9, 80, 8 (BBCn22d9M80, BBCn4d3M2) <30, 5, 768, 128>
DirectSum + Shorten

<25, 10, 64, 8,> (BBCn22d10M64, BBCnad3mz2) <30, 6, 256, 32>

DirectSum (BBCn18d4mM5248,
BBcn7d3M16)

DirectSum + Extended
(BBCn17d3M5248, BBcn7d3M16)

DirectSum (BBCn21d9M64,
BBCn5d4m?2)

DirectSum+ Extended

<26, 3, 167936, 1024> <30, 10, 384, 64>

<26, 4, 167936, 1024> <31, 3, 3072, 512>

<26, 5, 128, 16> <31, 4, 1600, 8>

<31, 5,768, 128>

<26, 6, 84, 2> (BBCn20d9M42, BBCn5d4M?2)
DirectSum + Shorten

<26, 9, 80, 8> (BBCn22d9M80, BBCn5d4am2) <31, 6,768, 128>
DirectSum + Shorten

<26, 10, 80, 8> (BBCN23d10M80, BBCn4d3M2) <32, 3, 6144, 1024>

DirectSum (BBCn18d4mM5248,
BBCn8d3M20)

DirectSum + Extended
(BBCn17d3M5248, BBCn8d3M20)

DirectSum (BBCn22d9M80,
BBCn5d4M?2)

DirectSum + Extended
(BBCn21d9M64, BBCn5d4M2)

DirectSum + Shorten
{BBCn23d10M80, BBCn5d4M2)

DirectSum (BBCn21d9M64,

<27, 3, 209920, 64> <32, 4, 3072, 512>

<27, 4, 209920, 64> <32, 6,768, 128>

<27, 5, 160, 16> <33, 3, 7680, 64>

<27, 6,128, 16> <33, 4, 6144, 1024>

<27, 10, 80, 8> <33, 5, 1536, 256>

<28, 3, 1024, 128> BBcn7d3M16) <33, 6,768, 128>
DirectSum (BBCn18d4M5248,

<28, 4, 209920, 64> BBCN9d4M20) <34, 3, 7680, 64>
DirectSum (BBCn20d9m42,

<28, 5, 168, 4> BBCn8d5M4) <34, 4, 7680, 64>

DirectSum + Extended
(BBCn22d9M80, BBCn5d4M?2)

DirectSum + Shorten
(BBCn25d9M384, BBCnad3m?2)

DirectSum (BBCn21d9M64,
BBCn8d3M20)

DirectSum + Extended
(BBCNn18d4M5248, BBCn9d4M20)

DirectSum (BBCn21d9M64,

<28, 6, 160, 16> <34, 5, 1536, 256>

<28, 9, 384, 64> <34, 6, 1536, 256>

<29, 3, 1280, 8> <35, 4, 7680, 64>

<29, 4, 209920, 64> <35, 6, 1536, 256>

<29, 5, 256, 32> BBCn8d5M4) <36, 4, 7680, 64>
DirectSum (BBCn20d9m42,
<29, 6, 168, 4> BBCN9d6MA) <36, 6, 1536, 256>

DirectSum + Shorten

<29, 9, 384, 64>
DirectSum + Shorten

<29, 10, 384, 64>
DirectSum (BBCn22d9M80,

<30, 3, 1600, 8> BBCNn3d3M20)
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Construction

DirectSum (BBCn21d9m64,
BBCn9d4M20)

DirectSum (BBCn25d9M384,
BBCn5d4M2)

DirectSum (BBCn21d9M64,
BBCn9deM4)

DirectSum + Shorten
(BBCn26d10M384, BBCn5d4M?2)

DirectSum (BBCn25d9M384,
BBcn6d3M8)

DirectSum (BBCn22d9M80,
BBCn9d4Mm20)

DirectSum {BBCn26d10M384,
BBCn5d4M2)

DirectSum + Extended
(BBCNn25d9M384, BBCn5d4M2)

DirectSum (BBCn25d9M384,
BBcn7d3M16)

DirectSum + Extended
(BBCn25d9M384, BBcn6d3M8)

DirectSum + Extended
(BBCn26d10M384, BBCn5d4M2)

DirectSum (BBCn25d9M384,
BBCn8d3M20)

DirectSum (BBCn25d9M384,
BBCn8d4M16)

DirectSum (BBCn25d9M384,
BBCn8d5M4)

DirectSum + Shorten
(BBCn26d10M384, BBCn8d5M4)

DirectSum (BBCn26d10M384,
BBCn8d3M20)

DirectSum (BBCn25d9M384,
BBCn9d4M20)

DirectSum {BBCn26d10M384,
BBCNn8d5M4)

DirectSum (BBCn25d9M384,
BBCn9de6M4)

DirectSum (BBCn26d10M384,
BBCn9d4M20)

DirectSum {BBCn26d10M384,
BBCn9d6M4)

DirectSum + Extended
(BBCn26d10M384, BBCn9d4M20)

DirectSum + Extended
(BBCn26d10M384, BBCn9d6M4)

DirectSum + Punctured

(BBCn25d9M384, BBCn5d4M2) <52, 3, 786432, 131072> (BBCn49d13M393216, BBCn4d3M2)

DirectSum + Shorten

(BBCn26d10M384, BBCn4d3M2) <52, 13, 393216, 65536> (BBCN49d13M393216, BBCn4d3M?2)

DirectSum + Punctured

<53, 3, 786432, 131072> (BBCn50d14M393216, BBCn4d3M?2)
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Best code
<length,d,M,dimKernel>

<53, 4, 786432, 131072>

<53, 13, 393216, 65536>

<53, 14, 393216, 65536>

<54, 3, 1572864, 262144>

<54, 4, 186432, 131072>

<54, 5, /86432, 131072>

<54, 14, 393216, 65536>

<55, 3, 3145728, 524288>

<55, 4, 1572864, 262144>

<55, 5, 786432, 131072>

<55, 6, 786432, 131072>

<56, 3, 6291456, 1048576>

Construction

DirectSum
(BBCn49d13M393216,
BBCn4d3m2)

DirectSum + Shorten
(BBCn49d13M393216,
BBCn5d4m2)

DirectSum + Shorten
(BBCn50d14M393216,
BBCn4d3m2)

DirectSum
(BBCn49d13M393216,
BBCn5d3m4)

DirectSum
(BBCn50d14M393216,
BBCn4d3m2)

DirectSum
(BBCn49d13M393216,
BBCn5d4m2)

DirectSum + Shorten
(BBCn50d14M393216,
BBCn5d4m2)

DirectSum
(BBCn49d13M393216,
BBcn6d3M8)

DirectSum
(BBCn49d13M393216,
BBcn6d4m4)

DirectSum
(BBCn50d14M393216,
BBCn5d4M2)

DirectSum + Extended
(BBCn49d13M393216,
BBCn5d4M2)
DirectSum
(BBCn49d13M393216,
BBcn7d3M16)

Best code
<length,d,M,dimKernel>

<56, 6, 786432, 131072>

<57, 3,7864320, 65536>

<57, 4, 6291456, 1048576>

<57, 5, 1572864, 262144>

<57,6,786432, 131072>

<58, 3, 7864320, 65536>

<58, 4, 7864320, 65536>

<58, 5, 1572864, 262144>

<58, 6, 1572864, 262144>

<58, 4, 7864320, 65536>

<59, 6, 1572864, 262144>

<60, 4, 7864320, 65536>
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Construction

DirectSum + Extended
(BBCn50d14M393216,
BBCn5d4mM2)

DirectSum
(BBCn49d13M393216,
BBCn8d3M20)

DirectSum
(BBCn49d13M393216,
BBCn8d4M16)

DirectSum
(BBCn49d13M393216,
BBCn8d5M4)

DirectSum + Shorten
(BBCn50d14M393216,
BBCn8d5M4)

DirectSum
(BBCn50d14M393216,
BBCn8d3M20)

DirectSum
(BBCn49d13M393216,
BBCn9d4M20)

DirectSum + Punctured
(BBCn50d14M393216,
BBCnSd6M4)

DirectSum + Extended
(BBCn49d13M393216,
BBCn8d5M4)

DirectSum + Extended
(BBCn50d14M393216,
BBCn8d3M20)

DirectSum + Extended
(BBCn50d14M393216,
BBCn8d5M4)
DirectSum + Extended
(BBCn50d14M393216,
BBCn9d4M20)



