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INTRODUCCIÓ 
 

 

 La ciència progressa gràcies als problemes i dificultats que no es poden resoldre amb 

mètodes coneguts en un moment determinat. Aquestes "pedres" en el camí de la ciència són 

l'impuls que la fa avançar, que origina nous descobriments. 

El càlcul diferencial va néixer degut a la necessitat de resoldre problemes de tangents i de 

màxims i mínims. Però no podem parlar de càlcul diferencial fins al segle XVII, mentre que els 

orígens del càlcul integral es remunten a la Grècia antiga. Això no vol dir que no s'haguessin 

plantejat aquest tipus de problemes abans. 

Els grecs ja traçaven tangents a cercles i seccions còniques. Apol·loni, a les seves 

Seccions còniques, troba les normals de còniques calculant els segments màxims/mínims 

dibuixats des d’un punt a la corba. 

Però s’introdueixen elements nous, com el moviment. Ara les corbes seran tractades com 

a trajectòries, mentre que per als grecs representaven llocs geomètrics. 

També s’intenta superar l’”horror a l’infinit” dels grecs. La concepció clàssica de la 

constitució de la matèria i la qüestió del continu van generar diverses opinions. Uns, com 

Cavalieri, mantenien que la descomposició de la matèria era limitada, arribant a unes partícules 

“indivisibles” o àtoms, de naturalesa diferent a l’original. Els altres, com Fermat, Pascal o 

Wallis, defensaven la idea de matèria infinitament divisible en “infinitesimals”, que conservaven 

les propietats bàsiques de la matèria inicial. Els “indivisibles” de Roberval es poden considerar 

com la transició d’un grup a l’altre. 

Malgrat la falta de rigor, l’ús (i abús) intuïtiu de l’infinit va representar un progrés 

sorprenent. 

Gilles Personne de Roberval considera la corba com a composició de dos moviments. La 

resultant dels vectors velocitat és la tangent. Aquesta idea la compartia Evangelista Torricelli. 

Però ambdós mètodes presentaven limitacions. 

René Descartes, en la segona part de La Géométrie, dóna un mètode per traçar les 

tangents però restringit a les corbes algèbriques i a vegades treballant amb un àlgebra prohibida 

en la seva època. 

Cap d’aquests mètodes no té aplicació general ni conté diferenciació. No és fins a Pierre 

Fermat que podem parlar de la primera aparició de la diferenciació. Johannes Kepler havia 

observat que l’increment d’una funció s’esvaeix a l’entorn d’un extrem ordinari. Fermat tradueix 
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aquest fet en un procés per determinar màxims i mínims. El mètode de Fermat, encara que 

incomplet, equival a: 
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 Isaac Barrow també va anticipar el càlcul diferencial. Amb ell apareix el triangle 

diferencial. El seu mètode es torna rigorós si féssim servir teoria de límits. 

 Els veritables creadors del càlcul són Isaac Newton i Gottfried W. Leibniz que, per vies 

independents i diferents, arribaren a les mateixes conclusions. Newton i, de manera més 

important, Leibniz, van crear un simbolisme general amb un conjunt sistemàtic de regles 

analítiques formals. 

 Encara falta fonamentar de manera rigorosa i consistent la nova matèria, però haurem 

d’esperar fins que ho facin Cauchy i els seus successors del segle XIX.  

Donada la poca claredat dels fonaments de la matèria que acabava de néixer, el càlcul va 

rebre diversos atacs, distribuïts en tres debats. El primer és la crítica de Nieuwentijdt a Leibniz 

(1695-96). El segon es situa a l'Académie des Sciences de París, on els "moderns" (com 

Varignon i Saurin) s'enfronten als "antics" (com Rolle i l'Abbé Galois). I el tercer és el de The 

Analyst contra el càlcul de Newton (1734-35). 

 

Entre 1691 i 1692 el marquès de L'Hôpital, atret pel nou càlcul, rep lliçons del brillant 

físic i matemàtic suís, Johann Bernoulli. El 1696 el marquès publicarà el primer llibre de text del 

càlcul diferencial, l'Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes. Dins la 

foscor en què es troba el càlcul, l'Analyse és un intent de "normalitzar-lo", en termes khunians, 

donant-ne una visió segura i completa i ajudant a la seva popularització. 

La publicació de l'Analyse va ser motiu de controvèrsia. Johann, especialment després de 

la mort de L'Hôpital, va reclamar l'autoria d'aquest text. Quan el 1922 es van publicar les lliçons 

de Bernoulli a L'Hôpital (les Lectiones de calculo differentialium) i el 1955 la correspondència 

del suís, va quedar resolt el problema de l'autoria de les quatre primeres seccions de l'Analyse, a 

favor de Bernoulli.  

 

El Dr. Josep Pla em va proposar analitzar i comparar els dos textos, l'Analyse de 

L'Hôpital i les Lectiones de Johann Bernoulli, buscant les semblances i diferències entre els dos, 
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estudiant els avantatges i desavantatges de cadascun d'ells, ensumant possibles influències 

d'altres autors. 

 El meu treball està dividit en set seccions. En la primera exposo la biografia de L’Hôpital 

i comento la controvèrsia entre el marquès i el seu mestre Bernoulli. 

 En la segona part remarco la importància de l’Analyse com a (primer) llibre de text sobre 

càlcul diferencial. 

 La tercera part està dedicada a la història de les corbes que estudien ambdós autors, 1

 

 

ordenades segons el text de Bernoulli: 

 1.- Cicloide (problema VI) 

 2.- Concoide (problema VII) 

 3.- Cissoide (problema VIII) 

 4.- Quadratriu (problema IX) 

5.- Espiral d’Arquimedes (problema XI) 

 

 A continuació (quarta part) exposo diferents mètodes per trobar la tangent a les corbes 

estudiades en la secció anterior. Només considero mètodes anteriors a Newton i a Leibniz, doncs 

amb aquests dos grans matemàtics ja neix el càlcul i el problema de la tangent es transforma en 

un algorisme. Analitzaré com tracten aquest problema Torricelli, Roberval, Fermat, Descartes i 

Barrow. 

 La comparació pròpiament dita, capítol a capítol, la duc a terme en les tres darreres 

seccions.2 La primera columna mostra el mètode emprat per Bernoulli, la segona l’utilitzat per 

L’Hôpital. Un cop vist com exposen ambdós autors les definicions i axiomes pertinents, primer 

analitzo el problema de la tangent a les corbes esmentades més amunt (cinquena part).  

 La sisena part està dedicada a la comparació del capítol sobre càlcul d’extrems. Estudio 

dos dels exemples comuns a tots dos: el de la refracció i el de la posició més baixa que assoleix 

un pes en un sistema de dues politges. 

                                                           
1 Com que l’estudi que fan L’Hôpital i Johann Bernoulli de la paràbola, l’el·lipse i la hipèrbola és 

pràcticament idèntic no esmento aquestes corbes en aquesta breu història. 
2 Al final del meu treball adjunto una llista amb la notació que utilitzo i la correspondència amb l’emprada 

per L’Hôpital i Bernoulli. 
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I, finalment, la darrera secció tracta el problema dels punts d’inflexió i de retrocés.3 En 

particular, aquí comparo com tracten aquest problema en el cas de la concoide, fent servir 

diferents camins. 

 

                                                           
3 L’Hôpital parla en general de diferencials d’ordre superior, Bernoulli no. 
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1. BIOGRAFIA DE L'HÔPITAL 
 

 

 Al llarg de la història de les matemàtiques trobem teoremes i regles amb noms d'autors que, 

en la major part dels casos, no n’han estat els descobridors. Normalment aquests resultats porten el 

nom d'aquells que n’han facilitat la seva comprensió, la seva publicació, l’intent de demostració. 

 Per exemple, ens és familiar el "teorema de Pitàgores" però els babilonis (i, fins i tot, abans) 

ja coneixien aquest resultat. El "triangle de Pascal" ja era conegut per Yang Hui al segle XIII i es 

retroba en els treballs de Stifel, Tartaglia, Stevin i Herigone. 

 Generalment associem L'Hôpital amb la regla que resol les indeterminacions del tipus 0/0. 

 Però el que s'amaga darrera la "regla de L'Hôpital" és una sèrie de pactes, intercanvis 

epistolars i controvèrsies a l’ estil matemàtic més pur del segle XVII. 

 

 Guillaume François Antoine de L'Hôpital,1

 Aviat mostrà interès per la geometria. Als quinze anys ja va resoldre uns problemes ben 

difícils sobre la cicloide proposats per Pascal. 

 Marquès de Sainte-Mesme, Comte d'Entremont, 

Senyor d'Ouques,... va néixer a París el 1661. 

 Com corresponia al fill d'una família noble va servir a l'exèrcit. De fet, assolí el rang de 

capità de cavalleria. Va haver de deixar la seva carrera militar a causa de la seva miopia. Podria ser 

que hagués fet servir aquesta excusa per dedicar-se a l'estudi de les matemàtiques. 

 De seguida el va atreure el nou càlcul de Leibniz, encara que no es veié amb cor d'estudiar-

lo tot sol. Així que, quan Johann Bernoulli, el brillant i jove físic i matemàtic suís, visita París el 

1691, el marquès el convida primer a casa seva i després a la seva propietat d'Ouques. Durant 

alguns mesos, entre el 1691 i el 1692, Bernoulli ensenyarà la nova matèria al marquès. 

 Quan Bernoulli deixa París les lliçons continuen per correu. 

 A partir d'aquest moment L'Hôpital entra a formar part de l'élite matemàtica i esdevé un 

gran exponent del càlcul a França, no només pels seus treballs científics, sinó també pels contactes 

que manté amb Leibniz, Bernoulli i Huygens. Serà membre de l'Académie des Sciences des de 

1690 fins a la seva mort. 

 Donada la manca de tractats elementals, L'Hôpital expressa a Bernoulli en una carta (1695) 

la intenció de publicar un text sobre seccions còniques per més tard afegir-li un petit tractat sobre 

càlcul diferencial. Vol que sigui la introducció de De scientia infiniti, tractat sobre el càlcul integral 

                     
 1 Es pot trobar el seu nom escrit L'Hospital. La família també l'escrivia Lhospital i, més tard, L'Hôpital. 
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que Leibniz pensava escriure. 

 El seu Traité des sections coniques no es publicarà fins al 1707, tres anys després de la mort 

de l’autor. 

 En canvi, l’any 1696 es publica el seu tractat sobre càlcul diferencial, l’Analyse des 

infiniment petits pour l’intelligence des lignes courbes.  

 L'Hôpital reconeix com a propis els fonaments, tot i que Johann també els reivindica. 

També de forma explícita els podem trobar en Leibniz, tot i que no accepta "la visió platònica de 

L'Hôpital sobre la realitat de les quantitats infinitament petites i infinitament grans."2

 L'Hôpital envia una còpia del llibre a Johann el 1697, el qual li agraeix que, en el prefaci, 

reconegui les seves aportacions i promet retornar el compliment en la seva propera publicació. 

Bernoulli lloa la distribució sòlida de les proposicions i l'exposició intel⋅ligible de l'Analyse. 

 

 El 1698, però, Bernoulli escriu a Leibniz queixant-se que el marquès ha plagiat les seves 

lliçons de càlcul. 

 Després de la mort de L'Hôpital (1704) també escriu a Brook Taylor lamentant-se. 

 Aleshores fa públic que la regla que apareix a l'article 163, secció X, de l'Analyse (coneguda 

des de llavors com a "regla de L'Hôpital") en realitat la va descobrir ell.3

 Aquí comença la controvèrsia. Durant molt de temps es va dubtar de qui era l'autor del 

llibre. L'Hôpital, al seu prefaci, deixa oberta la porta a les reivindicacions que vulguin fer Leibniz i 

Bernoulli: 

 

 
(...) reconec que dec molt a les idees dels senyors Bernoulli, sobretot a les del jove, 
actualment professor a Groninga. M'he servit lliurement de les seves descobertes i de les 
del senyor Leibniz. És per aquesta raó que poden reivindicar tot el que els hi plagui, em 
contento amb el que em vulguin deixar.4

 
 

 A més a més, el mal caràcter de Johann més aviat el va perjudicar en aquesta qüestió.5

 El 1922 P. Schafheitlin va editar les Lectiones de calculo differentialium de Johann 

Bernoulli, és a dir, les lliçons que va donar a L'Hôpital entre 1691 i 1692.

 

6

 La qüestió sobre la prioritat quedà resolta quan, el 1955, O. Spiess va publicar la 

 Comparant els dos 

textos s'observen massa coincidències. 

                     
 2 DSB, VIII, pp. 304-305. 
 3 De fet, L'Hôpital mai no va afirmar que l’hagués descoberta. Però quan Saurin va adjudicar l'autoria a 
Leibniz, Johann va reclamar-la com a pròpia. 
 4 Prefaci de l'Analyse, p.12. 
 5 Sembla que, pel contrari, L'Hôpital posseïa una personalitat atractiva; era modest i generós, qualitats no gaire 
freqüents entre els matemàtics de l'època. 
 6 Donat que Leibniz no es decidia a fer-ho, el marquès va suggerir Bernoulli de publicar un text sobre càlcul 
integral. Aquest no va aparèixer fins al 1742, inclós dins la seva Opera Omnia, II. 
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correspondència de Johann Bernoulli. En una carta (17 març de 1694) L'Hôpital va proposar a 

Johann un tracte. El marquès li oferia una renda anual de tres-centes lliures (que incrementaria més 

endavant) a canvi que Bernoulli li comuniqués a ell, i només a ell, les seves descobertes. 

 No s'ha trobat la resposta a aquesta carta, però en una altra amb data el 22 de juliol del 

mateix any es veu que Bernoulli ha acceptat, cosa bastant normal, donada la delicada posició 

econòmica del jove matemàtic. De fet, l'any següent, a través de L'Hôpital, Bernoulli obté una plaça 

de professor a la Universitat de Groninga (Holanda). 

 Òbviament, mentre L'Hôpital era viu Bernoulli no gosà acusar-lo públicament de plagi. És 

quan el marquès mor que es decideix a afirmar obertament que ell és l'autor de la major part de 

l'Analyse. 

 

 

La posició dels historiadors davant la controvèrsia 

 

 Encara que des del 1955 quedà demostrat que L'Hôpital s'havia basat en les lliçons de 

Johann Bernoulli, s'ha de reconèixer el gran paper que va jugar l'Analyse en la popularització del 

càlcul. A més a més, hi ha contribucions originals del marquès. 

 Jo faria una classificació dels historiadors de la matemàtica en dos grups: simpatitzants o no 

de L'Hôpital.7

 Entre els primers inclouria a: 

 

 

 - J. L. Coolidge, que el destaca com a autor de llibres de text. És de l'opinió que el marquès 

peca de negligència en el prefaci, encara que no de forma intencionada. A més a més, les lliçons de 

Bernoulli són quatre, mentre que l'Analyse té deu seccions. Coolidge és l'únic autor dels que he 

consultat que menciona que Johann obtingué la plaça de professor a Groninga gràcies a L'Hôpital. 

 - D. J. Struik, que reconeix que L'Hôpital va publicar la "seva" regla amb propietat i per tant 

té dret a que conservi aquest nom. 

- C. B. Boyer, que en una nota afirma: 

 
Part del material era sense cap dubte el resultat dels treballs propis de L'Hôpital, ja que 
era un matemàtic competent. La rectificació de la corba logarítmica, per exemple, 
apareix per primer cop, segons tots els indicis, en 1692, en una carta de L'Hôpital a 
Leibniz.8

 
 

                     
 7 Segons Coolidge, la qüestió radica en quant va prendre L'Hôpital directament del seu mestre. 
 8 C. B. BOYER. History of Mathematics, p. 529 de la traducció castellana. 
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 - Fontenelle, que, com era d'esperar, en els Éloges de l'Académie des Sciences de París fa el  

retrat d'un veritable heroi.9

 

 Ni tan sols fa menció de la relació entre L'Hôpital i Johann Bernoulli. 

Però sí diu que va ser L'Hôpital qui va introduir Huygens en el nou càlcul. 

 Al segon grup pertanyen: 

 

 - N. Bourbaki, segons el qual “el primer tractat de càlcul diferencial i integral va ser escrit 

en 1691 i 1692 per Johann Bernoulli per a ús d'un marquès que va resultar ser un bon alumne."10 

En una nota al final de la mateixa pàgina afegeix que "L'Hôpital l'havia publicat en francès, 

lleugerament modificat, amb el seu propi nom."11

- V. J. Katz, que diu: 

 

 
Cap al 1696 L'Hôpital decidí que entenia el Càlcul Diferencial prou bé com per publicar 
un text sobre aquesta matèria, i com que havia pagat bé el treball de Bernoulli, no va 
tenir cap remordiment a l'hora de fer-se servir de l'organització i descobertes d'aquest 
últim en la nova matemàtica.12

 
 

 - P. Schafheitlein, que afirma que el material de l'Analyse prové de Bernoulli, tant de les 

seves lliçons com de la seva correspondència. 

 

 Trobo que el cas de Montucla és, si més no, curiós. Coolidge l'inclou entre els que estan a 

favor del suís. En la Histoire des mathématiques, però, lloa extensament l'Analyse i considera que 

L'Hôpital és un geòmetra de primera línia. En canvi, li retreu que no deixi prou clar, en el prefaci, 

tot el que deu al seu mestre. 

 

 

Contribucions originals de L'Hôpital 

 

 El marquès de L'Hôpital va publicar la solució d'alguns problemes en les Mémoires de 

l'Académie des Sciences, Acta Eruditorum i Journal des Sçavans. Entre d’altres, el problema de la 

braquistocrona proposat per Johann Bernoulli.13

 Ell (1670) i Maclaurin (1748) van determinar la forma de les paràboles d'ordre superior  

 

                     
 9 B. FONTENELLE. Histoires et mémoires de l'Académie des Sciences de París, II, pp. 47-63. 
 10 N. BOURBAKI. Élements d’histoire des mathématiques, p. 269 de la traducció castellana. 
 11 Ibid. 
 12 V. J. KATZ. A History of Mathematics (an Introduction), p. 482. 
 13 Aquest problema l'estudià amb el propi Bernoulli, donant lloc a una lleu disputa. Jakob Bernoulli, Newton i 
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yn = pn-1x, distingint-les segons que la n fos un enter positiu o negatiu. 

 Però, en general, les seves contribucions són problemes plantejats i resolts per altres autors. 

Per exemple, resol de manera simple i natural, això sí, un problema dels Principia. La resolució de 

Newton ocupava cinc fulls. 

 L'Hôpital va ser un amateur, no es pot dir que creés cap teoria matemàtica remarcable. On sí 

va destacar va ser en l'elaboració de llibres de text, deixant dues obres clàssiques del segle XVIII. 

 

 

Analyse des infiniment petits (1696) 

 

 Com que més endavant m'estenc en l'estudi d'aquest llibre de text, ara només comentaré 

breument les seccions en què està dividit: 

 

 - Secció I: dóna les definicions, els axiomes i les regles bàsiques de la diferenciació. 

 - Secció II: aplica aquestes regles per calcular la tangent a una corba en un punt. Dóna 

resultats generals que, després, aplica a corbes arbitràries o a la relació entre dues corbes arbitràries. 

Ofereix molts exemples. 

 - Secció III: tracta els màxims i mínims i inclou problemes mecànics i de geografia. 

 - Secció IV: tracta els punts d'inflexió i les cúspides (o punts de retrocés). S’introdueix en 

els diferencials d'ordre superior. 

 - Secció V: s’analitzen les evolutes i evolvents. S’hi defineix el "radi de curvatura d'una 

evoluta" com 
-dxddy

dydx / 2322 )( + , on y és funció de x, que és equivalent a l’actual. És la secció més 

llarga. 

 - Seccions VI-VII: aquestes dues seccions tracten les càustiques per reflexió i refracció que, 

encara que no són tòpics tradicionals en el càlcul modern, sí que ho eren a finals del XVII. 

Precisament van ser L'Hôpital i Bernoulli, junt amb Tschirnhaus, els encarregats de desenvolupar la 

teoria de càustiques. 

 - Secció VIII: estudia el tema de les envolupants a una família de rectes. És aquí on 

introdueix el mètode de Leibniz de diferenciació respecte d’un paràmetre. 

 - Secció IX: segons el títol, està dedicada a la resolució de diversos problemes, fent servir 

els mètodes precedents. De fet, però, tracta el que actualment es coneix com a indeterminacions. 

                                                                               
Leibniz també van presentar solucions a aquest problema. 
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Conté l’anomenada regla de L'Hôpital. 

 - Secció X: compara l'elegància del nou càlcul amb els mètodes no tan àgils de Descartes i 

Hudde per trobar màxims i mínims. 

 

 

Traité des sections coniques (1707) 

 

 El Traité des sections coniques, publicat pòstumament el 1707, és a la geometria analítica 

com l'Analyse al càlcul diferencial. 

 Tot i que té molts problemes en comú amb Nouveaux élémens des sections coniques de La 

Hire, queda descartat el plagi ja que L'Hôpital barreja els mètodes algèbrics i geomètrics, mentre 

que La Hire els separa. 

 Si hagués fet servir la trigonometria (que tampoc no utilitza en l'Analyse) i el càlcul (perquè 

didàcticament "va després" de la geometria analítica) s'hagués estalviat problemes. 

 Aquest llibre de text va estar de moda durant gairebé un segle. A més a més de la primera 

edició (1707), es va tornar a editar els anys 1720, 1723 (traduït a l'anglès per Stone), 1770 

(Venècia) i 1776. 
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2. L'ANALYSE COM A PRIMER LLIBRE DE TEXT DE CÀLCUL 

DIFERENCIAL 
 

        "[as a text-book writer] Here he was supreme, a worthy member of 
the great French School which included Monge and Lacroix."1

 
 

 J. L. COOLIDGE 
 

Primeres exposicions 

 

 Leibniz representa el naixement oficial del càlcul. Malgrat això, no publicà treballs sobre la 

nova matèria, només petits articles a l'Acta Eruditorum. Moltes de les seves descobertes les 

coneixem a través de cartes que enviava a altres matemàtics. El 1684 publicà en l’Acta Eruditorum 

un article de sis pàgines, on definia les diferències i les regles de diferenciació de les operacions 

elementals i donava aplicacions a problemes de tangents i punts crítics. L'avantatge d'aquest nou 

mètode és que l'ús d'expressions fraccionàries i irracionals no representa una limitació. 

 És, però, un text curt, mal imprimit i difícil d'entendre. Per exemple, la seva definició de dx 

és "una línia recta escollida arbitràriament."2 I una mica més endavant, fa servir la següent 

proporció: la diferència de l'ordenada (dy) és a la diferència de l'abcissa (dx) com l'ordenada (y) és 

al segment de la tangent comprès entre el punt de contacte amb la corda i l'eix de les abcisses. 

Tampoc no es pot dir que sigui un text didàctic: "La demostració de totes [aquestes coses] serà fàcil 

per algú versat en aquestes qüestions (...)."3

 Tot i això, no hem d'oblidar que és a ell a qui li devem la invenció d'un simbolisme adient, 

dels algorismes i del mètode invers de les tangents. 

 

 D'altra banda, entre el 1669 i el 1676 Newton va escriure tractats de fluxions, no publicats 

fins al 1704. Trobem la base del mètode als seus Principia (1687), molts anys després de descobrir 

el seu càlcul. Però també és curt i críptic. 

 El 1685 i el 1693 John Craig publicà dos treballs basats en el càlcul leibnizià. No serveixen, 

però, com a introducció a la matèria, donada la seva dificultat a causa del llenguatge geomètric en 

què estan escrits. 

 Així doncs, abans del 1696 no era fàcil començar a estudiar el càlcul. Johann Bernoulli va 

composar dos petits llibres de text entre el 1691 i el 1692, un d'ells sobre càlcul integral (publicat el 

                     
1 J. L. COOLIDGE. The Mathematics of Great Amateurs, p. 154. 

 2 G. W. LEIBNIZ. "Nova methodus pro maximis & minimis,..." (extret de D.E. SMITH. A Source Book in 
Mathematics, p. 620)   
 3 Ibid., p. 623. 
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1742) i l'altre sobre càlcul diferencial, les Lectiones (publicat gairebé dos-cents anys més tard). 

 Amb aquest panorama, quan Huygens va voler aprendre càlcul ho va tenir difícil. Va ser 

L'Hôpital qui el va introduir en la matèria, després de rebre les lliçons del mestre Bernoulli.  

 

 

Èxit de l'Analyse 

 

 La manca de treballs elementals sobre el càlcul va impulsar L'Hôpital a escriure el seu 

tractat. L'Analyse, el primer tractat sistemàtic del càlcul, va ser molt ben rebut pels savants ja que 

obria la porta a aquesta disciplina al lector mitjà, abans només accessible a uns quants. El mateix 

Johann el va lloar per l'exposició i disposició de les seves proposicions.4

 La influència de l’Analyse va superar els límits del món matemàtic. A París es va 

representar un vaudeville titulat Infiniment petits, on es feia broma sobre la fràgil salut del marquès 

i la poca inclinació de la marquesa envers la nova geometria. 

 

 L'Analyse ens permet conèixer el nivell de càlcul de l'època. Diu Kuhn que "els llibres de 

text són vehicles pedagògics per a la perpetuació de la ciència normal."5

 Segons Kuhn, els llibres de text exposen els resultats establerts després d'una revolució, 

donant maduresa a la ciència normal. L’Hôpital no discuteix els fonaments de la nova ciència, 

simplement els accepta. Per exemple, en el prefaci diu que els dos postulats que apareixen en la 

primera secció de l’Analyse són evidents, que els podria haver demostrat a la manera dels antics 

però que, aleshores, el llibre s’allargaria massa en coses ja conegudes. Aquest fet, junt amb la seva 

claredat i el seu esperit didàctic, confereix seguretat al càlcul. L’Analyse presenta el càlcul com una 

ciència acabada, completa, “normalitzada” . 

 Les diferències entre la 

ciència normal a la Gran Bretanya i la ciència normal al Continent queden plasmades en els seus 

respectius llibres de text, fet que corrobora aquesta afirmació. Els llibres de text també són vehicles 

de transmissió del vocabulari i la sintaxi científica emprats en un moment donat. El llenguatge i 

notació utilitzats per L'Hôpital són semblants als actuals (llevat de l'anacronisme entre "raó" i 

"proporció"), de manera que, actualment, el seu llibre es pot seguir sense dificultats. 

 Tot i això, mirat des de la perspectiva actual l'Analyse presenta certes mancances: 

                     
 4 Tot i això, l'Académie des Sciences es va dividir a causa de l'Analyse. D'una banda estaven els defensors 
de L'Hôpital (els "moderns"), com Varignon i Saurin, i d'una altra els seus detractors (els "antics"), com Rolle i 
l'Abbé Gallois. Finalment van guanyar els defensors, quan L'Hôpital ja era mort. Aquest és el segon dels tres atacs 
contra el càlcul. El primer va ser el de Nieuwentijdt contra Leibniz (1695-96). El tercer va ser el de The Analyst (1734-
35) contra el càlcul de Newton. 
 5 T. S. KUHN. The Structure of Scientific Revolutions, p. 214 de la traducció castellana. 
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 - No apareix la noció ni de funció ni de límit.6

 - L'Hôpital no fa servir sèries de Taylor.

 
7

 - Tot i que la dinàmica del segle XVII proporcionava oportunitats d'aplicar el càlcul nou, no 

trobem aplicacions científiques. S'ha de dir, però, que la malaltia impedí L'Hôpital dur a terme 

aquest apartat. 

 

 - No fa traçat de corbes.8

 

  

 

Edicions i traduccions 

 

 L'Analyse va estar de moda durant el segle XVIII. Encara que L'Hôpital no discuteix la 

naturalesa del càlcul, va donar un gran impuls a aquesta nova matèria, popularitzant-la tant 

mitjançant la seva influència en el Journal des savants com a través de les diverses edicions que es 

van fer del seu llibre. A París es va tornar a editar els anys 1715, 1716, 1720, 1758 i 1781. També 

hi ha un edició feta a Avignon el 1768.9

 D'altra banda, Stone va traduir l'Analyse a l'anglès (1730).

 
10 Per respecte a Newton de 

vegades va alterar el llenguatge.11

 També es van fer dues traduccions  llatines a Viena (1764, 1790). 

 Va afegir-li nou material (funcions logarítmiques, exponencials i 

trigonomètriques) i, a més a més, el va completar amb un apèndix sobre càlcul integral, que va ser 

traduït al francès i publicat el 1735. 

 Crousaz (1721) i Varignon (1725) van publicar els seus respectius comentaris sobre 

l'Analyse. 

 

 

 

                     
 6 La funció serà popularitzada cinquanta anys més tard, gràcies a Euler i en l’Introductio in analysim 
infinitorum. La idea general de límit, intuïda per Newton i defensada per D’Alembert, no va esdevenir bàsica fins a 
Cauchy. 
 7 Tot i que ja eren conegudes per James Gregory i Johann Bernoulli, van ser formalitzades després de l'època 
de L'Hôpital pels treballs de Brook Taylor sobre diferències finites i infinitèsimes. També les trobem en Colin 
Maclaurin. 
 8 El segle XVII inventa les eines però és el XVIII qui les aplica a l'estudi de corbes. 
 9 Les edicions de 1758, 1768 i 1781 van ser revisades i ampliades. Es poden trobar més edicions de 
l'Analyse als catàlegs del British Museum i de la Bibliotèque Nationale i també a Poggendorff.  
 10 Deu anys més tard Buffon tradueix al francès el Methodus fluxionum de Newton. Aquests dos fets mostren 
que hi havia un cert apropament entre la Gran Bretanya i el Continent.  

 11 Per exemple, fa servir el terme "fluxió" en lloc de "diferencial", "
.
x " en lloc de "dx", "ordenada" en lloc d' 

"aplicada", etc. 
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Altres llibres de text sobre el càlcul 

 

 El 1704 es publica A Treatise of Fluxions de Hayes i el 1706 An Institution of Fluxions de 

Ditton, que exposen una aproximació fluxional (newtoniana) del tema. Les diferències més 

destacables amb el text de L'Hôpital són que Ditton i Hayes sí que estudien el logaritme i la funció 

exponencial, probablement a partir del text de Bernoulli.12

 D'altra banda, els autors britànics també fan un estudi del càlcul integral, cosa que no havia 

pogut arribar a fer L'Hôpital. 

 

 Però ni Ditton, ni Hayes, ni L'Hôpital no estudien el càlcul del sinus ni el del cosinus.13

 El Methodus incrementorum directa e inversa de Brook Taylor (1715) va tenir un cert 

renom, malgrat la complicada notació i l’estil obscur de l’autor. El 1742 es publica el Treatise of 

Fluxions de Colin Maclaurin, amb el qual les matemàtiques a l’Anglaterra del segle XVIII 

assoleixen el cim de la precisió lògica. 

 

Aquest estudi el farà Euler l'any 1730. 

 La darrera meitat de segle XVIII al llibre de L'Hôpital li surt un bon rival: l’Instituzioni 

analitiche de Maria Agnesi (1748). Aquest mateix any, Leonhard Euler publica l’Introductio in 

analysim infinitorum. 

 Però és el Traité élémentaire de calcul différentiel et de calcul intégral de Lacroix (París, 

1802) qui, finalment, pren el lloc a l'Analyse. 

 

                     
 12 Per exemple, el problema V de les Lectiones de Johann Bernoulli tracta el logaritme. 
 13 Utilitzen algunes relacions trigonomètriques en problemes concrets. Vegeu, per exemple, els articles 59 i 61 
de l'Analyse. 
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5. ÚS DEL CÀLCUL DE DIFERÈNCIES PER TROBAR LA TANGENT 

D'UNA CORBA 
 

 

 En la Secció I de l'Analyse de L'Hôpital primer trobem la definició de "quantitat variable" 

(aquella que augmenta o disminueix contínuament), de "diferència" (la porció en què la variable 

augmenta o disminueix)1 i de "quantitat constant" (aquella amb diferència zero).2

 

 Després, 

L'Hôpital dóna els dos postulats següents els quals, segons ell, no necessiten demostració: 

 1. Es poden considerar iguals dues quantitats que difereixen en una quantitat infinitament 

petita. Dit d'una altra manera, si una quantitat l'augmentem o la disminuïm en una quantitat 

infinitament menor que ella, resta igual. Així, podrem prendre AP igual a Ap, PM igual a pm, l'espai 

Apm igual a l'espai APM, l'espai MPpm igual al rectangle MPpR, el sector AMm igual al triangle 

∆AMS, etc. 

 
 2. Una corba pot ser considerada com un polígon d'infinits costats. Els angles entre aquests 

costats donen la curvatura de la corba. Per tant, la porció de corba Mm infinitament petita es pot 

considerar per aquesta raó com un segment rectilini i, així, el triangle  ∆mSM esdevé rectilini. 

 

 L’Hôpital no dubta de l’existència dels infinitesimals. Es poden representar com a elements 

                     
1 Com a quantitat infinitament petita, no com a variable en el límit. 
2 Hem de tenir en compte que, en aquella època, les variables dependents i independents no es distingien 

clarament. L'Hôpital, però, s'avança a la resta: dóna la fórmula de funció implícita en el cas de potències d'una o més 
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del triangle diferencial. 

 En la introducció de les Lectiones de Johann Bernoulli també trobem aquestes suposicions, 

dividides en tres postulats. Bernoulli, però, no defineix què són variables i què constants. 

 Tots dos, abans d'atacar el problema de la tangent, donen les regles bàsiques de 

diferenciació (suma, substracció, multiplicació, divisió, potenciació, radicació). En el cas concret de 

les potències, L'Hôpital dóna la mateixa regla per potències perfectes (enteres) i imperfectes (no 

enteres). En canvi, Bernoulli primer explica el cas de potències naturals, després el de les enteres i, 

finalment, el de les arrels, sense arribar a la generalització del seu alumne. A més a més, per 

explicar la diferenciació de xm/n, L'Hôpital fa servir les progressions aritmètiques i geomètriques de 

forma més clara i estructurada que no pas Bernoulli. 

 Sobta el fet que a l'Analyse no aparegui la diferenciació del logaritme,3

 A diferència del seu mestre, a L'Hôpital l'interessa donar una sèrie de proposicions generals 

per aplicar-les després a alguns casos particulars. Ell mateix justifica aquest fet en el Prefaci de 

l'Analyse: 

 tot i que el problema 

V de les Lectiones de Bernoulli està dedicat al càlcul de la seva tangent. També trobem a faltar l’ús 

de funcions trigonomètriques, que li haurien estalviat molts de càlculs. 

 

... (les proposicions) són totes generals i com tants de mètodes dels quals és fàcil trobar 
l'aplicació a tantes proposicions particulars com es vulgui: només la faig sobre alguns 
exemples escollits, persuadit que de fet en Matemàtiques només hem de treure profit 
dels mètodes, i que els llibres que es basen en el detall o en proposicions particulars, 
només són bons per fer perdre el temps a qui els fa i a aquells que els llegeixen.4

 
 

 Bernoulli es caracteritza per buscar coordenades x, y ortogonals per poder aplicar 

directament la fórmula: 

on s és la subtangent. 

 En canvi, L'Hôpital busca altres tipus de relacions (abcisses sobre corbes, ordenades des 

                                                                  
variables. 

3 I sobta més encara perquè L'Hôpital, al prefaci de l'Analyse, diu que amb el mètode de Leibniz es pot tractar 
qualsevol tipus de corba. Les corbes transcendents ja havien començat a aparèixer en els treballs de Leibniz i dels 
Bernoulli. Fins i tot, L'Hôpital va suggerir a Bernoulli de fer un apèndix sobre la diferenciació del logaritme, que no es 
dugué a terme. 

4 Prefaci de l’Analyse, p. 10. 

 
s
y=

dx
dy , 
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d'un punt...), segons les propietats de la corba estudiada,5

 Finalment, trobo que la notació que fa servir L'Hôpital és més moderna que la utilitzada per 

Bernoulli.

 un fet que l’obliga a canviar les 

coordenades. En aquest sentit, Bernoulli és més actual, ja que el mètode és sempre el mateix i no 

depèn de la naturalesa de la corba. 

6 Mentre que L'Hôpital ja nota les potències com es fa actualment, Bernoulli a vegades 

utilitza , C, QQ per indicar potència quadrada, cúbica i quarta respectivament. I si s'han de 

multiplicar expressions llargues, Bernoulli escriu "in", quan el seu alumne només nota ×.7

 Penso que el tractament de la cissoide (corba algèbrica) per part de Bernoulli és més 

avantatjós que el de L’Hôpital. El cas de la concoide (també algèbrica) és equivalent en ambdós 

autors. 

 Amb un 

infinit invertit i trencat Bernoulli indica el doble signe ± que sí que fa servir L'Hôpital. A més a 

més, Bernoulli no escriu de forma clara les proporcions. 

 Quant a les transcendents, trobo que el mètode de L’Hôpital és més rendible en el cas de la 

cicloide i de l’espiral. En el cas de la quadratriu, tot i que fan servir coordenades diferents, crec que 

la rendibilitat dels dos mètodes és equivalent. 

 

 A continuació analitzaré els exemples comuns a mestre i alumne en el cas del càlcul de 

tangents. 

                     
5 Newton escull les coordenades segons la seva conveniència així com també dóna primer una proposició 

general i després aplicacions particulars (vegeu I. NEWTON. Methodus fluxionum, problema IV, pp. 49-62 de la 
traducció francesa). 

6Alhora, el seu llenguatge no és tan atrevit com el dels seus contemporanis (vegeu C. B. BOYER. "The first 
calculus textbooks", p. 163). 

7 I Leibniz ja fa servir el símbol · . 
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TANGENT A LA CICLOIDE 

 

SEGONS BERNOULLI  

 

Bernoulli estudia aquesta qüestió al 

problema VI de les seves Lectiones. 

Sigui EM paral.lel a AC. 

x=BF, 

y=EF=BM, 

f=EH=arc(HB). 

 

 
 

 

 

Aplicant la propietat de la cicloide, resulta: 

 
. 

22

22
, 2

2

2

yay

ydyadydfdx

yay-x=EH+HM=f+

−

−
+=

 

Com que df és HN i ∆HKN és un triangle 

rectangle (el postulat 2 diu que una corba es 

pot considerar com un polígon d'infinits 

costats): 

 

 

SEGONS L’HÔPITAL 

 

El plantejament de L'Hôpital és ben 

diferent. Comença demostrant una 

proposició de caire general. 

 

Proposició II (Secció II): 

Si agafem les abcisses sobre una corba de la 

qual en sabem traçar les tangents PT, hem 

de buscar la tangent MT de la corba AM. 

(És a dir, en aquest cas l'abcissa no és AQ 

sobre la recta AB, sinó arc(AP) sobre la 

corba APB). 8

 

 

 
 

Sigui MP l'abcissa amb tangent PT i MT la 

tangent buscada.9

Prenem mp infinitament proper a MP i MR 

paral.lel a PT. 

 

                     
8 Això també ho fa Pascal, qui, a les perpendiculars traçades des de la corba, les anomena “sinus a la base”. 
9 Aquí, la figura del cas particular serveix per il·lustrar el cas general. 
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. 

2

2

,
2

2

2
22

yay

ydyadydx

yay-

ady=KN+HKHN=

−

−
=

 

Fent servir la relació: 

 
s
y=

dx
dy  

arriba a veure que: 

 =HMyay-=
yay-

yay-s= 2

2

2

2
2

2 . 

Així doncs, HM és la subtangent. Si portem 

aquesta distància sobre FB, obtenim FG. 

Finalment, unint E amb G ja obtindrem la 

tangent a la cicloide pel punt E. 

Bernoulli acaba el problema afirmant que la 

corda BH és paral.lela a la tangent per E. 

x=arc(AP),        dx=arc(Pp)=MR, 

y=PM,                 dy=Rm. 

Els triangles ∆mRM i ∆MPT són semblants. 

Per tant: 

 
.

,

dy
ydxPT

PT
MP=

dx
dy

=
 

Ara aplicarà aquest resultat al cas particular 

de la cicloide. 

 

Exemple: Donada la corba tal que la x i la y 

compleixen la següent relació: 

 
b
ay=x , 

si diferenciem i apliquem la proposició 

general: 

 
.

,

x
b
ayPT

b
ady=dx

==
 

En el cas particular  en què APB sigui un 

semi-cercle i MP perpendicular a AB, AMC 

serà una semicicloide. 

 

Corol.lari: L'Hôpital demostra que la corda 

AP és paral.lela a la tangent pel punt M de 

la cicloide. 
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 Tot i que tots dos arriben al mateix resultat cal remarcar que els camins seguits són 

diferents. La diferència que trobo més notable és l'elecció de les coordenades. 

 Bernoulli sempre busca coordenades cartesianes per poder aplicar: 

 Fermat, en estudiar aquest problema, també fa servir el segment EM (que és la x en el cas de 

Bernoulli).10

 Per la seva banda, crec que les coordenades considerades per L'Hôpital s'apropen més a 

Roberval.

 Però, de fet, el desenvolupament del mètode de Fermat és el corol.lari de Bernoulli i 

de L'Hôpital: demostra que la corda és paral.lela a la tangent. 

11

 Així, L’Hôpital només necessita un parell de triangles semblants mentre que Bernoulli ha 

de fer més operacions. 

 La x i la y de L'Hôpital representen el moviment sobre el cercle generador i el de la 

translació horitzontal respectivament. D’aquesta manera, l’equació de la corba és molt més senzilla. 

 A part de la cicloide, L'Hôpital només aplica la seva proposició general al següent exemple: 

 

Exemple I: Donada la corba: 

trobar la tangent en un punt donat. 

                     
10 Vegeu l’apartat MÈTODES PER TROBAR LA TANGENT A LA CICLOIDE. 
11 Ibid. 

 
s
y=

dx
dy , 

de manera que, en aquest cas, l’equació de la corba no queda tan clara i senzilla com amb les 

coordenades utilitzades per L’Hôpital. Resulten, així, expressions a operar molt llargues. 

 
a

y+ax
=

x
y 222

, 
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a-xx

ababx++axGK=
GK
AG=

BC
AB

22

22 2
⇒ . 

I, com que GK s’ha d'agafar perpendicular a 

GC (encara que ell no ho diu), GK és la 

subtangent. Unint K amb C ja tindrem la 

tangent. 

Demostra com, a partir d'aquí, es pot trobar 

de forma ràpida la tangent (cosa que també 

es pot veure a l'estudi de L'Hôpital). 

 

Observacions: b+x correspon a la y de 

L’Hôpital. Bernoulli no descriu la seva 

construcció: no "avisa" que GK ha de ser 

perpendicular a AG. En aquest sentit ja es 

pot afirmar que el text de L'Hôpital és més 

didàctic. 

  

obté: 

 

.

,

,

2

2

2

dyx
dxsyFT

FT
FM

RM
mR

x
sydxRM

RM
OP

FM
FP

x
sdx=OP 

OP
pO=

FH
PF

=⇒=

=⇒=

⇒

 

A partir de l'equació es pot posar dy en 

funció de dx i ja es té la subtangent. 

Després d'enunciar la proposició general, 

l'aplica al cas particular de la concoide. 

 

Exemple: Sigui ara APB una recta (PH). La 

relació entre FP i FM ve donada per: 

y-x=a. 

La corba CMD serà la concoide de 

Nicomedes, amb asímptota OH i pol F. 

dy=dx, 

 
x
syFT=

2

2

. 

Es pot deduir una forma abreujada de trobar 

la tangent: si tracem ME paral⋅lela a PH i 

MT paral⋅lela a PE, MT és la tangent 

buscada. 

Efectivament: 

 
.

,

2

2

x
syFT

FT
FM

FE
FP

x
syFE=

FE
FM=

FH
FP

=⇒=

⇒
 

 
 
 
 

2ª FORMA: 
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Proposició VII (Secció II): 

Sigui ARM una corba, amb tangent MH al 

punt M i de diàmetre EPAHT. F un punt fix 

exterior, del qual surt una recta FPSM que 

talla el diàmetre en P i la corba en M. La 

recta FPM gira al voltant de F, fent moure 

el pla PAM paral⋅lelament a si mateix al 

llarg de la recta ET, de forma que PA 

sempre és igual. La intersecció contínua de 

FM i AM descriu la corba CMD. S'ha de 

buscar la tangent MT. 

 

 
Sigui pam un pla infinitament proper al pla 

PAM. 

Tracem mRS paral·lela a AP. 

Pp=Aa=Rm⇒RS=Sm-Pp, 

FP=Fp=x, 

FM=Fm=y, 

PH=s, 

MH=t, 

Pp=dz. 
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Considerem els següents parells de triangles 

semblants: 

. ∆FPp i ∆FSm, 

. ∆MPH i ∆MSR, 

. ∆MHT i ∆MRm. 

Per tant, tenim la sèrie de proporcions: 

.

,

,

xy
sxHT

HT
MH

Rm
MR

sx
txdztydzRM

RM
SR

HM
PH

x
xdzydzRS

x
ydzSm

Sm
Pp

Fm
Fp

−
=⇒=

−
=⇒=

−
=⇒=⇒=

 

I d’aquesta manera podem obtenir MT. 

De tot això L’Hôpital dedueix que, si 

tracem FE paral·lela a MH i prenem HT 

igual a PE, aleshores MT serà la tangent 

buscada: 

Sabem que 
MP

FPPHHT ⋅
= . Si FE és 

paral·lela a MH, com que el triangle ∆PFE 

és semblant al triangle ∆MPH, llavors: 

PM
FP

PH
PE

= , d’on deduïm que 

HT
MP

PHPFPE =
⋅

= . 

Aquesta proposició general és interessant ja 

que aquí sí que l'aplica a diversos casos 

particulars: 

 

. Si AM és una recta, CMD és hipèrbola 

(amb asímptota ET). 

. Si AM és un cercle de centre P, CMD és la 

concoide de Nicomedes (amb asímptota ET 

i pol F). 
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. Si AM és una paràbola, CMD és la 

companya del paraboloide de Descartes. 

  

 En aquest cas, el primer mètode emprat per L’Hôpital és equivalent a l’utilitzat per 

Bernoulli. Només cal comprovar que la cadena de proporcions a partir dels triangles semblants 

coincideix en els dos casos. A més a més, l’elecció de les coordenades és la mateixa. Ambdós 

treballen amb coordenades des d'un punt. 

 Però el segon camí utilitzat pel marquès és interessant doncs aplica el mètode general a 

diverses corbes. 

 A nivell didàctic, cal remarcar que L’Hôpital presenta dues formes de resoldre el problema. 



 73 

 

TANGENT A LA CISSOIDE 

 

SEGONS BERNOULLI 

 

Al problema VIII Bernoulli defineix la 

corba com ho havien fet els grecs: l'arc BD 

ha de ser igual a l'arc BE. 

AF=FC=a, 

AG=x, 

GH=y, 

FG=a-x=FK. 

 

 
 

 

 

Sigui H un punt de la cissoide. 

Fent servir la naturalesa de la corba: 

 xax-GD=KE= 22 . 

Llavors: 

 
GH
AG=

KE
AK . 

És a dir: 

 
y
x=

xax-
ax-x

22
2  

Simplificant: 

 

 

SEGONS L’HÔPITAL 

 

L'Hôpital torna a fer servir el seu sistema: 

primer demostra una proposició general i 

després l'aplica al cas particular de la corba 

estudiada. 

 

Proposició VIII (Secció II): 

Donats la corba AN amb diàmetre AP, un 

punt exterior fix F, una altra corba CMD i 

la recta FMPN, i donada l'equació que 

relaciona FN, FP i FM, s'ha trobar la 

tangent MT. 

 

 

 
 

 

 

Pel punt F es traça la perpendicular HK a 

FN. 

Agafant centre F i radis FN, FP i FM 

s'obtenen els petits arcs arc(NQ), arc(PO) i 

arc(MR), respectivament. L'angle entre FN i 

Fn és infinitament petit. 
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y
x=

x
a-x2 , 

 
y
x=

x
x-2a

2

2

. 

Operant arriba a: 

 ya-x)=(xy-ay=x 2223 22 . 

Diferenciant ambdós costats: 

 
.

24
3

,243
22

22

s
y=

dx
dy=

xyay-
y+x

dxyxydyaydydxx −−=
 

I ara ja pot trobar la subtangent GL 

(respecte els eixos x i y): 

 
a-x

xax-GL=...=
3

2 2

. 

 

 

s=FK, 

t=FH, 

x=FP,  dx=pO, 

y=FM,  dy=Rm, 

z=FN,  -dz=nQ. 

Considera els següents triangles semblants: 

. ∆PFK  i  ∆pOP, 

. ∆FMR, ∆FPO  i  ∆FNQ, 

. ∆HFN  i  ∆NQn, 

. ∆mRM  i  ∆MFT. 

Llavors: 

 

.

,

,

,

,

2

2

2

2

2

2

dyx
dxsyFT

FT
y

RM
dy

tx
dxszQn

Qn
NQ

z
t

x
szdxNQ

NQ
OP

z
x

x
sydxMR

MR
OP

y
x

x
sdx=OP 

OP
dx=

s
x

=⇒=

=⇒=

=⇒=

=⇒=

⇒

 

Diferenciant l'equació es podrà posar dy en 

funció de dx i de dz. I fent servir: 

 
tx

dxszdz=
2

2

− , 

 (ja que si la x creix la z disminueix), les dx 

desapareixeran de FT. 

 

Observació: S'obté el mateix resultat si AP 

és una corba. 
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Exemple: 

 

 

 

 

1ª forma: Sigui AN cercle de centre G que 

passa per F i FB perpendicular al diàmetre 

AP. I sigui PM sempre igual a PN. La corba 

resultant és una cissoide. L'equació que 

relaciona FN, FM i FP és: 

z+y=2x. 

Diferentciant: 

 
tx

dxsz+dxtx2=dz-2dx=dy 2

22

. 

Per tant: 

 
sz+tx

styFT=
22

2

2
. 

 

2ªforma: Igual que Bernoulli. 
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 En aquest cas trobo que el mètode de Bernoulli és més rendible que el de L'Hôpital. 

Bernoulli, amb coordenades ortogonals (aprofitant la naturalesa de la corba) i amb un parell de 

triangles semblants, resol el problema. Mentre que L’Hôpital necessita quatre parells de triangles 

semblants. Al pas final, la subtangent queda en funció de x, y, z, s, t, mentre que al problema de 

Bernoulli queda només en funció de x. 

 Un altre avantatge del mètode de Bernoulli és que dóna l'equació de la corba en termes de x 

i y, cosa que no fa L'Hôpital. Així és més còmode el maneig de la corba. 

 Tampoc no hem d'oblidar que el mètode de L'Hôpital s'allarga una mica més perquè primer 

resol el cas general, que, d'una altra banda, només aplica al cas de la cissoide. 
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CB. 

Agafa un punt D tal que DB sigui 

infinitament petit. 

Per això i per la definició de la quadratriu: 

 
CG
AC=

CG
CB=

FG
DB=

EC
DB=

AE
AD=

AC
AB . 

Així, CG és la 3ª proporcional al quart de 

cercle AB i al radi AC. 

a=AF,  b=ANB, 

x=AP, 

y=arc(AN), 

u=FP=MK=a-x, 

t=FN=a. 

L'equació de la quadratriu és: 

 
a
b=

x
y , 

per tant: 

.

,

a
bs-ys=

adx
asdy-sxdy=

tdx
sudyMH=

dx
a
bdy =

 

Com fa Bernoulli, L'Hôpital també dóna la 

forma curta de trobar la tangent MT, prenent 

MH=arc(MQ) i perpendicular a FM, i HT 

paral⋅lel a FM. En efecte: FNB i FMQ són 

sectors semblants, així: 

 
.)(arc

,
)arc(
)arc(

MH
a

ysbsMQ

MQ
NB=

FM
FN

=
−

=
 

com volia demostrar.12

El corol⋅lari que L'Hôpital dóna a 

continuació és el problema X de Bernoulli. 

 

                     
12 Aquest arc(MQ) també l’utilitza Fermat per calcular la tangent a la quadratriu (vegeu l’apartat 

MÈTODES PER TROBAR LA TANGENT A LA QUADRATRIU). 
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 Ambdós autors treballen amb els mateixos elements (tot i que Bernoulli fa servir 

coordenades cartesianes i L’Hôpital, polars13

 

): 

Bernoulli L’Hôpital 

a=AC a=AF=FN=t 

b=AB b=ANB 

AE x=AP 

f=arc(AD) y=arc(AN) 

EC u=FP=MK=a-x 

FC s=FM 

  

 A diferència de Bernoulli, L’Hôpital no troba la subtangent directament, sinó un segment 

MH en funció de x, y, s, t, u tal que, traçant una determinada paral⋅lela per H, resulta la tangent 

buscada. A continuació ho aplica a una corba concreta, la quadratriu. Les variables x, y són els 

elements característics de la corba, que podem identificar amb els seus moviments generadors. 

 En canvi, Bernoulli torna a treballar amb coordenades cartesianes per  poder aplicar: 

 Bernoulli treballa amb triangles semblants mentre que L’Hôpital ho fa amb sectors 

semblants. 

 Els corol⋅laris i conseqüències que se'n deriven en els dos casos són els mateixos. 

                     
13 De fet, la relació entre l’angle recorregut (t), el radi vector (r=r(t)) i les coordenades x, y de L’Hôpital és 

la següent:  y = at,  a – x = rcost . 

 
s
y=

dx
dy . 
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x=arc(AP), 

y=FM, 

z=FP=a. 

Fent servir la proposició general: 

 
ady

dxyFT=
2

. 

Si b és la longitud de la circumferència (o 

una porció), per definició d'espiral: 

 
y
a=

x
b  

(que seria la relació entre FM i AP). 

Diferenciant: 

 
a
xy=FT , 

que és el resultat que obté Bernoulli (tenint 

en compte les diferents notacions). 

A continuació, descriu una forma ràpida de 

trobar aquesta tangent: 

 

Si tracem l'arc de cercle arc(MQ) de centre 

F i radi FM, que acaba en Q pel radi FA que 

uneix els dos punts fixos A i F. Si prenem 

FT igual a l'arc(MQ), la recta MT serà la 

tangent en M. Efectivament: FPA i FMQ 

són sectors semblants, per tant: 

 =FT
a
yx=MQ

MQ
AP=

FM
FP )arc(

)arc(
⇒  

Aquest cas és força interessant doncs 

l'aplica a d'altres corbes, tot i que també són 

espirals. Agafa en general: 
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y
a=

x
b

m

m

, 

on m és racional. 

La corba FMD serà una espiral a l'infinit. 

Diferenciant, obtenim: 

 mxdy=
a

dymby=ydx m

m

 

i, per tant, FT queda de la següent forma: 

 )arc(
2

MQ=m
a

mxy=
ady

dxy
⋅ . 

 

 Ambdós usen, com a variables, l'arc i el radi, és a dir, fan servir coordenades polars (igual 

que Newton).  

 En aquest cas, trobo que el tractament de L’Hôpital és més avantatjós ja que la proposició 

general aquí sí l’aplica a diversos exemples particulars.14

                     
14 Newton, al Problema IV, setena manera, del seu Methodus fluxionum, després del cas general estudia 

espirals on la relació entre la x i la y ve donada per una equació. Per exemple: 

 A més a més, explica una forma ràpida de 

trobar la tangent, cosa que no fa Bernoulli. 

 

byx

yaxyaxx
b
axy

=

=−+−

=

2

323

  .

0  .

Arquimedesd' espirall' és que  ,  .
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6. ESTUDI DELS MÀXIMS I MÍNIMS 
 

 

 Amb el problema XII Bernoulli comença l'estudi dels màxims i mínims. Un màxim (mínim) és 

un punt on la corba és còncava (convexa) respecte l'eix. En aquest punt (màxim o mínim) la tangent és 

paral⋅lela a l'eix. Dit d'una altra forma, y és infinitament petita respecte s. Per tant, fent servir que: 

podem considerar dy=0. 

 

Exemple:1

 Diferenciant ax-x2 i igualant a zero:  

 Donat a, dividit en x i a-x, s'ha de buscar la x que faci màxim el rectangle x(a-x). 

adx-2xdx = 0, 

x = a/2. 

 

 La Secció III de l'Analyse està dedicada al problema de buscar l'ordenada més gran o més 

petita, és a dir, al problema de trobar els màxims i mínims. 

 L'estudi que fa L'Hôpital dels màxims i mínims es basa en el que havia fet Leibniz,2 però de 

manera més general. Considerant que l'abcissa creix contínuament, si l'ordenada també creix fins a 

un cert punt on comença a decrèixer (o viceversa), la diferència de l'ordenada passarà de positiva a 

negativa (o al revés). Per tant, haurà de ser zero o infinita en algun moment.3 Igualant, doncs, la 

diferència primera a zero (cas que aquesta disminueixi) i després a infinit (cas que augmenti) trobarà 

l'ordenada més gran o la més petita (art.46). Quan la diferència és zero la tangent en el màxim (o 

mínim) és paral⋅lela a l'eix de les abcisses. És a dir, la subtangent és infinita. 

 

                     
1 Aquest exemple coindideix amb el primer que dóna Fermat en el seu Maxima et minima. 
2 Vegeu G. W. LEIBNIZ. “Nova methodus pro maximis &minimis, ...”. 

 
s
y=

dx
dy , 
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 En canvi, si la diferència és infinita, la tangent es confon amb l'ordenada corresponent a 

aquest màxim (o mínim).  

 
 Després de les definicions, ambdós autors donen un seguit d'exemples on ja pressuposen si 

el que es busca és un màxim o un mínim, sense donar cap indicació de com esbrinar si és d'un tipus 

o de l'altre. Generalment, però, la naturalesa dels extrems és clara a partir de les condicions del 

problema. 

 Molts dels exemples són idèntics. Les figures també, però, segons Coolidge, estan millor les 

de L’Hôpital.4

 L'estudi de L'Hôpital és més complet que el de Bernoulli (per exemple, Bernoulli no estudia 

el cas de la diferència infinita).

 

5 Tot i això, a l'estudi de L'Hôpital manca el cas on el màxim (o el 

mínim) es troba als extrems de l'interval.6

 També cal remarcar que en aquesta secció tornem a observar que la notació de L'Hôpital és 

més moderna que la del seu mestre. Per exemple, als problemes XV i XVII, en resoldre una equació 

de segon grau, Bernoulli fa servir un infinit invertit i trencat per a indicar el doble signe del 

discriminant. En canvi, en el problema XX utilitza el ± habitual. 

 

 

 Ara analitzaré com tracten els dos autors els problemes següents: el de la refracció (el camí 

més ràpid que segueix la llum per a passar d'un medi a un altre de diferent densitat) i el de la posició 

més baixa que assoleix un pes en un sistema de dues politges. 

 

                                                                    
3 Aquesta és la idea del teorema de Bolzano (1781-1848). 
4 De fet, no he aconseguit veure les figures de les Lectiones de Bernoulli. 
5 Malgrat això, en una carta del 22 d'abril de 1694, Bernoulli li diu a L'Hôpital que no sempre es compleix dy=0 

quan hi ha un extrem. Està pensant en les corbes "bicòrnies", aquelles amb punt de retrocés. Les tangents en aquests punts 
no són paral⋅leles sinó perpendiculars a l'eix de les x, és a dir, dy=∞. 

6 Vegeu J. L. COOLIDGE. The Mathematics of Great Amateurs, p. 155. 
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SEGONS BERNOULLI 

 

Problema XVI: 

Un viatger ha d'anar de A a E fent servir el 

mínim temps possible. Primer ha de 

travessar el camp AFDB i després el 

DBGE. Al primer camp recorre un espai b 

en un temps a. I en el segon, un espai c en 

un temps a. Quina via haurà de seguir? 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

AB=m,  ED=n, 

BC=x, BD=e, 

DC=e-x, 

.2

,
222

22

n+xex+eCE=

xmAC

−

+=
 

Usant la velocitat al camp ABC: 

 
temps

22 x+m=
a
b , 

SEGONS L’HÔPITAL 

 

Exemple XI (Secció III): 

Un viatger surt de C per a anar a F. Ha de 

travessar dos camps separats per la recta 

AEB. Al camp del costat de C, recorre un 

espai a en un temps c. Al camp del costat 

de F, recorre un espai b en un temps c. 

Quin ha de ser el punt E de AEB per poder 

anar de C a F en el mínim temps possible? 

 

 

 
 

CE=u, 

EF=z. 

Com Bernoulli: 

 
temps

c=
u
a . 

Llavors el temps de C a E serà: 

 
a
cu . 
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així, el temps per a anar de A a C serà: 

 
b

x+ma 22

. 

Anàlogament, fent servir la velocitat al 

camp CDE: 

 
temps
2 222 n+xex+-e=

a
c , 

amb la qual cosa el temps per a anar de C a 

E serà: 

 
c

n+xex+ea 222 2− . 

El temps total, que és el que volem fer 

mínim, és: 

 (1)  . 2 22222
 

c
n+xex+ea+

b
x+ma −  

Diferenciant aquesta expressió i igualant-la 

a zero, el problema queda reduït a resoldre 

la següent equació: 

 

(2)  .  02

)(

)22()(

22222

222222222

322422

=+−

−−−++

−−

mebxemb

xncecebmb

+xebec+xcb
 

 

 

 

Anàlogament: 

 
temps

c=
z
b . 

Per tant, el temps de E a F serà: 
b
cz . 

Aleshores, el temps total 

 
b
cz+

a
cu  

ha de ser mínim. 

Ara fa servir el següent resultat: 

 

Article 56: Sigui AEB una corba plana amb 

dos punts fixos, C i F. Des d'un punt P 

qualsevol d'aquesta corba tracem les rectes 

CP (u) i PF (z). Considerem una quantitat 

composta per u, z, i per altres rectes a, b, 

c,... Es demana quina és la posició de les 

rectes CE i EF de manera que la quantitat 

sigui màxima o mínima. 
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Siguin CE i EF les rectes amb la posició 

desitjada. Unim C amb F. Construïm una 

nova corba DM tal que, si tracem la recta 

PQM perpendicular a CF, l'ordenada QM 

sigui igual a la quantitat donada. Quan P 

esdevé E, QM passa a ser OD, que serà 

màxima o mínima. Per tant, haurem de 

diferenciar i igualar a zero o a infinit. 

Tracem EG perpendicular a AEB i des d'un 

punt G qualsevol GL, GI perpendiculars a 

CE i EF respectivament. Sigui e un punt 

infinitament proper a E i des d'aquest punt 

dibuixem les rectes CKe i FeH. Agafant 

aquestes rectes com a radis i els punts C, F 

com a centres dibuixem els petits arcs EK i 

EH. Es pot comprovar que els parells de 

triangles rectangles següents són 

semblants: 

. ∆ELG  i  ∆Eke, 

. ∆EIG  i  ∆Ehe. 

Aleshores: 

 
)sin(
)sin(

GEF
GEC=

dz
du=

He
Ke=

GI
GL

∠
∠

−
 

(dz és negatiu respecte du perquè quan la u 

creix la z decreix). 

 

Agafant, doncs, EG perpendicular a AB i 

aplicant el resultat anterior: 

 (*)  .  =
)(sin
)sin

b
a=

GI
GL

GEF
GEC(

∠
∠  

Sigui CGH la circumferència de centre E i 

radi EC. Primer tracem AC, HD i BF 
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perpendiculars a AB; i després, GL i GI 

perpendiculars a CE i a EF 

respectivament. 

Fent servir (*) i els següents parells de 

triangles semblants: 

. ∆GEL  i  ∆ECA, 

. ∆GEI  i  ∆EHD, 

s'obté GL=AE i GI=ED. 

Prenent x=AE: 

 
a
bx=ED . 

Sigui: 

AB=f ,   AC=g,  BF=h. 

Com que ∆EBF  i  ∆EDH són semblants: 

 
axaf

hbx=DH
DH
ED=

h
xf=

BF
EB

−
⇒

− . 

∆EDH i ∆EAC són triangles rectangles 

les hipotenuses dels quals, EH i EC, són 

iguals: 

 AC+EA=DH+ED 2222 . 

És a dir: 

 g+x=
axaf
xbh+

a
xb 22

2

222

2

22

)( −
. 

Això es redueix a estudiar la següent 

equació: 

 

,  02

)(

)22()(

22222

222222222

322422

=+−

−−−++

−−

gfaxfga

xhbfbgafa

+xfafb+xba
 

la solució de la qual ja ens indicarà quin és 

el punt E buscat. 
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L'Hôpital després també resol aquest 

problema tal com ho havia fet Bernoulli, 

però canviant la notació.   

 

 Bernoulli diferencia i iguala a zero. Per la seva banda, L’Hôpital aplica l’article 56 de 

l’Analyse, assolint la mateixa equació (2) de Bernoulli. Després exposa una altra manera de resoldre 

el problema, que coincideix amb  la del seu mestre.  

 En l’article de 1684 de l’Acta Eruditorum, Leibniz havia analitzat aquest problema 

considerant dos medis de diferent densitat, separats per una recta, mentre que Bernoulli considera 

diferents velocitats segons el medi. Arriba a la mateixa expressió (1) de Bernoulli (llevat notació), 

que diferencia i iguala a zero, sense donar l'equació (2). 

 Aleshores, Leibniz aplica tot això a l'Òptica. Si considerem el cas de la refracció, la distància 

de A a C és la mateixa que la de C a E. Llavors, la densitat del segon medi és a la del primer com 

BC és a CE, és a dir, com el sinus de l'angle d'incidència és al sinus de l'angle de refracció.7

 La forma amb què L'Hôpital resol el problema és notable, doncs traça una circumferència de 

centre E, passant per C (igual que Fermat i Descartes).

 

8

                     
7 Vegeu G. W. LEIBNIZ, op. cit. 

 El camí total, CEF, el descomposa en CEH 

(H sobre la circumferència) i en HF. Llavors aplica la llei de la refracció al camí seguit fins a H. De 

fet, el resultat de l'article 56 de l'Analyse és conegut com la llei de Snell, que fou el primer que 

l’enuncià. Va ser demostrat per primer cop per Descartes. 

8 Vegeu R. DESCARTES. Œuvres, VI: La Dioptrique, discours II, pp. 93-105; P. FERMAT. Œuvres, III: 
Maxima et minima, pp. 149-156. 
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.2

,2

,2

2222

2222

2222

xcbc+baxAD

xcbc+baAE

xcbc+bCE=

−−−+=

−−−=

−−

 

que és l'expressió que hem de fer màxima. 

Diferenciant-la i igualant-la a zero 

obtenim: 

 

.2

,2

,2

,2

22

2222422

22

222242222

22
22

22
22

22

22
2222

22
2222

xc
xbxcccb

xc
xbxccxbcb

xcb
xc

xbcb

xc
xbxcbcb

x-c

bx=x-cb-c+b

−
−−+

=

=
−

−−+−

−=
−

−+

−
=−−+

 

Finalment, el problema es redueix a 

resoldre la següent equació: 

 

. 02

)426(

)84(4

6284

224642

4224462

=−++

+−−+

−

cbcb

xcbccb

+xcbc+b+xb
 

També considera una altra forma de fer-ho, 

que és anàloga al primer mètode de 

L'Hôpital i d'on surt una equació més 

senzilla (degut a l’elecció de coordenades). 

 

 

 

.2

,2)(
2222

22222

xacxc+abDFE

cxc+a=x-a+xcFB=

−+−−=

−−
 

que és l'expressió que volem fer màxima. 

Diferenciant-la i igualant-la a zero 

obtenim: 

.022

,0
2

2222223

2222

=+−−

−
−

−

caxaxccx

=
xa

xdx
cxc+a

cdx
 

Dividint per x-c: 

 02 222 c=axac −− . 

Una de les arrels donarà una x=CE tal que 

ED (perpendicular) passa per la politja i el 

pes quan estan en repòs. 

 

D'una altra forma: 

EF=y, 

BF=z. 

El que volem fer màxim és:  b-z+y. 

Per tant, dz=dy. 

La politja descriu la circumferència de 

centre C i radi FA. Agafem f infinitament 

proper a F; sigui fR paral⋅lel a CB, i fS 

perpendicular a FB. Així,  

FR=dy, 

FS=dz, 

(és a dir, FR=FS). 

Els triangles rectangles ∆FRf i ∆FSf són 

iguals i semblants, la qual cosa implica 

que l'angle ∠RFf és igual a l'angle ∠SFf. 

Així doncs, F està situat de tal manera 
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sobre la circumferència FA que l'angle 

format per EF i la tangent en F és igual a 

l'angle format per FB i la tangent en F. És 

a dir: 

∠BFC=∠DFC. 

Per tant, si dibuixem FH tal que: 

∠FHC=∠CFB=∠CFD, 

aleshores els triangles ∆CBF i ∆CFH seran 

semblants; els triangles rectangles ∆ECF i 

∆EFH seran semblants i: 

.

,

2

2

EC
EF=

y
c
ax

=
EF
HE

c
aCH

−

=

 

D'on podem concloure (aprofitant que el 

punt es troba sobre la circumferència): 

xa=y=
c

xax 222
2

2 −− . 

Ara només cal resoldre aquesta equació. 

 

 El primer camí seguit per L’Hôpital coincideix amb el segon de Bernoulli, on les 

coordenades han estat escollides de manera que l’equació resultant és més senzilla de resoldre que 

en el primer cas. Es tracta d’igualar a zero la diferència de la quantitat que es vol fer màxima. 

 A continuació L’Hôpital resol el problema de la següent manera: considera la circumferència 

descrita per la corda CF i treballa amb elements infinitament propers. Aquest camí és, si més no, 

força original. 
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7. ESTUDI DELS PUNTS D'INFLEXIÓ 
 

 

 En començar el capítol dedicat als punts d’inflexió, Bernoulli en dóna la següent definició: 

el punt d'inflexió és aquell que separa les dues curvatures, quan la corba passa de còncava a convexa 

o viceversa. Aquest punt és al final de la primera i al principi de l'última. 

 Vegem els tres mètodes de Bernoulli per trobar els punts d’inflexió. 

 

PRIMUS MODUS 

 

 Les tangents creixen fins al punt d'inflexió i quan canvia de curvatura comencen a decrèixer. 

Bernoulli diu que la tangent en el punt d'inflexió és "remotíssima", d'on dedueix que la diferència entre 

la subtangent (t)1

 D'aquesta manera sortirà x i, per tant, el punt d'inflexió. 

 i l'abcissa (x) ha de ser màxima. És a dir: 

 

Exemple: Sigui la corba d'equació ax2-yx2-a2y=0. Si la diferenciem: 

 Aprofitant l'equació de la corba: 

 Hem de fer màxima l'expressió: 

                     
 1 Notem que, en aquest capítol, Bernoulli utilitzarà una t per indicar la subtangent i no s, com havia fet fins ara. 
Leibniz també farà servir aquesta notació en el seu "Nova methodus pro maximis & minimis,...". 

 
.
0,
,

dt=dx
=dt-dx
m=t-x

 

 

.22
,22
0,22

22

22

22

t
y

dx
dy

ax
yxax

dya+dyx=xydx-axdx
=dya-xydx-dyx-axdx

==
+
−

 

 
.

222

2222

2

32

222

a
xxa

ya
ax

=
yx-ax

ax=
yx-ax

ya+yx=t

+
=

−
=
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 Finalment, diferenciant i igualant a zero resulta l'equació a2-3x2=0 i, per tant: 

3
1a=x . 

 

METHODUS SECUNDUS 

 

 Considerant dx constant, en el punt d'inflexió, la corba no és ni convexa ni còncava, és a dir, 

aquí serà una porció de recta infinitament petita d'on es dedueix que dy serà constant. La qual cosa 

implica que d(dy) (és a dir, ddy) és zero. 

 

Exemple: Considerem la mateixa corba de l'exemple anterior però posant y en funció de x: 

 Diferenciant: 

 (Aquí Bernoulli fa servir un quadradet davant de a2+x2). 

 Diferenciant un altre cop (tenint en compte que ddx=0, atés que dx és constant) i igualant a 

zero, obtenim: 

 (I aquí Bernoulli utilitza QQ per indicar la potència quarta) 

 Bernoulli multiplica aquesta expressió per (a2+x2)4 i la divideix per 2a3dx2, obtenint l'abcissa 

del punt d'inflexió com a arrel de a2-3x2=0. 

 Bernoulli observa que tot això funciona tant per a corbes mecàniques com per a 

geomètriques. 

 
a

x-xa=t-x
2

32

2
. 

 
x+a

ax=y
22

2

. 

 

 222

3

)(
2

x+a
xdxa=dy . 

 

 0
)(

642
422

24322527
=

x+a
dxxa-dxxa-dxaddy= . 
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MODUS TERTIUS 

 

 Suposem la corba formada per infinites rectes infinitament petites ab, bc, cd... La tangent en 

el punt d és dc en m. Si la corba exterior és convexa, la tangent de és exterior i l'angle ∠ldm és 

infinitament petit.2 Si la corba exterior és còncava, la tangent serà interior. Les tangents en punts 

infinitament propers al punt d'inflexió no són ni exteriors ni interiors. Les podem igualar, obtenint 

així el punt buscat. Per tant, al punt d'inflexió la tangent coincideix amb la tangent en un punt 

infinitament proper. 

 
 Sigui la corba ABC, on B és el punt d'inflexió. Des del punt F tracem les rectes FB i Fb, on 

l'angle ∠bFB és infinitament petit. Tracem FD i Fd perpendiculars a FB i Fb respectivament. La 

tangent BdD en B és la mateixa que la tangent en b. 

 Siguin arc(Be) i arc(gd) arcs de centre F. 

FD=Fd=t,  gD=dt, 

FB=Fb=z,  be=dz, 

             arc(Be)=dy. 

 Els sectors Fgd i BeF són semblants ja que l'angle ∠BFe és igual a l'angle ∠gFd. Així: 

 També són semblants ∆beB i ∆gdD (doncs D, d, B, b es troben sobre la mateixa tangent): 

                     
2 Per a Fermat, el punt d’inflexió és aquell tal que la tangent amb l’eix d’abcisses forma un angle mínim. 

 
z

tdy=gd
gd
Be=

Fd
FB

⇒ . 

 

.

,

dt
z

tdy

dy
dz

gD
gd=

Be
be

=
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 Fent servir la definició de tangent.3

 Notem que BdD és la tangent en B, que també ho és en b. 

 

* * * 

 L'Hôpital comença per definir les diferencials d'ordre superior (cosa que no fa Bernoulli). 

 

Definició I: la porció infinitament petita que creix o decreix la diferència d'una variable és la 

diferència de la diferència (o diferència segona). Anàlogament es pot definir la diferència tercera, 

etc. 

 Aquesta definició coincideix amb la que ja havia donat Leibniz (encara que de forma no 

gaire clara) al seu article d’Acta eruditorum "Nova methodus pro maximis & minimis,...", el 1684.4

 La diferència segona és infinitament petita respecte dy. 

 

 L'Hôpital especifica que dd, ddd,... serveix per indicar l'ordre de la diferència i que dx2, dx3, 

ddx2,... indica la potència de la diferència. 

 Calcula les diferències segones tant en el cas d'ordenades paral⋅leles com en el cas 

d'ordenades des d’un punt. Observa que, per calcular la diferència segona, una de les diferències dx, 

                     
3 És a dir: 

t
z

dy
dz

= . 

 4 Aquesta manca de claredat en les definicions de les diferències d’ordre superior no va donar precisament 
coherència al simbolisme de les diferències. Per exemple, Johann Bernoulli, en una carta a Leibniz el 1695, escriu: 

∫==

=

− xydxdyd
xd
yd

ydyd

2323
2

3

23 6

 
 

A més a més, la crítica que va fer Nieuwentijdt (1695-96) es basà precisament en aquesta qüestió. 

 
. 

,

23

32

dtdzdy
dz
dy=dzdt=

z
tdy

=
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dy o du ha de ser constant (Corol⋅laris I i II). A la Proposició I estudia un exemple, primer 

considerant dx constant i després dy constant.  

 

Definició II: Quan una corba AFK és còncava i convexa respecte una recta AB o un punt fix B, el 

punt F que separa la part còncava de la convexa i que és al final d'una i al principi de l'altra 

s'anomena d'inflexió, si la corba a partir d'aquest punt segueix el seu camí del mateix costat, i de 

retrocés, si retrocedeix cap a l'origen. 

 

Proposició II: Donada una corba, trobar els seus punts d'inflexió i de retrocés. 

 

1) Cas punt d’inflexió:  

     Si AP creix contínuament, en aquest cas AT va creixent fins al 

punt d'inflexió, a partir del qual comença a decrèixer. I AT serà 

màxim quan P caigui sobre E (AL). 

2) Cas punt de retrocés: 

     Si AT creix contínuament, aleshores AP també creix fins que T 

esdevé L, on comença a decrèixer. AP ha de ser un màxim 

(AE) quan T passa a ser L. 

 

 
 Aleshores, en general: 

(que és l'expressió que Bernoulli fa màxima en el seu primer mètode). 

 Diferenciant: 

 

.

,
,

x-
dy
ydx=AL

yEF
xAE

=
=
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 Dividint per dx (que pren constant) i igualant a zero: 

 L'Hôpital dedueix els casos següents:5

 

 

 - Si ddy=0, tenim un punt d'inflexió.  

 - Si ddy=∞, tenim un punt de retrocés.6

 

 

 Això, però, no és recíproc. En una carta a Johann Bernoulli (el 7 d'abril de 1694) afirma que 

hi ha corbes que no canvien la seva curvatura i que, en canvi, verifiquen ddy=0. 

 La definició de L'Hôpital de punt d'inflexió coincideix amb la que dóna Bernoulli. Però 

aquest no considera el cas dels punts de retrocés en les seves Lectiones.7

 L'Hôpital dóna un segon mètode que coincideix amb el segon de Bernoulli. Considerant dx 

constant, si y augmenta llavors ddy passa de positiva a negativa en canviar la curvatura (és a dir, al 

punt d'inflexió o de retrocés). Per tant, ddy ha de ser igual a zero o a infinit.  

 Leibniz tampoc no els 

considera en aquest apartat. 

 I, finalment, dóna un corol⋅lari on descriu el tercer mètode de Bernoulli: 

 

- Quan ddy=0: Si prenem dues tangents infinitament properes FL i fL han de coincidir al  

punt d'inflexió F.  

- Quan ddy=∞: Podem traçar per F (punt de retrocés) dues tangents FL, Fl amb angle entre 

elles infinitament petit. 

 

 L'Hôpital també estudia el cas en què les ordenades parteixen d'un mateix punt, cas que 

Bernoulli ignora.8

                     
 5 L'Hôpital,com també fa Pascal, escull la seva variable independent amb molta cura (vegeu J. L. COOLIDGE. 
The Mathematics of Great Amateurs, p. 156) 

 

 6 Segons Coolidge, L'Hôpital comet l'error següent: si ddy és infinitament petita respecte dy, aleshores no pot ser 
mai infinita. 
 7 Sí que ho fa, però, en la carta que li envia a L'Hôpital el 22 d'abril de 1694. 
 8 En la carta que Bernoulli envia a L'Hôpital el 12 de gener de 1695 li mostra como trobar les diferències segones 

 0.2

2

-dx=
dy

dx-ydxddydy  

 

 
dy

-yddy=-
dy
-yddydy

22

2

1 . 
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 Sigui AFK una corba les ordenades de la qual són BM, BF,... des de B. Sigui MT la tangent 

corresponent a l'ordenada BM i BT perpendicular a BM. Prenem m infinitament proper a M amb 

ordenada Bm i tangent mt, amb Bt perpendicular a Bm. La intersecció entre Bt i MT és el punt O. 

 Suposant que l'ordenada augmenta (quan BM passa a ser Bm), aleshores Bt és major que BO 

a la part còncava i menor que BO a la part convexa. Així, al punt d'inflexió (o de retrocés) F, Ot 

passa de positiva a negativa. És a dir, Ot serà zero al punt F. 

 Tracem des de B els arcs arc(MR), arc(TH). De manera que es formen els triangles semblants 

∆mRM, ∆MBT i ∆THO, i els sectors semblants BMR i BTH. 

 Sigui: 

BM=y,  mR=dy, MR=dx. 

 De les semblances de triangles i sectors obtenim la següent cadena de proporcions: 

.

,

,

,

2

3

2

dy
dxHO

HO
TH

TH
MR

dy
dxTH

TH
MR

BT
BM

dy
ydxBT

BT
BM

RM
mR

HO
TH=

TH
MR=

BT
BM=

RM
mR

=⇒=

=⇒=

=⇒=

 

 Suposem dx constant. Si prenem la diferència de BT: 

dy
-ydxddydxdyBt-BT=Ht= 2

2

. 

 Per tant: 

dy
-ydxddydxdy+dxOH+Ht=Ot= 2

23

. 

 Llavors, multiplicant per dy2 i dividint per dx resulta l'equació: 

                                                                    
en el cas d'ordenades des d'un punt, procediment idèntic al que apareix en l'article 64 de l'Analyse. Val a dir, però, que la 
idea d'ordenades des d'un punt sembla haver estat suggerida per L'Hôpital en la carta anterior. 
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022 -yddy=dy+dx , 

d'on surten els punts d'inflexió. 

 I l'equació: 

∞-yddy=dy+dx 22 , 

d'on surten els punts de retrocés. 

 Encara dóna una altra forma de resoldre el problema. 

 

 
  

A la part còncava l'angle ∠BmE és més gran que ∠Bmn. En canvi, a la part convexa passa al revés. 

La diferència entre els dos angles és l'angle ∠Emn, que és la mesura de l'arc(En), que passarà de 

positiu a negatiu en el punt F. 

 Suposem dx constant. Com que els triangles ∆HmS i ∆Hnk són semblants i si Bm creix Rm 

decreix: 

,
nk
Hn=

mS
Hm  

du
dxddy=nk

nk
ddy-=

dx
du

−⇒ . 

 

 Com que els sectors BmS i mEk són semblants: 
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 Multiplicant per ydu i dividint per dx: 

que en el punt F passa de positiu a negatiu. 

 Si la y tendeix a infinit, dx2 i dy2 són nuls respecte yddy. Per tant: 

d'on, finalment, resulta que ddy ha de ser zero o infinit. 

 Ara analitzaré un exemple comú a tots dos autors.9

 

 

                     
9 Un altre exemple comú és el de l’espiral parabòlica. Bernoulli fa servir el seu primer mètode, mentre que 

L’Hôpital utilitza la primera manera del cas d’ordenades des d’un punt. 

.)arc(

,

,

2

ydu
-ydxddydxdu=En=kn+Ek

y
dxduEk

Ek
du

dx
y

Ek
mE

mS
Bm

=⇒=

=

 

 -yddydy+dx-yddy=du 222 , 

 ∞ o022  =-yddydy+dx , 
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PUNTS D'INFLEXIÓ DE LA CONCOIDE DE NICOMEDES 

 

SEGONS BERNOULLI 

 

Bernoulli resol aquest problema segons els 

tres mètodes. 

 

Segons el primer mètode: 

AE=BG=a,  EF=b, 

AD=x,   BD=y,  

DE=a-x. 

 

 
GF
BG=

EF
DE , 

 
x-a

ab=GF , 

 
x-a

xb-xab2=GE
222

. 

Fent servir semblança de triangles: 

 
BD
BF=

GE
GF , 

és a dir: 

SEGONS L’HÔPITAL 

 

Exemple IV (Secció IV): 

 
S'ha de buscar el punt d'inflexió de la 

concoide AFK de pol P i asímptota BC. La 

propietat que caracteritza aquesta corba és 

que tota recta PF (amb F un punt de la 

concoide) talla l'asímptota en un punt D tal 

que FD és constant. 

Sigui PA perpendicular a BC, i FE 

paral⋅lela a BC. 

AB=FD=a,  BP=b, 

BE=x,   EF=y. 

Traçant DL paral⋅lela a AB, resulta que 

∆DLF  i  ∆PEF són semblants. Per tant: 

 
EF
PE=

LF
DL , 

 
x

x-ab+xEF=y=
22)( . 

la diferència de la qual és: 
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a-x

xbx-ab=
a-x
ab 2222 , 

 y
a-x

+ab-axa=xax-a
2

22 . 

Per tant: 

 xax-+xax-
a-x
by= 22 22 . 

Diferenciant: 

 +
x-2ax)x+2ax-a(

bdxa=dy
222

2

 

 
xax-

adx-xdx+
22

. 

Com que 

 
t
y=

dx
dy , 

aleshores: 

 
)(

)2)(2(
32

222

a-xb+a
xax-xax+-aab-bx+t=  

(aquí Bernoulli en lloc del cub fa servir un 

C davant  (a-x) i tal com escriu igualtats 

dins les proporcions pot confondre una 

mica). 

Fent el canvi a-x=z: 

 =
zb+a

)z-a)(z(bz+t=
32

222

 

 
zb+a

z-bz-zabz+a=
32

43222

. 

L'expressió t-x=t-a+z és la que s'ha de fer 

 
x-ax

bdxadx+xdy=
222

23

. 

Si fem la diferència d'aquesta quantitat i la 

igualem a zero, la solució del nostre 

problema serà una de les arrels de 

l'equació: 

 0=ba2-bx3+x 223 . 

Observem que ha fet servir el seu segon 

mètode.  

 

També resol aquest problema com un cas 

d'ordenades que parteixen d'un punt, fent 

servir l’equació: 

 (*)  ,22  dy+dxyddy=  

amb dx constant. 

Considerem com a ordenades les rectes PF 

pel pol P. 

Tracem els arcs arc(FG) i arc(DH) amb 

centre P. 

Sigui Pf una ordenada que forma amb PF 

un angle infinitament petit, ∠FPf. 

AB=a,  BP=b, 

PF=y,  PD=z, 

dz=dH,  dx=FG. 

Donat que els punts de la concoide 

verifiquen: 

 a+z=y , 

aleshores: 

 dz=dy . 
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màxima. 

Diferenciant i igualant a zero i, després, 

multiplicant per (a2b+z3)2 i dividint per 

a2bdz+a2zdz, la solució serà arrel de 

l'equació: 

 032 322 =z-bzb-a . 

 

Segons el segon mètode:  

Obté dy com abans i torna a diferenciar, 

igualant ddy a zero i fent el canvi z=a-x. 

La solució serà arrel de l'equació: 

 023 223 b=a-bz+z . 

D'aquesta forma el problema es resol més 

ràpidament. 

 

Segons el tercer mètode: 

Si A és el vèrtex, F el centre i MN 

l'asímptota, quin serà el punt d'inflexió B? 

La intersecció de FB amb l'asímptota és el 

punt N. 

NB=AM=a, FM=b, 

FB=Fb=z, be=no=dz, 

Be=dy. 

Sigui NO paral⋅lela a Be. 

FN=z-a, 

 b-aaz+-zNM= 222 2 . 

∆NMF  i  ∆Non són semblants. Per tant: 

 
oN
no=

MF
NM , 

∆DBP és un triangle rectangle. Per tant: 

 b-zDB= 22 . 

Llavors, tenim els següents parells de 

triangles semblants: 

. ∆DBP i  ∆dHD 

. ∆PDH i  ∆PFG 

d'on resulta: 

 
b-z

bdzHD=
HD
dH=

BP
DB

22
⇒ , 

 
bz+ab

b-zzdxdz=dy=
FG
HD=

PF
PD 22

⇒ . 

Ara diferenciem (prenent dx constant i 

substituint dz pel seu valor en funció de y): 

 3

2334

)(
)2(

bz+ab
dxzab-abz+bzddy=...= . 

Aleshores, si substituïm en la fórmula (*) 

els valors de y, dy i ddy, obtenim l'equació: 

 
.

)(
)2(

)(
)2(

2

22224

2

2234

bz+ab
dxbaz+ab+z=

=
bz+ab

dxzab-az+z

 

Operant resulta: 

 032 223 =abz-b-z . 

Una de les arrels (z) d'aquesta equació més 

a es donarà PF. 
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b-aaz+-z

bdzNo=
222 2

, 

 
Be
No=

FB
FN , 

 =dy
b-aaz+-z(z-a)

bzdzBe=
222 2

, 

 
t

bF=
Be
be , 

 
b-aaz+-z(z-a)

bzt=
222

2

2
. 

Si z creix, t decreix. Per tant dt quedarà 

afectada per un signe negatiu. 

Utilitzant el resultat vist al tercer mètode: 

 dtdz=dy 23 , 

resulta l'equació: 

 
,022

3662
224

23223

=ba+a

zabza+zaaz
−

−−−
 

d'on sortirà la solució buscada. 

 

 Cal remarcar les diverses maneres que ambdós fan servir per resoldre aquest exemple comú. 
Mentre que Bernoulli estudia el problema aplicant els seus tres mètodes, L’Hôpital, a més d’utilitzar 
el seu segon mètode, resol el problema com un cas d’ordenades des d’un punt. 
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CONCLUSIÓ 
 

 

 Després de la publicació de les Lectiones i de la correspondència de Johann Bernoulli, es va 

conèixer el pacte entre L'Hôpital i Bernoulli i es va veure clarament que l'Analyse es basava en les 

Lectiones. Tot i això, no podem dir que els dos textos siguin idèntics. Tampoc les intencions 

divulgadores dels dos autors no són les mateixes. 

 Les diferències més notables que he trobat entre els dos autors són: 

 

 - la didàctica del text 

 - l'enfocament dels problemes 

 - l'elecció de coordenades 

 - el diferent tractament de les corbes algèbriques i transcendents 

 - la notació 

 

 A més a més, no hem d'oblidar que l'Analyse té deu seccions, de les quals només les quatre 

primeres es corresponen amb les Lectiones de Bernoulli. 

 

 

Didàctica del text 

 

 El treball de L'Hôpital està més ben estructurat que les lliçons de Bernoulli. El text del marquès 

és molt més didàctic, serveix per iniciar-se en el càlcul diferencial, mentre que el de Bernoulli més 

aviat està dirigit als ja iniciats. Quan és possible, L’Hôpital presenta diverses maneres de resoldre el 

mateix problema; normalment una d’elles coincideix amb la resolució de Bernoulli (com, per exemple, 

en el cas del problema sobre la refracció). De fet, l'Analyse és el primer tractat sistemàtic del càlcul, 

que farà que la nova matèria sigui accessible al lector mitjà. 

 Ja en la primera secció notem aquesta diferència quant a la intenció didàctica. L'Hôpital dedica 

més temps a definicions i axiomes fonamentals que no pas Johann. 

 L'estudi de L'Hôpital sobre màxims i mínims és més complet que el de Bernoulli. Mentre que 

L’Hôpital distingeix els casos diferència nul·la/ diferència infinita, Bernoulli no ho fa en les Lectiones, 

però sí en una carta dirigida a L'Hôpital el 22 d'abril de 1694, on considera el cas de les corbes 

bicòrnies (és a dir, amb punt de retrocés). 
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 Quant a les diferencials d'ordre superior, L'Hôpital comença per definir-les (seguint la línia de 

Leibniz i malgrat la seva manca de claredat), mentre que Bernoulli dóna directament la definició de 

punt d'inflexió. El marquès dedica un apartat al punt de retrocés. En canvi, com ja he dit més amunt, 

Bernoulli no ho fa en les Lectiones sinó en una carta a L’Hôpital. 

 

 

L'enfocament dels problemes 

 

 Mentre que Bernoulli estudia directament problemes concrets, L'Hôpital primer analitza el cas 

general i després ho aplica a alguns casos particulars, defensant així la idea de càlcul com a mètode 

d'aplicació general. Per exemple, en la Proposició VI (Secció II) de l'Analyse, L'Hôpital calcula la 

tangent a una corba, coneixent la tangent a una corba auxiliar i la relació entre els segments de recta 

compresos entre el punt fix de la recta i les interseccions d'aquesta amb les dues corbes. Aquest 

resultat l'aplica als casos particulars de la hipèrbola, la concoide i la companya del paraboloide de 

Descartes. 

 Tot i això, ens trobem amb què la Proposició VIII (Secció II) només l’aplica al cas de la 

cissoide. No hem d’oblidar, però, que per a ell el que importa és el mètode. 

 

 

L'elecció de coordenades 

 

 Generalment, Bernoulli busca coordenades cartesianes per poder aplicar la fórmula: 

dy
dx

= y
s

 

encara que no sempre, com en el cas de l’espiral, on utilitza coordenades polars. 

 Per la seva banda, L'Hôpital busca altres tipus de relacions, segons la naturalesa de la corba 

estudiada: coordenades des d'un punt 1

                     
 1 Ja hem vist que Bernoulli considera les coordenades des d'un punt en la seva carta a L'Hôpital el 12 de gener de 
1695, però no en les Lectiones. 

 (com en el segon mètode utilitzat per trobar els punts d’inflexió 

de la concoide de Nicomedes), abcisses sobre una corba (com en el cas de la cilcoide), polars (com en 

el cas de la quadratriu) ... Newton i Pascal ja escollien les seves coordenades amb molta cura i 

depenent de la corba. 
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 Podem dir que, d’alguna manera, Bernoulli és més actual, mentre que L’Hôpital és més un 

matemàtic del segle XVII. 

 

 

El diferent tractament de les corbes algèbriques i transcendents 

 

 En general, em sembla més avantatjós el tractament de les corbes algèbriques per part de 

Bernoulli (especialment la cissoide). En canvi, en el cas de les transcendents (sobretot la cicloide i 

l’espiral) surt guanyant el mètode de L'Hôpital.  

 En Bernoulli el que compta essencialment és l’equació 0),( =yxf , que és ben coneguda quan 

la corba és algèbrica. Quan és transcendent, l’expressió és força més fosca i el problema se li 

complica. 

 En L’Hôpital, en canvi, el fet d’ajustar-se a la naturalesa geomètrica de la corba li permet una 

millor elecció de les coordenades. Obté, aleshores, expressions 0),( =vuf , on u, v són escaients. 

 

 

La notació 

 

 La notació emprada per L'Hôpital és més moderna que la utilitzada per Bernoulli. De fet, és 

semblant a l'actual, de manera que es pot llegir sense  dificultats. Bernoulli encara fa servir símbols 

com  , C, QQ, etc. 

 

 

 Amb aquest treball també he volgut destacar la figura de L'Hôpital com a autor de llibres de 

text.2 Precisament és la manca de tractats elementals sobre el càlcul la raó que impulsa L'Hôpital a 

publicar l'Analyse. Els textos sobre càlcul publicats fins aleshores eren curts i críptics (els articles de 

Leibniz a Acta Eruditorum, la base del mètode de fluxions de Newton en els seus Principia,...). El text 

del marquès és un intent de “normalitzar” la nova matèria. 

 L'Analyse estarà de moda durant tot el segle XVII, serà traduït a l'anglès i al llatí i editat 

diverses vegades. 

                     
 2 Recordem que, a més de l'Analyse, també publicà amb èxit el Traité des sections coniques (1707). 
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 Hi ha historiadors que creuen que l'únic que va fer L'Hôpital fou "pagar" Bernoulli per poder 

apropiar-se de les seves lliçons.3 Però, deixant de banda la controvèrsia originada al voltant de 

l'Analyse i les mancances que pugui tenir l'obra, jo estic d'acord amb l'altre grup d'historiadors, que 

defensen L'Hôpital tant per haver publicat amb propietat el primer llibre de text sobre càlcul com per 

les seves aportacions originals. 
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3 De fet, en el prefaci de l'Analyse L'Hôpital només reconeix feblement tot el que deu a Bernoulli. 
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LLISTA DE SÍMBOLS UTILITZATS 
 

 

arc(  )    Ni Bernoulli ni L’Hôpital no fan servir una notació especial per a l’arc. 

Com a molt, ho indiquen dins el text. 

 

y2     Per indicar la potència quadrada ells utilitzen la notació de l’època: yy. 

 

∆ Quan  treballen amb triangles ho indiquen dins el text, sense cap 

notació especial. 

 

∠ Quan  treballen amb angles ho indiquen també dins el text, sense cap 

notació especial. 

 

ddy    En aquest cas he mantingut la notació utilitzada per ambdós autors a 

l’hora de treballar amb diferencials d’ordre superior. 

 

dyn    D’aquesta manera els autors estudiats noten la potència n-èsima de dy. 
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