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Introduccio

Intuitivament una familia de superficies és un morfisme 7:S — B exhaustiu
pel que totes les fibres S; := 771(¢), amb t € B, sén una superficie, per abis de
notacio, 'esquema S també es diu familia de superficies. A 'esquema B se 1’hi
diu la base de la familia de superficies. Una seccid d’una familia de superficies
és un morfisme o : B — S tal que m o0 = Idp, és a dir, un morfisme que a
cada punt ¢ de la base li assigna un punt de la fibra S; de la familia de superficies.

Donat un esquema B, dintre de la categoria d’esquemes hi ha el concepte
de esquema relativ a B o B-esquema. Aquest consisteix en un esquema S junt
amb un morfisme 7:S — B. En aquest cas els punts de S com a B-esquema,
anomenats B-punts, no son els elements de S com a conjunt siné que séon els
morfismes o: B — S que sén seccions de w. Amb aquestes nocions una familia
de superficies és una B-superficie i una seccié de 7 és un B-punt de S.

Sovint el conjunt de totes les seccions d’una familia de superficies 7, que és
Homp_gscn(B,S), es pot veure com el conjunt de punts tancats d’un esquema
X que anomenem familia universal de seccions de w. L’esquema X es pot defi-
nir per una propietat universal, que no garanteix la seva existéncia, equivalent a
queé representi un cert functor associat a la familia de superficies 7 com mostra
la proposici6 [1.2.6

Informalment podem entendre el blowup d’un esquema X amb centre un
subesquema Y C X (secci() com l'esquema X que resulta de "substituir" en
I’esquema X el subesquema Y pel fibrat normal de Y en X, sense canviar res
més en X. A més de I'esquema X, en un blowup, tenim un morfisme IT: X — X
que essencialment envia els punts de X que no hem tocat a ells mateixos i cada
punt 7 del fibrat normal Ny/ x lenvia al punt y € Y a la fibra del qual pertany
7. Es a dir, | ¢\ 111 (yy és un isomorfisme i E := II71(Y) és una familia sobre
Y que s’anomena diwisor excepcional i en la que cada fibra E, és isomorfa a
la fibra sobre y del fibrat normal de Y en X. Com en el cas de les families
de superficies, direm indistintament blowup de X amb centre Y tant a X com
el morfisme I1: X — X, tot i que estrictament el blowup és el morfisme. En
el concepte de blowup sén tan importants el centre Y com l'entorn X. Per
exemple en el blowup d’un pla amb centre un punt el fibrat normal és isomorf
a P! mentre que si I'entorn és un espai de dimensié 3 aleshores ho és a P?.

Si 'esquema Y esta format per un sol punt de X, els punts de F es diu
que sén punts prozims al punt Y, també es diu que E forma el primer entorn
infinitesimal de Y, es defineix de forma recursiva el k-ésim entorn infinitesimal
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8 INTRODUCCIO

de Y com el conjunt de punts que pertanyen al primer entorn infinitesimal de
algun punt que pertany el (k — 1)-ésim entorn infinitesimal de Y i un punt es
diu infinitament proper a Y si pertany algun entorn infinitesimal de Y.

El cas de blowup que considerem majoritariament és quan ’entorn és una
familia de superficies 7: S — B i el centre és la imatge d'una seccié o. En
aquest cas el blowup resultant, que denotem per S,, és de forma natural una
nova familia de superficies amb base B, concretament si el blowup és I1:S, — S
la nova familia de superficies és 7, := wolIl:S, — B i cada fibra (S,), és exac-
tament el blowup de la fibra S, amb centre o (b).

Un clister sobre una varietat X és un conjunt K finit de punts tant de X
com d’algun blowup de X o d’algun blowup d’algun blowup de X... On cada
blowup ha de tenir com a centre un punt i si un punt p € K i p es proxim a gq,
és a dir, p pertany al primer entorn infinitesimal de ¢, aleshores ¢ € K també.

Donada una varietat S, els conjunts ordenats de r punts de S estan para-
metritzats per I'obert U de S™ complementari de la "diagonal gran". Pero fins
i tot quan S és projectiva U no ho és mai. Per moltes aplicacions rellevants
resulta important construir compactificacions de U que "recordin" la "direccio"
en qué subconjunts de punts coincidents s’han trobat.

Kleiman en [I2] introdueix els blowups iterats, unes varietats X, que para-
metritzen de forma natural els clasters ordenats de r-punts d’una superficie .5,
per cada r, i que s6n una compactificacio projectiva de U. En el present treball
trobem la construccié que es dona en [22] I11.2], on s’estudia Destratificaci6 de
X, donada per la proximitat.

Aqui generalitzem el concepte de cluster de punts d’una superficie a cluster
de seccions d’una familia de superficies per passar al cas relatiu, és a dir, a
clusters de B-punts d’una B-superficie. Que per dos B-punts o i 7, el B-punt 7
sigui proxim a o té la clara interpretacio de que 7 ha de ser una seccié de S, amb
tota la seva imatge continguda al divisor excepcional i aixi és com generalitzen
els conceptes de k-ésim entorn infinitesimal i infinitament proper per B-punts.
Donad una parella de seccions (o, 7) de la mateixa familia de superficies = hi
ha casos en els que no hi ha cap secci6 w de 7, tal que w(B) sigui igual a la
transformada estricta de 7(B). En aquest casos la parella (o,7) no forma un
claster de seccions, ja que ni podem veure 7 com un B-punt de S, ni ¢ com un
B-punt de §;. Quant aix0 no passi direm que (o, 7) és una parella de seccions
admissibles, o direm que 7 és admissible respecta o. En la definicié de claster de
seccions hem de tenir en compte que en un claster sols poden apareixer seccions
admissibles unes respecta les altres perd sense usar la nocié de admissiblitat.

Definicié 0.0.1. Un cluster ordenat de seccions sense base firada sobre una
familia de superficies 7: S — B és una successio finita de seccions {0y}, tal
que per tot n, o, és seccié de m,:S, — B on S, := Bl,, _,(5)(Sn-1) 17, :=
bl,, ,(B) ©Tn—1 amb Sy := 8 img = .

Definici6 0.0.2. Fixada una secci6 o de m, un clister ordenat de seccions amb
base o sobre m:S — B és un cluster ordenat de seccions {o,}, sense base fixada
sobre 7 tal que per tot n, o, és infinitament propera a o.

Un claster de seccions generalitza el concepte de claster de punts ja que si
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considerem una familia de superficies amb base un punt, aleshores S és una
superficie i les seccions soén punts d’aquesta.

Aquesta generalitzacio segueix la filosofia general que Grothendieck exposa
en els "Elements de Géométrie Algébrique" ([EGA]), un ha d’intentar desenvo-
lupar els conceptes de la geometria algebraica en un context relatiu. En comptes
de treballar sobre un cos base fixat, i considerar propietats d’una varietat cada
vegada, un hauria de considerar un morfisme d’esquemes 7:S — B i estudiar
les propietats del morfisme.

Els blowups iterats ha resultat ser una eina molt util en el estudi de sistemes
lineals amb punts multiples imposats i en la geometria enumerativa (de corbes
planes). Veure [I], [2], [5], [20] i [2I] per veure les aplicacions dels blowups
iterats en el estudi de sistemes lineals amb punts multiples i veure [12], [I4], [11]
per les aplicacions en la geometria enumerativa. Una altre eina molt tutil son les
families o degeneracions de superficies, veure [3].

El passar de clasters de punts a clusters de B-punts busquem generalitzar la
construccid dels blowups iterats X,. de Kleiman al cas relatiu, pretenent unir les
dues técniques, els blowups iterats i les families o degeneracions de superficies.
Esperem que la comprensié de com interaccionen les dues técniques permeti
progressar en la comprensié d’aquests problemes.

En el treball introduim la noci6 de familia universal de clisters de 2-seccions
per una familia de superficies 7:S — B, que denotem per Cl3(S). Aquesta sera
un esquema que parametritza tots els clisters ordenats de dos seccions. Fixada
una seccio o de m, tenim dues families universals de seccions X i XU, ladeni
la de 7, respectivament. Llavors el conjunt de punts tancats de Cly(S) és

| | X-(C).

ceX

La definici6 que trobem de Cl3(S) deixa veure, tenint present la construccid
del X, de Kleiman, com podria ser la definicié de familia universal de clisters
de r-seccions que denotariem per Cl,.(S), perd aquesta és una pregunta oberta
per aquest treball. Aquestes definicions utilitzen una propietat universal, en el
treball demostrem la seva existéncia per alguns casos. Pero amb aixo no n’hi
ha prou, el que és interessant és donar una construccié el més explicita possible
d’aquests C1,.(S). En un inici el treball buscava donar una construccié general
per cada r. Rapidament varem veure que seria molt dificil fer-ho en el context
d’un treball de final de master i ens varem centrar en el cas r = 2. Tot i aix0
el cami que varem seguir es fonamentava en un teorema intuitivament clar pero
al desenvolupar els exemples ens varem adonar que era fals. La intuicido que
dona la construccié dels X, d’en Kleiman ha resultat no servir de molt per els
Cl,.(S), ja que les diferéncies son notables. Per exemple la dimensio dels X, és
finita i creixent respecte de r mentre que no té per que ser-ho per els Cl,.(S).
En l'exemple II, que és la familia de superficies 7 : P? x P2 — P? on 7 és la
projecci6 sobre la segona component, tenim que Cl;(S) = X, on X és la familia
universal de seccions de 7, i X és un esquema quasiprojectiu de dimensi6 infi-
nita i la seva descomposicié en components connexes i irreductibles és donada
per una unié infinita de varietats quasiprojectives X, amb d € N, cada una de
dimensio finita d. En canvi, per una seccié o € Xy, la familia universal de secci-
ons de 7, X, és buida i, al final, Cly(P? x P?) 2 Bl (P? x P?) que té dimensio 4.
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En el treball trobem que la construccié de Cly(S) és possible i que aquesta
s’ha de fer en termes de blowups a partir de X x X. Primer comencem fixant
una secci6 o de 7 i veiem que X, la familia universal de seccions de m,, es
pot construir a partir de X en termes de blowups. Concretament, hi ha un
morfisme f, : X — X que ens permet descriure X com la uni6 disjunta d’un
tancat, f;1(o), i el seu complementari, U, un obert. El tancat és isomorf a
la familia universal de seccions de F, — B, que soén les seccions infinitament
properes a 0. A més,

Teorema 0.0.3. Donada una component irreductible de X, )N(O, definim Uy :=
XONU Aleshores f,|y, €s isomorfisme amb la seva imatge.

Teorema 0.0.4. Existeiz una estratificacio de X = Up,XP tal que

1) {c} és un estrat

2) Si existeix una T € XP° amb T admissible respecte o aleshores tot element
de XPo ¢és admissible respecte o.

8) Cada component irreductible Xg" de lestrat XP° és isomorf al Uy d’una
component irreductible X2 de X.

Aquests teoremes venen a dir que,
e Si X0 C f- (o), totes les seccions son infinitament properes a o.
e Si X0 C U, X° és isomorfa a un estrat X? per f,.

e Si X° no esta continguda en f; (o) ni en U. Llavors X és birracional a
un estrat XP° per f,.

Aleshores sabem que pel tercer cas tindrem el segiient diagrama, que ens diu
que podem construir X, a partir de X amb un blowup.

- — bly  —
X0 e Bly(XPo) ——— XPpo

U U
Us XPo

IR

El blowup ha de tenir per centre un ideal amb suport ¢ i per completar la
construcci6 caldria conéixer aquest ideal "a priori", perd aquesta és una pregunta
oberta per aquest treball.

Aixd no és necessari per veure que Cla(S) es pot construir en termes de
blowups a partir de X x X, perd si que ajuda molt a entendre-ho, ja que
el cami és practicament igual. En aquest cas veiem que hi ha un morfisme
F:Cly(S) - X x X que, igual que abans, ens permet descriure Cly(S) com
la uni6 d’un tancat, F~!(Ax (X)) on Ax:X — X x X és la diagonal, i el seu
complementari, un obert V. El tancat esta format per els clisters de 2-seccions
pels que la segona seccio6 és infinitament propera a la primera. A més,
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Proposicié 0.0.5. Donada una component irreductible de Cly(S), C°, definim
Vo :=C%NV. Aleshores Fly, és isomorfisme amb la seva imatge.

Proposici6 0.0.6. Ezisteir una estratificacio de X x X = Up, X X? tal que
e Ax(X) és un estrat.
o Donat un estrat X XP° si existeiz una (o,7) € X XP° una parella de secci-

ons admissibles aleshores tot element de X XP0 és una parella de seccions
admissibles.

e Cada component irreductible X X5° de X XP és isomorfa a un Vo d’una
component irreductible C° de Cla(S).

Per les components irreductibles de Cly(S), CY, aquests teoremes ens per-
meten dir,

e Si C° C F71(Ax (X)), esta format per cltsters de 2-seccions en que la
segona secci6 és infinitament propera a la primera.

e SiCYCV, CY és isomorf a un estrat X XP per F.

e Si CY no esta continguda en F~1(Ax (X)) ni en V. En aquest cas C° és
birracional a un estrat X XPo per F.

Un altre cop, aquest teoremes ens permeten dir,

P bl, J—
C0 — Bl(XXP) ——— X XPo
U U

oy

Vo X XPo

Sabem que el blowup ha de tenir per centre un ideal amb suport Ax(X)
perd no coneixem aquest ideal i seria molt interessant tenir alguna descripcid
d’aquest ideal, perd aquesta també és una pregunta oberta per aquest treball.

El context del treball és la teoria de les varietats i esquemes complexos, tal
com s’exposa al llibre [I0]. No obstant, donat que les families universals de sec-
cions s6n esquemes sovint no noetherians, m’he hagut d’introduir en bibliografia
més avangada, com Grothendieck [6] [7} 8], Vakil [25]...

El treball s’estructura en tres capitols. El primer consta d’un seguit de
definicions, proposicions... Que busquen establir les bases del treball i donar re-
llevancia a les propietats que més usarem dels objectes amb els que treballarem.
El segon capitol és la part teorica. En les primeres seccions trobem totes les
definicions introduides per aquest treball, aixi com la construcci6é dels blowups
iterats X, de Kleiman. Les dues ultimes seccions, Blowups relatius i Clusters
de dos seccions, és on es presenten els resultats originals que hem obtingut.
Finalment el tercer capitol consta de tres exemples dels quals hem tret la intuicié
per la part teorica. A més intentem desenvolupar-los de forma que es mostrin
els resultats obtinguts al capitol dos. Sén casos de families de superficies per
les que és relativament facil descriure la familia universal de seccions i de cap
manera busquen exemplificar tots els cassos possibles. El criteri per escollir-les
ha sigut que siguessin facils d’estudiar.
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Capitol 1

Definicions 1 primeres
propietats

En aquest capitol definirem tots el conceptes que apareixeran al llarg del tre-
ball. Aquest no pretén ser un treball auto contingut, les definicions i propietats
esmentades tan sols busquen fixar les bases del treball. Principalment seguirem
el llibre [10].

1.1 Definicions generals

Definici6 1.1.1. Donat F:C — Set un functor contravariant entre la categoria
C i la categoria de conjunts Set, direm que C' € Obj(C) representa F si F és
naturalment isomorf a Home(_, C).

Exemple 1.1. Considerem 'auto-functor contravariant P:Set — Set que envia
cada conjunt X al conjunt de les seves parts P(X) i cada aplicacié f: X — Y
a la aplicacio
P(f) : P(Y) — P(X)
S fTUS)

El conjunt {0, 1} representa el functor P, on per cada conjunt X, I'isomorfisme
natural entre P(X) i Homge:(X,{0,1}) és el que envia cada S € P(X) a la
funcié caracteristica de S.

Per un cos K en la categoria de K-espais vectorial el pas al dual es correspon el
functor Homg e, (_, K), és a dir K com a K-e.v. representa el auto-functor
pas al dual en la categoria de K-e.v.

Definicié 1.1.2. Sigui X un espai topologic i T C X un tancat. T és irreduc-
tible si no pot ser expressat com la unié6 T = Ty UT5 de dos subconjunts propis
i tancats de T.

Exemple 1.2. Per exemple en R™ amb la topologia usual els tnics tancats
irreductibles son els conjunts formats per un tnic punt.
En l'espectre d’un anell commutatiu R els V(I) := {P € Spec(R) tal que I C P}
per I C R un ideal primer sén tancats irreductibles, a més, si I’anell R també
és noetheria, aquest soén els tinics tancats irreductibles. .

13



14 CAPITOL 1. DEFINICIONS I PRIMERES PROPIETATS

Definicié 1.1.3. Sigui X un espai topologic definim la dimensié de X, com
el suprem de tots els enters n tal que existeix una cadena d’inclusions estrictes
To C Ty C --- C T, de tancats irreductibles continguts en X. La dimensié d’'un
espai topologic pot ser un nombre natural o +oo i la denotarem com dim(X).

Exemple 1.3. Seguint amb els mateixos exemples tenim que dim(R") = 0, ja
que les tniques cadenes de tancats irreductibles possibles son {py} amb py € R™.
Clarament la dimensi6 de Spec(R) és exactament la dimensié de Krull de 1’anell
R.

Definicié 1.1.4. Siguin X,Y i Z espais topologics amb X, Y C Z, definim la
codimensid de Y com a subespai de X com el suprem de tots els enters n tal
que existeix una cadena d’inclusions estrictes Ty C Ty C --- C T, de tancats
irreductibles amb X NY C Ty i T, € X. La denotarem com Codimx (V)

Exemple 1.4. Si X és un esquema aff i integre de tipus finit sobre un cos
K,isiY C X és un subconjunt tancat i irreductible, llavors Codimx(Y) =
dim(X) — dim(X NY). Veure [10] 11,3.2.8].

Definicié 1.1.5. Un espai topologic noetheria X és un espai topologic tal que
tota cadena decreixent de tancats X D Xg D --- D X,, D ... estaciona. X és
localment noetheria si per tot x € X existeix un entorn obert U de x tal que U,
amb la topologia induida per la de X, és un espai topologic noetheria.

Exemple 1.5. L’espectre d’un anell noetheria R és un espai topologic noethe-
ria.

Al llarg del treball trobem espais topologics noetherians i localment noethe-
ria, similars a | |-, A"

Definicié 1.1.6. Donat un morfisme f € Hom¢(S, B) una seccié de f és un
morfisme g € Home(B, S) tal que f o g = Idg, és a dir, un invers per la dreta.
Un morfisme invers per l'esquerra (que no necessitarem) s’anomena retraccid.

Definicions Algebro-geométriques

En tot el treball un esquema sera un C-esquema. Denotem Sch la categoria
de C-esquemes. Utilitzarem la nocions de esquema i C-esquema que trobem en
[L0].

Definici6 1.1.7. Un esquema afi és un espai localment anellat (X, Ox ) isomorf
al espectre d’algun anell. Un esquema és un espai localment anellat (X, Ox)
tal que cada p € X té un entorn obert U amb (U, Ox|y) un esquema afi. Fixat
un esquema S, un esquema sobre S o un S-esquema és un esquema X junt amb
un morfisme d’esquemes f: X — S.

Si S és un C-esquema i X és un S-esquema llavors X — S — Spec(C) és el
morfisme que dona estructura de C-esquema a X.
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Definici6é 1.1.8. Donat S un esquema i un S-esquema X, un S-punt de X és
una seccié del morfisme X — S iun C-punt és una seccié de X — S — Spec(C).
Es denota per X(C) i X(S) els conjunts de C-punts de X i de S-punts de X,
respectivament. Notem que X(C) esta en bijeccio amb el conjunt de punts
tancats de X.

Fixat un esquema S hi ha el que s’anomena functor de punts. Es el functor
que envia a cada S-esquema X a X(.5).

Definicié 1.1.9. Un esquema X és integre si per tot obert U C X, I'anell
Ox (U) és un domini d’integre.

Definicié 1.1.10. Sigui X un esquema. Per qualsevol punt p € X, l’espai
tangent de Zariski T, de X en p és el dual del k(p)-espai vectorial Mp/./\/lf,, on
M,, és I'ideal maximal del anell local O,,.

Definici6 1.1.11. Donada X una varietat no singular, es defineix el feix tangent
de X com Tx := Homoy(x/c,Ox), on Qx/c és és el feix de diferencials
relatives de X sobre Spec(C). El feix tangent és un feix localment lliure de rang
n = dim(X).

Definicié 1.1.12. Donada Y una subvarietat no singular d’una varietat no
singular X, definida pel feix d’ideals Z. El feix Z/Z? és localment lliure i es diu
feixz conormal de Y en X. Al seu dual Ny, x = Homo, (Z/I?,Oy) es diu el
feiz normal de Y en X i és localment lliure de rang r = Codimx (Y)

Un esquema noetheria no és un esquema (X, Ox) en el que I'espai topologic
X és un espai topologic noetheria, sin6é que,

Definici6 1.1.13. Un esquema localment noetheria és un esquema (X, Ox) pel
que existeix un recobriment per oberts afins Spec(4;), amb cada A; un anell
noetheria. X és noetheria si és localment noetheria i quasicompacte.

Si un esquema és noetheria aleshores el seu espai topologic també ho és, pero
la implicaci6 contraria és falsa. Hi ha exemples d’esquemes no noetherians pels
que el seu espai topologic si que ho és.

Definici6é 1.1.14. Un morfisme d’esquemes f: X — Y és localment de tipus
finit si existeix un recobriment de Y per oberts afins V; = Spec(B;), tal que per
cada i, l'obert f~!(V;) pot ser recobert per oberts afins U; ; = Spec(4; ;) on
cada A; ; és una B;-algebra finitament generada. El morfisme f es diu de tipus
finit si a més cada f~1(V;) pot ser recobert per un nombre finit d’oberts U; ;.

Una familia d’esquemes es defineix com les fibres d’un morfisme, perd a més,
volem que certs invariants numerics de les fibres siguin constants en la familia,
tals com la dimensio de les fibres. Per aquestes nocions, en geometria algebraica,
resulta ser basica la nocié de morfisme pla.(veure [10, IIL,9])

Definici6é 1.1.15. Donat un morfisme d’esquemes f: X — Y i F un feix de
Ox-moduls. Diem que F és pla sobre Y en un punt x € X, si el stalk F,, és un
Oy,y-modul pla via el morfisme natural f#: Oyy = Oz x,ony = f(x). Diem
que X és pla sobre Y si Ox ho és en tot punt.

Definici6 1.1.16. Donat f: X — Y un morfisme d’esquemes localment de tipus
finit. Es diu que f és de dimensid relativa d si totes les fibres X no buides son
equidimensionals de dimensio d.
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Exemple 1.6. Si el morfisme f: X — Y és pla la dimensi6 de les fibres és
localment constant, és més, si Y és connex aleshores és constant, o dit d’una altra
forma, per cada component connexa Y; de Y existeix un d; tal que f] Y
F~1(Y;) — Y; és de dimensio relativa d;.

Definicié 1.1.17. Donats dos S-esquemes X, Y es defineix el producte fibrat
de X per Y sobre S, denotat per X xg Y, com el limit invers del sistema invers
segiient

b

On f, g son els morfismes que donen estructura de S-esquema a X i Y respec-
tivament.

Notem que el producte fibrat, si existeix, llavors és tnic llevat de isomorfisme
anic, ja que és un limit invers.

Teorema 1.1.18. Donat S un esquema, per qualsevol parella de S-esquemes
X i Y, el producte fibrat X xg'Y existeix. (veure [10, I1,5.5])

Per la propietat universal del limit invers un S-morfisme a: W — X xgY ve
determinat per dos S-morfismes f:W — X ig:W — Y, idenotem f xgg:= a.
Donats dos S-morfismes f:W — X i g:Z — Y denotem també amb f xg g:
W xsZ — X xgY el morfisme (f opry) xg (goprz), on priy i pry son els
morfismes del limit invers W X g Z corresponents a W i a Z respectivament.

Exemple 1.7. Si els esquemes X, Y i S son esquemes afins Spec(A), Spec(B)
i Spec(R) respectivament, aleshores X xgY = Spec(A ®g B).

Definicié 1.1.19. Donat un morfisme d’esquemes f : X — Y, el morfisme
diagonal és I'anic morfisme A: X — X xy X pel qual la composicié amb les
dues projeccions, pri,pro: X Xy X — X és el morfisme identitat de X. Un
morfisme f: X — Y és separat si el morfisme diagonal és una immersio tancada.
En aquest cas es diu que X és separat sobre Y i un esquema es diu separat si
es separat sobre Spec(C).

Amb aquesta notacié observem que X Xg Y és l'antiimatge pel morfisme
fxg: X xY — S xS delaimatge de la diagonal A:S — S x S. Per tant si S
és separat aleshores X xXgY és un tancat de X x Y, que intuitivament, almenys
a nivell de punts tancats, podem pensar com les parelles (z,y) € X x Y tals
que f(z) = g(y).

Cada s € S té un entorn obert afi U = Spec(A) per algun anell A, si P
és l'ideal primer de A corresponent a s, llavors k(s) := (A/P)p és el cos de
fraccions de s. El morfisme canonic A — A/P — k(s) indueix un morfisme
d’esquemes i : Spec(k(s)) — S que és la inclusié de {s} en S. Es a dir, el
punt s € S com esquema d’un sol punt és Spec(k(s)) i el morfisme d’esquemes
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que envia aquest esquema d’un sol punt al punt s € S és i,. Llavors ’esquema
Y, :=Y xg Spec(k(s)) és la fibra sobre s pel morfisme g.

Tret que ho indiquem, el producte fibrat sera sobre Spec(C) i les notacions
de k(s) 1 Ys les mantindrem al llarg de tot el treball.

Una aplicacié important del producte fibrat és la nocié de extensié de base.
Per un S-esquema X i un morfisme S’ — S, 'esquema X X g S’ és un esquema
sobre S’ i es diu que X’ s’obté a partir de X per l’extensié de base S’ — S.
Notem que I’extensié de base és transitiva: Si S” — S’ — S s6n dos morfismes,
aleshores (X xg8') xg/ " 2 X xg 5”.

Una varietat sera un esquema connex, reduit, separat i de tipus finit i una
superficie sera una varietat de dimensié dos. Observem que les varietats es
poden considerar també espais analitics ja que estan definides sobre C. Més
precisament, tenim un functor plenament fidel de la categoria de varietats a la
categoria d’espais analitics, veure [23].

Definicié 1.1.20. Un morfisme f: X — Y és propi si és separat, de tipus
finit i universalment tancat. Un morfisme és tancat si la imatge de qualsevol
subconjunt tancat és tancada. Un morfisme f: X — Y és universalment tancat
si és tancat 1 per per qualsevol morfisme Y’ — Y, el morfisme f': X’ — Y’
corresponent a la extensié de base, també és tancat.

Definici6é 1.1.21. Donat un esquema Y, el n-espai projectiu sobre Y és l'es-
quema P Xgpecz) Y 1 es denota per Py.. Un morfisme f: X — Y és projectiu
si, per algun n, existeix una immersi6é tancada i: X — Py tal que el segiient
diagrama commuta,

on pr és la projeccié. Un morfisme f: X — Y és quasiprojectiu si, per algun n,
existeixen una immersi6é oberta j: X — X’ i un morfisme projectiu g: X’ — Y
tal que el segiient diagrama commuta,

Definici6é 1.1.22. Sigui X un esquema noetheria, integre, separat i en el que
cada anell local O, de dimensi6 1 és regular. Un divisor primer sobre X és
un subesquema Y tancat integre i de codimensié 1. Un divisor de Weil és un
element del grup abelia lliure Div(X) generat pels divisors primers. Un divisor
de Weil es pot escriure com D = > n;Y; on els Y; son divisors primers diferents,
els n; son enters i sols hi ha una quantitat finita de n; # 0. Es diu que D és un
divisor de Weil efectiu si tot n; > 0.
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Exemple 1.8. Sigui X un esquema noetheria, integre, separat i en el que cada
anell local O, de dimensi6 1 és regular. Y un divisor primer de X i p € Y el
seu punt genéric, aleshores O, x és un anell de valoraci6é discreta amb cos de
fraccions K, el cos de fraccions de X. Llavors diem vy a la valoracié d’aquest
anell, que determina Y. Llavors per qualsevol f € K*, vy (f) = 0 per tot YV
un divisor primer de X, excepte un nombre finit d’ells. Aleshores es defineix el
divisor de la funcié racional f com

=Y v (f) v,

on la suma és sobre tots els divisors primers de X. Notem que si f,g € K*
llavors (f/g) = (f) — (g) 1 per tant el enviar una funcié al seu divisor és un
homomorfisme del grup multiplicatiu K* al grup additiu Div(X), veure [10,
11,6.1].

Ara volem estendre la definici6 de divisor a un esquema qualsevol. Per fer-ho
no va bé utilitzar les subvarietats irreductibles de codimensi6 1. En comptes
d’aix0 es pren com a punt de partida la idea de que un divisor ha de ser alguna
cosa que localment sigui com el divisor de una funcié racional. No és exactament
una generalitzacié de divisor de Weil perd dona una bona noci6é per usar sobre
esquemes arbitraris.

Definici6 1.1.23. Sigui X un esquema. Per cada obert U, diem S(U) el conjunt
de elements de I'(U, Ox) que no son divisors de zero en cada anell local Ox
per tot z € U. Aleshores l'assignacié U — S(U)™'I'(U, Ox) defineix un prefeix
i al feix associat K li diem feix d’anells quocient total. Anomenarem K* al feix
(de grups multiplicatius) d’elements invertibles en el feix K. Igualment O* és el
feix d’elements invertibles de O.

Definicié 1.1.24. Un divisor de Cartier sobre un esquema X és una seccid
global del feix K£*/O*. Tenint en compte les propietats de feixos quocient, veiem
que un divisor de Cartier pot ser donat per un recobriment {U;} de X i per cada
i un element f; € I'(U;, K*), tal que per cada 4, j, fi/f; € T(U; NU;, O%).

Definicié 1.1.25. Sigui D un divisor de Cartier sobre un esquema X donat
per {(U;, fi}icr. Definim el suport de D com el conjunt de punts p € X tals
que la imatge de f; a I’anell de fraccions total de O, o bé és de I'ideal maximal
M,, 0 no pertany a O, per tot i amb p € U;. El denotarem com supp(D).

Definici6 1.1.26. Direm que D és un divisor de Cartier efectiu si es pot repre-
sentar per {(U;, fi;)} amb tots els f; € T'(U;, Op,) i es denota D > 0. En aquest
cas definim el subesquema associat de codimensié 1, Y, com el subesquema
tancat definit pel feix d’ideals Z generat localment per f;, en aquest cas a Y 1i
direm divisor de Cartier de X. Observem que com a conjunt Y = supp(D).

Teorema 1.1.27. Siguin X un esquema 1Y C X un divisor de Cartier efectiu.
Aleshores Codimx (Y) = 1. Encara més, si X és un esquema noetheria, separat,
integre i regular, també és certa la implicacid reciproca, veure [10, I1.6].

Proposicio 1.1.28. Donat X un esquema integre, separat, noetheria i en el que
tots els seus anells locals son dominis de factoritzacié unica, el grup Div(X) de
divisors de Weil sobre X és isomorf al grup de divisors de Cartier I'(X, K*/O*),
€s més, els divisors de Weil efectius es corresponen amb els divisors de Cartier
efectius, veure [10, 11,6.11,6.17.1].
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Els divisors de Cartier formen un grup abelia amb el producte local de repre-
sentants i s’utilitza la notacié additiva per denotar aquesta operacié. Es a dir,
donats D, D' dos divisors de Cartier, d’un esquema X, definits per {(U;, f)}icr
i {(Uj, f{)}ics respectivament aleshores {U; N Uj}(; jyerxs ¢ un recobriment
de X i denotem D + D’ el divisor de Cartier definit per {(U; N Uj, filv,nu; -

filvinu;) Y gyers

Definici6é 1.1.29. Donats f:Y — X un morfisme d’esquemes i D un divisor
de Cartier sobre X tal que per cap component irreductible Y; de Y, f(Y;) C
supp(D). Sigui D donat per {(U;, f;)} aleshores definim el pullback de D per f,
com el divisor de Cartier sobre Y donat per {(f~*(U;), f#(f:))} i el denotarem
com f*(D) (veure [10, I1.2]). Hem de pensar que f#(f;) és la imatge de f; pel
morfisme extensié de f#(U) a la localitzacio S(U) 'Ox (U).

Definici6é 1.1.30. Donat un morfisme d’esquemes f: X — Y, un divisor de
Cartier relatiu efectiu és un divisor de Cartier efectiu D C X que és pla sobre
Y.

Lema 1.1.31. Donats f: X — S un morfisme d’esquemes separat i de tipus
finit, D C X un subesquema tancat, x € D un punt i s € S la seva imatge.
Aleshores les segiients afirmacions son equivalents:

o [l subesquema D C X és un divisor de Cartier efectiu relatiu en x (en un
entorn de x).

e Els morfismes f i f|p son plans en x i la fibra Dy és un divisor de Cartier
efectiu en X5 en x.

e El morfisme [ és pla en x i el subesquema D C X és tallat a = per un
element regular (un element que no és divisor de zero) sobre la fibra Xs.

Veure [15, 3.4].

Corol-lari 1.1.32. Sigui f: X — Y un morfisme pla i localment de presentacio
finita, Z C X un subesquema tancat i s €Y la imatge de x € Z per f.

e SiZ =Y éslocalment de presentacid finita, pla i totes les fibres Zs C X
son divisors Cartier efectius, llavors Z és un divisor Cartier relatiu efectiu.

e Si Z és un subesquema tancat localment principal de X tal que totes les
fibres Zs C X, son divisors Cartier efectius, llavors Z és un divisor Cartier
relativ efectiu. Veure [2], Tag 062Y].

Definicié 1.1.33. Un subconjunt C' d’'un esquema X és localment tancat si
tot punt de C té un entorn obert U, tal que C NU és un tancat de U amb la
topologia induida per la de X.

Exemple 1.9. En A3 si considerem el conjunt C' format per un pla menys una
recta aleshores C no és ni obert ni tancat, pero si que és localment tancat.

Definicié 1.1.34. Un subconjunt C' d’un esquema noetheria és constructible si
pertany a la minima classe de subconjunts F tals que

e Tot obert pertany a F.

e Interseccions finites d’elements de F hi pertanyen.
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e El complementari de tot element de F hi pertany.

Informalment un conjunt constructible és un conjunt que es pot expressar
utilitzant unions i interseccions de oberts i tancats.

Teorema 1.1.35 (Teorema de Chevalley). Si f: X — Y és un morfisme de tipus
finit entre esquemes noetherians, i C C X és constructible, llavors f(C) CY és
constructible.

En la definicié de conjunt constructible es demana que ’esquema sigui noet-
heria perqué és una definicié ad-hoc pel teorema de Chevalley, que sols funciona
per esquemes noetherians. Per esquemes no noetherians Grothendieck en [7]
1.8] 1 [8, 9] introdueix la noci6 de localment constructible i demostra una gene-
ralitzacio del teorema de Chevalley per aquest cas.

Definicié 1.1.36. Donat un esquema X, una estratificacic de X és una des-
composicié de X en subconjunts localment tancats.

Hi ha autors que en la definici6 d’estratificacié inclouen la condici6 que
I’adheréncia de tot estrat ha de ser una unié d’estrats. Seguirem el conveni
usual de Grothendieck i Mumford que no imposen aquesta condicio.

Exemple 1.10. Si considerem en A® un recta R continguda en un pla P llavors
(A3\ P)U(P\ R)UR &s una estratificacié de A®, que a més compleix la condicié
de que 'adheréncia de tot estrat ha de ser una unié d’estrats. Si, també en A3,
considerem dos plans que es tallen P i Q aleshores (A%\ (PUQ))U(P\Q)UQ
és una estratificacié6 que no compleix la condicio, ja que 'adheréncia de ’estrat
P\ Q@ és el pla P que no es pot expressar com la unié d’estrats.

Proposicié 1.1.37. Donat un morfisme d’esquemes projectiu f:Y — X amb

X localment noetheria, existeiz una estratificacio X = | |;c; X; tal que

e La descomposicio €s localment finita.
o Cada X; C X és localment tancat.
o El morfisme f|;-1(x,) X)) — X, és pla.

Veure [16, 8] pel cas noetheria. Veure també [19] teorema 3.2 i la remarca
posterior per un resultat més general.

Llavors definim la estratificacio platificadora de X pel morfisme f com aques-
ta descomposicio.

1.2 Families de superficies i seccions

Definicié 1.2.1. Donat 7:S — B un morfisme d’esquemes, diem que és una
familia si és pla, separat i de tipus finit, B és un esquema irreductible, regular
i la fibra genérica és integra.

Definicié 1.2.2. Una familia 7 : § — B és una familia fibrada amb fibra
l'esquema S, si per tot ¢ € B existeix un entorn obert U C B det € B iun
isomorfisme 71 (U) 2, S x U tals que el segiient diagrama commuta,
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U) —2— S x U
\|prU
U

on pry és la projeccio.

Definici6é 1.2.3. Donat 7:S — B un morfisme d’esquemes, diem que és una
familia de superficies si és una familia i de dimensio relativa 2.

Lema 1.2.4. Donat un morfisme d’esquemes separat i ezhaustiv f: X — Y, la
imatge d’una seccid de f és tancada.

Demostracid. Sigui g una seccié de f. Com que g(Y) = (g o f)(X), g(Y) =
F~1(Im(A)) on A: X — X xy X és la diagonal i F:= Idx xy (go f).
Per tant, com que f és separat, Im(A) és tancada i també ho és g(Y). O

Definici6 1.2.5 (Familia Universal de seccions). Donat 7:S — B un morfisme
d’esquemes exhaustiu, la parella (X, 1) és una familia de seccions de 7 si X és
esquema, ¥: B x X — S morfisme d’esquemes i el seglient diagrama commuta.

BxX—" .8

Direm que (X, ) és una Famdlia Universal de seccions(F.U.s) de 7 si és
familia de seccions i compleix la propietat universal segiient (P.U.s): per tota
familia de seccions (Y, p) existeix un tnic morfisme d’esquemes f:Y — X fent
el segiient diagrama commutatiu.

BxY

N
Idg x N0

v "
BxX —S8

Donat un morfisme exhaustiu 7:S — B amb familia de seccions (X, ), en
principi tots els punts o € X es corresponen amb seccions de 7 a traves de fixar
el morfisme v per la segona component en ¢ i deixar-lo lliure per la primera
component. Aix0 seria cert si no fos per que en un esquema no tots els punts son
isomorfs entre ells. Construim pas a pas la possible seccié de 7 que és correspon
a o 1 velem que passa.

Definim B, com la fibra sobre ¢ per la projeccié prx:B x X — X. En aquest
cas B, = B xSpec(k(0)) i el morfisme que inclou B, en Bx X és Idg xi,. Com
esquema d’un sol punt o és exactament Spec(k(0)), el morfisme i, és la inclusio
que envia aquest esquema d’un sol punt al punt ¢ € X i qualsevol esquema
d’un sol punt isomorf a al punt o € X també sera isomorf a Spec(k(o)) ja que
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i, és isomorfisme. Per tant I'inica forma de fixar 1 per la segona component
en o i deixar-lo lliure per la primera és composar-lo amb Idg X i,. Pero el
domini de 9 o (Idp X i,) és B, i no B, per tant no pot ser secci6 de w. Com
que no hi ha un morfisme general de S a B,, definim S§7 := § x Spec(k(0)) i
77 1= 7 X Idgpec(k(s)) que és un morfisme exhaustiu amb imatge en B,. Ara
tenim dos morfismes amb domini B, un % o (Idg X i,) que va ha S i un altre
pre : B, — Spec(k(o)), que és la projecci6. Llavors per la propietat universal
del producte existeix un tnic morfisme o := [¢) o (Idp X i,)] X pry. Dons bé,
o ¢és la possible secci6 de 7 associada a o, perd no és seccié de 7 si no que és
secci6 de 77,

oa

T og = [7T X IdSpec(k(s))} o [’L/) o (IdB X 7:0') X pT’U} =

= [(moy) o (Idp X iy)] X pro = prp X pro = Idp,

La construccié de n7 és necessaria ja que g és un morfisme amb domini B, i
per tant no pot ser directament una secci6 de .

Pero podrem pensar o com una secci6é de 7 pels casos en que 77 = 7, que passa
si i només si ¢ és un punt tancat de X.

Les notacions de B, i ¢ les mantindrem al llarg de tot el treball. A més,
sovint ens referirem als punts tancat de X com a seccions de X, entenent que es
corresponen a seccions de la familia de superficies de la qual X n’és un familia
de seccions. També, per els ¢ € X tancats, considerarem ¢ com una secci6 de 7.

Un morfisme exhaustiu 7 : S — B indueix un functor contravariant S. :
Sch — Set definit de la manera segiient. Donat Y un esquema,

SY :={p € Homgen(B x Y,S) tal que (Y, p) és familia de seccions de 7}

Donat un morfisme f € Homgq,(Y,Y’) iun element p € S.Y”, definim S.(f)(p) :=
po(Idg x f), ésadir, S.f = (Idp x f)*.

BxY ™ 556

Idg X f N

S._ és clarament un functor contravariant.

Proposicié 1.2.6. Un esquema X representa S.  si @ només si €s una F.U.s
de .

Demostracio. Veiem la suficiéncia de I’enunciat. Suposem que el morfisme 7 :
S — B té una F.U.s (X, 1), aleshores podem construir un isomorfisme natural
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w:S. — Homgen(_, X) com segueix.

Donat Y un esquema tenim que per cada p € S.Y, la parella (Y, p) és una
familia de seccions. Per tant, per la P.U.s de (X, ), esta ben definit uy (p) €
Homgp (Y, X) com I"inic morfisme d’esquemes tal que p = o (Idp X puy (p)) =
S.(py (p) ().

Per veure que és transformaci6é natural, donat f € Homg.(Z,Y) necessitem
veure que el segiient diagrama és commutatiu:

SY " Homgun (Y, X)

s.f{ |f*

S.Z 7 HOmSCh(Z,X)

Pero aplicant S.f a p = S.(uy (p))(¥) tenim que
S.f(p) = 8.f o S.(uy (p)) (W) = S-(uy (p) o (W) = S.((f* o py) () (¥)

Per tant, com que puz(S.f(p)) és "anic morfisme que compleix aquesta relacio,
pzoS.f=[f"opy.

Per veure que py és isomorfisme de conjunts, és a dir és bijectiva, definim
la inversa de py com:

)\y : HOT)’LSCh(Y,X) — SY
f — S.f(Y)

Observant que ux(¢) = Idx és immediat veure que una és la inversa de
Ialtra:

(1y 0 Av)(f) = py 0 S.J(8) = (f* 0 px)(¥) = f
Oy 0 ay)(p) = S.(uy (9)(®) = p

Per veure la necessitat suposem que existeix un esquema X que representa
S. i fixem un isomorfisme natural p entre S. i Homgen(_, X).
Ara tenim v := py' (Idx) € S.X i per tant (X,1) és familia de seccions de 7.
Veiem que efectivament és F.U.s, comprovant que compleix la P.U.s.
Donada (Y, p) una familia de seccions, p € S.Y i per tant py (p) € Homgen (Y, X).
A més, per tot ' € Homgen (Y, X),

S () = (S o ph)(Idx) = py " (R)

Per tant si 1/ és tal que p = S.h'(¢)) = py' (h') tenim que py (p) = K/, és a dir,
h = py(p) és anic morfisme d’esquemes tal que p = S.h(¢)) i per tant (X))
és una F.U.s de la familia de superficies. O

Proposicié 1.2.7. Sigui 7 : S — B un morfisme d’esquemes erhaustiu tal
que existeir una F.U.s (X,1). Aleshores (X,v) és dnic llevat d’isomorfis-
me tnic. Donat un cos K diem X[K] el conjunt de punts o € X tal que
Spec(k(c)) = Spec(K) i per aquesta preposicié diem % :S¥ — By a la fami-
lia de superficies w°:S8° — B, per o € X[K]|. Aleshores Uaplicacio
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Px: X[K] — { seccions de 7% :S8% — By}
c — C
és injectiva, en particular si K = C és bijectiva.

Demostracié. Per veure que és unic llevat d’isomorfisme es pot fer per abstract
nonsense. Fixem (Y, ) una altre F.U.s de 7 i velem que existeix un tnic iso-
morfisme entre Y i X.

Per ser (Y, ) F.U.s de 7 i (X,4) una familia de seccions de 7 existeix un
dnic morfisme go: X — Y tal que

Y=o (ldp X go)
Per ser (X,v) F.U.s de 7 i (Y, ) una familia de seccions de 7 existeix un tnic
morfisme g;:Y — X tal que

¢ =1o(ldp X g1).

Ara veurem que go i g1 son els isomorfismes entre Y i X, i per tant tindrem
la unicitat del isomorfisme.
Composant les identitats anteriors trobem,

=1 o(ldp x (g1 °490)).

Per ser (X, ) F.U.s de 7 i a la vegada ser una familia de seccions de , existeix
un tnic morfisme hy: X — X tal que

1#:1/}0(](13 Xhl),

per tant, com que h; = Idx,

giogo=1Idx.

A partir de les dues primeres identitats també podem trobar

@ =wo(ldp x (goog1)).

Per ser (Y, ) F.U.s de 7 i a la vegada ser una familia de seccions de 7, existeix
un tnic morfisme hg:Y — Y tal que

o =po(ldp x hg),

per tant, com que hg = Idy,

googr = Idy.

Que la aplicacio Pk és ben definida és clar per ser (X, ¢) familia de seccions.
Per veure que és injectiva fixem p:S.  — Homgep(_, X) isomorfisme natural.
Recordem que hi ha una inclusié jx entre X[K] i Homg.p(Spec(K), X) tal que
per cada o € X[K], jx(0)(Spec(K)) = {o}. Ara, siix:B — B x Spec(K) és
la inclusio, el segiient diagrama és commutatiu:
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d
X[K] - * { seccions de 7% :SK — B} C Homgen (B, S¥)

JK . %
'U’Spec((C)
Homgcn(Spec(K), X) ————— 5. Spec(K) C Homgep(B x Spec(C), S)

Per tant, com que %, /J’S_plec(K) i ji son injectives, @i també ho és. Pel
cas K = C, jg és bijectiva, iy és isomorfisme i per qualsevol secci6 0: B — S
tenim (i} ) "' (o) € S.Spec(C). Per tant ®¢ és exhaustiva.

O

Aixi a partir d’ara parlarem de la F.U.s en cas que existeixi per un morfisme
d’esquemes exhaustiu.

La segiient proposicié6 dona alguns resultats basics que utilitzarem el llarg
del treball sense referir-nos a elles.

Proposicié 1.2.8. Donada una familia de superficies m: S — B amb F.U.s
(X, ), dos punts cg,01 de X i pr;:S8° — S la projeccid, aleshores

1 Siog és un punt tancat, per cadat € B la fibra de S sobre t, té exactament
un punt de la imatge de og.

2 09 = 01 SU prgo oy = prioo0y.
3 7| g(B,) €s isomorfisme, amb o tancat o no.

4 Si F C S és tal que w|p és isomorfisme aleshores existeiz un punt tancat

T € X tal que T(B) = F.

Demostracio. (1) Hem de veure que #0(B)NS; = 1. Sig € o(B)N S, aleshores
g = o(s) per algun s € B i w(q) = t, per tant ¢ ha de ser igual a o(t) i o(t) és
I'anic element de o(B) N S;.

(2) Primer observem que per que pugui ser prg o gy = pri 01, hem de tenir
Y := Spec(k(op)) = Spec(k(cq)). Llavors &' := §%° = 8§87t i pr := pro = pry.
Donat un punt p € S, la fibra de p pel morfismes pr és S, = Spec(k(p)) x Y per
tant

@(t) = S{pro@)(t) = S{prog)(t) = ﬂ(t)
i com que hem suposat B regular, un morfisme amb domini B’ := B,, = By,
esta determinat per les seves imatges, aleshores o9 = 01 1 per @, oy = 01.

Notem que si o; sén punts tancats les condicions prooog = priooiiog = o1
no s6n només equivalents, si no que sén exactament la mateixa.

(3) Clarament ¢ és el morfisme invers de 77| (p, ).

(4) Clarament el morfisme (7|r)~! composat amb la inclusié de F en S, és
una secci6 de 7, per tant, per la proposicié anterior ja estem. O
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Proposicié 1.2.9. Donades 1 : S — B i w9 : So — B dues families amb
la mateiza base i amb F.U.s (X1,91) i (Xg2,%2) respectivament, llavors (X x
Xo, 11 Xpa) €sla F.U.s de la familia m X g ma.

Demostracio. Que la parella (X7 x X5, 11 X ptbs) és familia de seccions de m X
7 és clar. Concretament identifiquem (B x X1) X g (B x X2) amb B x X x Xs.
Per veure que és la F.U.s de m; X g w3 comprovem que compleix la P.U.s.

Sigui (Y, p) una familia de seccions de w1 x gma. Llavors (Y, prs, op) i (Y, prs,op)
son families de seccions de 7w i w9 respectivament i per tant existeixen uns
morfismes tnics g1 : Y — X7 1 g2:Y — Xy tals que els segiients diagrames
commuten.

BXYL»SIXBSQ BXYLMSHXBSQ
Idp Xgl{ |P7”51 Idp ng{ {pr52
P1 P2
BxXy —— & BxXyg——m— &

Aleshores definim g := g1 Xy go. Ara tenim per i = 1,2

prs, o (1 xpp2) o (Idp x g) = ;o (Idp X g;) = prs, o p

Llavors, com que p = (prs, o p) Xp (prs, o p), p = Y1 Xp Pz 0 (Idp X g).
Finalment la unicitat de g la tenim per la propietat universal del producte
fibrat. O

Seguint la notacio, si suposem que 7 és una familia de superficies, amb
hipotesis adients sobre B i S, l'existéncia de la F.U.s és coneguda. El teorema 6.6
de [I8], que trobem a continuaci6, dona l’existéncia en al categoria d’esquemes.
Abans pero, veiem una definicio.

Definici6 1.2.10. Donat dos S-esquemes X i Y, hi ha un functor contravariant,
Morg(X,Y):S — Sch — Set que envia un S-esquema T' al conjunt de tots els
S-morfismes X XxgT — Y xgT que a més son T-morfismes, és a dir, tal que el
segiient diagrama commuta,

X xgT Y xgT
T

on els morfismes X xgT — T 1Y xgT — T son les projeccions.

Teorema 1.2.11. Donat S un esquema noetheria, X un S-esquema projec-
tiv 1 Y un S-esquema quasi-projectiu, si X €s pla sobre S aleshores el functor
Mors(X,Y) és representable per un subesquema obert Mors(X,Y) de Hilby . ;y/s.

Corol-lari 1.2.12. Si B és propi i S quasi-projectiu, llavors la F.U.s existeiz i
és un esquema quasi-projectiu i localment de tipus finit (veure [18, ch 6,ex 2]).

En [4, ch 10], trobem un analeg aquest teorema en la categoria d’espais
analitics:
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Teorema 1.2.13. Siguin X i Y espais analitics, X compacte, sigui H ’espai
analitic dels subespais analitics compactes de X x Y, © R el subespai analitic
universal de H x X xY.

a) El conjunt M := Morg(X,Y) dels punts s € H tal que R(s) és el grafic
d’un morfisme de X en'Y és un obert de H.

b) Rln és el grafic d’un morfisme m de M x X enY.

¢) Elmorfisme m compleiz la propietat universal segiient: Per tot espai anali-
tic S i per tot morfisme u:Sx X — 'Y existeix un unic morfisme f: S — M
tal que u =mo (f x Idx).

Observem que l’espai analitic H de Douday és ’analeg analitic a I’esquema
de Hilbert.

Corol-lari 1.2.14. Sigui B un espai analitic compacte, w:S — B una familia
quasi-projectiva de superficies analitiques. Llavors hi ha un espai analitic X
quasi-projectiu complint la P.U.s.

En [I7] trobem l'existéncia de la F.U.s per un terces cas. Donat R un anell
complet de valoracio discreta amb cos residual k := R/M, on M és l'ideal
maximal de R, si X,, és un esquema formal sobre R separat i de tipus finit,
el seu esquema de Greenberg Grf*(X,,) és un k-esquema, generalment de tipus
infinit, que parametritza les seccions de X, no ramificades. En particular,

Gri(X.) = lim Gri(X)

en la categoria de k-esquemes, on cada Gr*(X,,) és un k-esquema separat de
tipus finit. Aixo0 és semblant al cas algebraic, en el que la F.U.s no és un esquema
noetheria pero és una uni6é d’esquemes noetherians.

1.3 Blowup

El blowup és una construccioé fonamental en el present treball. A més, a part de
fer-la servir molt sovint, la utilitzarem amb forca flexibilitat Per aixo, en aquesta
seccid, en donem dues construccions. Una primera analitica que en permet una
descripcié molt explicita per al cas d’un punt en una superficie, i la segona més
general, algebraica i menys explicita pero és la que ens servird en la majoria
dels casos. Abans pero, introduim unes nocions de [I0, II] que sobretot farem
servir en aquesta seccio.

Sigui S una superficie llisa, i P € S un punt, podem realitzar la segiient
construccié. Sigui U un entorn de P amb coordenades analitiques (z,y) ben
definides (on P és el punt amb coordenades (0,0)). Fixem les coordenades
projectives |29 : z1] d'una recta projectiva P!, i considerem la subvarietat U
de U x P! donada per xz; — yzo = 0. Es una superficie (Ilisa i connexa) que
es projecta sobre U, i la restricci6 de la projeccié m: U — U a U \ 7~ (0)
és un isomorfisme en U \ {P}. Per tant U es pot enganxar amb la resta de
S donant una nova superficie Blp(S) que és isomorfa a S, excepte que P ha
estat reemplacat per una corba E = P! els punts de la qual veurem que es
corresponen a les direccions tangents en P dintre de S. La corba E es diu
el divisor excepcional o la corba excepcional del blowup. Aquesta construccio
(modul isomorfisme) no depén de les coordenades triades.
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Definicié 1.3.1 (Blowup). Donada una superficie S el blowup de S amb centre
P € S és el morfisme blp:Blp(S) — S de la construccié anterior.

Definicié 1.3.2. Donat blp : Blp(S) — S el blowup d’una superficie S amb
centre P € Si C una corba de S amb P € C, aleshores definim la transformada

estricta de C' com C :=bl™(C'\ P).

Si una corba C continguda en S passa per P amb multiplicitat n, per ser S

llisa, existeix una funcié que defineix C' en un entorn de P, és a dir, C' és un
divisor de Cartier efectiu en S. Podem considerar el pullback d’aquest divisor
pel blowup blp aleshores bl*(C) > n - E, és a dir, si E = V(f) aleshores f"
divideix a tota equaci6 local de bl*(C), a més, si veiem C, la transformada
estricta de C, com un divisor, tenim que bl*(C) = C +n - E, per exemple si
C = V(g) Havors bl*(C) = gf™ i a més f no divideix a g.
Aixi, la transformada estricta de C no conté a E. Pero si que interseca amb
FE i els punts d’interseccié els podem pensar com les corresponents direccions
tangents amb les que cada branca de C passa per P. Aixo motiva la segilient
definici6.

Definicié 1.3.3. Donat blp : Blp(S) — S el blowup d’una superficie S amb
centre P € S, definim el primer entorn infinitesimal de P com E := bl (P).

La descripcié que acabem de donar és de caracter analitic, perd l'objecte
construit és algebraic. Equivalentment, es pot obtenir com el Proj(€p, J")
(veure [I0, IL.7]) on J és el feix d’ideals del punt P. Aquesta definici6 es
generalitza al cas on S és un esquema integre i J és un ideal quasi-coherent.
En aquest cas diem que II:Proj(@p, J") — S és el blowup de S amb centre el
feix d’ideals J.

El blowup també satisfa una propietat universal que el caracteritza o defineix,
veure [10] 11.7.14], [6, 8.1] o [25] 19].

Definicié 1.3.4. Sigui X un esquema i Y C X un subesquema tancat,

e Un morfisme d’esquemes G:G — X tal que G~1(Y) és divisor de Cartier,
és un candidat a blowup de X amb centre Y.

e (P.U.b) bly :Bly (X) — X és el blowup de X amb centre Y si és candidat a
blowup de X amb centre Y i compleix que per tot altre candidat a blowup
G:G — X de X amb centre Y existeix un tnic morfisme d’esquemes
G:G — Bly(X) tal que G =bly o G

Teorema 1.3.5. Si X és un esquema integre i J és un feiz d’ideals quasi-
coherent de tipus finit, llavors I1: Proj(€D,, J™) — S compleix la P.U.b. de X
amb centre el subesquema definit per J (veure [25, 19.2]).

Definicié 1.3.6. Sigui bly :Bly(X) — X el blowup de X amb centre Y, defi-
nim el divisor excepcional del blowup com bl{,l(Y). Sigui Z C X un tancat de
Zariski tal que cap component irreductible de Z esta continguda en Y. definim

la transformada estricta de Z com Z :=bly*(Z \ Y).

El divisor excepcional s’identifica amb Proj (@n J"|T ”*1) 1 és un divisor
de Cartier de Proj(,, J™)
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Definici6 1.3.7. Sigui X un esquema i Y C X un subesquema de codimensio
n finita. Aleshores Y és interseccio completa transversa si per tot y € Y ideal
maximal Zy,, que defineix Y localment esta generat per n elements tals que les
seves classes a Ty, /I%,’y7 son generadors com a Oy, ,-modul.

De la construcci6é es dedueix que, si Y és localment interseccié completa
transversa de codimensié n, llavors per tot y € Y, bl;l(y) ~ Pr—l Aquest és
el cas, per exemple, si X i Y so6n varietats no singulars, i es compleix el segiient
teorema,

Teorema 1.3.8. Donats X una varietat no singular 1 Y C X una subvarietat
tancada no singular, amb feix d’ideals T. Donat bly :Bly (X) — X el blowup de
X amb centre T i E C Bly (X) el divisor excepcional del blowup.

e Bly (X) també és no singular.

e La projeccid bly|g : E — Y és isomorfa al fibrat en espais projectius
associat al feix (localment lliure) T/T? sobre Y.

e Per aquest isomorfisme, el feix mormal ./\/'E/BIY(X) es correspon al feir
Op(z/12)(—1). Veure [10, 11.8.24].

SiYNZ # 0 (igual que el cas del punt i la corba en una superficie) la trans-
formada estricta de Z no té perqué contenir el divisor excepcional del blowup
pero en qualsevol cas els punts d’intersecci6 entre la transformada estricta de Z
i el divisor excepcional es corresponen a les direccions tangents amb les que Z
passa pels punts de Y. A continuacio veiem que de fet la transformada estricta
de Z és el blowup de Z amb centre Z NY. D’aquesta manera podem estendre
la definici6 de transformada estricta a subesquemes tancats.

Proposicié 1.3.9. Siguin X un esquema integre, bly :Bly (X) — X el blowup
de X amb centre Y i Z C X un tancat que no té cap component continguda en
Y. Aleshores, si Z és la transformada estricta de Z, tenim que Blzny (Z2) & Zi
blzny = bly |, és a dir, el morfisme bly|; és el blowup de Z amb centre ZNY .

Demostracid. Primer comprovem que bly|; : Z — Z és un candidat a blowup
de Z amb centre ZNY, per aix6 hem de veure que b1y|;(Z NY) és un divisor

de Cartier de Z. Siguin i:Z — Bly(X) la inclusié i E := bl (Y) el divisor
excepcional del blowup de X amb centre Y. Aleshores, per definicio, i(Z) no
esta contingut en F i de fet cap de les seves components irreductibles ho es-
ta. Per tant en Z tenim el divisor de Cartier efectiu i*(E) que és exactament

bly |1 (ZNY).

Ara veiem que bly | : Z 7 compleix la P.U.b del blowup de Z amb centre
ZNY. Sigui G: W — Z un morfisme tal que F := G-5(ZNY) C W sigui
divisor de Cartier. Podem pensar G com una aplicacié en X composant amb la
inclusi6. Diem-li G, aleshores G~'(Y) = G~1(Y N Z) C W &s divisor de Cartier.
Aixi, per la P.U.b del blowup bly : Bly(X) — X, existeix un tnic morfisme
G:W — X tal que bly OG:Q.

Ara, si G(W) C Z hem acabat.
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Perw € W\ F, bly oG(w) = G(w) € Z\Y iper tant G(w) € bl (Z\Y) C Z.

Siw € F, F és un divisor de Cartier de W, per la proposicié és un
tancat, per tant el seu complementari és dens i w € W\ F. Aleshores

G(w)eG(W\F) CCWN\F)cZ=2

on la primera inclusio de conjunts és per aplicacions continues en general, la
segona pel que acabem de veure i la igualtat per la definici6 de Z. O

Per un enfocament lleugerament diferent veure |25, 19.2].

Blowup d’una Secci6

Un cas pel que ens interessa la generalitzacié del blowup és quan tenim una
familia de superficies 7 : S — B i considerem el blowup de & amb centre la
imatge d’'una seccidé 0 : B — §. Recordem que pel lema m o(B) C S és
tancat.

b10(3>
Blo()(S) ——

™ g
™o bly(p)

B

En aquest cas Bl,(p)(S) és, de forma natural, una nova familia de superficies
amb el morfisme 7 o bl,(py i cada fibra (Bl,(p)(S))s és el blowup de Sp centrat
en o(b) € Sp.

Per veure aquest ultim fet en el cas de t € B tancat, que és el cas que ens
interessa, sols hem d’aplicar la proposici6 [1.3.9] a cada fibra S, de S. Aquesta

ens diu que §; = bl;(lB)(Sb \{o()}) = Blow)(Sp) i que blyp) = bly(pls;-
Pero ara veurem que en aquest cas tenim S; = (Bly(p)(S))s- Es clar que S} C
(Blo()(S))p- Ara observem que

(Blo()(8))b = bl, () (Ss) = bl (5 (7(6)) U (5 (S \ {o (B)})

Sy = Blor)(Sp) = bl (0(b)) UbL G, (Sp \ {o(h)})

En els dos casos la segona part de la unio és isomorfa a Sy \ {o(b)}. A
més, per la observacié final en la definici6 de blowup, bl;(lB)(a(b)) ~ Pl

bl (0(b)) = P, per tant S} = (Bly(p)(S))s-

D’aquesta forma podem veure el divisor excepcional com una familia de P*
indexada per o(B) i per cada p € o(B) el P! de la fibra de p es correspon a les
direccions ortogonals a l’espai tangent a o(B) en p.

Aquesta és una construccié que usarem habitualment, per aixo introduim la
notacié més lleugera S, := Bly(p)(S), bly := bly(p) i 7, := 7o bl,.

Per t € B no tancat, també és cert que (Bly(p)(S)): = Bly)(St), com es
pot veure aplicant [25] 19.2].



Capitol 2

Esquemes de families de
clisters

2.1 Parametritzacié dels clusters

Aquesta seccié fa una breu introducci6 als conceptes de claster. Comengarem
amb les definicions i alguna propietat per acabar, rapidament, explicant la cons-
trucci6 dels blowups iterats, unes varietats que parametritzen els conjunts de
clusters. Concretament aquests son els conceptes que després generalitzem per
B-punts, el cas relatiu. Especialment la construccié de les varietats. Totes les
definicions i resultats d’aquesta secci6 estan extrets de P'article [22].

Definici6 2.1.1. Donada una superficie S i un punt p € S definim:

e Si F és el divisor excepcional del blowup de S amb centre p, llavors E és
el primer entorn infinitesimal de p. Inductivament es defineix el k-ésim
entorn infinitesimal de p com el conjunt de punts que estan en el primer
entorn infinitesimal d’algun punt ¢ que esta en el (kK — 1)-ésim entorn
infinitesimal de p.

e Un punt és infinitament proper a p si pertany a algun entorn infinitesimal
de p.

e Un punt és proxim a p si pertany a E o alguna transformada estricta de
E.

e Un punt proxim a més d’un punt es diu punt satél-lit i un punt proxim a
exactament un punt es diu punt lliure.

Notem que aquestes definicions sols fan referéncia a un punt d’una superficie .S,
tant si aquesta és el resultat d’haver fet el blowup d’una altra superficie en un
punt com si no.

Les relacions de ser infinitament proper o proxim no sén simétriques, sempre
tenim que els punts en el primer entorn infinitesimal d’un punt p sén proxims
a p i un punt com a molt pot ser proxim a dos punts, és a dir, un punt satel-lit
és aquell que és proxim a dos punts.

31
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Definicié 2.1.2. Donada una superficie S i un punt p € S un cluster de S amb
base p és un conjunt finit de punts K infinitament propers a p tal que per tot
p € K si p és proxim a ¢ aleshores q € K.

Definicioé 2.1.3. Un cluster sobre S, sense base fixada, és una uni6 finita de
clasters sobre S amb no necessariament la mateixa base

Blowups iterats

Donada una superficie S llisa i projectiva, el conjunt X; de tots els cluasters de
exactament un punt de S es pot identificar amb la propia superficie S. Aquesta
varietat, X, parametritza els clisters d’'un punt o 1—clasters de S. Si conside-
rem py: X7 X X7 — X7, la projecci6 sobre la segona component com una familia
trivial de superficies, tenim A:X; — X7 x X; la secci6 diagonal i podem aplicar
la construccié del blowup d’una seccié. Aixi obtenim

bla
X2 E— X1 X X1

e

X1

una nova familia de superficies, f1:Xo — X7, indexada per la superficie S i on
cada fibra (X3), és el blowup de S en p. Concretament tenim que el blowup és
p1 o blA|§p :S’p — 5. Aixi un punt x € X5 es correspon a una parella de punts
x = (p,gq)onpeSigqe BL(Y), és a dir, Xo parametritza els clusters de dos
punts de S. Si ¢ no pertany al divisor excepcional del Bl,(S), = es correspon a
un cluster de dos punts diferents de S i si ¢ esta al divisor excepcional, z és un
2—claster de S amb base p (és a dir, tal que ¢ és proxim a p).

L’aplicacié que acabem de descriure, que envia punts x € X» a clusters de
dos punts {p,q} de S on = = (p,q), és una projeccié i en cap cas és injecti-
va. Es veu clar, amb la notacié que hem usat, que els punts de X5 estan en
bijecci6 amb els clusters ordenats de dos punts i aquests es projecten dos a un
als clusters de dos punts sense base. Observem perd que els punts z € Xo del
divisor excepcional, que és tancat, es corresponen a clisters amb base i com que
la base sempre és la segona component, per tal i com ho hem definit, aquest si
que estan en bijecci6 amb els clasters de dos punts amb base.

Kleiman va introduir a [I2] varietats que naturalment parametritzen clasters
ordenats de n punts. La construccié funciona de manera iterativa. Primer
es suposa que les varietats X,,_1 i X,_o han estat definides, amb morfismes
fn—2,9n-2:Xn1 —> Xp 9igro---0gp_o:X,_1 — S de manera que X,,_o
parametritza els clisters ordenats de n — 2 punts de S i la fibra Sk := f,*,(K)
per K € X,,_5 és la superficie obtinguda pel blowup de tots els punts de K, on
el blowup és la restriccié de g1 o -+- 0 g,_2 a Skg. Llavors X, _1 parametritza
clusters ordenats de n — 1 punts, identificant un punt € X,,_; amb el cluster
K'=(K,x)onx € Sk per K € X,,_o, aixi K = f,,_o(K’). Després es considera
el producte fibrat,

X1 %Xx, 5 Xno1 ={(K1,K2) € Xppo1 X X1 | faeo(K1) = fr—2(K2)}
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que és una varietat llisa i projectiva, i la projeccié ps sobre la segona component,
com una familia de superficies. Ara, aplicant la construccié del blowup d’una
seccié a la seccio diagonal A,_1, s’obté una nova familia f,_1: X, — X,_1.
Aleshores per cada clister K’ € X,,_; lafibra Sg := f, 1(K’) és el blowup sobre
els n—1 punt de K’ i la restriccio de g1 0-+-0g,,—1 a S+, on gn—1 :=p10Bla, _,,
és el blowup. Per tant X,, parametritza els clasters ordenats de n punts

S’anomena X, la varietat dels clusters ordenats de n punts i, per cada K €
X, s’identifica la superficie Sk obtinguda pel blowup de tots els punts de K
amb f, 1 (K) C X1

2.2 Cluasters de seccions

En aquesta secci6 donem una generalitzacié de la definicié de claster de punts
de la secci6 anterior a clasters de seccions o clisters de B-punts. Recordem, del
capitol 1, que donada una familia de superficies 7:S — B iuna seccié 0: B — S
tenim una nova familia de superficies 7, :S, — B on per tot ¢ € B la fibra (S, ),
és el blowup de &; amb base o(t).

Definici6 2.2.1. Sigui E := bl *(¢(B)) el divisor excepcional del blowup,

e El conjunt F' de seccions de 7, amb la seva imatge continguda en F ’ano-
menarem el primer entorn infinitesimal de o. Inductivament es defineix
el k-ésim entorn infinitesimal de o com les seccions que estan en el primer
entorn infinitesimal d’alguna seccié 7 que esta en el (k — 1)-ésim entorn
infinitesimal de o.

e Una secci6 és infinitament propera a o si pertany a algun entorn infinite-
simal de o.

e Una seccid és proxima a o si pertany a F o alguna transformada estricta
de F.

Aqui la transformada estricta de F és el conjunt F de seccions amb la seva
imatge continguda en la transformada estricta de FE.

Definici6 2.2.2. Un cluster ordenat de seccions sense base firada sobre m és una
successio finita de seccions {0}, }, tal que per tot n, o, és seccié de 7, :S, — B
on S, :=Bl,, () (Sn-1)im, :=Dbl,, (B om_1amb Sy:=Simg:=m.

Definici6 2.2.3. Fixada una secci6 o € X de m, un clister ordenat de seccions
amb base o sobre m:S — B és un cluster ordenat de seccions {o,, },, sense base
fixada sobre 7 tal que per tot n, o, és infinitament propera a o.

Observem que en un clister ordenat sense base fixada si la imatge de o; és
disjunta del divisor excepcional del blowup de la imatge de o; o la seva trans-
formada total amb ¢ > j llavors podem intercanviar les seccions o; i o; en el
cluster i aquest segueix estant ben definit i essent un claster de seccions. Un
clister sense base és una classe d’equivaléncia de cltusters ordenats sense base
per ’acci6 de totes les permutacions de seccions disjuntes.

Observem també que, en contrast amb el que passa per a clasters de punts,
un claster de seccions pot tenir seccions que no siguin ni disjuntes ni infini-
tament properes una a l'altra. Aquestes no es poden permutar igual que les
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infinitament properes.

Donada una familia de superficies 7:S — B amb F.U.s (X, ), considerem
el segiient diagrama commutatiu,

Sy = Bla(S x X) 22 L 8§ x X

i x Idmdx D A= xx Idyx

B x X

Explicitament A(t,o0) = (o(t),o) i el blowup amb centre A entenem que és el
blowup de & x X amb centre la imatge de A, que és tancada per ser A una
seccid de w x Idx.

Recordant la construccié del blowup d’una seccié veiem que com a conjunt de
punts tancats,

S=|]8,.

ceX
Llavors un punt ¢ € S és una parella de punts (p,o) tal que p € S, i
bla(gq) = (bl,(p),0), és a dir, p € Blprxom(q)(tq)(&q) on ty = prp oma(q) € B.

Observem que S és una familia sobre B i sobre X composant mo amb les
projeccions prp i prx respectivament. Sigui 7 una seccié de prg o my llavors
prx omeoT:B — X no és necessariament constant, pero pels casos en que ho si-
gui la secci6 T determinara un clister ordenat de 2 seccions de 7, ja que la imatge
de T estara continguda en (pry o my) (o) & S, per o := prx oma(7(t)) € X,
on t € B. Considerant aquests fets definim,

Definicio 2.2.4. Una familia de clusters de 2-seccions és un esquema C' amb
dos morfismes a: C — X i f: B x C — &s tals que els segiients diagrames
commuten:

BxC—" s, BxC S5
T prp o w2

S N
Bx X B

El primer diagrama li direm la propietat de « i el segon la propietat de 5. La
propietat de 8 senzillament diu que (C, ) és familia de seccions de prg o ms.
Llavors la propietat de o garanteix que per cada ¢ € C' el morfisme prx omg oc
sigui constant. D’aquesta manera per un C-punt ¢ € C(C), ¢ és una seccié de
Sa(c) 1 per tant c es correspon a un clister ordenat de 2 seccions (a(c), c).

Una familia universal de clusters de 2-seccions és una familia de clusters de 2
seccions (Cla(S), a, §) amb la propietat universal segiient: Per tota altra familia
de clusters de 2-seccions (C’, o/, f’) existeix un tnic morfisme g:C’ — Cla(S)
tal que o’ =aogiff =po(Idg X g).
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Les notacions de S, m2 i A les mantindrem al llarg de tot el treball.

Proposicié 2.2.5. Donades (C,a, ) i (C',a’, ") dues families de clisters de
2 seccions de 7 i un morfisme g: C' — C tal que ' = o (Idp x g) llavors
o =aog.

Demostracid. Es clar pel segiient diagrama.

BxC

O

Es a dir, podem definir una famdlia universal de clisters de 2-seccions com
una familia de claster de 2 seccions (Cla(S), o, ) tal que (Cla(S), 8) compleix
la P.U.s per la familia prg o mo pero restringida a les families de clusters de 2
seccions.

Proposicio 2.2.6. Sigui 7:S — B una familia de superficies tal que existeix
una F.U.2sec (Cla(S), a, B8), aleshores (Cla(S), a, B) €és tnic llevat d’isomorfis-

me unic.

Demostracio. Farem la demostracio per abstract non-sense. Fixem (C, a, b) una
altra F.U.2sec de 7 i velem que existeix un tunic isomorfisme entre C i Cla(S).

Per ser (C,a,b) F.U.2sec de 7 i (Cla(S),, S) una familia de clasters de
2-seccions de 7 existeix un tnic morfisme go:Cla(S) — C tal que

B=0bo(Idp %X go)
a=aogp.
Per ser (Cla(S), o, B) F.U.2sec de m i (C,a,b) una familia de clasters de
2-seccions de 7 existeix un tnic morfisme g1 :C — Cla(S) tal que
b=po(Idg X g1)
a=aog.

Ara veurem que go i g1 son els isomorfismes entre C' i Cly(S), i per tant
tindrem la unicitat del isomorfisme.
Composant les identitats anteriors trobem,

a=ao(g104)

B =pBo(ldp x (g1°90))
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Per ser (Cla(S), o, B) F.U.2sec de 7 i a la vegada ser una familia de clasters
de 2-seccions de 7, existeix un unic morfisme hy:Clz(S) — Cla(S) tal que

a=aoh
ﬁ:ﬁo(IdBXhl)

Per tant h; = g1 0 go. A més, com que el morfisme identitat de Cly(S) també
compleix aquestes relacions tenim

g10go = Idci,(s)

A partir de les quatre primeres identitats també podem trobar

a=ao(goog)
b=bo(Idp X (goog1)).

Per ser (C,a,b) F.U.2sec de 7 i a la vegada ser una familia de clasters de
2-seccions de 7, existeix un tnic morfisme hg:C — C tal que

a=aohy
b=bo (Idp X hyp)

Per tant hg = ggogi. A més, com que el morfisme identitat de C' també compleix
aquestes relacions tenim
goog1 = Idc.

O

Teorema 2.2.7. Sigui m:S — B una familia de superficies amb B propi ¢ S
quasi-projectiu, aleshores existeiz la F.U.2sec (Cla(S), , 5).

Demostracid. Per [[.2.12] existeix X la F.U.s de la familia de superficies i és un
esquema quasi-projectiu, per tant Sy també és quasi-projectiu i per de
nou existeix (Xs,12) F.U.s de la familia So — B.

D’igual manera existeix la F.U.s (BX, ) de prg: B x X — B, en aquest cas
BX = Homgen(B,X). Com que (X x B,Idxxpg) és una familia de seccions
de prg, per la P.U.s de BX existeix un tunic morfisme i : X — BX tal que
Idex = @po (IdB X Z)

Bx X
Idpxx
Idp X1

BxBX — . Bx X

Amb aquest diagrama commutatiu veiem que a través de i els punts de X
donen seccions constants de prg. A més, i és isomorfisme amb la seva imatge i
aquesta és un subesquema tancat de BX, ja que per qualsevol ¢ty € B tancat,
si ji, : BX — B x BX és la inclusi6 en tg, llavors prx o ¢ o ji, restringit a la
imatge de 4 és el morfisme invers de ¢ i com que ¢ és una seccidé de prx oo j;,,
que és un morfisme separat i exhaustiu, ¢(X) és tancat per (Si pensem els
elements de BX com a morfismes de B en X llavors el morfisme prx o ¢ o jy,
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és el morfisme avaluar en ¢y € B).

També tenim que (Xa, 72 01)2) és familia de seccions de prpg, per tant, existeix
un tnic morfisme f: Xy — BX tal que my 093 = ¢ o (Idg x f). Llavors
Cly(S) = f7Ui(X)), B := Y2lexcins) 1 @ := i7! o floy,(s) compleixen la
definicié de F.U.2sec. Considerem el segiient diagrama commutatiu per il-lustrar
la situacio,

B

Idp X iCZQ(SB o

B x Cly(S) x Xy ——— S

{mBXQ Idg x f [m
Idg x i

BxX 2" . BxBX —2 s BxX

’
prp

L’anic punt no obvi de que (Cla(S), o, §) és una familia de clasters de 2 seccions
és la igualtat Idg X a = w9 o 3, perd mirant els dos diagrames anteriors queda
clar que la igualtat es compleix.

Per veure que és la F.U.2sec de 7 considerem una altra familia de 2 seccions
(C,a’, ") i comprovem que existeix un tunic morfisme g: C — Cla(S) tal que
B/ :BO (IdB X g)

Per ser familia de clasters de 2 seccions, (C, ") és una familia de seccions de
prpome:Se — B, amés, (C,my0") és una familia de seccions de prg: B x X —
B. Per tant existeixen uns tnics morfismes go:C — X3, 1 j:C — BX tals que
B =oo(Idg X gg)imof =po(ldg x j). Considerem el segiient diagrama,

BxC

w0
IdB X

Idpxx

Idg xj| BxX —>BxX

IdB X 1
©

B x BX

ara es veu clar que per la unicitat de 7, j = i0a’. A més, si considerem el
diagrama,
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BxC

Ideg@ﬁ\
s

IdBXj BXX24>82

Idg x f {m

BxBX — . BxX

un altre cop per la unicitat de j, tenim que j = f o gg. Per tant :0 o’ = f o gg,
que implica go(C) C Cly(S) i llavors podem pensar gp com un morfisme amb
imatge en Cl3(S). Si diem g:C — Cly(S) aquest morfisme llavors

BO (IdB X g) = w2|012(3) o (IdB X g) = ¢2 [¢] (IdB X go) = 6/.

Finalment, si existeix un morfisme ¢':C — Cly(S) tal que ' = o (Idg x ¢'),
llavors
B =1b2o(Idp X (iciy(s)©9)),

per la unicitat de go tenim icy,(s)0 g = ici,(s) 0 ¢’ i com que icy,(s) és injectiva
/
g =g O

Observem que per construcci6 el diagrama,

Cly(S) X,

| XQ(S)
et f

X—" ,BX

és un producte fibrat, és a dir, Cly(S) = X xgx X». El que passa, com veurem
en la secci6 de clusters de dues seccions, és que hi ha un morfisme h: Xy — X
tal que el segilient diagrama és commutatiu

L

X —' . BX

i per aixd podem tenir aquesta descripcié de Cly(S).

Lema 2.2.8. Sigui 7 : S — B una familia de superficies amb (X,v) F.U.s,
llavors per cada seccié o € X hi ha un morfisme s, :Sy; — So que €s isomorfisme
amb la seva imatge, (prx om) (o).

Demostracio. Per cada o € X un punt tancat, la fibra (S), sobre o pel morfisme
prx S x X — X és isomorfa a §. Per tant tenim la inclusio de § a & x X
en o, diem-li v. Ara, v"}(A) = g(B), per tant (bl, o v)~}(A) és un divisor de
Cartier efectiu en S, i per la P.U.b del blowup bla existeix un tnic morfisme
5:S85; — So tal que el seglient diagrama commuta,
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S
{bla [blA
S

v

— Sx X

Per la commutativitat del diagrama anterior tenim que s(S,) = blx'(v(S)) i
recordant la definicié de blowup d’una secci6 veiem que s(S,) és isomorf a S, .
Aix0 no ens diu que s sigui isomorfisme amb la seva imatge, pero si que ens diu
que hi ha un isomorfisme de S, a s(S,), dons bé, el morfisme s, que busquem
serd aquest isomorfisme composat amb la inclusio de s(S,) en Sz2. No costa
gaire veure que en realitat s = s,, pero si que és llarg. O

Proposicié 2.2.9. Sigui 7:S — B una familia de superficies amb B propi i S
quasiprojectiu, aleshores l’aplicacid

U: Cla(S)(C) — { clisters ordenats de 2-seccions de w:S — B}
¢ — (afe)0)

és bijectiva.

Demostracio. Pel teorema anterior existeix la F.U.2sec (Cla(S), , 8) 1 per la
seva unicitat té la forma que descriu la demostracié del teorema. També sabem
que existeix la F.U.s de prg oma:Ss — B, (Xa,13), per tant té sentit considera
la ® de la proposicié que a més, sabem que és bijectiva.

Definim A com el subconjunt de seccions s de 75 tals que el morfisme pry o
o 0 s és constant. Llavors, com hem vist a la definicié de F.U.2sec, hi ha una
aplicacié 1 que envia els elements de A a clisters ordenats de 2 seccions de .
Per descriure 7 fixem un ¢y € B qualsevol i llavors

n : A — { clasters ordenats de 2-seccions de 7}
s — ((prx om0 8)(tg), 8)

1 és independent de la tria de tg € B ja que prx o me o s és constant. A més
és bijectiva perqué té inversa, n7(0,7) = s, o T on s, és el morfisme del lema
anterior.

Clarament @ restringida a Cl3(S)(C) té la imatge continguda en A, és més,
la seva imatge és exactament A. Per veure que és exactament A necessitem
veure que per tot s € A, ®71(s) € Cly(S)(C). Tenint en compte que Cla(S)
té la forma que li dona la construccié del teorema anterior hem de veure que
f(®71(s)) € i(X), on f i i sén els morfismes del teorema anterior. Com que
els elements de i(X) son els punts de BX que donen seccions constants de
B x X — B, hem de veure que prx o f(®71(s)) és constant. Per ser s € A
sabem que pry om0 s és constant, per la definicié de ® tenim ®~1(s) = s, per
ser ®~1(s) un punt tancat B = Bya-1(s)) = Bg-1(s) 1 per tant, pel segiient
diagrama commutatiu, tenim que ®(Cl2(S)(C)) = A
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s =& 1(s)

BXXQ

prx

BxBX —— BxX—X

Sy
(.‘:
X
&
©

F(@71(s))

Ara, ¥ és bijectiva ja que ¥ = 1o @[y, (s)(c)- O

2.3 Blowups relatius

En aquesta secci6 fixem una familia de superficies 7:S — B amb B propi i &
quasi-projectiu, per tant sabem que existeix la seva F.U.s (X, ). Llavors fixat
un punt tancat ¢ € X, com que el bl, és projectiu la familia de superficies
T, : Sy — B és quasiprojectiva i també existeix la seva F.U.s (X', 7,[3) Llavors
veiem que es pot construir X a partir de X.

Definim E, com el divisor excepcional de S,, Y := 1;*1(E0) iprg:Bx X -
X iprg:B x X — B com les projeccions.

En aquesta seccié haurem de treballar amb w € X no necessariament tancat.
Recordem de la definicié de familia universal de seccions la construccio
d’una seccié per punts no necessariament tancats, aixi donat w € X tenim
que ¢ : SY — B, és la familia de superficies de la qual w n’és una seccib.
Llavors definim E¥ com lantiimatge de E, a 8¢, Y,, := w ' (E¥) i els morfismes
pro 8¢ = So 17y, () :STo(@) 5 S com les projeccions.

Tant Y com Y, s6n tancats de Zariski, en el segon cas aixd és perqué prp
restringida a la fibra de w pel morfisme pr¢ és isomorfisme amb inversa i,.

Proposicié 2.3.1. Ezisteiz un tnic morfisme fr: X — X tal que el segient
diagrama commuta,

BXXLSU

kmB X fo kbla

BXXLS

Demostracio. Com que (f( ,bly 0 1,) és una familia de seccions de m, podem
aplicar la P.U.s de la F.U.s (X, ). O

El punt 0 € X és un punt tancat i com a tal determina una seccié de .
En canvi w no té per que ser-ho i per tant f,(w) tampoc té per que ser tancat.
Llavors la notacio f,(w)(t) = o(t) és un abis de llenguatge per dir que

goploiy=pry (o fo(w)ois
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on iy : Spec(k(t)) — By, () és la inclusié en t € By () i pl: By (,) — B és la
projeccio.

Proposicié 2.3.2. Pertotw € X, donatt € B, w(t) € E¥ sii f,(w)(t) = a(t),
és més, fo(w) =0 sii Y, = B,. .

Demostracid. Es evident ja que el segiient diagrama és commutatiu.

w

Idp X i, -
BwB—Xl>B><XL>SU

Idp x f{ {IdB X fo |bla<B>
Idp Xifg( P

Bfg(w) *fb XX ——S§

~_ 7

fo(w)

On iy, i 4§, (.) s6n les inclusions en w i f,(w) respectivament. O

Proposici6 2.3.3. Y és un tancat localment principal 1Y, C By, €és un divisor
de Cartier efectiu per tot w € X tal que f,(w) # 0.

Demostracio. 'Y és antiimatge per un morfisme de E,, que és un tancat localment
principal, per tant, Y també és un tancat localment principal.

Sabem que B,, és isomorf a w(B) via w. A més, Y, = w H(EY Nw(B,)), per
tant w(Y,) = w(By,) N EY que és un divisor de Cartier efectiu en w(B,,) sii
w(B,,) € E¥ que passa sii f,(w) # 0. O

Proposicié 2.3.4. Definim U := {w € X tal que Y,, és un diisor de Cartier
efectiv en By} i Z = pr;(l(U) NY. Llavors U és un obert i Z C B x U és
divisor de Cartier efectiu relativ al morfisme prg|pxu = pru.

Demostracié. Clarament U = X\f;l(a), per tant és obert, ja que o és un punt

tancat.

Z és un tancat localment principal en B x U. El morfisme pry és pla i localment

de presentaci6 finita ja que B és projectiu, de tipus finit i U és quasiprojectiu i

localment noetheria. A més, per definicio, per tot w € U, Z,, := (pry|z)~H(w) C

(BxU), ésun divisor de Cartier efectiu, per tant podem aplicar el lema
O

Donada una component irreductible de X, X°, definim Uy := X°NU

Lema 2.3.5. Definim I := ¢~ (a(B)) aleshores IN(B X f,(Up)) C B x f,(Up)
és pla pel morfisme pry_(v,)-

Demostracié. Per ser Z C B x U divisor de Cartier efectiu relatiu al morfisme
pry|Bxu = pru és pla i el polinomi de Hilbert de Z,, és independent de w. Si
L = (pry, o) HT), Zo 2 Y., = pre(pry' (f-(w) NI) = I; ). Per tant
el polinomi de Hilbert de I, és independent de 7 per tot 7 € f,(Up) i llavors
Py, Uyl és pla. (veure teorema 9.9 [10, III]) O
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Teorema 2.3.6. f,|y, €és isomorfisme amb la seva imatge.

Demostracio. Primer recordem que per ser X un esquema localment noetheria
i quasiprojectiu, tota component irreductible és quasiprojectiva i de dimensio
finita.

Donats w i w’ € U tals que f,(w) = fo(w) aleshores f,(w) = f,(w'). Siels
dos son punts tancats de U, la transformada estricta de f,(w)(B) pel blowup
bl, és exactament w(B), per tant w = W', w = &’ i f,|y és injectiva sobre els
punts tancats. Si no sén tancat podem considerar la transformada estricta de
fo(w)(By, (o)) pel morfisme bl, x fr:S¢ — Sf(*) com

(bly % o) (S () (Br ) \ pri ) (@(B))

que ha de ser igual a w(B,) perqué comparteixen un obert dens de Zariski. A
més tenim el segiient diagrama commutatiu,

Sv L’ * fo Sfo(w)

[ Prov | PTfo(w)
bl

SU—GMS’

amb aixo és clar que pry_ () ow = pry () ow’ iper tant w = w' i fo|y també és
injectiva sobre els punts no tancats. Aixi sols hem de veure que la seva aplicaci
inversa és a més un morfisme.

Definim ¢ := ¢|pxs, w)s lo = ¥ ' (@(B)), p: B x f-(Us) = [fo(Up) la
projeccio, que és un morfisme pla, i (Iy), la fibra sobre 7 pel morfisme p|;,. Per
cada 7 € p(lp) existeix una tnica w € Uy tal que 7 = fo(w), a més, pry|(1,),
és isomorfisme i clarament prg((ly),) = Y., € B, que és un divisor de Car-
tier efectiu ja que w € Uy. Per tant (Ip), C (B x f,(Up))r és un divisor de

Cartier efectiu. Pel lema m Py, wo)liry) € pla i per tant, pel lema [1.1.32
I € B x fs(Up) és un divisor de Cartier efectiu relatiu al morfisme pry, (v,)-

Ara per la P.U.b del blowup bl,(p) existeix un tnic morfisme g’ : B x
fo(Uo) = S, tal que bly(p) 0 g’ = ¥|pxy, vy Com que moY|pyy, () = Pra,
(f»(Us),¢') és una familia de seccions de 7, i per la P.U.s de (X, 1)) existeix un
unic morfisme g: f,(Up) — X tal que ¢’ = o (Idg x g). Aleshores el segiient
diagrama és commutatiu i veurem que g és el morfisme invers de f,.

BxUy—" s,

Idg Xg] / |b10
'S

B x fo—(Uo)
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Primer demostrem que fy 0 g = Idy_(1,). Per les propietats de f,,

Yo (Idp x (fs0g)) =bly oo (Idp x g)
Per tant, ara pel diagrama anterior,

$o(Idp x (fo09)) = o

pero per la P.U.s de (X, ) la inclusi6 de B x f,(Up) en B x X és I'nic morfisme
que compleix aquesta relacio.

Ara go f, = Idy,, ja que si T € f,(Up) aleshores existeix una tnica 7 € Uy
amb 7 = f,(7). A més, 0 #1 = f,(g(7)) per tant g(7) € U = X \ f;'(0) i
com que f, és injectiva sobre tot U, 7 = ¢g(7) i finalment, g(7) = (go f,)(7) per
definici6 de 7. O

Donades dues seccions o i 7 de m no sempre és cert que la transformada
estricte de 7(B) pel blowup bl, : S, — S es correspongui amb la imatge d’una
secci6 de mobl. En els exemples trobarem casos d’aquestes parelles de seccions.
Aquest fet motiva la segilient definicio.

Definicié 2.3.7. Donades dues seccions 0,7 € X, diem que la parella (o, 7)
és una parella de seccions admissibles si son disjuntes, w(o(B) N 7(B)) és un
divisor de Cartier de B, o 7 = 0. També direm que 7 és admissible respecte o.
Denotarem per X7, = el conjunt de seccions admissibles respecte o.

Exemple 2.1. Si la base B de la familia de superficies té dimensié 1, com que
hem suposat que B és regular, tenim X7, =X

o

adm €S CONS-

Proposicié 2.3.8. Per tot 0 € X un punt tancat, el conjunt X
tructible.

Demostracid. X2, = f-(X)U{c}, ja que per qualsevol seccié w de 7, bl, ow
és una seccié de m que ha de ser admissible respecte o. Per tant, pel teorema
de Chevalley, X7, . és constructible. O

Teorema 2.3.9. Existeiz una estratificacio de X = U, XP tal que

1) {o} és un estrat

2) Si existeix una T € XP° amb T admissible respecte o aleshores tot element
de XPo és admissible respecte o.

3) Cada component irreductible X§° de lestrat XP° és isomorf al Uy d’una
component irreductible X2 de X.

Demostracio. El morfisme prx|;:I — X, on prx:B x X — B és la projeccio,
no és pla en general, perd per la proposicio [1.1.37] existeix una estratificacio
de X = UpeP XP tal que el morfisme er|mpT;(1(Xp) és pla i els estrats son
maximals amb aquesta condicid. Aquesta és estratificacié de X que busquem,
veiem-ho.
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(1) Per la equidimensionalitat de les fibres d’un morfisme pla, {0} és un
estrat, ja que o € prx(I) és I'inica secci6 tal que la dimensi6 de I, = I xx
Spec(k()), la fibra sobre 7 pel morfisme prx|;, és igual a la dimensi6 de B.

(2) Sigui ara XP° tal que o & XPo. Per [9, VI, Theoréme 2.1 (i)] i[1.1.31
si existeix 7 € XP tal que I, = prg(l;) C B és un divisor de Cartier efectiu
aleshores per tot 7 € XP, I és un divisor de Cartier efectiu.

(3) Llavors per [1.1.32] en X?°, (¢|gxx») 1 (a(B)) € B x XP0 és un divisor
de Cartier efectiu relatiu el morfisme prxro. Per la P.U.b del blowup S, existeix
un tnic morfisme ¢’: B x XP° — S, tal que

bla © g/ = 7/}|B><XT’U .

Per la P.U.s de (X, ) existeix un tnic morfisme g: X7 — X tal que

wo(ldg x g)=4¢.
Per tant ~
Y|pxxro =bly oo (Idp x g) =1po(ldp x fy09)
i, per la P.U.s de (X,v), fo 0 g = Idxwo. 3
Per ser X irreductible, g(X{) esta contingut en X9 una component irre-
ductible de X. Llavors X} = f, o g(X¥) C f,(X), és més, com que o ¢ X¥,
XU C f-(Up). A més el lema diu que f,(Up) esta contingut en algu-

na component irreductible d’'un estrat i com que aquests sén disjunts tenim
fo(Uo) C XP i per tant fr(Up) = X{. O

En aquesta seccié hem vist que podem descriure X com la unié disjunta
dun tancat, f, (o), i el seu complementari, U, un obert. El tancat és isomorf
ala F.U.s de E, — B, que son les seccions infinitament properes a o. Per les
components irreductibles de X, X0, hi ha tres possibilitats,

e X° C f-1(0) i totes les seccions son infinitament properes a .
e X0 C Ui XY ésisomorfa a un estrat X per f,.

e No esta continguda en f, (o) ni en U. En aquest cas X0 és birracional a
un estrat XP° per f,.

Aleshores sabem que pel tercer cas tindrem el segiient diagrama

- _ bl,  —
X0 Bl (XPo) ——— XPpo
U U
Uy XPo

1R

Sabem que el blowup ha de tenir per centre un ideal amb suport o pero no
coneixem aquest ideal i seria molt interessant tenir alguna descripcié d’aquest
ideal.
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2.4 Clusters de dues seccions

En aquesta secci6 seguirem la mateixa notacio de la secci6 anterior i de la
definici6 de F.U.2sec, excepte que ara a la F.U.s (X,1)) de 7, li direm (X, ¥,),
per diferenciar de quina o € X es tracta. Llavors reproduirem la secci6é anterior
perd sense fixar cap secci6. Es a dir, veurem que podem construir Cly(S) a
partir de X x X.

Recordem que E és el divisor excepcional del blowup Sy := BIA(S x X),
A:BxX —8xXésxyxIdy idefinim A:=B71(E) C B x Cly(S).

Donat ¢ € Cl3(S), igual que per una secci6 o € X, ¢ és seccié de 75:S5 — B...
Llavors definim E° com la antiimatge de E a 85, A, := ¢ 1(E°) i el morfisme
preig(s): B x Cla(S) — Cla(S) com la projeccio.

Proposici6 2.4.1. La F.U.sec de prpo(mxIdx):SxX — B és (X xBX, ) xp

).
Demostracio. Com que § Xxp (B x X) 2 § x X podem aplicar la proposicio
11.2.9 O

Proposicié 2.4.2. Per cada 0 € X existeiz una unica inclusio g, : Xy, —
Cly(S) tal que el segiient diagrama commuta,

Id
Bx X ~22% B x Cly(S)

ST

SL’SQ

on 85:Sy — Sa €s la inclusid del lema[2.2.8,

Demostracio. Clarament (X, fy, So © ¥,) és una familia de clusters de 2 secci-
ons, llavors existeix el morfisme g, i és Gnic. Per veure que és isomorfisme amb
la seva imatge es pot fer per abstract nonsense. [

Proposicié 2.4.3. FEuisteiz un inic morfisme F:Cly(S) — X x X tal que el
segtient diagrama commuta,

B x Cly(S) S>

Idg X F {blA

Idpxx X i P Xp @

BxXxX—BxXxBX —SxX

Demostracio. Com que (Xa,bla o 12) és familia de seccions de S x X — B
existeix un Unic morfisme h : Xo — X x BX tal que el segiient diagrama
commuta,

BxXy—2 s,

[Idgxh |b1A
P X

Bx X x BX 2227




46 CAPITOL 2. ESQUEMES DE FAMILIES DE CLUSTERS

llavors, usant ’observacié posterior a la proposicid m que diu Cly(S) =
X Xpx Xo, podem definir F':= Idx Xgx h. O]

Explicitament F' queda com
F(C) = (a(c)afa(c)(g;(lc)(c)))a

i si pensem que c és el cliaster de dos seccions (o,w), llavors F(c) = (o, fy(w)).
Donat una ¢ € Cly(S) 'element fq ) (ga_(lc)(c)) de X 1i direm bc i a lele-

ment g~ ' (¢) de X,, ic. Intuitivament si ¢ és el claster ordenat de 2-seccions
a(e)

(0,7) € X x X, de , aleshores ic = 7 i be = f,(7), és a dir, bc = bl, o 7.
També definim Ag com el morfisme diagonal de S x5 S 1 Ax com el morfisme
diagonal de X x X.

L’esquema X x X és una familia de seccions de § x X — B amb el morfisme
b3 := (¥ xp p)o(ldg x Idx x 1), llavors F'(c) n’és una seccio.
No coste gaire veure que hi ha un morfisme s:Sx X — Sx S que en components
és s(p,o) = (p,a(w(p))). Llavors definim sF(c) := s o F(c¢) que és una seccio de
7 xp 7. Finalment notem que (X x X,1 xp v) és una familia de seccions de
T X g, la secci6 que es correspon a F'(¢) amb aquesta estructura és exactament
sF(c) i xp1v = sobf. En la segiient proposicié trobem un diagrama que
mostra part de la situacié.
Proposicioé 2.4.4. Per tot ¢ € Cla(S), donat t € B, c(t) € E sii be(t) =
ale)(t), o equivalentment sii sF(c)(t) € As(S). Es més, F(c) € Ax(X) sii
A. = B.. .

Demostracid. Es evident ja que el segiient diagrama és commutatiu.

c

B x Cl(S) —23 s,

Idp X F bla

Wdli’ X F)

b s
BXXXXLSXX%SXBS

sF(c)

On i. i ip(;) son les inclusions en c i F'(c) respectivament. O

Proposicié 2.4.5. A és un tancat localment principal i A. C B és un divisor
de Cartier efectiu per tot c € Cly(S) tal que F(c) € Ax(X).

Demostracio. A és antiimatge per un morfisme de E que és un tancat localment
principal, per tant, A també és un tancat localment principal.

Sabem que B, és isomorf a ¢(B.) via ¢. A més, A. = ¢ H(E°N¢(B.)), per
tant c(A.) = ¢(B)NE° que és un divisor de Cartier efectiu en ¢(B) sii ¢(B) € E°
que passa sii F'(¢) € Ax(X). O
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Proposicié 2.4.6. Definim V = {c € Cly(S) tal que A. és un divisor de
Cartier efectiu en B} i T := prall2(5)(V). Llavors V' és un obert i TNACT
és divisor de Cartier efectiu relatiu al morfisme pp := preg,(s)lr-

Demostracid. Clarament V = Cly(S) \ F~1(Ax (X)), per tant és obert, ja que
Ax(X) és un tancat per ser X un esquema quasiprojectiu.

T N A és un tancat localment principal en T. T és isomorf a B x V i el
morfisme pp es correspon el morfisme pry via aquest isomorfisme. Per tant,
com que pry és pla i localment de presentaci6 finita ja que B és projectiu, de
tipus finit i V' és localment noetheria, també ho és pp. A més, per tot c € V,
A2 (TN A = (pplrna) t(c) C T. :=pp~t(c) = B per tant (TN A). C T, és
un divisor de Cartier efectiu per tot ¢ € V i podem aplicar el lema[T.1.32] O

Donada una component irreductible de Cly(S), C°, definim Vy := C° NV

Lema 2.4.7. Definim bA := b~ (A(B x X)), bT := priys x (F(Vp)) i bpp ==
prxxx|or, onprxxx :BXx X xX — X x X és la projecci. Llavors el morfisme
bpplyrrsa €s pla.

Demostracid. Per ser el morfisme pp|rna pla, el polinomi de Hilbert de (TN A),
és independent de ¢. Donat ¢ € Vo, (0T NbA)p(y = (bpplorra) ™ (F(c)),
(TNA).= A, =prpbpp™ (F(c)) NbA) = (bT NbA)p(). Per tant el polinomi
de Hilbert de (bT'NbA) (. és independent de F'(c) per tot F(c) € F(Vp) illavors
bpplsrrva és pla (veure teorema 9.9 [10] IIT}). O

Teorema 2.4.8. F|y, és isomorfisme amb la seva imatge.

Demostracid. Sicic €V son tals que ¢(B,) \ E¢ = ¢(Bw) \ E€ (aixo vol dir
que Spec(k(c)) = Spec(k(c’))) aleshores, com que E€N¢(B,.) és un tancat propi
de ¢(B.), llavors ¢ = ¢ i ¢ = ¢, per tant F|y, és bijectiva. Aixi sols hem de
veure que la seva aplicacié inversa és a més un morfisme.

La projeccié bpp és plana. Per cada a € bpp(bT NbA) existeix una tnica
c € V tal que a = F(c), a més, (bT NbA), C (bT), és un divisor de Cartier

efectiu ja que ¢ € V. Pel lema bpplerrsa €s pla i per tant, per [1.1.31
bT' NbA C bT és un divisor de Cartier efectiu relatiu al morfisme bpp.

Ara per la P.U.b del blowup bla existeix un tnic morfisme G’ :bT — S, tal
que bla oG' = bByr. Com que prgo(w x Idx)obB|yr = prg, (F(Vy),G’) és una
familia de clasters de 2 seccions de 7, per la P.U.2sec de (Cl2(S), , ) existeix
un dnic morfisme G: F(Vy) — Cla(S) tal que G/ = Bo (Idg x G) i aleshores G
és el morfisme invers de F', veiem-ho.

Primer veiem que F'oG = Idp(v,). La parella (F(V), bf|r(vy)) és una familia
de seccions de prp o (m x Idx) per tant, per la P.U.s de (X x BX, 9 xp @),
existeix un tnic morfisme h: F(Vp) — X x BX tal que

bBlrvy) = (W X @) o (Idp x h)

pero tant el morfisme (Idx x i) o (F' o G) com el morfisme (Idx x i) o (ipv,))
compleixen aquesta igualtat, per tant son iguals entre ells i com que Idx X i és



48 CAPITOL 2. ESQUEMES DE FAMILIES DE CLUSTERS

isomorfisme amb la seva imatge aleshores F' o G = ip(vy).

Ara G o F = Idy,, ja que si a € F(V}) aleshores existeix una tnica ¢ € V;
amb a = F(c). Amés, a = F(G(a)) per tant G(a) € V = Cla(S)\F 1 (Ax(X)).
Per tant, com que F' és injectiva sobre tot V', ¢ = G(a) = (G o F)(c). O

Teorema 2.4.9. Existeix una estratificacio de X x X = UpXX? tal que
o Ax(X) és un estrat.

e Donat un estrat X XP° si existeix una (0,7) € X XP° una parella de secci-
ons admissibles aleshores tot element de X XPo és una parella de seccions
admissibles.

e Cada component irreductible X X{° de X XP és isomorfa a un Vy d’una
component irreductible C° de Cly(S).

Demostracid. Per la proposicié [1.1.37] existeix una estratificacié de X x X =
UpXXp tal que el morfisme (pTXXX‘bT)|(p7“x><x|bT)’1(XXp) = pTXxX|bTﬁXXP és
pla. Aleshores aquesta és lestratificacio que busquem. Comprovem que com-
pleix les propietats anunciades.

(1) Per la equidimensionalitat de les fibres d’'un morfisme pla, Ax(X) és
un estrat, ja que els elements a de Ax(X) C prxxx(bT) son els tnics que la
dimensi6 de bT, = (prxxx|sr) '(a) és igual a dim(B). A més, els element
d’aquest estrat, Ax(X), es corresponen a parelles de seccions admissibles.

2) Sigui X X? un estrat diferent de Ax(X), per [9, VI, Theorema 2.1 (i)] i
, si existeix a € X X? tal que bT,, C (X x X), := pri’ x(a) és un divisor
de Cartier efectiu aleshores per tot a € X XP, bT, C (X x X), és un divisor de
Cartier efectiu.

(3) Per 1.1.32}7 VT Npryt (X XP) C W = priys (X XP) és un divisor de
Cartier efectiu relatiu el morfisme prx x». Per la P.U.b del blowup bla existeix
un tnic morfisme G': W — S, tal que bla o G' = bf|w. Si diem v := prg x|w
on

prex @ BxXxX — XxB
(t,o,7)  —  (t,7)

Llavors es clar que el segiient diagrama és commutatiu,

Sz

led
bla

ba|
— W S % X

~
TI'XIdX

B x X
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aleshores el triplet (X XP, v, G') és una familia de clasters de 2 seccions de 7 i per
tant, per la P.U.2sec de (Clz(S), o, B) existeix un tnic morfisme G: X X? — S,
tal que els segiients diagrames commuten

Bx XX? XX?
IdBXG{ X G{ \
B x Cly(S) —2= s, Cly(S) —2 5 X

Finalment veiem que el morfisme G restringit a cada component irreducti-
ble de XX?, XX/, és un isomorfisme amb la seva imatge, de fet és el morfisme
invers de F'.

La parella (W, b53|w ) és una familia de seccions de prp o (7 x Idx) per tant,
per la P.U.s de (X x BX, 9 X g ¢), existeix un Gnic morfisme h: W — X x BX
tal que b8|lw = (¥ xg @) o (Idp X h) pero tant el morfisme (Idx x i) o (F o Q)
com el morfisme (Idx X i) o (iy) compleixen aquesta igualtat, ja que bg3|w =
bla oo (Idg x G) =bB o (Idg x F oG). Per tant son iguals entre ells i com
que Idx X i és isomorfisme amb la seva imatge aleshores F o G = iy .

Per ser X X! irreductible, G(X X?) esta contingut en C° una component
irreductible de Cly(S). Llavors X X! = F o G(XX}) C F(CP), és més, com
que Ax(X)NXX) =0, XXF C F(V), on Vg = C°NV o com a conjunt
Vo =C%\ F71(Ax(X)). A més, el lema[2.4.7/implica que F(V;) esta contingut
en alguna component irreductible d’un estrat. Llavors, com que els estrats son
disjunts entre ells tenim F(Vp) € XX i per tant F(Vp) = X X} O

En aquesta seccié hem vist que podem descriure Cl3(S) com la unié d’un
tancat, F~1(Ax (X)), i el seu complementari, un obert V. El tancat esta format
per els clusters de 2-seccions pels que la segona secci6 és infinitament propera a la
primera. Per les components irreductibles de Cl(S), C° hi ha tres possibilitats,

e C° C F1(Ax(X)) i esta format per clisters de 2-seccions en que la
segona secci6 és infinitament propera a la primera.

e O C Vi ésisomorf a un estrat X X? per F (llavors esta format per
parelles de seccions admissibles).

e No esta continguda en F~!(Ax (X)) ni en V. En aquest cas C° és birra-
cional a un estrat X XPo per F.

Aleshores sabem que pel tercer cas tindrem el segiient diagrama,

P bl, J—
C0 — Bl(XXP) ——— X XPo
U U

oy

Vo X XPo

Sabem que el blowup ha de tenir per centre un ideal amb suport Ax(X)
perd no coneixem aquest ideal i seria molt interessant tenir alguna descripcid
d’aquest ideal.
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Capitol 3
Exemples

En aquest capitol estudiarem uns casos particulars de families de superficies
m:S — B que pretenen exemplificar la teoria del treball. Ens limitarem a casos
simples: families fibrades en plans projectius, amb base un espai projectiu. Per
aquestes sabem que existeix la seva F.U.s (X, ).

Aproximadament en cada exemple descriurem X i 4. Llavors per una seccid
fixada o € X descriurem part de X, i trobarem l'estratificaci6 platificadora de
X = U; X* pel morfisme prx|r:1 — X on prx:B x X — X és la projecci6 i
I:=4~"(a(B)).

Pels estrats X' formats per seccions admissibles respecte o trobarem 1tnic
morfisme G; que fa el segiient diagrama commutatiu,

S

e
bly

S

BxX ——

)

Finalment farem el blowup de X amb centre ¢ i descriurem els morfismes G; que
estenen els morfismes G; sobre cada transformada estricte de cada estrat. Pero
cada exemple tindra un desenvolupament diferent, segons el que ens permetin
les propietats de la familia de superficies que estudiem.

3.1 Exemple I

Considerem 7 com la projeccié sobre la segona component de P2 x P'. Com que
la dimensi6 de B és 1 no hi ha restriccions per les parelles de seccions admissibles.

3.1.1 Descripci6é de X

Per la propietat universal del producte, una seccié de 7 esta determinada per
un morfisme s:P! — P2, de fet la imatge de la secci6 és el graf d’aquest morfis-
me. Un morfisme com s estd determinat per tres polinomis Py, Ps, Ps € Clu, v]
homogenis, del mateix grau i sense arrels comunes. Com que els polinomis P;

o1
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pertanyen a ’anell de polinomis en dues variables sobre un cos algebraicament
tancat i son homogenis factoritcen en factors lineals i per tant tenen arrels co-
munes sii tenen algun factor en comi.

Per tant X és una unié de components connexes i irreductibles X, una per
cada graud € N, i X4 2 Uy C P(Clu,v]3) on Clu,v]4 és el conjunt de polinomis
homogenis de grau d i Uy és 'obert corresponent al conjunt de ternes sense
factors comuns.

Per veure que Uy és un obert observem que donat un punt [Py : Py : P3] €
P(C[u,v]3) si els P; tenen un factor comt P de grau k aleshores P; = Pg; on g;
és un polinomi homogeni de grau d — k, ja que el producte de dos polinomis no
homogenis mai dona un polinomi homogeni. Aixi [P; : Py : P3] és a la imatge
del morfisme,

o+ P(Clu,v]g) xP (C[u,v]gik) — P ((C[u, v]g)
h,, [hl : h,Q : hg} — [hhl : hhg : hhg}

llavors

Us =P (Cluo) \ | | Im(sn)

0<k<d

Com que ¢y, és propi per tot k per ser un morfisme entre espais projectius,
Uy és un obert. Per exemple Xy = P(Clu,v]3) & P(C3) = P2

3.1.2 Seccié de grau zero

Donat un punt ¢ € P? considerem la secci6 constant o, € Xy tal que o,(t) =
(q,t) per tot t € P!. Diem 7,:S, — P! a la familia de superficies resultat de fer
el blowup de S al llarg de la imatge de la seccié o, i E, el divisor excepcional

d’aquest blowup. Observem que S, = qu(IP’Q) x P ja que els dos soén els zeros
del mateix polinomi en P2 x P! x P!,

Estratificacié de X per ¢ =[0:0: 1]

Com que la dimensié de la base és 1 la dimensi6 de 7(B) N g(B) és zero per
tota seccio 7 € X amb 7 # o i 7(B) Na(B) # (. Aleshores podem indexar
Destratificacio pel grau del O-cicle intersecci6 entre o(B) i 7(B), que denotarem
deg(T N o) i cada estrat sera X°.

La seccio 7 := [P, : Py : P3] € X, té intersecci6 amb o sii P; i P, tenen
alguna arrel comuna, que passa sii tenen algun factor en comu, igual que en la
descripcio de X. A meés, el grau d’aquest factor comt és exactament deg(TNo),
és a dir, deg(med(Py, Py)) = deg(t N o). Considerem per cada d,r € Z,

pir © P(Cluyol) X B(Cluofd,) x B(Cluola) —  B(Clu,o)
A Q1 : Q2), Ps — [AQ1 : AQ: : P3]

i per cada d € Z diem Ry € Zlaqo,-..,%0,d,04,0,---,b0,4] a la resultant dels
polinomis P:=3",, ., a;juivtiQ = Ditj=d b juivt, és a dir, med(P, Q) # 1
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sii Rq(P,Q) = 0(veure |15, IV.8]). Llavors en P(Clu,v]?) tenim V(R), que és
el tancat format per les parelles de polinomis que tenen alguna arrel o factor
en comtt. Si p:P(Clu,v]3) — P(Clu,v]%) és la projeccié sobre les dues primeres
components, diem V(Ry) := p~1(V(R)).

Amb aquesta notacio és clar que,

X0 = J (Xa\V(Ra) .

d>0

A més per cada d > 1 > 1, Ty, := Im(pa,) € V(Rq) és un tancat, ja que
pd.r és propi, i conté totes les ternes de polinomis homogenis de grau d tals que
els dos primers polinomis tenen un factor comu de grau més gran o igual que
r. Aixf en X := X4 N Ty, hi ha totes les seccions de grau d que tenen grau de
interseccié amb ¢ més gran o igual a r. Per tant

X = J ((x5\ x5
a>r

on X} = (0 per tot r > d, és la descomposicié en components irreductibles de
cada estrat X".

Descripcio de ng per ¢ =1[0:0:1]

Per la propietat universal del producte, una secci6 de m; ve donada per un
morfisme de P! a Bl,(P?). Utilitzarem que la familia de superficies 7, és una
restriccio de la familia P2 x P! x P! — P! per veure X, com un subesquema de
la F.U.s de la familia P? x P! x P! — P!,

Diem Y a la F.U.s de la familia P2 x P! x P! — P'. La descripcié que hem
fet de X es trasllade perfectament aquest cas. Aixi Y té la descomposicié en
components connexes i irreductibles segiient,

Y = U Ud,d/
d,d’>0

on Uy g és el subconjunt de P(Clu,v])3) x P(Clu,v]%) tal que w := ([P, : Py :
Ps],[Q1 : Qq]) € Ud’dr sii Py, P>, P3 no tenen factors comuns i tampoc Q1, Q2.
La demostracio de qué Uy és un obert serveix tant si prenem una tripleta de
polinomis com si en prenem una parella, per tant, si U} és el subconjunt de
P(C[u,v]?,) format per parelles de polinomis sense factors en comu, U} és un
obert i, com que U,Ld/ = Uy x U}, el conjunt ﬁd@/ també és un obert.

Donat w := ([P1 : P : P3],[Q1 : Qa]) € Uga, per cada [u : v] € P?,
wlu : v] € Bly(P?) C P? x P! x P! sii (QaP1 — Q1P)[u: v] =0, per tant

Xo= | (rasoeib)Im(Adsa)) N Uga,
d,d' >0

on
Ay:Clu,v]g = Clu,v]g x Clu,v]q

és la diagonal,

Prad :(C[u,v]?l X (C[u,v]z/ — ]P’(C[u,v]ﬁ) X P(C[uw]z/)
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és la projecci6 usual i

vaa  Clu,v)3 x Clu,v)2 — Clu,v]gra X Clu, v]grar
(P1, P»),(Q1,Q2) — (P1Q2, P2Q1)

Per donar una descripcié més acurada de ng definim Xd,d/ = (pra,a o
cp;}l,)(lm(Ader/)). Observem que w € Xg 4 sii

P1Q2 = P2Qo.

SiPpL =P, =01lavors P3 =1, w € XO,d’ i sera una secci6 de E,. A més,
qualsevol (Q1,Q2) € Ug>oU} satisfara I’equacié anterior, per tant, per cada
d > 0, dintre de )N(O,d/ tenim el tancat Vy corresponent a les equacions P; =
P, =0, Vg 2 U, ies correspon a les seccions de grau d’ del divisor excepcional
Ey, és a dir, Ug>oVy és la F.U.s de la familia £, — B.

Si P; # 0 per almenys un i = 1,2, com que els polinomis (); no tenen factors
comuns entre ells, 'equacié anterior implica que (); divideix a P;, és més, implica
que existeix A € Clu, v]; tal que P; = AQ;. Aix0o implica,

1. P, i P, tindran factors comuns sii k£ > 0.
2. Per tot d > d >0, Xgq4 = 0.
3. Per tot d > 0, Xd,() =Vy

Per tant, finalment,

X = U Xd,d/ U U Vi

d>d’>0 d’'=0,d>0

és la descomposici6 en components connexes de X. A més, per tot d > d' >
1 no hi ha cap secci6 w € Xy g4 que sigui secci6 del divisor excepcional i

deg(blowno) =d—d, és adir, que Xd,d’ =5 Xj*d/.

~

Ara sols falta veure que passa amb Xo,o- Com que Xy =2 P?, Bl,, (Xo) =
Bl,(P?). Recordem que S; = Bl,(P?) x P!, per tant en Bl,, (Xo) tenim totes

les seccions constants de 7y, ¢és a dir, Bl,, (Xo) = XQO i en aquest cas el mor-
fisme f,, restringit a la component irreductible Xg o és exactament el morfisme
blowup.

3.1.3 Seccions de grau 1

Ara estudiem X;. En aquest cas P(Clu : v]3) =2 P5 i si considerem [a:b:c:d:
e : f] coordenades en P® amb

1Z)|X1 : P5 x P — S
[a:b:c:d:e: flylu:v] — [au+bv:cu+dv:eu+ fu],[u: ]

llavors X, com hem vist a la descripcié de X, es correspon al obert comple-
mentari del tancat generat pels menors maximals de la matriu
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a ¢ e
o 7)

Mirem les possibles interseccions d’una parella de seccions ¢ i 7. Les seccions
o i 7 vénen determinades per dos elements s i r de P(C[u,v]?). Aquest s ir sén
la parametritzacié de unes rectes S i R de P2. Les rectes S i R o tenen un punt
d’intersecci6 o bé sén la mateixa recta.
Si {p} = RN S aleshores existeixen [u : v], [u' : v'] € P! tals que r[u : v] = s[u’ :
v'] = p, aixi les seccions corresponents o i 7 tenen intersecci6 diferent del buit
sii [u: o] = [u 0]
Si R = S aleshores existeix un automorfisme p de P! tal que »r = so p i per
tant les seccions corresponents o i 7 sempre tenen interseccio diferent del buit,
ja que com a minim p té un punt fix. Si p = Idp1, 0 = 7, si no les seccions
o i T interseccionen en un o dos punts, els punts fixos de p. Si ens mirem els
automorfismes de P! com a projectivitzacions de aplicacions lineals de C? en
ell mateix amb nucli {0}, llavors és clar que encara que p tingui un punt fix
té multiplicitat dos. Per tant fixada una seccié o 'estratificaci6 de X; tindra
quatre components, les seccions que tenen interseccié buida amb o, les que
intersequen en un punt, les que intersequen en dos punt i o
Fixemo =[1:0:0:1:0:0]ibusquem el tancat V de P’ format per les seccions
que tenen intersecci6 diferent del buit amb o. Sigui 7:=[a:b:c:d:e: f] una
seccio qualsevol de X7 i mantenim la notacio de s, r, S i R per o i 7. Llavors
S =V(z),si[z:y: 2] son coordenades en P2. Per tant R = Ssiie=f =0
0, dit d’una altre manera, tenim que V(e, f) C V. Si (e, f) # 0 necessitem que
existeixi un [u : v] € P! tal que T[u : v] = gfu : v]. Aquesta igualtat ens dona
les equacions segiients,

bv? 4 (a — d)vu — cu® =0 (3.1)
u(eu+ fv) =0 (3.2)
v(eu+ fv) =0 (3.3)
Com que [u : v] € P! les dues ultimes equacions equivalen a I'equacio,
eu+ fo=20 (3.4)
i aquesta equacio ens diu que [u : v] = [—f : €], per tant si o i T tenen interseccid

diferent del buit aquesta ha de ser en el parametre [—f : e] € PL. Ara 7[—f :
e] =a[—f :¢] sii

be? — (a —d)ef —cf> =0 (3.5)
Per tant V = V(be? — (a — d)ef — cf2)UV (e, f) = V(be? — (a — d)ef — cf?),
és el tancat de P° corresponent a les seccions que tenen interseccié diferent del
buit amb o.
Aixi, si

Vo= X\ V, i=VA\ V(e f), Va=V(e f)\{o} i Vz={o},

Iestratificacié platificadora de X; per o és,
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En V hi ha les seccions 7 tals que 7(B) N g(B) = ), a V4 hi ha les seccions
tals que deg(TNo) =11 a V5 hi ha les seccions 7 tals que deg(T No) = 2. Com
que considerem parelles de seccions de grau 1, no pot passar que deg(tNo) > 2.

Blowup en ¢

El blowup de S al llarg de la secci6 o no el fem de manera global sobre tot P2 x P!
sin6 que el construim sobre cada carta afi de P2 x PY. Si ([x : y : 2], [u : v])
son coordenades en P? x P!, observem que de les sis cartes afins que té P? x P!
sols ens interessen les quatre Ay := {u # 0,2 # 0}, As := {u # 0,y # 0},
As :={v # 0,z A0} 1 Ay := {v # 0,y # 0}, ja que en les altres dues cartes
o no hi té cap punt i per tant el blowup és un isomorfisme. A més, només
construirem el blowup per les cartes A; i Ay ja que per les altres cartes la cons-
truccio sols varia en una permutacié de les coordenades.

El triar una carta afi 4; en P2 x P! ens determina quina carta afi de P! hem de
triar per veure ¢ com un morfisme de A en A? x A' definit sobre tot A' menys
un punt. Concretament, si [u : v] s6n les coordenades de P!, per les cartes A; i
Ay hem de prendre la carta {u # 0} i per les cartes A4 i A3 hem de prendre la
carta {v # 0}.

Blowup en A,
En aquest cas, per una 7 :=[a:b:c:d:e: f] € X; tenim que,
T, Al — A x Al
L ()
és la seccio 7 restringida a la carta A;. Llavors, si (2,9, s) son les coordenades
de A% x A, g, (AY) = V(2' — s,3/). Per tant

Bl, () (A% x A") =V (B(z' — s) —ay’) C A* x A x P!

on [a, ] sén les coordenades de P'. L’equacié del blowup implica que si
(' —s,y') # 0 aleshores [a: f] = [2' — s : ¢/].

Morfismes G;
Com que bl,(py o G; = |y, tenim que
c+dt e+ ft
i(la:b:c:d:e: fl,t)= — ——— | ,t,[*:
Gillasbscxazes .0 = (S50 S0 i)

Les seccions de Vj no tindran cap punt en el divisor excepcional, per tant
l'equaci6 del blowup ens determina completament com ha de ser G sobre les
coordenades [« : (],

c+dt e+ ft
a+bt’a+bt

Go(la:b:c:d:e: f],t) = (( ),t,[bt2+(da)t+c:e+ft]>.
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Com que
A (cu® + (d — a)uv — bv?) € (eu+ fv,cf? + (a — d)ef — be?)
concretament
F2(cu® +(d—a)uv—bv?) = u?(cf>+(a—d)ef—be?)+((d — a) fu + b(eu — fv)) (eu+fv)
si f # 0 podem definir les ultimes components de Gy com

[cf? + (a—d)ef —be* + ((d — a)f + ble — ft))(e + ft) : f*(e+ ft)]

Per les seccions de V; distingim dos casos segons si f =00 f # 0.
Pel primer cas, f = 0, tenim que g # 0, ja que estem en Vj, per tant el punt
d’intersecci6 entre la secci6 i el divisor excepcional esta en les cartes As i Ay i
G1 = Gy.
Pel segon cas G no esta ben definida en t = —e/ f. Pero com que f # 0 podem
usar ’expressio

[cf? + (a—d)ef —be® + ((d — a)f + ble — ft))(e+ ft) : f*(e+ ft)]

per les ultimes components. Ara, per estar en V; tenim cf?+(a—d)ef —be? = 0,
per tant 'expressié anterior és equivalent a

[(d—a)f +b(e— ft): f?]

que esta ben definit per tot ¢t € A'. Aleshores G; queda com

ctdt e+ fi
a+bt a+bt

Gi(la:b:c:d:e: f],t) = (( )7t,[(d—a)f+(e—ft)b:f2]>.

Observem que el diferenciar els casos f = 01 f # 0 no és rellevant ja que en
els dos casos, tot i que el morfisme G; té una expressi6 diferent, és el mateix
morfisme.

Per les seccions de V5 tenim que e = f = 0 i llavors

[c4 (d—a)t —bt? : e+ ft] = [c+ (d — a)t — bt : O]

que no esta definint en les dues arrels del polinomi en ¢, ¢ + (d — a)t — bt?, que
son els punts d’intersecci6 entre la secci6 i el divisor excepcional. Perd en aquest
cas tenim l’extensio,

Gz([a:b:c:d:e:f],t):((ﬁ,%)ﬁ,[lﬂ]).

Blowup en A,

En aquest cas, per una 7 :=[a:b:c:d:e: f] € Xy tenim que,

Ty o Al A% x Al

—
+bt et ft
t = ((z+dt’i+dt>’t>
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és la secci6 T restringida a la carta As. Llavors, si (2/,y/, s) son les coordenades
de A% x A, g,(A') = V(s2’ — 1,y'). Per tant

Blg2(3)(A2 x AN =V (B(s2’ —1) —ay/) C A* x At x P!

on [a, 3] sén les coordenades de P'. L’equacié del blowup implica que si
(sz’ —1,y’) # 0 aleshores [ : 5] = [sz’ — 1 : 3//]. Ara tot el proces sera igual que
en el blowup de Ay, perd canviant [« : 5] = [2' —s : ¢/] per [« : 8] = [sa'—1: ¥/].

Morfismes G;

Com que bl,(py o Gi = [y, tenim que

a+bt e
Gi(la:b:c:d:e: fl,t) = <<C_J’_rdi,ﬂ>,t,[*:*]>

Les seccions de Vj no tindran cap punt en el divisor excepcional, per tant
l'equaci6 del blowup ens determina completament com ha de ser G sobre les
coordenades [« : (],

ctdt e+ ft
a+bt a+bt

Go(la:b:c:d:e: f],t) = (( ),t,[th—(d—a)t—c:e—i—ft]).

Com que
fA(cu® + (d — a)uv — bv?) € (eu + fv,cf? + (a — d)ef — be?)
concretament
FAcu?+(d—a)uv—bv?) = u?(cf?+(a—d)ef—be*)+((d—a) futbeu— fv))(eut fv)
si f # 0 podem definir les tltimes components de G com
[ef? + (a —d)ef —be® + ((d = a) f +ble — ft))(e + ft) : —f*(e + ft)]

Per les seccions de V4 distingim dos casos segons si f =00 f # 0.
Pel primer cas, f = 0, tenim que g # 0, ja que estem en Vi, per tant el punt
d’interseccié entre la secci6 i el divisor excepcional esta en les cartes As i Ay i
Gy = Gy.
Pel segon cas G no esta ben definida en ¢t = —e/ f. Pero com que f # 0 podem
usar ’expressio

[cf? + (a—d)ef —be* + ((d— a)f + ble — ft))(e + ft) : —f*(e + f1)]

per les ultimes components. Ara, per estar en V; tenim cf?+(a—d)ef —be? = 0,
per tant I'expressié anterior és equivalent a

[(d—a)f +ble— ft): —f]
que esta ben definit per tot ¢t € Al. Aleshores G; queda com

ct+dt e+ ft
a+bt’a+bt

Gi(la:b:c:d:e: f],t) = (< ),t,[(da)f+b(eft);f2]>.
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Observem que el diferenciar els casos f = 01 f # 0 no és rellevant ja que en
els dos casos, tot i que el morfisme G; té una expressio diferent, és el mateix
morfisme.

Per les seccions de V5 tenim que e = f = 0 i llavors el punt [—(c+ (d —a)t —
bt?) i e + ft] = [c + (d — a)t — bt? : 0] que no esta definint en les dues arrels del
polinomi en ¢, ¢ + (d — a)t — bt?, que soén els punts d’interseccio entre la seccié i
el divisor excepcional Perd en aquest cas tenim ’extensio obvia,

Go(la:b:c:d:e: f],t) = ((Z:Zi,i:g) J [1:0]).

Per aplicar aquest procediment a les cartes As i A4 I'tnica diferencia, apart
d’una permutacié de les coordenades, és que haurem d’utilitzar que

g*(cu® + (d — a)uv — Ww?) € (eu + fv,cf? + (a — d)ef — be?)
concretament

G (cu® +(d—a)uv—bv?) = v2(cf>+(a—d)ef—be?)+((d—a)ve+tc(eu—fv)) (eut fv).

Finalment, per acabar aquest exemple, veurem que no podem enganxar els

morfismes G; i G5 de forma continua, reafirmant el fet que Destratificacio pla-
tificadora de X7 és la que hem descrit.
Considerem la familia de seccions parametritzada per I € A' i donada per
mi=[1:141:14+1:1:1:1]€X;. Pertot [ #0, 7 € V1179 € Va. En el By,
diem 7; := G o ¢y, on i, és la inclusi6 de 7; en X;. Llavors 7; és I'extensio de
7; al Bl; i tenim

T Al — Bl

11 141 e
to— (1++(l++1t)t7 1+J+t1)t) =1+ (t=1)0:1]

Llavors,
o(t) = ((1,0), 8, [t = 1:0]) = ((1,0),¢,[1: 0]).
Pero fixant t =1 amb [ # 0,

A1) = ((11?:2) 1[0 l]) = ((Hi) 1[0 ”) '

Ara,
lim 79(#) = ((1,0), 1, [1: 0]) #
}E?)%l(l) =((1,0),1, [0 : 1]) :

3.2 Exemple 11

Considerem 7 com la projeccié sobre la segona component de P? x P2, En
aquest cas la dimensi6 de la base és dos, per tant pot ser que trobem parelles
de seccions no admissibles, de fet veurem que séon la majoria.
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Descripcié de X

Per la propietat universal del producte, una secci6 de 7w esta determinada per
un morfisme s:P? — P2. La descripci6é de X és molt semblant a la de 'exemple
anterior, perd en aquest cas (Py, Py, P3) € Clu : v : w], i per tant no hi ha le-
quivaléncia entre tenir arrels comunes i factors comuns. Pero X és, igualment,
una unié de components connexes i irreductibles X4, una per cada grau d € N,
i X422 Uy CP(Clu,v,w]3) on Clu,v,w]y és I'anell de polinomis homogenis de
grau d i Uy és D'obert corresponent al conjunt de ternes sense zeros comuns.
Com que la interseccié entre dues hipersuperficies de P? és sempre diferent del
buit, si algun P; = 0 lavors [Py : Py : P3] € P(Clu : v : w]3).

Per veure que Uy és un obert considerem en P(Clu : v : w]3) x P? la varietat
d’incidéncia

Ing:={[Py: Py: Ps],[u:v:w € P(Clu:v:w})xP?tal que P;(u,v,w) =0 per i =1,2,3}

Com que els polinomis P; sén homogenis de grau d les equacions que defineixen
Ing son homogenies de grau d per les coordenades [u : v : w] i lineals pels
coeficients dels polinomis [P : P : Ps], que son les coordenades de P(Clu : v :
w]?). Per tant Ing esta ben definit i és un tancat. Ara és clar que Uy = P(Clu :
v:wl3) \ pri(In) on pr:P(Clu:v:w]3) x P2 — P(Clu : v : w]3) és la projeccio
i com que pr és propi Uy és un obert.

3.2.1 Seccions de grau zero

Si ens fixem en la component de les seccions constants Xy de X la construcci6 del
exemple anterior també és trasllade aquest exemple amb els mateixos resultats.
Pero a més, en aquest exemple les seccions infinitament properes a o, per una
0q € Xgongq € P2, tenen la imatge inclosa al divisor excepcional EE de S,
i FE = B, x P2 @ P! x P2 on E, és els divisor excepcional de Bl,;(P?). Com
que no hi ha morfismes P2 — P! no constants, aquest divisor excepcional no
admet altres seccions que les constants. Per tant en el Bl,, (Xo) hi ha totes les
seccions del divisor excepcional de S;, o dit d’una altra forma, si X F és la F.U.s
de E; x P? — P? aleshores XE = E,, recordem que Bl,(P?) = Bl,, (X)), igual
que en ’exemple anterior. Per tant, Xy = XgN Xadm per tot d > 0 i

X, = Bl,(P?) UUgs X g N X240

3.2.2 Seccions generals

En aquest cas veurem com les tiniques parelles de seccions admissibles son les
formades per seccions constants o una seccié repetida. A més, veurem com per
o € X, el morfisme 7, no admet cap seccid, és a dir, la F.U.s de 7, és el buit.

Lema 3.2.1. Siguin f = (P1 : Po: P3) i g = (Fy : Fy : F3) dos morfismes de
P2 a P? amb f no constant, i suposem que Z = f(P?) N g(P?) C P? x P? no és
igual a f(P?). Llavors Z no és un divisor de Cartier a f(P?) (i g=*(Z) no és
un divisor de Cartier a P?).

Demostracio. Suposem sense pérdua de generalitat que els polinomis P; son
homogenis de grau d, i els F; de grau e, amb d > e. Com que les corbes
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P, =0,P, =0,P; =0 no tenen cap punt en com, pel teorema de Bertini |10
I1,8.18] polinomis generals de 1’espai vectorial (P, Py, P3) son irreductibles. Per
tant podem trobar-ne una base Py, P, P§ formada per polinomis irreductibles.
Equivalentment, fent un canvi de coordenades adequat a P? podem suposar que
els P; son irreductibles.

L’ideal homogeni de g~!(Z) a P? esta generat pels menors maximals de la

matriu
P P, Ps
(F 1 F3) ’
que so6n tres polinomis homogenis de grau d 4+ e. Si fos un divisor de Cartier,
Iideal es podria també generar per un tnic polinomi G, que necessariament ha
de ser de grau d+e. Per tant, els tres menors maximals han de coincidir (llevat
de producte per una constant) amb G, és a dir, existeixen a,b € C diferents de
zero amb
P1F2 — F1P2 = a(P1F3 — P3F1) = b(P2F3 — PgFg).

Si ara fem quocient per P; obtenim en particular F; (Py—aP3) = 0a Clz,y, 2]/(P1),
que és domini per ser P; irreductible. Perd P, — aPs # 0, altrament els tres
polinomis P; serien linealment dependents i tindrien alguna arrel comuna Per
tant Fi = 01 Fy és mualtiple de P;. Simétricament, F; és multiple de P; per
cada i. Com que hem suposat que d > e, aix0 implica que d = e i que els F;
coincideixen amb els P; llevat d’una constant diferent de zero, és a dir, existei-
xen cq, ¢, co € C diferents de zero tals que F; = ¢; P;. Aixi les equacions per la
aila b queden

(02 — Cl)Plpg = CLP1P3(C3 — Cl) = bPQPg(Cg — 02)

Si ¢1 = ¢o = c3 aleshores f = g, si no, com a minim quedara una de les tres
equacions anterior, aleshores existira ¢ € C diferent de zero tal que P; = cP;
amb i # j € {1,2,3}, les arrels comunes de Py, i P;, amb k ¢ {4, j}, també seran
arrels de P; contradient que f és un morfisme de P? a P2 O

El lema implica que per tot o € X4, el conjunt X24™ ¢s igual a {0} per tot
d > 0iigual a Xy si d = 0. Observem que en cas de seccions de grau zero oy,
com que X29™ N Xy =0 per tot d > 0, X,, = Bl,(P?).

3.2.3 Seccions de grau 1

Estudiem ara la component X; =2 PGL(3). Com que PGL(3) actua sobre si
mateix de forma transitiva no és restrictiu fixar o la seccié corresponent a la
diagonal de 7.

Pel lema anterior sols cal considerar les seccions infinitament properes a o.
El divisor excepcional E, és isomorf a la projectivitzacié de I'espai tangent de
P2. Per tant, una seccié seva correspon a un camp de direccions tangents sense
singularitats. Com que d’aquests no n’existeixen a P2, tenim que ¢ no admet
cap seccio infinitament propera i la F.U.s de 7, s’identifica amb el conjunt buit.

En el cas de X4, d > 2, el divisor exepcional F, és novament un fibrat
en rectes projectives, més precisament (E,), és I'espai tangent projectivitzat a
s(p). Llavors una seccié 7 infinitament propera a o determina un morfisme de
P? al fibrat tangent a P? de grau d i per tant un d-web al pla. La imatge de
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P2 a P(TP?) seria una superficie sobre la qual la distribucié de plans canonica
(de contacte) determina una foliaci6. Novament obtenim una foliacié sense
singularitats a P? i per tant una contradicci6. Amb aixo volem dir que per tot
d > 01 per tot o € X, tenim que X, = () i per tant

Cly(PP? x P?) = Bla(P? x P?)

3.3 Exemple III

Ara estudiarem un exemple lleugerament més sofisticat. Fixem en P2 una rec-
ta R i prenem coordenades homogeénies [z : y : z : t] tals que R = V(z,y).
Hi ha una bijecci6 entre els plans que contenen R i els punts de P! donada
per [u : v] = Hpy := V(—vx + uy). Aquesta bijeccié indueix un morfisme
p:P3\ R — P! que envia els punts ¢ € P?\ R a I'tnic punt [u : v] € P! tal que
q € Hiy.)- Amb coordenades és senzillament projectar sobre les dues primeres
components (per aixo definim d’aquesta forma els plans H,,). Una forma
menys abstracte de veure p és considerar pr la projeccié usual de C*\ {0} a
P3, L' = pr=Y(V(z,t)) i R := pr~'(R), llavors p és el morfisme induit per la
projeccié ortogonal sobre L', que esta definit sobre tot C*\ {0} menys I’espai
ortogonal a L', que és exactament R’.

Definim S := Blg(P?) com el blowup de P? amb centre R i considerem
coordenades [z :y:z:t;a: ] € P3 x P! amb

ay—Px=0 (3.6)

Diem E el divisor excepcional d’aquest blowup i B := P! amb coordenades
[t : v]. Aleshores definim la familia de superficies com

o S — B
[z:y:z:ta:8 — |a:f]

El morfisme 7 fora de FE és composar p amb el blowup blg, ja que per (3.1) si
(z,y) #0, [z : y] = [a: B]. Per tant les fibres de 7 s6n plans projectius, és més
Stun] Zvlg Hiu) = P2. Aquesta construcci6 li direm la familia de plans que
passen per la recta R.

3.3.1 Descripci6é de X

Per aquesta familia ens centrarem directament en un obert U de X. Primer
definim L := bl (V(z,t)), que és isomorf a V(¢ 2) ja que V(z,t) N R = . A
més és la imatge de una seccié de 7 ja que per tot [u : v] € P, Sjuw) N L consta
de un sol punt, concretament és I'antiimatge pel blowup blg de Hp,.,) NV (z,t)
i si diem o a aquesta seccio,

olu:v]=((u:v:0:0],[u:v]).

Qualsevol recta de P? que tingui intersecci6 buida amb R és isomorfa a la seva
antiimatge pel blg que, a més, també és imatge d’una secci6é de 7. Per tant hi
ha un obert U de X que és correspon amb un obert de la Grasmanianna Gr(1, 3)
de les rectes contingudes en P23, corresponent a les rectes que tenen interseccié



3.3. EXEMPLE II1 63

buida amb R. Prenem les coordenades de Pliicker per Gr(1,3). Essencialment
és prendre com a conjunt de parametres la quadrica V' := V(p1p4 + paps + psps)
de P5 on [p; : p2 : p3 : pa : Ps : Pe) sOn les seves coordenades i la aplicacio
coordenada envia un punt de V a la recta

D6T — P2y +D1%
v | P + p3y — pit
P4x — P3z + pat
Pay + P52z + pet

i a una recta V(apx + a1y + a2z + agt, box + b1y + baz + bst) envia el punt
de la quadrica

[a2b3 - a3b2 : a3b1 — a1b3 : a1b2 — G,le : a0b1 - a1b0 : a0b2 — a2b0 : a0b3 — agbo]
Prenem la carta afi A; := {p; # 0} llavors tenim que l’aplicacio

p Ay — At
[p1:p2:p3:pa:ps:ps] +—— (pe/P1, —D2/P1, —P5/P1, —P3/P1)

és un isomorfisme. Si (a,b,c,d) sén les coordenades de A%, p=1(a,b,c,d) = [1 :
—b:—d:ad—bc: —c:a]ial punt (a,b,c,d) li correspon la recta

L axr + by + z
Liapeay =V ( cx+dy+t )

en aquest cas L = Lg,0,0) i és clar que per tot (a, b, c,d) € A* tenim Lape,ayn
R = (), per tant A* s’identifica amb un obert U de X a traves de (.

3.3.2 Descripcio de ¢|p«y 1 estratificacio de U

Per definir ¢|gxv ([u : v], (a, b, c,d)) sols cal observar que
Hiy:o) N Liap,e,ay = [u:v: —au —bv : —cu — dv]
per tant, per (3.6),
Y([u:v], (a,b,¢,d)) = ([u:v: —au—bv: —cu — dv], [u : v]).

Ara busquem Destratificacio platificadora per la seccid o, és la seccido amb imatge
L. Donat un punt (a,b, c,d) € A* tenim

L si (a,b,e,d) =0
Ligpeay NL=1< {p} si ad—bc=0i(a,bc,d)#0
0 si ad —bc#0

Per tant, si Z := V(ad — be), aquesta és Destratificacio: U = Z°U Z \ {0} U {0}.

3.3.3 Extensio de ¢|pxy a el blowup S,

Com que la base de la familia de superficies té dimensi6é 1, quant fem el blowup
de & amb centre L i obtenim una nova familia de superficies 7, : S, — B, el
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morfisme ¥|pxy €l podrem estendre a S, sobre els dos estrats Z¢ i Z \ {0}.
Per Z¢ les seccions tenen interseccié buida amb L i per tant la seva antiimatge
pel bly, ja sera una seccié. Les seccions de Z \ {0} interseccionen amb L en un
divisor de Cartier efectiu per tant la seva antiimatge no sera una secci6 pero la
seva transformada estricte si que ho sera.

Diem FEj, al divisor excepcional del blowup bly i sobre S, prenem coordenades
([x:y:z:t],[a: B [p:n]) on, amés de (3.1), tenim

ut—nz =20 (3.7)

Per definir cada G; observem que han de ser igual que ¢ sobre [z :y: 2z : t] i
[ : B], per tant sols ens falta veure com son sobre [ : 7).

Primer definim Go:B x Z¢ — S,. Si P € Z¢ aleshores Lo N L =01 [p: n] ens
ve determinat per (3.2) ja que (z,t) # 0, aixi

Go B x Z¢ — S,
[u:v:—au—bv:—cu— dv]

[v,9], (a,b,¢,d)  +— [w:v], [au+ bv : cu + dv]

Notem que esta ben definit per [ : 7]] ja que el ser ad — bc # 0 el vector
(au + bv, cu + dv) # 0 per tot [u: v] € PL.

Per definir G; : B x (Z \ {0}) — S, no serveix la forma de Gy ja que per un
punt P € Z\ {0} els valors [u : 5] de P per cada [u : v] € P! serien la projeccio
sobre [z : t] del punt H,.,) N Lp i llavors per 1'anic [ug : vo] € P! tal que
HyoyNLp N L # () no estaria ben definit. Perd en aquest cas és clar que la
recta Lp esta continguda en un pla que també conte L. Com que RNL =
podem pensar S, com la familia de plans que passen per L a la que 1'hi hem
fet el blowup al llarg de la secci6 que determina la recta R. D’aquesta manera
el morfisme que dona estructura de familia de superficies és la projeccié sobre
[t : 1], diem-I’hi 7p. La secci6 que determina la recta Lp esta continguda en
una de les fibres de 7y, per tant [u : ] son constants i concretament es el punt
de la fibra de 7, que conte Lp i ara és immediat veure que Lp esta continguda
en el pla V(vot + upz) i per tant

G, : BxZzZ\{0} — S,
[u:v:—au—bv:—cu— dv]
[ua ”]v (a,b,c,d) +— [w: 0], [~vo : uo)
Notem que aquesta definici6 compleix (3.2) i que a més [—vg : up| és igual a
[a : b] o [c: d] segons quin dels dos estigui definit i en cas de estar-ho els dos
[a:0] =[c:d].

El que no podem fer es estendre la definici6 de 9 al punt (0, 0,0, 0), per aixo
fem el blowup de U amb centre el punt (0,0,0,0). Aquest és el blowup up de
A amb centre el zero, per tant tenim coordenades ((a,b,c,d),[A: B : C : D])
amb

Ab—aB =0 (3.8)
Ac—aC =0 (3.9)
Ad—dA =0 (3.10)
Be—bC =0 (3.11)
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Bd—bD =0 (3.12)
Cd—cD=0 (3.13)

Per estendre ¢ a B x Bly(U) també haurem de fer-ho amb dos morfismes, un
per la transformada estricta Z de Z, que és V(AD — BC), i Taltre pel seu
complementari, els hi direm G;. Observem que fora del divisor excepcional del
Blo(U) els morfismes G, han de ser igual que els G; perd a més per un punt
((a,b,c,d),[A : B : C : D]) € Blg(U) que no pertany el divisor excepcional
(a,b,e,d) # 0iper (338) [a:b:c:d =[A:B:C: D] Llavors pels
punts de Z tenim que [—vg : ug] = [~} : up] on (Aufy + Bujy, Cufy + Dvy) =0 i
(aug + bug, cug + dvg) = 0 1 pels punts de ZC,~[Au + Bv: Cu+ Dv]=[au+bv:

cu + dv]. Per tant per definir els morfismes G; sols canviem els parametres de
les coordenades [i : 1] pels parametres del divisor excepcional

Gy B x Z¢ — Sy
[u, v], (a, b, c,d) R [u:v:—au—bv:—cu— dv]
[A:B:C:Dj [u:v],[Au+ Bv : Cu + Dv]
i
él : BXZ — So-
[u: 0], (a,b,c, d) L [u:v:—au—bv:—cu— dv]
[A:B:C:Dj [u @ v], [—vo : ug]

on [—vp : ug| és igual a [A: B] o [C': D] segons quin dels dos estigui definit
i en cas de estar-ho els dos [A: B] = [C': DJ.

Ara anem a estudiar quines parelles de punts del divisor excepcional de el

blowup de U amb centre el punt (0,0,0,0) donen la mateixa seccio, és a dir,
quan (0,[A: B:C:D])=(0,[A": B":C": D).
Primer notem que un punt de Z iun de fora de Z mai donaran la mateixa secci6
ja que la secci6 que determina un punt de Z¢ 1o esta continguda en cap fibra
de 7z, 1 per tant no sera constant sobre les coordenades [i : 1] com, en canvi, ho
és qualsevol seccié determinada per un punt de Z. Per tant ens hem de centrar
en parelles de punts de Z i parelles del seu complementari.

Comencem amb una parella de punts del complementari de Z. La tnica
condici6 per que (0,[A: B:C:D]) = (0,[4": B': C": D']) és que per tot [u :
v] € P!

[Au+ Bv: Cu+ Dv] = [A'u+ B'v: C'u+ D'v]

i es veu que aixo passa sii [A: B:C : D] =[A": B': C': D']. Per tant dos
punts diferents del complementari de Z sempre donen seccions diferents.

Per una parella de punts de Z la situacié és ben diferent. Primer observem
que dintre de Z si suposem (a,b) # 0 aleshores existeix s € C tal que s(a,b) =
(¢,d) i podem prendre com a coordenades (a, b, s) que es corresponen a la recta
V(ax + by + z,t — sz) que és el resultat de fer eliminaci6 Gaussiana a V' (az +
by + z,cx + dy + t). El mateix podem fer per les coordenades [A: B : C : D]
dins de Z i aleshores tenim coordenades (a,b,s),([A : B],S) en Z, aquestes
coordenades les podem estendre al punt (a,b) = 0 tenint amb compte que per
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tot s el punt (0,0, s) es correspon el punt (a,b, ¢,d) = 0. Aixd no podem fer-ho
per [A : B] ja que son coordenades homogeénies. Ara és obvi que

(0,0,0,[A : B],S) = (0,0,0,[A" : B'],S")

sii [A: B] = [A’ : B’]. Per tant tots els punts de la forma (0,0,0,[A, : By, S)
determinen la mateixa seccié per qualsevol S € C.

El que esta passant és que Z és un entorn del vértex d’un con sobre una
quadrica de P2. Aquesta quadrica és isomorfa a P* x P1. Llavors Z és un entorn
de {0} x P! x P! a A' x P! x P1. Aleshores, per cada [A : B] € P!, tots els punts
de la recta {0} x {[A : B]} x P! determinen la mateixa secci6. Es a dir, es pot
contraure el P! x P! excepcional a un P!.
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