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Introducció

Intuïtivament una família de superfícies és un morfisme π : S → B exhaustiu
pel que totes les fibres St := π−1(t), amb t ∈ B, són una superfície, per abús de
notació, l’esquema S també es diu família de superfícies. A l’esquema B se l’hi
diu la base de la família de superfícies. Una secció d’una família de superfícies
és un morfisme σ : B → S tal que π ◦ σ = IdB , és a dir, un morfisme que a
cada punt t de la base li assigna un punt de la fibra St de la família de superfícies.

Donat un esquema B, dintre de la categoria d’esquemes hi ha el concepte
de esquema relatiu a B o B-esquema. Aquest consisteix en un esquema S junt
amb un morfisme π :S → B. En aquest cas els punts de S com a B-esquema,
anomenats B-punts, no són els elements de S com a conjunt sinó que són els
morfismes σ :B → S que són seccions de π. Amb aquestes nocions una família
de superfícies és una B-superfície i una secció de π és un B-punt de S.

Sovint el conjunt de totes les seccions d’una família de superfícies π, que és
HomB−Sch(B,S), es pot veure com el conjunt de punts tancats d’un esquema
X que anomenem família universal de seccions de π. L’esquema X es pot defi-
nir per una propietat universal, que no garanteix la seva existència, equivalent a
què representi un cert functor associat a la família de superfícies π com mostra
la proposició 1.2.6.

Informalment podem entendre el blowup d’un esquema X amb centre un
subesquema Y ⊆ X (secció 1.3) com l’esquema X̃ que resulta de "substituir" en
l’esquema X el subesquema Y pel fibrat normal de Y en X, sense canviar res
més en X. A més de l’esquema X̃, en un blowup, tenim un morfisme Π:X̃ → X
que essencialment envia els punts de X que no hem tocat a ells mateixos i cada
punt τ del fibrat normal NY/X l’envia al punt y ∈ Y a la fibra del qual pertany
τ . És a dir, Π|X̃\Π1(Y ) és un isomorfisme i E := Π−1(Y ) és una família sobre
Y que s’anomena divisor excepcional i en la que cada fibra Ey és isomorfa a
la fibra sobre y del fibrat normal de Y en X. Com en el cas de les famílies
de superfícies, direm indistintament blowup de X amb centre Y tant a X̃ com
el morfisme Π : X̃ → X, tot i que estrictament el blowup és el morfisme. En
el concepte de blowup són tan importants el centre Y com l’entorn X. Per
exemple en el blowup d’un pla amb centre un punt el fibrat normal és isomorf
a P1 mentre que si l’entorn és un espai de dimensió 3 aleshores ho és a P2.

Si l’esquema Y està format per un sol punt de X, els punts de E es diu
que són punts pròxims al punt Y , també es diu que E forma el primer entorn
infinitesimal de Y , es defineix de forma recursiva el k-èsim entorn infinitesimal
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de Y com el conjunt de punts que pertanyen al primer entorn infinitesimal de
algun punt que pertany el (k − 1)-èsim entorn infinitesimal de Y i un punt es
diu infinitament proper a Y si pertany algun entorn infinitesimal de Y .

El cas de blowup que considerem majoritàriament és quan l’entorn és una
família de superfícies π : S → B i el centre és la imatge d’una secció σ. En
aquest cas el blowup resultant, que denotem per Sσ, és de forma natural una
nova família de superfícies amb base B, concretament si el blowup és Π:Sσ → S
la nova família de superfícies és πσ := π ◦Π:Sσ → B i cada fibra (Sσ)b és exac-
tament el blowup de la fibra Sb amb centre σ(b).

Un clúster sobre una varietat X és un conjunt K finit de punts tant de X
com d’algun blowup de X o d’algun blowup d’algun blowup de X... On cada
blowup ha de tenir com a centre un punt i si un punt p ∈ K i p es pròxim a q,
és a dir, p pertany al primer entorn infinitesimal de q, aleshores q ∈ K també.

Donada una varietat S, els conjunts ordenats de r punts de S estan para-
metritzats per l’obert U de Sr complementari de la "diagonal gran". Però fins
i tot quan S és projectiva U no ho és mai. Per moltes aplicacions rellevants
resulta important construir compactificacions de U que "recordin" la "direcció"
en què subconjunts de punts coincidents s’han trobat.

Kleiman en [12] introdueix els blowups iterats, unes varietats Xr que para-
metritzen de forma natural els clústers ordenats de r-punts d’una superfície S,
per cada r, i que són una compactificació projectiva de U . En el present treball
trobem la construcció que es dona en [22, III.2], on s’estudia l’estratificació de
Xr donada per la proximitat.

Aquí generalitzem el concepte de clúster de punts d’una superfície a clúster
de seccions d’una família de superfícies per passar al cas relatiu, és a dir, a
clústers de B-punts d’una B-superfície. Que per dos B-punts σ i τ , el B-punt τ
sigui pròxim a σ té la clara interpretació de que τ ha de ser una secció de Sσ amb
tota la seva imatge continguda al divisor excepcional i així és com generalitzen
els conceptes de k-èsim entorn infinitesimal i infinitament proper per B-punts.
Donad una parella de seccions (σ, τ) de la mateixa família de superfícies π hi
ha casos en els que no hi ha cap secció ω de πσ tal que ω(B) sigui igual a la
transformada estricta de τ(B). En aquest casos la parella (σ, τ) no forma un
clúster de seccions, ja que ni podem veure τ com un B-punt de Sσ ni σ com un
B-punt de Sτ . Quant això no passi direm que (σ, τ) és una parella de seccions
admissibles, o direm que τ és admissible respecta σ. En la definició de clúster de
seccions hem de tenir en compte que en un clúster sols poden apareixer seccions
admissibles unes respecta les altres però sense usar la noció de admissiblitat.

Definició 0.0.1. Un clúster ordenat de seccions sense base fixada sobre una
família de superfícies π : S → B és una successió finita de seccions {σn}n tal
que per tot n, σn és secció de πn : Sn → B on Sn := Blσn−1(B)(Sn−1) i πn :=
blσn−1(B) ◦ πn−1 amb S0 := S i π0 := π.

Definició 0.0.2. Fixada una secció σ de π, un clúster ordenat de seccions amb
base σ sobre π :S → B és un clúster ordenat de seccions {σn}n sense base fixada
sobre π tal que per tot n, σn és infinitament propera a σ.

Un clúster de seccions generalitza el concepte de clúster de punts ja que si
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considerem una família de superfícies amb base un punt, aleshores S és una
superfície i les seccions són punts d’aquesta.

Aquesta generalització segueix la filosofia general que Grothendieck exposa
en els "Élements de Géométrie Algébrique" ([EGA]), un ha d’intentar desenvo-
lupar els conceptes de la geometria algebraica en un context relatiu. En comptes
de treballar sobre un cos base fixat, i considerar propietats d’una varietat cada
vegada, un hauria de considerar un morfisme d’esquemes π :S → B i estudiar
les propietats del morfisme.

Els blowups iterats ha resultat ser una eina molt útil en el estudi de sistemes
lineals amb punts múltiples imposats i en la geometria enumerativa (de corbes
planes). Veure [1], [2], [5], [20] i [21] per veure les aplicacions dels blowups
iterats en el estudi de sistemes lineals amb punts múltiples i veure [12], [14], [11]
per les aplicacions en la geometria enumerativa. Una altre eina molt útil són les
famílies o degeneracions de superfícies, veure [3].

El passar de clústers de punts a clústers de B-punts busquem generalitzar la
construcció dels blowups iterats Xr de Kleiman al cas relatiu, pretenent unir les
dues tècniques, els blowups iterats i les famílies o degeneracions de superfícies.
Esperem que la comprensió de com interaccionen les dues tècniques permeti
progressar en la comprensió d’aquests problemes.

En el treball introduïm la noció de família universal de clústers de 2-seccions
per una família de superfícies π :S → B, que denotem per Cl2(S). Aquesta serà
un esquema que parametritza tots els clústers ordenats de dos seccions. Fixada
una secció σ de π, tenim dues famílies universals de seccions X i X̃σ, la de π i
la de πσ respectivament. Llavors el conjunt de punts tancats de Cl2(S) és⊔

σ∈X
X̃σ(C).

La definició que trobem de Cl2(S) deixa veure, tenint present la construcció
del Xr de Kleiman, com podria ser la definició de família universal de clústers
de r-seccions que denotaríem per Clr(S), però aquesta és una pregunta oberta
per aquest treball. Aquestes definicions utilitzen una propietat universal, en el
treball demostrem la seva existència per alguns casos. Però amb això no n’hi
ha prou, el que és interessant és donar una construcció el més explícita possible
d’aquests Clr(S). En un inici el treball buscava donar una construcció general
per cada r. Ràpidament varem veure que seria molt difícil fer-ho en el context
d’un treball de final de màster i ens varem centrar en el cas r = 2. Tot i això
el camí que varem seguir es fonamentava en un teorema intuïtivament clar però
al desenvolupar els exemples ens varem adonar que era fals. La intuïció que
dona la construcció dels Xr d’en Kleiman ha resultat no servir de molt per els
Clr(S), ja que les diferències són notables. Per exemple la dimensió dels Xr és
finita i creixent respecte de r mentre que no té per que ser-ho per els Clr(S).
En l’exemple II, que és la família de superfícies π : P2 × P2 → P2 on π és la
projecció sobre la segona component, tenim que Cl1(S) ∼= X, on X és la família
universal de seccions de π, i X és un esquema quasiprojectiu de dimensió infi-
nita i la seva descomposició en components connexes i irreductibles és donada
per una unió infinita de varietats quasiprojectives Xd amb d ∈ N, cada una de
dimensió finita d. En canvi, per una secció σ 6∈ X0, la família universal de secci-
ons de πσ, X̃σ és buida i, al final, Cl2(P2×P2) ∼= Bl∆(P2×P2) que té dimensió 4.
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En el treball trobem que la construcció de Cl2(S) és possible i que aquesta
s’ha de fer en termes de blowups a partir de X ×X. Primer comencem fixant
una secció σ de π i veiem que X̃, la família universal de seccions de πσ, es
pot construir a partir de X en termes de blowups. Concretament, hi ha un
morfisme fσ : X̃ → X que ens permet descriure X̃ com la unió disjunta d’un
tancat, f−1

σ (σ), i el seu complementari, U , un obert. El tancat és isomorf a
la família universal de seccions de Eσ → B, que són les seccions infinitament
properes a σ. A més,

Teorema 0.0.3. Donada una component irreductible de X̃, X̃0, definim U0 :=
X̃0 ∩ U Aleshores fσ|U0

és isomorfisme amb la seva imatge.

Teorema 0.0.4. Existeix una estratificació de X = ∪pXp tal que

1) {σ} és un estrat

2) Si existeix una τ ∈ Xp0 amb τ admissible respecte σ aleshores tot element
de Xp0 és admissible respecte σ.

3) Cada component irreductible Xp0

0 de l’estrat Xp0 és isomorf al U0 d’una
component irreductible X̃0

σ de X̃.

Aquests teoremes venen a dir que,

• Si X̃0 ⊆ f−1
σ (σ), totes les seccions són infinitament properes a σ.

• Si X̃0 ⊆ U , X̃0 és isomorfa a un estrat Xp per fσ.

• Si X̃0 no està continguda en f−1
σ (σ) ni en U . Llavors X̃0 és birracional a

un estrat Xp0 per fσ.

Aleshores sabem que pel tercer cas tindrem el següent diagrama, que ens diu
que podem construir X̃σ a partir de X amb un blowup.

X̃0 Bl?(Xp0) Xp0

∪ ∪
U0 Xp0

bl?

∼=

El blowup ha de tenir per centre un ideal amb suport σ i per completar la
construcció caldria conèixer aquest ideal "a priori", però aquesta és una pregunta
oberta per aquest treball.

Això no és necessari per veure que Cl2(S) es pot construir en termes de
blowups a partir de X × X, però sí que ajuda molt a entendre-ho, ja que
el camí és pràcticament igual. En aquest cas veiem que hi ha un morfisme
F : Cl2(S) → X × X que, igual que abans, ens permet descriure Cl2(S) com
la unió d’un tancat, F−1(∆X(X)) on ∆X :X → X ×X és la diagonal, i el seu
complementari, un obert V . El tancat està format per els clústers de 2-seccions
pels que la segona secció és infinitament propera a la primera. A més,
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Proposició 0.0.5. Donada una component irreductible de Cl2(S), C0, definim
V0 := C0 ∩ V . Aleshores F |V0

és isomorfisme amb la seva imatge.

Proposició 0.0.6. Existeix una estratificació de X ×X = ∪pXXp tal que

• ∆X(X) és un estrat.

• Donat un estrat XXp0 si existeix una (σ, τ) ∈ XXp0 una parella de secci-
ons admissibles aleshores tot element de XXp0 és una parella de seccions
admissibles.

• Cada component irreductible XXp0

0 de XXp és isomorfa a un V0 d’una
component irreductible C0 de Cl2(S).

Per les components irreductibles de Cl2(S), C0, aquests teoremes ens per-
meten dir,

• Si C0 ⊆ F−1(∆X(X)), està format per clústers de 2-seccions en que la
segona secció és infinitament propera a la primera.

• Si C0 ⊆ V , C0 és isomorf a un estrat XXp per F .

• Si C0 no està continguda en F−1(∆X(X)) ni en V . En aquest cas C0 és
birracional a un estrat XXp0 per F .

Un altre cop, aquest teoremes ens permeten dir,

C0 Bl?(XXp0) XXp0

∪ ∪
V0 XXp0

bl?

∼=

Sabem que el blowup ha de tenir per centre un ideal amb suport ∆X(X)
però no coneixem aquest ideal i seria molt interessant tenir alguna descripció
d’aquest ideal, però aquesta també és una pregunta oberta per aquest treball.

El context del treball és la teoria de les varietats i esquemes complexos, tal
com s’exposa al llibre [10]. No obstant, donat que les famílies universals de sec-
cions són esquemes sovint no noetherians, m’he hagut d’introduir en bibliografia
més avançada, com Grothendieck [6, 7, 8], Vakil [25]...

El treball s’estructura en tres capítols. El primer consta d’un seguit de
definicions, proposicions... Que busquen establir les bases del treball i donar re-
llevància a les propietats que més usarem dels objectes amb els que treballarem.
El segon capítol és la part teòrica. En les primeres seccions trobem totes les
definicions introduïdes per aquest treball, així com la construcció dels blowups
iterats Xr de Kleiman. Les dues ultimes seccions, Blowups relatius i Clústers
de dos seccions, és on es presenten els resultats originals que hem obtingut.
Finalment el tercer capítol consta de tres exemples dels quals hem tret la intuïció
per la part teòrica. A més intentem desenvolupar-los de forma que es mostrin
els resultats obtinguts al capítol dos. Són casos de famílies de superfícies per
les que és relativament fàcil descriure la família universal de seccions i de cap
manera busquen exemplificar tots els cassos possibles. El criteri per escollir-les
ha sigut que siguessin fàcils d’estudiar.
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Capítol 1

Definicions i primeres
propietats

En aquest capítol definirem tots el conceptes que apareixeran al llarg del tre-
ball. Aquest no pretén ser un treball auto contingut, les definicions i propietats
esmentades tan sols busquen fixar les bases del treball. Principalment seguirem
el llibre [10].

1.1 Definicions generals

Definició 1.1.1. Donat F :C → Set un functor contravariant entre la categoria
C i la categoria de conjunts Set, direm que C ∈ Obj(C) representa F si F és
naturalment isomorf a HomC(_, C).

Exemple 1.1. Considerem l’auto-functor contravariant P :Set→ Set que envia
cada conjunt X al conjunt de les seves parts P (X) i cada aplicació f :X → Y
a la aplicació

P (f) : P (Y ) −→ P (X)
S 7−→ f−1(S)

.

El conjunt {0, 1} representa el functor P , on per cada conjunt X, l’isomorfisme
natural entre P (X) i HomSet(X, {0, 1}) és el que envia cada S ∈ P (X) a la
funció característica de S.
Per un cos K en la categoria de K-espais vectorial el pas al dual es correspon el
functor HomK−e.v.(_,K), és a dir K com a K-e.v. representa el auto-functor
pas al dual en la categoria de K-e.v.

Definició 1.1.2. Sigui X un espai topològic i T ⊆ X un tancat. T és irreduc-
tible si no pot ser expressat com la unió T = T1 ∪ T2 de dos subconjunts propis
i tancats de T .

Exemple 1.2. Per exemple en Rn amb la topologia usual els únics tancats
irreductibles són els conjunts formats per un únic punt.
En l’espectre d’un anell commutatiu R els V (I) := {P ∈ Spec(R) tal que I ⊂ P}
per I ⊂ R un ideal primer són tancats irreductibles, a més, si l’anell R també
és noetherià, aquest són els únics tancats irreductibles. .

13
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Definició 1.1.3. Sigui X un espai topològic definim la dimensió de X, com
el suprem de tots els enters n tal que existeix una cadena d’inclusions estrictes
T0 ⊂ T1 ⊂ · · · ⊂ Tn de tancats irreductibles continguts en X. La dimensió d’un
espai topològic pot ser un nombre natural o +∞ i la denotarem com dim(X).

Exemple 1.3. Seguint amb els mateixos exemples tenim que dim(Rn) = 0, ja
que les úniques cadenes de tancats irreductibles possibles són {p0} amb p0 ∈ Rn.
Clarament la dimensió de Spec(R) és exactament la dimensió de Krull de l’anell
R.

Definició 1.1.4. Siguin X,Y i Z espais topològics amb X,Y ⊆ Z, definim la
codimensió de Y com a subespai de X com el suprem de tots els enters n tal
que existeix una cadena d’inclusions estrictes T0 ⊂ T1 ⊂ · · · ⊂ Tn de tancats
irreductibles amb X ∩ Y ⊆ T0 i Tn ⊆ X. La denotarem com CodimX(Y )

Exemple 1.4. Si X és un esquema afí i íntegre de tipus finit sobre un cos
K, i si Y ⊆ X és un subconjunt tancat i irreductible, llavors CodimX(Y ) =
dim(X)− dim(X ∩ Y ). Veure [10, II,3.2.8].

Definició 1.1.5. Un espai topològic noetherià X és un espai topològic tal que
tota cadena decreixent de tancats X ⊃ X0 ⊃ · · · ⊃ Xn ⊃ . . . estaciona. X és
localment noetherià si per tot x ∈ X existeix un entorn obert U de x tal que U ,
amb la topologia induïda per la de X, és un espai topològic noetherià.

Exemple 1.5. L’espectre d’un anell noetherià R és un espai topològic noethe-
rià.

Al llarg del treball trobem espais topològics noetherians i localment noethe-
rià, similars a

⊔
n≥0 An.

Definició 1.1.6. Donat un morfisme f ∈ HomC(S,B) una secció de f és un
morfisme g ∈ HomC(B,S) tal que f ◦ g = IdB , és a dir, un invers per la dreta.
Un morfisme invers per l’esquerra (que no necessitarem) s’anomena retracció.

Definicions Algebro-geomètriques

En tot el treball un esquema serà un C-esquema. Denotem Sch la categoria
de C-esquemes. Utilitzarem la nocions de esquema i C-esquema que trobem en
[10].

Definició 1.1.7. Un esquema afí és un espai localment anellat (X,OX) isomorf
al espectre d’algun anell. Un esquema és un espai localment anellat (X,OX)
tal que cada p ∈ X té un entorn obert U amb (U,OX |U ) un esquema afí. Fixat
un esquema S, un esquema sobre S o un S-esquema és un esquema X junt amb
un morfisme d’esquemes f :X → S.

Si S és un C-esquema i X és un S-esquema llavors X → S → Spec(C) és el
morfisme que dona estructura de C-esquema a X.
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Definició 1.1.8. Donat S un esquema i un S-esquema X, un S-punt de X és
una secció del morfisme X → S i un C-punt és una secció de X → S → Spec(C).
Es denota per X(C) i X(S) els conjunts de C-punts de X i de S-punts de X,
respectivament. Notem que X(C) està en bijecció amb el conjunt de punts
tancats de X.

Fixat un esquema S hi ha el que s’anomena functor de punts. És el functor
que envia a cada S-esquema X a X(S).

Definició 1.1.9. Un esquema X és íntegre si per tot obert U ⊆ X, l’anell
OX(U) és un domini d’íntegre.

Definició 1.1.10. Sigui X un esquema. Per qualsevol punt p ∈ X, l’espai
tangent de Zariski Tp de X en p és el dual del k(p)-espai vectorialMp/M2

p, on
Mp és l’ideal maximal del anell local Op.

Definició 1.1.11. DonadaX una varietat no singular, es defineix el feix tangent
de X com TX := HomOX (ΩX/C,OX), on ΩX/C és és el feix de diferencials
relatives de X sobre Spec(C). El feix tangent és un feix localment lliure de rang
n = dim(X).

Definició 1.1.12. Donada Y una subvarietat no singular d’una varietat no
singular X, definida pel feix d’ideals I. El feix I/I2 és localment lliure i es diu
feix conormal de Y en X. Al seu dual NY/X = HomOY (I/I2,OY ) es diu el
feix normal de Y en X i és localment lliure de rang r = CodimX(Y )

Un esquema noetherià no és un esquema (X,OX) en el que l’espai topològic
X és un espai topològic noetherià, sinó que,

Definició 1.1.13. Un esquema localment noetherià és un esquema (X,OX) pel
que existeix un recobriment per oberts afins Spec(Ai), amb cada Ai un anell
noetherià. X és noetherià si és localment noetherià i quasicompacte.

Si un esquema és noetherià aleshores el seu espai topològic també ho és, però
la implicació contraria és falsa. Hi ha exemples d’esquemes no noetherians pels
que el seu espai topològic si que ho és.

Definició 1.1.14. Un morfisme d’esquemes f : X → Y és localment de tipus
finit si existeix un recobriment de Y per oberts afins Vi = Spec(Bi), tal que per
cada i, l’obert f−1(Vi) pot ser recobert per oberts afins Ui,j = Spec(Ai,j) on
cada Ai,j és una Bi-àlgebra finitament generada. El morfisme f es diu de tipus
finit si a més cada f−1(Vi) pot ser recobert per un nombre finit d’oberts Ui,j .

Una família d’esquemes es defineix com les fibres d’un morfisme, però a més,
volem que certs invariants numèrics de les fibres siguin constants en la família,
tals com la dimensió de les fibres. Per aquestes nocions, en geometria algebraica,
resulta ser bàsica la noció de morfisme pla.(veure [10, III,9])

Definició 1.1.15. Donat un morfisme d’esquemes f :X → Y i F un feix de
OX -mòduls. Diem que F és pla sobre Y en un punt x ∈ X, si el stalk Fx és un
Oy,Y -mòdul pla via el morfisme natural f# :Oy,Y → Ox,X , on y = f(x). Diem
que X és pla sobre Y si OX ho és en tot punt.

Definició 1.1.16. Donat f :X → Y un morfisme d’esquemes localment de tipus
finit. Es diu que f és de dimensió relativa d si totes les fibres Xs no buides són
equidimensionals de dimensió d.
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Exemple 1.6. Si el morfisme f : X → Y és pla la dimensió de les fibres és
localment constant, és més, si Y és connex aleshores és constant, o dit d’una altra
forma, per cada component connexa Yi de Y existeix un di tal que f |f−1(Yi) :
f−1(Yi)→ Yi és de dimensió relativa di.

Definició 1.1.17. Donats dos S-esquemes X,Y es defineix el producte fibrat
de X per Y sobre S, denotat per X ×S Y , com el limit invers del sistema invers
següent

X

Y S

f

g

On f, g són els morfismes que donen estructura de S-esquema a X i Y respec-
tivament.

Notem que el producte fibrat, si existeix, llavors és únic llevat de isomorfisme
únic, ja que és un limit invers.

Teorema 1.1.18. Donat S un esquema, per qualsevol parella de S-esquemes
X i Y , el producte fibrat X ×S Y existeix.(veure [10, II,3.3])

Per la propietat universal del limit invers un S-morfisme α :W → X×S Y ve
determinat per dos S-morfismes f :W → X i g :W → Y , i denotem f ×S g := α.
Donats dos S-morfismes f :W → X i g :Z → Y denotem també amb f ×S g :
W ×S Z → X ×S Y el morfisme (f ◦ prW ) ×S (g ◦ prZ), on prW i prZ són els
morfismes del limit invers W ×S Z corresponents a W i a Z respectivament.

Exemple 1.7. Si els esquemes X, Y i S són esquemes afins Spec(A), Spec(B)
i Spec(R) respectivament, aleshores X ×S Y = Spec(A⊗R B).

Definició 1.1.19. Donat un morfisme d’esquemes f : X → Y , el morfisme
diagonal és l’únic morfisme ∆ :X → X ×Y X pel qual la composició amb les
dues projeccions, pr1, pr2 : X ×Y X → X és el morfisme identitat de X. Un
morfisme f :X → Y és separat si el morfisme diagonal és una immersió tancada.
En aquest cas es diu que X és separat sobre Y i un esquema es diu separat si
es separat sobre Spec(C).

Amb aquesta notació observem que X ×S Y és l’antiimatge pel morfisme
f × g :X × Y → S × S de la imatge de la diagonal ∆:S → S × S. Per tant si S
és separat aleshores X×S Y és un tancat de X×Y , que intuïtivament, almenys
a nivell de punts tancats, podem pensar com les parelles (x, y) ∈ X × Y tals
que f(x) = g(y).

Cada s ∈ S té un entorn obert afí U ∼= Spec(A) per algun anell A, si P
és l’ideal primer de A corresponent a s, llavors k(s) := (A/P )P és el cos de
fraccions de s. El morfisme canònic A → A/P → k(s) indueix un morfisme
d’esquemes is : Spec(k(s)) → S que és la inclusió de {s} en S. És a dir, el
punt s ∈ S com esquema d’un sol punt és Spec(k(s)) i el morfisme d’esquemes
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que envia aquest esquema d’un sol punt al punt s ∈ S és is. Llavors l’esquema
Ys := Y ×S Spec(k(s)) és la fibra sobre s pel morfisme g.

Tret que ho indiquem, el producte fibrat serà sobre Spec(C) i les notacions
de k(s) i Ys les mantindrem al llarg de tot el treball.

Una aplicació important del producte fibrat és la noció de extensió de base.
Per un S-esquema X i un morfisme S′ → S, l’esquema X ×S S′ és un esquema
sobre S′ i es diu que X ′ s’obté a partir de X per l’extensió de base S′ → S.
Notem que l’extensió de base és transitiva: Si S′′ → S′ → S són dos morfismes,
aleshores (X ×S S′)×S′ S′′ ∼= X ×S S′′.

Una varietat serà un esquema connex, reduït, separat i de tipus finit i una
superfície serà una varietat de dimensió dos. Observem que les varietats es
poden considerar també espais analítics ja que estan definides sobre C. Més
precisament, tenim un functor plenament fidel de la categoria de varietats a la
categoria d’espais analítics, veure [23].

Definició 1.1.20. Un morfisme f : X → Y és propi si és separat, de tipus
finit i universalment tancat. Un morfisme és tancat si la imatge de qualsevol
subconjunt tancat és tancada. Un morfisme f :X → Y és universalment tancat
si és tancat i per per qualsevol morfisme Y ′ → Y , el morfisme f ′ : X ′ → Y ′

corresponent a la extensió de base, també és tancat.

Definició 1.1.21. Donat un esquema Y , el n-espai projectiu sobre Y és l’es-
quema PnZ ×Spec(Z) Y i es denota per PnY . Un morfisme f :X → Y és projectiu
si, per algun n, existeix una immersió tancada i :X → PnY tal que el següent
diagrama commuta,

PnY

X Y

i

f

pr

on pr és la projecció. Un morfisme f :X → Y és quasiprojectiu si, per algun n,
existeixen una immersió oberta j :X → X ′ i un morfisme projectiu g :X ′ → Y
tal que el següent diagrama commuta,

X ′

X Y

j

f

g

Definició 1.1.22. Sigui X un esquema noetherià, íntegre, separat i en el que
cada anell local Ox de dimensió 1 és regular. Un divisor primer sobre X és
un subesquema Y tancat íntegre i de codimensió 1. Un divisor de Weil és un
element del grup abelià lliure Div(X) generat pels divisors primers. Un divisor
de Weil es pot escriure com D =

∑
niYi on els Yi són divisors primers diferents,

els ni són enters i sols hi ha una quantitat finita de ni 6= 0. Es diu que D és un
divisor de Weil efectiu si tot ni ≥ 0.
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Exemple 1.8. Sigui X un esquema noetherià, integre, separat i en el que cada
anell local Ox de dimensió 1 és regular. Y un divisor primer de X i µ ∈ Y el
seu punt genèric, aleshores Oµ,X és un anell de valoració discreta amb cos de
fraccions K, el cos de fraccions de X. Llavors diem vY a la valoració d’aquest
anell, que determina Y . Llavors per qualsevol f ∈ K∗, vY (f) = 0 per tot Y
un divisor primer de X, excepte un nombre finit d’ells. Aleshores es defineix el
divisor de la funció racional f com

(f) :=
∑

vY (f) · Y,

on la suma és sobre tots els divisors primers de X. Notem que si f, g ∈ K∗

llavors (f/g) = (f) − (g) i per tant el enviar una funció al seu divisor és un
homomorfisme del grup multiplicatiu K∗ al grup additiu Div(X), veure [10,
II,6.1].

Ara volem estendre la definició de divisor a un esquema qualsevol. Per fer-ho
no va bé utilitzar les subvarietats irreductibles de codimensió 1. En comptes
d’això es pren com a punt de partida la idea de que un divisor ha de ser alguna
cosa que localment sigui com el divisor de una funció racional. No és exactament
una generalització de divisor de Weil però dona una bona noció per usar sobre
esquemes arbitraris.

Definició 1.1.23. SiguiX un esquema. Per cada obert U , diem S(U) el conjunt
de elements de Γ(U,OX) que no son divisors de zero en cada anell local OX,x
per tot x ∈ U . Aleshores l’assignació U → S(U)−1Γ(U,OX) defineix un prefeix
i al feix associat K li diem feix d’anells quocient total. Anomenarem K∗ al feix
(de grups multiplicatius) d’elements invertibles en el feix K. Igualment O∗ és el
feix d’elements invertibles de O.

Definició 1.1.24. Un divisor de Cartier sobre un esquema X és una secció
global del feix K∗/O∗. Tenint en compte les propietats de feixos quocient, veiem
que un divisor de Cartier pot ser donat per un recobriment {Ui} de X i per cada
i un element fi ∈ Γ(Ui,K∗), tal que per cada i, j, fi/fj ∈ Γ(Ui ∩ Uj ,O∗).

Definició 1.1.25. Sigui D un divisor de Cartier sobre un esquema X donat
per {(Ui, fi}i∈I . Definim el suport de D com el conjunt de punts p ∈ X tals
que la imatge de fi a l’anell de fraccions total de Op o bé és de l’ideal maximal
Mp o no pertany a Op per tot i amb p ∈ Ui. El denotarem com supp(D).

Definició 1.1.26. Direm que D és un divisor de Cartier efectiu si es pot repre-
sentar per {(Ui, fi)} amb tots els fi ∈ Γ(Ui,OUi) i es denota D ≥ 0. En aquest
cas definim el subesquema associat de codimensió 1, Y , com el subesquema
tancat definit pel feix d’ideals I generat localment per fi, en aquest cas a Y li
direm divisor de Cartier de X. Observem que com a conjunt Y = supp(D).

Teorema 1.1.27. Siguin X un esquema i Y ⊂ X un divisor de Cartier efectiu.
Aleshores CodimX(Y ) = 1. Encara més, si X és un esquema noetherià, separat,
íntegre i regular, també és certa la implicació recíproca, veure [10, II.6].

Proposició 1.1.28. Donat X un esquema íntegre, separat, noetherià i en el que
tots els seus anells locals són dominis de factorització única, el grup Div(X) de
divisors de Weil sobre X és isomorf al grup de divisors de Cartier Γ(X,K∗/O∗),
és més, els divisors de Weil efectius es corresponen amb els divisors de Cartier
efectius, veure [10, II,6.11,6.17.1].
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Els divisors de Cartier formen un grup abelià amb el producte local de repre-
sentants i s’utilitza la notació additiva per denotar aquesta operació. És a dir,
donats D,D′ dos divisors de Cartier, d’un esquema X, definits per {(Ui, fi)}i∈I
i {(U ′i , f ′i)}i∈J respectivament aleshores {Ui ∩ Uj}(i.j)∈I×J és un recobriment
de X i denotem D + D′ el divisor de Cartier definit per {(Ui ∩ Uj , fi|Ui∩Uj ·
fj |Ui∩Uj )}(i.j)∈I×J .

Definició 1.1.29. Donats f : Y → X un morfisme d’esquemes i D un divisor
de Cartier sobre X tal que per cap component irreductible Yi de Y , f(Yi) ⊆
supp(D). Sigui D donat per {(Ui, fi)} aleshores definim el pullback de D per f ,
com el divisor de Cartier sobre Y donat per {(f−1(Ui), f

#(fi))} i el denotarem
com f∗(D) (veure [10, II.2]). Hem de pensar que f#(fi) és la imatge de fi pel
morfisme extensió de f#(U) a la localització S(U)−1OX(U).

Definició 1.1.30. Donat un morfisme d’esquemes f : X → Y , un divisor de
Cartier relatiu efectiu és un divisor de Cartier efectiu D ⊂ X que és pla sobre
Y .

Lema 1.1.31. Donats f :X → S un morfisme d’esquemes separat i de tipus
finit, D ⊂ X un subesquema tancat, x ∈ D un punt i s ∈ S la seva imatge.
Aleshores les següents afirmacions són equivalents:

• El subesquema D ⊂ X és un divisor de Cartier efectiu relatiu en x (en un
entorn de x).

• Els morfismes f i f |D són plans en x i la fibra Ds és un divisor de Cartier
efectiu en Xs en x.

• El morfisme f és pla en x i el subesquema D ⊂ X és tallat a x per un
element regular (un element que no és divisor de zero) sobre la fibra Xs.

Veure [13, 3.4].

Corol·lari 1.1.32. Sigui f :X → Y un morfisme pla i localment de presentació
finita, Z ⊂ X un subesquema tancat i s ∈ Y la imatge de x ∈ Z per f .

• Si Z → Y és localment de presentació finita, pla i totes les fibres Zs ⊂ Xs

són divisors Cartier efectius, llavors Z és un divisor Cartier relatiu efectiu.

• Si Z és un subesquema tancat localment principal de X tal que totes les
fibres Zs ⊂ Xs són divisors Cartier efectius, llavors Z és un divisor Cartier
relatiu efectiu. Veure [24, Tag 062Y].

Definició 1.1.33. Un subconjunt C d’un esquema X és localment tancat si
tot punt de C té un entorn obert U , tal que C ∩ U és un tancat de U amb la
topologia induïda per la de X.

Exemple 1.9. En A3 si considerem el conjunt C format per un pla menys una
recta aleshores C no és ni obert ni tancat, però si que és localment tancat.

Definició 1.1.34. Un subconjunt C d’un esquema noetherià és constructible si
pertany a la mínima classe de subconjunts F tals que

• Tot obert pertany a F .

• Interseccions finites d’elements de F hi pertanyen.

http://stacks.math.columbia.edu/tag/062Y
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• El complementari de tot element de F hi pertany.

Informalment un conjunt constructible és un conjunt que es pot expressar
utilitzant unions i interseccions de oberts i tancats.

Teorema 1.1.35 (Teorema de Chevalley). Si f :X → Y és un morfisme de tipus
finit entre esquemes noetherians, i C ⊆ X és constructible, llavors f(C) ⊆ Y és
constructible.

En la definició de conjunt constructible es demana que l’esquema sigui noet-
herià perquè és una definició ad-hoc pel teorema de Chevalley, que sols funciona
per esquemes noetherians. Per esquemes no noetherians Grothendieck en [7,
1.8] i [8, 9] introdueix la noció de localment constructible i demostra una gene-
ralització del teorema de Chevalley per aquest cas.

Definició 1.1.36. Donat un esquema X, una estratificació de X és una des-
composició de X en subconjunts localment tancats.

Hi ha autors que en la definició d’estratificació inclouen la condició que
l’adherència de tot estrat ha de ser una unió d’estrats. Seguirem el conveni
usual de Grothendieck i Mumford que no imposen aquesta condició.

Exemple 1.10. Si considerem en A3 un recta R continguda en un pla P llavors
(A3 \P )∪ (P \R)∪R és una estratificació de A3, que a més compleix la condició
de que l’adherència de tot estrat ha de ser una unió d’estrats. Si, també en A3,
considerem dos plans que es tallen P i Q aleshores (A3 \ (P ∪Q))∪ (P \Q)∪Q
és una estratificació que no compleix la condició, ja que l’adherència de l’estrat
P \Q és el pla P que no es pot expressar com la unió d’estrats.

Proposició 1.1.37. Donat un morfisme d’esquemes projectiu f :Y → X amb
X localment noetherià, existeix una estratificació X =

⊔
i∈I Xi tal que

• La descomposició és localment finita.

• Cada Xi ⊂ X és localment tancat.

• El morfisme f |f−1(Xi) :f−1(Xi)→ Xi és pla.

Veure [16, 8] pel cas noetherià. Veure també [19] teorema 3.2 i la remarca
posterior per un resultat més general.

Llavors definim la estratificació platificadora deX pel morfisme f com aques-
ta descomposició.

1.2 Famílies de superfícies i seccions
Definició 1.2.1. Donat π :S → B un morfisme d’esquemes, diem que és una
família si és pla, separat i de tipus finit, B és un esquema irreductible, regular
i la fibra genèrica és íntegra.

Definició 1.2.2. Una família π : S → B és una família fibrada amb fibra
l’esquema S, si per tot t ∈ B existeix un entorn obert U ⊆ B de t ∈ B i un
isomorfisme π−1(U) ∼=ϕ S × U tals que el següent diagrama commuta,
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π−1(U) S × U

U

ϕ

π
prU

on prU és la projecció.

Definició 1.2.3. Donat π :S → B un morfisme d’esquemes, diem que és una
família de superfícies si és una família i de dimensió relativa 2.

Lema 1.2.4. Donat un morfisme d’esquemes separat i exhaustiu f :X → Y , la
imatge d’una secció de f és tancada.

Demostració. Sigui g una secció de f . Com que g(Y ) = (g ◦ f)(X), g(Y ) =
F−1(Im(∆)) on ∆:X → X ×Y X és la diagonal i F := IdX ×Y (g ◦ f).
Per tant, com que f és separat, Im(∆) és tancada i també ho és g(Y ).

Definició 1.2.5 (Família Universal de seccions). Donat π :S → B un morfisme
d’esquemes exhaustiu, la parella (X,ψ) és una família de seccions de π si X és
esquema, ψ :B ×X → S morfisme d’esquemes i el següent diagrama commuta.

B ×X S

B

ψ

pr1
π

Direm que (X,ψ) és una Família Universal de seccions(F.U.s) de π si és
família de seccions i compleix la propietat universal següent (P.U.s): per tota
família de seccions (Y, ρ) existeix un únic morfisme d’esquemes f :Y → X fent
el següent diagrama commutatiu.

B × Y

B ×X S
ψ

ρ
IdB × f

Donat un morfisme exhaustiu π :S → B amb família de seccions (X,ψ), en
principi tots els punts σ ∈ X es corresponen amb seccions de π a traves de fixar
el morfisme ψ per la segona component en σ i deixar-lo lliure per la primera
component. Això seria cert si no fos per que en un esquema no tots els punts són
isomorfs entre ells. Construïm pas a pas la possible secció de π que és correspon
a σ i veiem què passa.
Definim Bσ com la fibra sobre σ per la projecció prX :B ×X → X. En aquest
cas Bσ = B×Spec(k(σ)) i el morfisme que inclou Bσ en B×X és IdB×iσ. Com
esquema d’un sol punt σ és exactament Spec(k(σ)), el morfisme iσ és la inclusió
que envia aquest esquema d’un sol punt al punt σ ∈ X i qualsevol esquema
d’un sol punt isomorf a al punt σ ∈ X també serà isomorf a Spec(k(σ)) ja que
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iσ és isomorfisme. Per tant l’única forma de fixar ψ per la segona component
en σ i deixar-lo lliure per la primera és composar-lo amb IdB × iσ. Però el
domini de ψ ◦ (IdB × iσ) és Bσ i no B, per tant no pot ser secció de π. Com
que no hi ha un morfisme general de S a Bσ, definim Sσ := S × Spec(k(σ)) i
πσ := π × IdSpec(k(σ)) que és un morfisme exhaustiu amb imatge en Bσ. Ara
tenim dos morfismes amb domini Bσ, un ψ ◦ (IdB × iσ) que va ha S i un altre
prσ :Bσ → Spec(k(σ)), que és la projecció. Llavors per la propietat universal
del producte existeix un únic morfisme σ := [ψ ◦ (IdB × iσ)] × prσ. Dons bé,
σ és la possible secció de π associada a σ, però no és secció de π si no que és
secció de πσ,

πσ ◦ σ = [π × IdSpec(k(s))] ◦ [ψ ◦ (IdB × iσ)× prσ] =

= [(π ◦ ψ) ◦ (IdB × iσ)]× prσ = prB × prσ = IdBσ

La construcció de πσ és necessària ja que σ és un morfisme amb domini Bσ i
per tant no pot ser directament una secció de π.
Però podrem pensar σ com una secció de π pels casos en que πσ ∼= π, que passa
si i nomès si σ és un punt tancat de X.

Les notacions de Bσ i σ les mantindrem al llarg de tot el treball. A més,
sovint ens referirem als punts tancat de X com a seccions de X, entenent que es
corresponen a seccions de la família de superfícies de la qual X n’és un família
de seccions. També, per els σ ∈ X tancats, considerarem σ com una secció de π.

Un morfisme exhaustiu π : S → B indueix un functor contravariant S._ :
Sch→ Set definit de la manera següent. Donat Y un esquema,

S.Y := {ρ ∈ HomSch(B × Y,S) tal que (Y, ρ) és família de seccions de π}

Donat un morfisme f ∈ HomSch(Y, Y ′) i un element ρ ∈ S.Y ′, definim S.(f)(ρ) :=
ρ ◦ (IdB × f), és a dir, S.f = (IdB × f)∗.

B × Y

B × Y ′ S

B

pr1

ρ

πpr1

IdB × f

S.f(ρ)

S._ és clarament un functor contravariant.

Proposició 1.2.6. Un esquema X representa S._ si i només si és una F.U.s
de π.

Demostració. Veiem la suficiència de l’enunciat. Suposem que el morfisme π :
S → B té una F.U.s (X,ψ), aleshores podem construir un isomorfisme natural
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µ :S._→ HomSch(_, X) com segueix.
Donat Y un esquema tenim que per cada ρ ∈ S.Y , la parella (Y, ρ) és una
família de seccions. Per tant, per la P.U.s de (X,ψ), està ben definit µY (ρ) ∈
HomSch(Y,X) com l’únic morfisme d’esquemes tal que ρ = ψ◦(IdB×µY (ρ)) =
S.(µY (ρ))(ψ).
Per veure que és transformació natural, donat f ∈ HomSch(Z, Y ) necessitem
veure que el següent diagrama és commutatiu:

S.Y HomSch(Y,X)

S.Z HomSch(Z,X)

µY

µZ

S.f f∗

Però aplicant S.f a ρ = S.(µY (ρ))(ψ) tenim que

S.f(ρ) = S.f ◦ S.(µY (ρ))(ψ) = S.(µY (ρ) ◦ f)(ψ) = S.((f∗ ◦ µY )(ρ))(ψ)

Per tant, com que µZ(S.f(ρ)) és l’únic morfisme que compleix aquesta relació,
µZ ◦ S.f = f∗ ◦ µY .

Per veure que µY és isomorfisme de conjunts, és a dir és bijectiva, definim
la inversa de µY com:

λY : HomSch(Y,X) −→ S.Y
f −→ S.f(ψ)

Observant que µX(ψ) = IdX és immediat veure que una és la inversa de
l’altra:

(µY ◦ λY )(f) := µY ◦ S.f(ψ) = (f∗ ◦ µX)(ψ) = f

(λY ◦ µY )(ρ) := S.(µY (ρ))(ψ) = ρ

Per veure la necessitat suposem que existeix un esquema X que representa
S._ i fixem un isomorfisme natural µ entre S._ i HomSch(_, X).
Ara tenim ψ := µ−1

X (IdX) ∈ S.X i per tant (X,ψ) és família de seccions de π.
Veiem que efectivament és F.U.s, comprovant que compleix la P.U.s.
Donada (Y, ρ) una família de seccions, ρ ∈ S.Y i per tant µY (ρ) ∈ HomSch(Y,X).
A més, per tot h′ ∈ HomSch(Y,X),

S.h′(ψ) = (S.h′ ◦ µ−1
X )(IdX) = µ−1

Y (h′)

Per tant si h′ és tal que ρ = S.h′(ψ) = µ−1
Y (h′) tenim que µY (ρ) = h′, és a dir,

h = µY (ρ) és l’únic morfisme d’esquemes tal que ρ = S.h(ψ) i per tant (X,ψ)
és una F.U.s de la família de superfícies.

Proposició 1.2.7. Sigui π : S → B un morfisme d’esquemes exhaustiu tal
que existeix una F.U.s (X,ψ). Aleshores (X,ψ) és únic llevat d’isomorfis-
me únic. Donat un cos K diem X[K] el conjunt de punts σ ∈ X tal que
Spec(k(σ)) ∼= Spec(K) i per aquesta preposició diem πK :SK → BK a la famí-
lia de superfícies πσ :Sσ → Bσ per σ ∈ X[K]. Aleshores l’aplicació
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ΦK : X[K] −→ { seccions de πK :SK → BK}
σ −→ σ

és injectiva, en particular si K = C és bijectiva.

Demostració. Per veure que és únic llevat d’isomorfisme es pot fer per abstract
nonsense. Fixem (Y, ϕ) una altre F.U.s de π i veiem que existeix un únic iso-
morfisme entre Y i X.

Per ser (Y, ϕ) F.U.s de π i (X,ψ) una família de seccions de π existeix un
únic morfisme g0 :X → Y tal que

ψ = ϕ ◦ (IdB × g0)

Per ser (X,ψ) F.U.s de π i (Y, ϕ) una família de seccions de π existeix un únic
morfisme g1 :Y → X tal que

ϕ = ψ ◦ (IdB × g1).

Ara veurem que g0 i g1 són els isomorfismes entre Y i X, i per tant tindrem
la unicitat del isomorfisme.
Composant les identitats anteriors trobem,

ψ = ψ ◦ (IdB × (g1 ◦ g0)).

Per ser (X,ψ) F.U.s de π i a la vegada ser una família de seccions de π, existeix
un únic morfisme h1 :X → X tal que

ψ = ψ ◦ (IdB × h1),

per tant, com que h1 = IdX ,

g1 ◦ g0 = IdX .

A partir de les dues primeres identitats també podem trobar

ϕ = ϕ ◦ (IdB × (g0 ◦ g1)).

Per ser (Y, ϕ) F.U.s de π i a la vegada ser una família de seccions de π, existeix
un únic morfisme h0 :Y → Y tal que

ϕ = ϕ ◦ (IdB × h0),

per tant, com que h0 = IdY ,

g0 ◦ g1 = IdY .

Que la aplicació ΦK és ben definida és clar per ser (X,ψ) família de seccions.
Per veure que és injectiva fixem µ :S._→ HomSch(_, X) isomorfisme natural.
Recordem que hi ha una inclusió jK entre X[K] i HomSch(Spec(K), X) tal que
per cada σ ∈ X[K], jK(σ)(Spec(K)) = {σ}. Ara, si iK :B → B × Spec(K) és
la inclusió, el següent diagrama és commutatiu:
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X[K] { seccions de πK :SK → BK}⊆ HomSch(BK ,SK)

HomSch(Spec(K), X) S.Spec(K) ⊆ HomSch(B × Spec(C),S)

ΦK

i∗KjK
µ−1

Spec(C)

Per tant, com que i∗K , µ−1
Spec(K) i jK són injectives, ΦK també ho és. Pel

cas K = C, jK és bijectiva, iK és isomorfisme i per qualsevol secció σ :B → S
tenim (i∗K)−1(σ) ∈ S. Spec(C). Per tant ΦC és exhaustiva.

Així a partir d’ara parlarem de la F.U.s en cas que existeixi per un morfisme
d’esquemes exhaustiu.

La següent proposició dóna alguns resultats bàsics que utilitzarem el llarg
del treball sense referir-nos a elles.

Proposició 1.2.8. Donada una família de superfícies π : S → B amb F.U.s
(X,ψ), dos punts σ0, σ1 de X i pri :Sσi → S la projecció, aleshores

1 Si σ0 és un punt tancat, per cada t ∈ B la fibra de S sobre t, té exactament
un punt de la imatge de σ0.

2 σ0 = σ1 sii pr0 ◦ σ0 = pr1 ◦ σ1.

3 πσ|σ(Bσ) és isomorfisme, amb σ tancat o no.

4 Si F ⊆ S és tal que π|F és isomorfisme aleshores existeix un punt tancat
τ ∈ X tal que τ(B) = F .

Demostració. (1) Hem de veure que #σ(B)∩St = 1. Si q ∈ σ(B)∩St aleshores
q = σ(s) per algun s ∈ B i π(q) = t, per tant q ha de ser igual a σ(t) i σ(t) és
l’únic element de σ(B) ∩ St.

(2) Primer observem que per que pugui ser pr0 ◦ σ0 = pr1 ◦ σ1, hem de tenir
Y := Spec(k(σ0)) = Spec(k(σ1)). Llavors S ′ := Sσ0 = Sσ1 i pr := pr0 = pr1.
Donat un punt p ∈ S, la fibra de p pel morfismes pr és S ′p = Spec(k(p))×Y per
tant

σ0(t) = S ′(pr◦σ0)(t) = S ′(pr◦σ1)(t) = σ1(t)

i com que hem suposat B regular, un morfisme amb domini B′ := Bσ0 = Bσ1

està determinat per les seves imatges, aleshores σ0 = σ1 i per 1.2.7, σ0 = σ1.
Notem que si σi són punts tancats les condicions pr0 ◦σ0 = pr1 ◦σ1 i σ0 = σ1

no són només equivalents, si no que són exactament la mateixa.

(3) Clarament σ és el morfisme invers de πσ|σ(Bσ).

(4) Clarament el morfisme (π|F )−1 composat amb la inclusió de F en S, és
una secció de π, per tant, per la proposició anterior ja estem.
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Proposició 1.2.9. Donades π1 : S1 → B i π2 : S2 → B dues famílies amb
la mateixa base i amb F.U.s (X1, ψ1) i (X2, ψ2) respectivament, llavors (X1 ×
X2, ψ1 ×B ψ2) és la F.U.s de la família π1 ×B π2.

Demostració. Que la parella (X1×X2, ψ1×Bψ2) és família de seccions de π1×B
π2 és clar. Concretament identifiquem (B×X1)×B (B×X2) amb B×X1×X2.
Per veure que és la F.U.s de π1 ×B π2 comprovem que compleix la P.U.s.
Sigui (Y, ρ) una família de seccions de π1×Bπ2. Llavors (Y, prS1

◦ρ) i (Y, prS2
◦ρ)

són famílies de seccions de π1 i π2 respectivament i per tant existeixen uns
morfismes únics g1 : Y → X1 i g2 : Y → X2 tals que els següents diagrames
commuten.

B × Y S1 ×B S2 B × Y S1 ×B S2

B ×X1 S1 B ×X2 S2

ρ

IdB × g1 prS1

ψ1

ρ

IdB × g2

ψ2

prS2

Aleshores definim g := g1 ×Y g2. Ara tenim per i = 1, 2

prSi ◦ (ψ1 ×B ψ2) ◦ (IdB × g) = ψi ◦ (IdB × gi) = prSi ◦ ρ

Llavors, com que ρ = (prS1
◦ ρ) ×B (prS2

◦ ρ), ρ = ψ1 ×B ψ2 ◦ (IdB × g).
Finalment la unicitat de g la tenim per la propietat universal del producte
fibrat.

Seguint la notació, si suposem que π és una família de superfícies, amb
hipòtesis adients sobre B i S, l’existència de la F.U.s és coneguda. El teorema 6.6
de [18], que trobem a continuació, dona l’existència en al categoria d’esquemes.
Abans però, veiem una definició.

Definició 1.2.10. Donat dos S-esquemesX i Y , hi ha un functor contravariant,
MorS(X,Y ) :S − Sch → Set que envia un S-esquema T al conjunt de tots els
S-morfismes X ×S T → Y ×S T que a més són T -morfismes, és a dir, tal que el
següent diagrama commuta,

X ×S T Y ×S T

T

on els morfismes X ×S T → T i Y ×S T → T són les projeccions.

Teorema 1.2.11. Donat S un esquema noetherià, X un S-esquema projec-
tiu i Y un S-esquema quasi-projectiu, si X és pla sobre S aleshores el functor
MorS(X,Y ) és representable per un subesquema obertMorS(X,Y ) de HilbX×SY/S.

Corol·lari 1.2.12. Si B és propi i S quasi-projectiu, llavors la F.U.s existeix i
és un esquema quasi-projectiu i localment de tipus finit (veure [18, ch 6,ex 2]).

En [4, ch 10], trobem un anàleg aquest teorema en la categoria d’espais
analítics:
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Teorema 1.2.13. Siguin X i Y espais analítics, X compacte, sigui H l’espai
analític dels subespais analítics compactes de X × Y , i R el subespai analític
universal de H ×X × Y .

a) El conjunt M := MorS(X,Y ) dels punts s ∈ H tal que R(s) és el gràfic
d’un morfisme de X en Y és un obert de H.

b) R|M és el gràfic d’un morfisme m de M ×X en Y .

c) El morfisme m compleix la propietat universal següent: Per tot espai analí-
tic S i per tot morfisme u :S×X → Y existeix un únic morfisme f :S →M
tal que u = m ◦ (f × IdX).

Observem que l’espai analític H de Douday és l’anàleg analític a l’esquema
de Hilbert.

Corol·lari 1.2.14. Sigui B un espai analític compacte, π :S → B una família
quasi-projectiva de superfícies analítiques. Llavors hi ha un espai analític X
quasi-projectiu complint la P.U.s.

En [17] trobem l’existència de la F.U.s per un terces cas. Donat R un anell
complet de valoració discreta amb cos residual k := R/M, on M és l’ideal
maximal de R, si X∞ és un esquema formal sobre R separat i de tipus finit,
el seu esquema de Greenberg GrR(X∞) és un k-esquema, generalment de tipus
infinit, que parametritza les seccions de X∞ no ramificades. En particular,

GrR(X∞) = lim←−n
GrRn (X∞)

en la categoria de k-esquemes, on cada GrRn (X∞) és un k-esquema separat de
tipus finit. Això és semblant al cas algebraic, en el que la F.U.s no és un esquema
noetherià però és una unió d’esquemes noetherians.

1.3 Blowup
El blowup és una construcció fonamental en el present treball. A més, a part de
fer-la servir molt sovint, la utilitzarem amb força flexibilitat Per això, en aquesta
secció, en donem dues construccions. Una primera analítica que en permet una
descripció molt explicita per al cas d’un punt en una superfície, i la segona més
general, algebraica i menys explicita però és la que ens servirà en la majoria
dels casos. Abans però, introduïm unes nocions de [10, II] que sobretot farem
servir en aquesta secció.

Sigui S una superfície llisa, i P ∈ S un punt, podem realitzar la següent
construcció. Sigui U un entorn de P amb coordenades analítiques (x, y) ben
definides (on P és el punt amb coordenades (0, 0)). Fixem les coordenades
projectives [z0 : z1] d’una recta projectiva P1, i considerem la subvarietat Ũ
de U × P1 donada per xz1 − yz0 = 0. És una superfície (llisa i connexa) que
es projecta sobre U , i la restricció de la projecció π : Ũ → U a Ũ \ π−1(O)
és un isomorfisme en U \ {P}. Per tant Ũ es pot enganxar amb la resta de
S donant una nova superfície BlP (S) que és isomorfa a S, excepte que P ha
estat reemplaçat per una corba E ∼= P1 els punts de la qual veurem que es
corresponen a les direccions tangents en P dintre de S. La corba E es diu
el divisor excepcional o la corba excepcional del blowup. Aquesta construcció
(mòdul isomorfisme) no depèn de les coordenades triades.
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Definició 1.3.1 (Blowup). Donada una superfície S el blowup de S amb centre
P ∈ S és el morfisme blP :BlP (S)→ S de la construcció anterior.

Definició 1.3.2. Donat blP : BlP (S) → S el blowup d’una superfície S amb
centre P ∈ S i C una corba de S amb P ∈ C, aleshores definim la transformada
estricta de C com C̃ := bl−1(C \ P ).

Si una corba C continguda en S passa per P amb multiplicitat n, per ser S
llisa, existeix una funció que defineix C en un entorn de P , és a dir, C és un
divisor de Cartier efectiu en S. Podem considerar el pullback d’aquest divisor
pel blowup blP aleshores bl∗(C) ≥ n · E, és a dir, si E = V (f) aleshores fn
divideix a tota equació local de bl∗(C), a més, si veiem C̃, la transformada
estricta de C, com un divisor, tenim que bl∗(C) = C̃ + n · E, per exemple si
C̃ = V (g) llavors bl∗(C) = gfn i a més f no divideix a g.
Així, la transformada estricta de C no conté a E. Però sí que interseca amb
E i els punts d’intersecció els podem pensar com les corresponents direccions
tangents amb les que cada branca de C passa per P . Això motiva la següent
definició.

Definició 1.3.3. Donat blP : BlP (S) → S el blowup d’una superfície S amb
centre P ∈ S, definim el primer entorn infinitesimal de P com E := bl−1

P (P ).

La descripció que acabem de donar és de caràcter analític, però l’objecte
construït és algebraic. Equivalentment, es pot obtenir com el Proj(

⊕
n J n)

(veure [10, II.7]) on J és el feix d’ideals del punt P . Aquesta definició es
generalitza al cas on S és un esquema íntegre i J és un ideal quasi-coherent.
En aquest cas diem que Π:Proj(

⊕
n J n)→ S és el blowup de S amb centre el

feix d’ideals J .
El blowup també satisfà una propietat universal que el caracteritza o defineix,
veure [10, II.7.14], [6, 8.1] o [25, 19].

Definició 1.3.4. Sigui X un esquema i Y ⊆ X un subesquema tancat,

• Un morfisme d’esquemes G :G→ X tal que G−1(Y ) és divisor de Cartier,
és un candidat a blowup de X amb centre Y .

• (P.U.b) blY :BlY (X)→ X és el blowup de X amb centre Y si és candidat a
blowup de X amb centre Y i compleix que per tot altre candidat a blowup
G : G → X de X amb centre Y existeix un únic morfisme d’esquemes
G̃ :G→ BlY (X) tal que G = blY ◦ G̃

Teorema 1.3.5. Si X és un esquema íntegre i J és un feix d’ideals quasi-
coherent de tipus finit, llavors Π : Proj(

⊕
n J n) → S compleix la P.U.b. de X

amb centre el subesquema definit per J (veure [25, 19.2]).

Definició 1.3.6. Sigui blY :BlY (X) → X el blowup de X amb centre Y , defi-
nim el divisor excepcional del blowup com bl−1

Y (Y ). Sigui Z ⊆ X un tancat de
Zariski tal que cap component irreductible de Z està continguda en Y . definim
la transformada estricta de Z com Z̃ := bl−1

Y (Z \ Y ).

El divisor excepcional s’identifica amb Proj
(⊕

n J n/J n+1
)
i és un divisor

de Cartier de Proj(
⊕

n J n)
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Definició 1.3.7. Sigui X un esquema i Y ⊆ X un subesquema de codimensió
n finita. Aleshores Y és intersecció completa transversa si per tot y ∈ Y l’ideal
maximal IY,y que defineix Y localment està generat per n elements tals que les
seves classes a IY,y/I2

Y,y, són generadors com a OY,y-mòdul.

De la construcció es dedueix que, si Y és localment intersecció completa
transversa de codimensió n, llavors per tot y ∈ Y , bl−1

Y (y) ∼= Pn−1. Aquest és
el cas, per exemple, si X i Y són varietats no singulars, i es compleix el següent
teorema,

Teorema 1.3.8. Donats X una varietat no singular i Y ⊆ X una subvarietat
tancada no singular, amb feix d’ideals I. Donat blY :BlY (X)→ X el blowup de
X amb centre I i E ⊆ BlY (X) el divisor excepcional del blowup.

• BlY (X) també és no singular.

• La projecció blY |E : E → Y és isomorfa al fibrat en espais projectius
associat al feix (localment lliure) I/I2 sobre Y .

• Per aquest isomorfisme, el feix normal NE/BlY (X) es correspon al feix
OP(I/I2)(−1). Veure [10, II.8.24].

Si Y ∩Z 6= ∅ (igual que el cas del punt i la corba en una superfície) la trans-
formada estricta de Z no té perquè contenir el divisor excepcional del blowup
però en qualsevol cas els punts d’intersecció entre la transformada estricta de Z
i el divisor excepcional es corresponen a les direccions tangents amb les que Z
passa pels punts de Y . A continuació veiem que de fet la transformada estricta
de Z és el blowup de Z amb centre Z ∩ Y . D’aquesta manera podem estendre
la definició de transformada estricta a subesquemes tancats.

Proposició 1.3.9. Siguin X un esquema integre, blY :BlY (X)→ X el blowup
de X amb centre Y i Z ⊂ X un tancat que no té cap component continguda en
Y . Aleshores, si Z̃ és la transformada estricta de Z, tenim que BlZ∩Y (Z) ∼= Z̃ i
blZ∩Y ∼= blY |Z̃ , és a dir, el morfisme blY |Z̃ és el blowup de Z amb centre Z∩Y .

Demostració. Primer comprovem que blY |Z̃ : Z̃ → Z és un candidat a blowup
de Z amb centre Z ∩ Y , per això hem de veure que blY |−1

Z̃
(Z ∩ Y ) és un divisor

de Cartier de Z̃. Siguin i : Z̃ → BlY (X) la inclusió i E := bl−1
Y (Y ) el divisor

excepcional del blowup de X amb centre Y . Aleshores, per definició, i(Z̃) no
està contingut en E i de fet cap de les seves components irreductibles ho es-
tà. Per tant en Z̃ tenim el divisor de Cartier efectiu i∗(E) que és exactament
blY |−1

Z̃
(Z ∩ Y ).

Ara veiem que blY |Z̃ : Z̃ → Z compleix la P.U.b del blowup de Z amb centre
Z ∩ Y . Sigui G : W → Z un morfisme tal que F := G−1(Z ∩ Y ) ⊂ W sigui
divisor de Cartier. Podem pensar G com una aplicació en X composant amb la
inclusió. Diem-li G̃, aleshores G̃−1(Y ) = G−1(Y ∩Z) ⊂W és divisor de Cartier.
Així, per la P.U.b del blowup blY : BlY (X) → X, existeix un únic morfisme
G :W → X̃ tal que blY ◦G = G̃.

Ara, si G(W ) ⊂ Z̃ hem acabat.



30 CAPÍTOL 1. DEFINICIONS I PRIMERES PROPIETATS

Per ω ∈W \F , blY ◦G(ω) = G̃(ω) ∈ Z\Y i per tant G(ω) ∈ bl−1
Y (Z\Y ) ⊂ Z̃.

Si ω ∈ F , F és un divisor de Cartier de W , per la proposició 1.1.27 és un
tancat, per tant el seu complementari és dens i ω ∈W \ F . Aleshores

G(ω) ∈ G
(
W \ F

)
⊆ G(W \ F ) ⊂ Z̃ = Z̃

on la primera inclusió de conjunts és per aplicacions contínues en general, la
segona pel que acabem de veure i la igualtat per la definició de Z̃.

Per un enfocament lleugerament diferent veure [25, 19.2].

Blowup d’una Secció
Un cas pel que ens interessa la generalització del blowup és quan tenim una
família de superfícies π : S → B i considerem el blowup de S amb centre la
imatge d’una secció σ : B → S. Recordem que pel lema 1.2.4, σ(B) ⊂ S és
tancat.

Blσ(B)(S) S

B

blσ(B)

π ◦ blσ(B)

π σ

En aquest cas Blσ(B)(S) és, de forma natural, una nova família de superfícies
amb el morfisme π ◦ blσ(B) i cada fibra (Blσ(B)(S))b és el blowup de Sb centrat
en σ(b) ∈ Sb.
Per veure aquest últim fet en el cas de t ∈ B tancat, que és el cas que ens
interessa, sols hem d’aplicar la proposició 1.3.9 a cada fibra Sb de S. Aquesta
ens diu que S ′b := bl−1

σ(B)(Sb \ {σ(b)}) ∼= Blσ(b)(Sb) i que blσ(b) = blσ(B)|S′b .
Però ara veurem que en aquest cas tenim S ′b = (Blσ(B)(S))b. És clar que S ′b ⊆
(Blσ(B)(S))b. Ara observem que

(Blσ(B)(S))b = bl−1
σ(B)(Sb) = bl−1

σ(B)(σ(b)) ∪ bl−1
σ(B)(Sb \ {σ(b)})

S ′b ∼= Blσ(b)(Sb) = bl−1
σ(b)(σ(b)) ∪ bl−1

σ(b)(Sb \ {σ(b)})

En els dos casos la segona part de la unió és isomorfa a Sb \ {σ(b)}. A
més, per la observació final en la definició de blowup, bl−1

σ(B)(σ(b)) ∼= P1 i
bl−1
σ(b)(σ(b)) ∼= P1, per tant S ′b = (Blσ(B)(S))b.

D’aquesta forma podem veure el divisor excepcional com una família de P1

indexada per σ(B) i per cada p ∈ σ(B) el P1 de la fibra de p es correspon a les
direccions ortogonals a l’espai tangent a σ(B) en p.
Aquesta és una construcció que usarem habitualment, per això introduïm la
notació més lleugera Sσ := Blσ(B)(S), blσ := blσ(B) i πσ := π ◦ blσ.

Per t ∈ B no tancat, també és cert que (Blσ(B)(S))t ∼= Blσ(t)(St), com es
pot veure aplicant [25, 19.2].



Capítol 2

Esquemes de famílies de
clústers

2.1 Parametrització dels clústers

Aquesta secció fa una breu introducció als conceptes de clúster. Començarem
amb les definicions i alguna propietat per acabar, ràpidament, explicant la cons-
trucció dels blowups iterats, unes varietats que parametritzen els conjunts de
clústers. Concretament aquests són els conceptes que després generalitzem per
B-punts, el cas relatiu. Especialment la construcció de les varietats. Totes les
definicions i resultats d’aquesta secció estan extrets de l’article [22].

Definició 2.1.1. Donada una superfície S i un punt p ∈ S definim:

• Si E és el divisor excepcional del blowup de S amb centre p, llavors E és
el primer entorn infinitesimal de p. Inductivament es defineix el k-èsim
entorn infinitesimal de p com el conjunt de punts que estan en el primer
entorn infinitesimal d’algun punt q que està en el (k − 1)-èsim entorn
infinitesimal de p.

• Un punt és infinitament proper a p si pertany a algun entorn infinitesimal
de p.

• Un punt és pròxim a p si pertany a E o alguna transformada estricta de
E.

• Un punt pròxim a més d’un punt es diu punt satèl·lit i un punt pròxim a
exactament un punt es diu punt lliure.

Notem que aquestes definicions sols fan referència a un punt d’una superfície S,
tant si aquesta és el resultat d’haver fet el blowup d’una altra superfície en un
punt com si no.
Les relacions de ser infinitament proper o pròxim no són simètriques, sempre
tenim que els punts en el primer entorn infinitesimal d’un punt p són pròxims
a p i un punt com a molt pot ser pròxim a dos punts, és a dir, un punt satèl·lit
és aquell que és pròxim a dos punts.

31
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Definició 2.1.2. Donada una superfície S i un punt p ∈ S un clúster de S amb
base p és un conjunt finit de punts K infinitament propers a p tal que per tot
p ∈ K si p és pròxim a q aleshores q ∈ K.

Definició 2.1.3. Un clúster sobre S, sense base fixada, és una unió finita de
clústers sobre S amb no necessàriament la mateixa base

Blowups iterats
Donada una superfície S llisa i projectiva, el conjunt X1 de tots els clústers de
exactament un punt de S es pot identificar amb la pròpia superfície S. Aquesta
varietat, X1, parametritza els clústers d’un punt o 1−clústers de S. Si conside-
rem p2 :X1×X1 → X1, la projecció sobre la segona component com una família
trivial de superfícies, tenim ∆:X1 → X1×X1 la secció diagonal i podem aplicar
la construcció del blowup d’una secció. Així obtenim

X2 X1 ×X1

X1

bl∆

f1

p2 ∆

una nova família de superfícies, f1 :X2 → X1, indexada per la superfície S i on
cada fibra (X2)p és el blowup de S en p. Concretament tenim que el blowup és
p1 ◦ bl∆|S̃p : S̃p → S. Així un punt x ∈ X2 es correspon a una parella de punts
x = (p, q) on p ∈ S i q ∈ Blp(S), és a dir, X2 parametritza els clústers de dos
punts de S. Si q no pertany al divisor excepcional del Blp(S), x es correspon a
un clúster de dos punts diferents de S i si q està al divisor excepcional, x és un
2−clúster de S amb base p (és a dir, tal que q és pròxim a p).

L’aplicació que acabem de descriure, que envia punts x ∈ X2 a clústers de
dos punts {p, q} de S on x = (p, q), és una projecció i en cap cas és injecti-
va. Es veu clar, amb la notació que hem usat, que els punts de X2 estan en
bijecció amb els clústers ordenats de dos punts i aquests es projecten dos a un
als clústers de dos punts sense base. Observem però que els punts x ∈ X2 del
divisor excepcional, que és tancat, es corresponen a clústers amb base i com que
la base sempre és la segona component, per tal i com ho hem definit, aquest sí
que estan en bijecció amb els clústers de dos punts amb base.

Kleiman va introduir a [12] varietats que naturalment parametritzen clústers
ordenats de n punts. La construcció funciona de manera iterativa. Primer
es suposa que les varietats Xn−1 i Xn−2 han estat definides, amb morfismes
fn−2, gn−2 :Xn−1 → Xn−2 i g1 ◦ · · · ◦ gn−2 :Xn−1 → S de manera que Xn−2

parametritza els clústers ordenats de n− 2 punts de S i la fibra SK := f−1
n−1(K)

per K ∈ Xn−2 és la superfície obtinguda pel blowup de tots els punts de K, on
el blowup és la restricció de g1 ◦ · · · ◦ gn−2 a SK . Llavors Xn−1 parametritza
clústers ordenats de n− 1 punts, identificant un punt x ∈ Xn−1 amb el clúster
K ′ = (K,x) on x ∈ SK perK ∈ Xn−2, aixíK = fn−2(K ′). Després es considera
el producte fibrat,

Xn−1 ×Xn−2 Xn−1 = {(K1,K2) ∈ Xn−1 ×Xn−1 | fn−2(K1) = fn−2(K2)}
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que és una varietat llisa i projectiva, i la projecció p2 sobre la segona component,
com una família de superfícies. Ara, aplicant la construcció del blowup d’una
secció a la secció diagonal ∆n−1, s’obté una nova família fn−1 : Xn → Xn−1.
Aleshores per cada clústerK ′ ∈ Xn−1 la fibra SK′ := f−1

n (K ′) és el blowup sobre
els n−1 punt de K ′ i la restricció de g1◦· · ·◦gn−1 a SK′ , on gn−1 := p1◦Bl∆n−1 ,
és el blowup. Per tant Xn parametritza els clústers ordenats de n punts

S’anomena Xn la varietat dels clústers ordenats de n punts i, per cada K ∈
Xn s’identifica la superfície SK obtinguda pel blowup de tots els punts de K
amb f−1

n+1(K) ⊂ Xn+1.

2.2 Clústers de seccions
En aquesta secció donem una generalització de la definició de clúster de punts
de la secció anterior a clústers de seccions o clústers de B-punts. Recordem, del
capítol 1, que donada una família de superfícies π :S → B i una secció σ :B → S
tenim una nova família de superfícies πσ :Sσ → B on per tot t ∈ B la fibra (Sσ)t
és el blowup de St amb base σ(t).

Definició 2.2.1. Sigui E := bl−1
σ (σ(B)) el divisor excepcional del blowup,

• El conjunt F de seccions de πσ amb la seva imatge continguda en E l’ano-
menarem el primer entorn infinitesimal de σ. Inductivament es defineix
el k-èsim entorn infinitesimal de σ com les seccions que estan en el primer
entorn infinitesimal d’alguna secció τ que està en el (k − 1)-èsim entorn
infinitesimal de σ.

• Una secció és infinitament propera a σ si pertany a algun entorn infinite-
simal de σ.

• Una secció és pròxima a σ si pertany a F o alguna transformada estricta
de F .

Aquí la transformada estricta de F és el conjunt F̃ de seccions amb la seva
imatge continguda en la transformada estricta de E.

Definició 2.2.2. Un clúster ordenat de seccions sense base fixada sobre π és una
successió finita de seccions {σn}n tal que per tot n, σn és secció de πn :Sn → B
on Sn := Blσn−1(B)(Sn−1) i πn := blσn−1(B) ◦ πn−1 amb S0 := S i π0 := π.

Definició 2.2.3. Fixada una secció σ ∈ X de π, un clúster ordenat de seccions
amb base σ sobre π :S → B és un clúster ordenat de seccions {σn}n sense base
fixada sobre π tal que per tot n, σn és infinitament propera a σ.

Observem que en un clúster ordenat sense base fixada si la imatge de σi és
disjunta del divisor excepcional del blowup de la imatge de σj o la seva trans-
formada total amb i > j llavors podem intercanviar les seccions σi i σj en el
clúster i aquest segueix estant ben definit i essent un clúster de seccions. Un
clúster sense base és una classe d’equivalència de clústers ordenats sense base
per l’acció de totes les permutacions de seccions disjuntes.

Observem també que, en contrast amb el que passa per a clústers de punts,
un clúster de seccions pot tenir seccions que no siguin ni disjuntes ni infini-
tament properes una a l’altra. Aquestes no es poden permutar igual que les
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infinitament properes.

Donada una família de superfícies π :S → B amb F.U.s (X,ψ), considerem
el següent diagrama commutatiu,

S2 := Bl∆(S ×X) S ×X

B ×X

bl∆

π2 := (π × IdX) ◦ bl∆
π × IdX ∆ := ψ ×X IdX

Explícitament ∆(t, σ) = (σ(t), σ) i el blowup amb centre ∆ entenem que és el
blowup de S × X amb centre la imatge de ∆, que és tancada per ser ∆ una
secció de π × IdX .
Recordant la construcció del blowup d’una secció veiem que com a conjunt de
punts tancats,

S2 =
⊔
σ∈X
Sσ.

Llavors un punt q ∈ S2 és una parella de punts (p, σ) tal que p ∈ Sσ i
bl∆(q) = (blσ(p), σ), és a dir, p ∈ BlprX◦π2(q)(tq)(Stq ) on tq = prB ◦ π2(q) ∈ B.

Observem que S2 és una família sobre B i sobre X composant π2 amb les
projeccions prB i prX respectivament. Sigui τ una secció de prB ◦ π2 llavors
prX ◦π2 ◦τ :B → X no és necessàriament constant, però pels casos en que ho si-
gui la secció τ determinarà un clúster ordenat de 2 seccions de π, ja que la imatge
de τ estarà continguda en (prX ◦ π2)−1(σ) ∼= Sσ per σ := prX ◦ π2(τ(t)) ∈ X,
on t ∈ B. Considerant aquests fets definim,

Definició 2.2.4. Una família de clústers de 2-seccions és un esquema C amb
dos morfismes α : C → X i β : B × C → S2 tals que els següents diagrames
commuten:

B × C S2 B × C S2

B ×X B

β

IdB × α
π2

β

pr′B

prB ◦ π2

El primer diagrama li direm la propietat de α i el segon la propietat de β. La
propietat de β senzillament diu que (C, β) és família de seccions de prB ◦ π2.
Llavors la propietat de α garanteix que per cada c ∈ C el morfisme prX ◦ π2 ◦ c
sigui constant. D’aquesta manera per un C-punt c ∈ C(C), c és una secció de
Sα(c) i per tant c es correspon a un clúster ordenat de 2 seccions (α(c), c).

Una família universal de clústers de 2-seccions és una família de clústers de 2
seccions (Cl2(S), α, β) amb la propietat universal següent: Per tota altra família
de clústers de 2-seccions (C ′, α′, β′) existeix un únic morfisme g :C ′ → Cl2(S)
tal que α′ = α ◦ g i β′ = β ◦ (IdB × g).
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Les notacions de S2, π2 i ∆ les mantindrem al llarg de tot el treball.

Proposició 2.2.5. Donades (C,α, β) i (C ′, α′, β′) dues famílies de clústers de
2 seccions de π i un morfisme g : C ′ → C tal que β′ = β ◦ (IdB × g) llavors
α′ = α ◦ g.

Demostració. És clar pel següent diagrama.

B × C ′

B × C S2

B ×X

β

IdB × α
π2

β′

IdB × α′

IdB × g

És a dir, podem definir una família universal de clústers de 2-seccions com
una família de clúster de 2 seccions (Cl2(S), α, β) tal que (Cl2(S), β) compleix
la P.U.s per la família prB ◦ π2 però restringida a les famílies de clústers de 2
seccions.

Proposició 2.2.6. Sigui π :S → B una família de superfícies tal que existeix
una F.U.2sec (Cl2(S), α, β), aleshores (Cl2(S), α, β) és únic llevat d’isomorfis-
me únic.

Demostració. Farem la demostració per abstract non-sense. Fixem (C, a, b) una
altra F.U.2sec de π i veiem que existeix un únic isomorfisme entre C i Cl2(S).

Per ser (C, a, b) F.U.2sec de π i (Cl2(S), α, β) una família de clústers de
2-seccions de π existeix un únic morfisme g0 :Cl2(S)→ C tal que

β = b ◦ (IdB × g0)

α = a ◦ g0.

Per ser (Cl2(S), α, β) F.U.2sec de π i (C, a, b) una família de clústers de
2-seccions de π existeix un únic morfisme g1 :C → Cl2(S) tal que

b = β ◦ (IdB × g1)

a = α ◦ g1.

Ara veurem que g0 i g1 són els isomorfismes entre C i Cl2(S), i per tant
tindrem la unicitat del isomorfisme.
Composant les identitats anteriors trobem,

α = α ◦ (g1 ◦ g0)

β = β ◦ (IdB × (g1 ◦ g0))
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Per ser (Cl2(S), α, β) F.U.2sec de π i a la vegada ser una família de clústers
de 2-seccions de π, existeix un únic morfisme h1 :Cl2(S)→ Cl2(S) tal que

α = α ◦ h1

β = β ◦ (IdB × h1)

Per tant h1 = g1 ◦ g0. A més, com que el morfisme identitat de Cl2(S) també
compleix aquestes relacions tenim

g1 ◦ g0 = IdCl2(S)

A partir de les quatre primeres identitats també podem trobar

a = a ◦ (g0 ◦ g1)

b = b ◦ (IdB × (g0 ◦ g1)).

Per ser (C, a, b) F.U.2sec de π i a la vegada ser una família de clústers de
2-seccions de π, existeix un únic morfisme h0 :C → C tal que

a = a ◦ h0

b = b ◦ (IdB × h0)

Per tant h0 = g0◦g1. A més, com que el morfisme identitat de C també compleix
aquestes relacions tenim

g0 ◦ g1 = IdC .

Teorema 2.2.7. Sigui π : S → B una família de superfícies amb B propi i S
quasi-projectiu, aleshores existeix la F.U.2sec (Cl2(S), α, β).

Demostració. Per 1.2.12 existeix X la F.U.s de la família de superfícies i és un
esquema quasi-projectiu, per tant S2 també és quasi-projectiu i per 1.2.12 de
nou existeix (X2, ψ2) F.U.s de la família S2 → B.
D’igual manera existeix la F.U.s (BX,ϕ) de prB :B × X → B, en aquest cas
BX = HomSch(B,X). Com que (X × B, IdX×B) és una família de seccions
de prB , per la P.U.s de BX existeix un únic morfisme i : X → BX tal que
IdB×X = ϕ ◦ (IdB × i).

B ×X

B ×BX B ×X
ϕ

IdB×X
IdB × i

Amb aquest diagrama commutatiu veiem que a través de i els punts de X
donen seccions constants de prB . A més, i és isomorfisme amb la seva imatge i
aquesta és un subesquema tancat de BX, ja que per qualsevol t0 ∈ B tancat,
si jt0 :BX → B × BX és la inclusió en t0, llavors prX ◦ ϕ ◦ jt0 restringit a la
imatge de i és el morfisme invers de i i com que i és una secció de prX ◦ϕ ◦ jt0 ,
que és un morfisme separat i exhaustiu, i(X) és tancat per 1.2.4. (Si pensem els
elements de BX com a morfismes de B en X llavors el morfisme prX ◦ ϕ ◦ jt0
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és el morfisme avaluar en t0 ∈ B).
També tenim que (X2, π2 ◦ ψ2) és família de seccions de prB , per tant, existeix
un únic morfisme f : X2 → BX tal que π2 ◦ ψ2 = ϕ ◦ (IdB × f). Llavors
Cl2(S) := f−1(i(X)), β := ψ2|B×Cl2(S) i α := i−1 ◦ f |Cl2(S) compleixen la
definició de F.U.2sec. Considerem el següent diagrama commutatiu per il·lustrar
la situació,

B × Cl2(S) B ×X2 S1

B ×X B ×BX B ×X

B

ϕ

pr′B
prB

IdB × iCl2(S)

IdB × α

β

IdB × i

prB

ψ2

IdB × f π2

L’únic punt no obvi de que (Cl2(S), α, β) és una família de clústers de 2 seccions
és la igualtat IdB × α = π2 ◦ β, però mirant els dos diagrames anteriors queda
clar que la igualtat es compleix.

Per veure que és la F.U.2sec de π considerem una altra família de 2 seccions
(C,α′, β′) i comprovem que existeix un únic morfisme g :C → Cl2(S) tal que
β′ = β ◦ (IdB × g).
Per ser família de clústers de 2 seccions, (C, β′) és una família de seccions de
prB ◦π2 :S2 → B, a més, (C, π2 ◦β′) és una família de seccions de prB :B×X →
B. Per tant existeixen uns únics morfismes g0 :C → X2, i j :C → BX tals que
β′ = ψ2 ◦ (IdB × g0) i π2 ◦ β′ = ϕ ◦ (IdB × j). Considerem el següent diagrama,

B × C

B ×X B ×X

B ×BX

IdB × α′
π2 ◦ β′

IdB×X

IdB × i
ϕ

IdB × j

ara es veu clar que per la unicitat de j, j = i ◦ α′. A més, si considerem el
diagrama,
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B × C

B ×X2 S2

B ×BX B ×X

β′

IdB × g0

ψ2

IdB × f

ϕ

π2

IdB × j

un altre cop per la unicitat de j, tenim que j = f ◦ g0. Per tant i ◦ α′ = f ◦ g0,
que implica g0(C) ⊆ Cl2(S) i llavors podem pensar g0 com un morfisme amb
imatge en Cl2(S). Si diem g :C → Cl2(S) aquest morfisme llavors

β ◦ (IdB × g) := ψ2|Cl2(S) ◦ (IdB × g) = ψ2 ◦ (IdB × g0) = β′.

Finalment, si existeix un morfisme g′ :C → Cl2(S) tal que β′ = β ◦ (IdB × g′),
llavors

β′ = ψ2 ◦ (IdB × (iCl2(S) ◦ g′)),

per la unicitat de g0 tenim iCl2(S) ◦ g = iCl2(S) ◦ g′ i com que iCl2(S) és injectiva
g′ = g.

Observem que per construcció el diagrama,

Cl2(S) X2

X BX

α
iCl2(S)

i

f

és un producte fibrat, és a dir, Cl2(S) = X ×BX X2. El que passa, com veurem
en la secció de clústers de dues seccions, és que hi ha un morfisme h :X2 → X
tal que el següent diagrama és commutatiu

X2

X BX
i

f
h

i per això podem tenir aquesta descripció de Cl2(S).

Lema 2.2.8. Sigui π : S → B una família de superfícies amb (X,ψ) F.U.s,
llavors per cada secció σ ∈ X hi ha un morfisme sσ :Sσ → S2 que és isomorfisme
amb la seva imatge, (prX ◦ π2)−1(σ).

Demostració. Per cada σ ∈ X un punt tancat, la fibra (S)σ sobre σ pel morfisme
prX : S × X → X és isomorfa a S. Per tant tenim la inclusió de S a S × X
en σ, diem-li υ. Ara, υ−1(∆) = σ(B), per tant (blσ ◦ υ)−1(∆) és un divisor de
Cartier efectiu en Sσ i per la P.U.b del blowup bl∆ existeix un únic morfisme
s :Sσ → S2 tal que el següent diagrama commuta,
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Sσ S2

S S ×X

s

blσ bl∆

υ

Per la commutativitat del diagrama anterior tenim que s(Sσ) = bl−1
∆ (υ(S)) i

recordant la definició de blowup d’una secció veiem que s(Sσ) és isomorf a Sσ.
Això no ens diu que s sigui isomorfisme amb la seva imatge, però si que ens diu
que hi ha un isomorfisme de Sσ a s(Sσ), dons bé, el morfisme sσ que busquem
serà aquest isomorfisme composat amb la inclusió de s(Sσ) en S2. No costa
gaire veure que en realitat s = sσ, però sí que és llarg.

Proposició 2.2.9. Sigui π :S → B una família de superfícies amb B propi i S
quasiprojectiu, aleshores l’aplicació

Ψ : Cl2(S)(C) −→ { clústers ordenats de 2-seccions de π :S → B}
c −→ (α(c), c)

és bijectiva.

Demostració. Pel teorema anterior existeix la F.U.2sec (Cl2(S), α, β) i per la
seva unicitat té la forma que descriu la demostració del teorema. També sabem
que existeix la F.U.s de prB ◦ π2 :S2 → B, (X2, ψ2), per tant té sentit considerà
la Φ de la proposició 1.2.7, que a més, sabem que és bijectiva.

Definim Λ com el subconjunt de seccions s de π2 tals que el morfisme prX ◦
π2 ◦ s és constant. Llavors, com hem vist a la definició de F.U.2sec, hi ha una
aplicació η que envia els elements de Λ a clústers ordenats de 2 seccions de π.
Per descriure η fixem un t0 ∈ B qualsevol i llavors

η : Λ −→ { clústers ordenats de 2-seccions de π}
s 7−→ ((prX ◦ π2 ◦ s)(t0), s)

.

η és independent de la tria de t0 ∈ B ja que prX ◦ π2 ◦ s és constant. A més
és bijectiva perquè té inversa, η−1(σ, τ) = sσ ◦ τ on sσ és el morfisme del lema
anterior.

Clarament Φ restringida a Cl2(S)(C) té la imatge continguda en Λ, és més,
la seva imatge és exactament Λ. Per veure que és exactament Λ necessitem
veure que per tot s ∈ Λ, Φ−1(s) ∈ Cl2(S)(C). Tenint en compte que Cl2(S)
té la forma que li dona la construcció del teorema anterior hem de veure que
f(Φ−1(s)) ∈ i(X), on f i i són els morfismes del teorema anterior. Com que
els elements de i(X) són els punts de BX que donen seccions constants de
B × X → B, hem de veure que prX ◦ f(Φ−1(s)) és constant. Per ser s ∈ Λ

sabem que prX ◦ π2 ◦ s és constant, per la definició de Φ tenim Φ−1(s) = s, per
ser Φ−1(s) un punt tancat B ∼= Bf(Φ−1(s))

∼= BΦ−1(s) i per tant, pel següent
diagrama commutatiu, tenim que Φ(Cl2(S)(C)) = Λ
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B ×X2 S2

B

B ×BX B ×X X

s = Φ−1(s)

ψ2

IdB × f π2

f(Φ−1(s))

ϕ prX

Ara, Ψ és bijectiva ja que Ψ = η ◦ Φ|Cl2(S)(C).

2.3 Blowups relatius
En aquesta secció fixem una família de superfícies π :S → B amb B propi i S
quasi-projectiu, per tant sabem que existeix la seva F.U.s (X,ψ). Llavors fixat
un punt tancat σ ∈ X, com que el blσ és projectiu la família de superfícies
πσ : Sσ → B és quasiprojectiva i també existeix la seva F.U.s (X̃, ψ̃). Llavors
veiem que es pot construir X̃ a partir de X.

Definim Eσ com el divisor excepcional de Sσ, Y := ψ̃−1(Eσ) i prX̃ :B×X̃ →
X̃ i prB :B × X̃ → B com les projeccions.

En aquesta secció haurem de treballar amb ω ∈ X̃ no necessàriament tancat.
Recordem de la definició de família universal de seccions (1.2.5) la construcció
d’una secció per punts no necessàriament tancats, així donat ω ∈ X̃ tenim
que πωσ : Sωσ → Bω és la família de superfícies de la qual ω n’és una secció.
Llavors definim Eωσ com l’antiimatge de Eσ a Sωσ , Yω := ω−1(Eωσ ) i els morfismes
prω :Sωσ → Sσ i prfσ(ω) :Sfσ(ω) → S com les projeccions.

Tant Y com Yω són tancats de Zariski, en el segon cas això és perquè prB
restringida a la fibra de ω pel morfisme prX̃ és isomorfisme amb inversa iω.

Proposició 2.3.1. Existeix un únic morfisme fσ : X̃ → X tal que el següent
diagrama commuta,

B × X̃ Sσ

B ×X S

ψ̃

IdB × fσ blσ

ψ

Demostració. Com que (X̃, blσ ◦ ψσ) és una família de seccions de π, podem
aplicar la P.U.s de la F.U.s (X,ψ).

El punt σ ∈ X és un punt tancat i com a tal determina una secció de π.
En canvi ω no té per que ser-ho i per tant fσ(ω) tampoc té per que ser tancat.
Llavors la notació fσ(ω)(t) = σ(t) és un abús de llenguatge per dir que

σ ◦ p1 ◦ it = prfσ(ω) ◦ fσ(ω) ◦ it
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on it : Spec(k(t)) → Bfσ(ω) és la inclusió en t ∈ Bfσ(ω) i p1 :Bfσ(ω) → B és la
projecció.

Proposició 2.3.2. Per tot ω ∈ X̃, donat t ∈ Bω, ω(t) ∈ Eωσ sii fσ(ω)(t) = σ(t),
és més, fσ(ω) = σ sii Yω = Bω. .

Demostració. És evident ja que el següent diagrama és commutatiu.

Bω B × X̃ Sσ

Bfσ(ω) B ×X S

IdB × iω

IdB × fσ

ω

ψ̃

IdB × fσ blσ(B)

IdB × ifσ(ω)

fσ(ω)

ψ

On iω i ifσ(ω) són les inclusions en ω i fσ(ω) respectivament.

Proposició 2.3.3. Y és un tancat localment principal i Yω ⊆ Bω és un divisor
de Cartier efectiu per tot ω ∈ X̃ tal que fσ(ω) 6= σ.

Demostració. Y és antiimatge per un morfisme de Eσ que és un tancat localment
principal, per tant, Y també és un tancat localment principal.
Sabem que Bω és isomorf a ω(B) via ω. A més, Yω = ω−1(Eωσ ∩ ω(Bω)), per
tant ω(Yω) = ω(Bω) ∩ Eωσ que és un divisor de Cartier efectiu en ω(Bω) sii
ω(Bω) 6⊆ Eωσ que passa sii fσ(ω) 6= σ.

Proposició 2.3.4. Definim U := {ω ∈ X̃ tal que Yω és un divisor de Cartier
efectiu en Bω} i Z := pr−1

X̃
(U) ∩ Y . Llavors U és un obert i Z ⊆ B × U és

divisor de Cartier efectiu relatiu al morfisme prX̃ |B×U = prU .

Demostració. Clarament U = X̃ \f−1
σ (σ), per tant és obert, ja que σ és un punt

tancat.
Z és un tancat localment principal en B×U . El morfisme prU és pla i localment
de presentació finita ja que B és projectiu, de tipus finit i U és quasiprojectiu i
localment noetherià. A més, per definició, per tot ω ∈ U , Zω := (prU |Z)−1(ω) ⊂
(B×U)ω és un divisor de Cartier efectiu, per tant podem aplicar el lema 1.1.32.

Donada una component irreductible de X̃, X̃0, definim U0 := X̃0 ∩ U

Lema 2.3.5. Definim I := ψ−1(σ(B)) aleshores I ∩ (B×fσ(U0)) ⊆ B×fσ(U0)
és pla pel morfisme prfσ(U0).

Demostració. Per ser Z ⊆ B × U divisor de Cartier efectiu relatiu al morfisme
prX̃ |B×U = prU és pla i el polinomi de Hilbert de Zω és independent de ω. Si
Iτ := (prfσ(U0)|I)−1(τ), Zω ∼= Yω = prB(pr−1

X (fσ(ω)) ∩ I) ∼= Ifσ(ω). Per tant
el polinomi de Hilbert de Iτ és independent de τ per tot τ ∈ fσ(U0) i llavors
prfσ(U0)|I és pla. (veure teorema 9.9 [10, III])
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Teorema 2.3.6. fσ|U0
és isomorfisme amb la seva imatge.

Demostració. Primer recordem que per ser X̃ un esquema localment noetherià
i quasiprojectiu, tota component irreductible és quasiprojectiva i de dimensió
finita.

Donats ω i ω′ ∈ U tals que fσ(ω) = fσ(ω) aleshores fσ(ω) = fσ(ω′). Si els
dos són punts tancats de U , la transformada estricta de fσ(ω)(B) pel blowup
blσ és exactament ω(B), per tant ω = ω′, ω = ω′ i fσ|U és injectiva sobre els
punts tancats. Si no són tancat podem considerar la transformada estricta de
fσ(ω)(Bfσ(ω)) pel morfisme blσ × fσ :Sωσ → Sfσ(ω) com

(blσ × fσ)−1
(
fσ(ω)(Bfσ(ω)) \ pr−1

fσ(ω)(σ(B))
)

que ha de ser igual a ω(Bω) perquè comparteixen un obert dens de Zariski. A
més tenim el següent diagrama commutatiu,

Sωσ Sfσ(ω)

Sσ S

blσ × fσ

prω prfσ(ω)

blσ

amb això és clar que prfσ(ω) ◦ω = prfσ(ω′) ◦ω′ i per tant ω = ω′ i fσ|U també és
injectiva sobre els punts no tancats. Així sols hem de veure que la seva aplicació
inversa és a més un morfisme.

Definim ψ0 := ψ|B×fσ(U0), I0 := ψ−1
0 (σ(B)), p : B × fσ(U0) → fσ(U0) la

projecció, que és un morfisme pla, i (I0)τ la fibra sobre τ pel morfisme p|I0 . Per
cada τ ∈ p(I0) existeix una única ω ∈ U0 tal que τ = fσ(ω), a més, prB |(I0)τ

és isomorfisme i clarament prB((I0)τ ) = Yω ⊆ Bω que és un divisor de Car-
tier efectiu ja que ω ∈ U0. Per tant (I0)τ ⊆ (B × fσ(U0))τ és un divisor de
Cartier efectiu. Pel lema 2.3.5, prfσ(U0)|(I0) és pla i per tant, pel lema 1.1.32,
I0 ⊆ B × fσ(U0) és un divisor de Cartier efectiu relatiu al morfisme prfσ(U0).

Ara per la P.U.b del blowup blσ(B) existeix un únic morfisme g′ : B ×
fσ(U0) → Sσ tal que blσ(B) ◦ g′ = ψ|B×fσ(U0). Com que π ◦ ψ|B×fσ(U0) = prB ,
(fσ(U0), g′) és una família de seccions de πσ i per la P.U.s de (X̃, ψ̃) existeix un
únic morfisme g :fσ(U0) → X̃ tal que g′ = ψ̃ ◦ (IdB × g). Aleshores el següent
diagrama és commutatiu i veurem que g és el morfisme invers de fσ.

B × U0 Sσ

B × fσ(U0) S

ψ̃

IdB × g

ψ

g′

blσ
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Primer demostrem que fσ ◦ g = Idfσ(U0). Per les propietats de fσ,

ψ ◦ (IdB × (fσ ◦ g)) = blσ ◦ ψ̃ ◦ (IdB × g)

Per tant, ara pel diagrama anterior,

ψ ◦ (IdB × (fσ ◦ g)) = ψ0

però per la P.U.s de (X,ψ) la inclusió de B×fσ(U0) en B×X és l’únic morfisme
que compleix aquesta relació.

Ara g ◦ fσ = IdU0
, ja que si τ ∈ fσ(U0) aleshores existeix una única τ̃ ∈ U0

amb τ = fσ(τ̃). A més, σ 6= τ = fσ(g(τ)) per tant g(τ) ∈ U = X̃ \ f−1
σ (σ) i

com que fσ és injectiva sobre tot U , τ̃ = g(τ) i finalment, g(τ) = (g ◦ fσ)(τ̃) per
definició de τ̃ .

Donades dues seccions σ i τ de π no sempre és cert que la transformada
estricte de τ(B) pel blowup blσ :Sσ → S es correspongui amb la imatge d’una
secció de π ◦bl. En els exemples trobarem casos d’aquestes parelles de seccions.
Aquest fet motiva la següent definició.

Definició 2.3.7. Donades dues seccions σ, τ ∈ X, diem que la parella (σ, τ)
és una parella de seccions admissibles si són disjuntes, π(σ(B) ∩ τ(B)) és un
divisor de Cartier de B, o τ = σ. També direm que τ és admissible respecte σ.
Denotarem per Xσ

adm el conjunt de seccions admissibles respecte σ.

Exemple 2.1. Si la base B de la família de superfícies té dimensió 1, com que
hem suposat que B és regular, tenim Xσ

adm = X

Proposició 2.3.8. Per tot σ ∈ X un punt tancat, el conjunt Xσ
adm és cons-

tructible.

Demostració. Xσ
adm = fσ(X̃)∪{σ}, ja que per qualsevol secció ω de πσ, blσ ◦ω

és una secció de π que ha de ser admissible respecte σ. Per tant, pel teorema
de Chevalley, Xσ

adm és constructible.

Teorema 2.3.9. Existeix una estratificació de X = ∪pXp tal que

1) {σ} és un estrat

2) Si existeix una τ ∈ Xp0 amb τ admissible respecte σ aleshores tot element
de Xp0 és admissible respecte σ.

3) Cada component irreductible Xp0

0 de l’estrat Xp0 és isomorf al U0 d’una
component irreductible X̃0

σ de X̃.

Demostració. El morfisme prX |I : I → X, on prX :B ×X → B és la projecció,
no és pla en general, però per la proposició 1.1.37, existeix una estratificació
de X =

⋃
p∈P X

p tal que el morfisme prX |I∩pr−1
X (Xp) és pla i els estrats són

maximals amb aquesta condició. Aquesta és l’estratificació de X que busquem,
veiem-ho.
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(1) Per la equidimensionalitat de les fibres d’un morfisme pla, {σ} és un
estrat, ja que σ ∈ prX(I) és l’única secció tal que la dimensió de Iτ = I ×X
Spec(k(τ)), la fibra sobre τ pel morfisme prX |I , és igual a la dimensió de B.

(2) Sigui ara Xp0 tal que σ 6∈ Xp0 . Per [9, VI, Theorème 2.1 (i)] i 1.1.31,
si existeix τ ∈ Xp tal que Iτ ∼= prB(Iτ ) ⊂ B és un divisor de Cartier efectiu
aleshores per tot τ ∈ Xp, Iτ és un divisor de Cartier efectiu.

(3) Llavors per 1.1.32 en Xp0 , (ψ|B×Xp)−1(σ(B)) ⊆ B ×Xp0 és un divisor
de Cartier efectiu relatiu el morfisme prXp0 . Per la P.U.b del blowup Sσ existeix
un únic morfisme g′ :B ×Xp0 → Sσ tal que

blσ ◦ g′ = ψ|B×Xp0 .

Per la P.U.s de (X̃, ψ̃) existeix un únic morfisme g :Xp0 → X̃ tal que

ψ̃ ◦ (IdB × g) = g′.

Per tant
ψ|B×Xp0 = blσ ◦ ψ̃ ◦ (IdB × g) = ψ ◦ (IdB × fσ ◦ g)

i, per la P.U.s de (X,ψ), fσ ◦ g = IdXp0 .
Per ser Xp

0 irreductible, g(Xp
0 ) està contingut en X̃0

σ una component irre-
ductible de X̃. Llavors Xp

0 = fσ ◦ g(Xp
0 ) ⊆ fσ(X̃), és més, com que σ 6∈ Xp

0 ,
Xp

0 ⊆ fσ(U0). A més el lema 2.3.5 diu que fσ(U0) està contingut en algu-
na component irreductible d’un estrat i com que aquests són disjunts tenim
fσ(U0) ⊆ Xp

0 i per tant fσ(U0) = Xp
0 .

En aquesta secció hem vist que podem descriure X̃ com la unió disjunta
d’un tancat, f−1

σ (σ), i el seu complementari, U , un obert. El tancat és isomorf
a la F.U.s de Eσ → B, que són les seccions infinitament properes a σ. Per les
components irreductibles de X̃, X̃0, hi ha tres possibilitats,

• X̃0 ⊆ f−1
σ (σ) i totes les seccions són infinitament properes a σ.

• X̃0 ⊆ U i X̃0 és isomorfa a un estrat Xp per fσ.

• No està continguda en f−1
σ (σ) ni en U . En aquest cas X̃0 és birracional a

un estrat Xp0 per fσ.

Aleshores sabem que pel tercer cas tindrem el següent diagrama

X̃0 Bl?(Xp0) Xp0

∪ ∪
U0 Xp0

bl?

∼=

Sabem que el blowup ha de tenir per centre un ideal amb suport σ però no
coneixem aquest ideal i seria molt interessant tenir alguna descripció d’aquest
ideal.



2.4. CLÚSTERS DE DUES SECCIONS 45

2.4 Clústers de dues seccions
En aquesta secció seguirem la mateixa notació de la secció anterior i de la
definició de F.U.2sec, excepte que ara a la F.U.s (X̃, ψ̃) de πσ li direm (X̃σ, ψ̃σ),
per diferenciar de quina σ ∈ X es tracta. Llavors reproduirem la secció anterior
però sense fixar cap secció. És a dir, veurem que podem construir Cl2(S) a
partir de X ×X.

Recordem que E és el divisor excepcional del blowup S2 := Bl∆(S × X),
∆:B ×X → S ×X és ψ ×X IdX i definim A := β−1(E) ⊂ B × Cl2(S).

Donat c ∈ Cl2(S), igual que per una secció σ ∈ X, c és secció de πc2 :Sc2 → Bc.
Llavors definim Ec com la antiimatge de E a Sc2 , Ac := c−1(Ec) i el morfisme
prCl2(S) :B × Cl2(S)→ Cl2(S) com la projecció.

Proposició 2.4.1. La F.U.sec de prB◦(π×IdX) :S×X → B és (X×BX,ψ×B
ϕ).

Demostració. Com que S ×B (B × X) ∼= S × X podem aplicar la proposició
1.2.9.

Proposició 2.4.2. Per cada σ ∈ X existeix una única inclusió gσ : X̃σ →
Cl2(S) tal que el següent diagrama commuta,

B ×X B × Cl2(S)

S S2

IdB × g0

ψσ β

sσ

on sσ :Sσ → S2 és la inclusió del lema 2.2.8.

Demostració. Clarament (X̃σ, fσ, sσ ◦ ψ̃σ) és una família de clústers de 2 secci-
ons, llavors existeix el morfisme gσ i és únic. Per veure que és isomorfisme amb
la seva imatge es pot fer per abstract nonsense.

Proposició 2.4.3. Existeix un únic morfisme F :Cl2(S) → X × X tal que el
següent diagrama commuta,

B × Cl2(S) S2

B ×X ×X B ×X ×BX S ×X

IdB × F

β

IdB×X × i ψ ×B ϕ

bl∆

Demostració. Com que (X2,bl∆ ◦ ψ2) és família de seccions de S × X → B
existeix un únic morfisme h : X2 → X × BX tal que el següent diagrama
commuta,

B ×X2 S2

B ×X ×BX S ×X

ψ2

IdB × h bl∆

ψ ×B ϕ
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llavors, usant l’observació posterior a la proposició 2.2.7, que diu Cl2(S) =
X ×BX X2, podem definir F := IdX ×BX h.

Explícitament F queda com

F (c) = (α(c), fα(c)(g
−1
α(c)(c))),

i si pensem que c és el clúster de dos seccions (σ, ω), llavors F (c) = (σ, fσ(ω)).
Donat una c ∈ Cl2(S) l’element fα(c)(g

−1
α(c)(c)) de X li direm bc i a l’ele-

ment g−1
α(c)(c) de X̃σ, ic. Intuïtivament si c és el clúster ordenat de 2-seccions

(σ, τ) ∈ X × X̃σ de π, aleshores ic = τ i bc = fσ(τ), és a dir, bc = blσ ◦ τ .
També definim ∆S com el morfisme diagonal de S ×B S i ∆X com el morfisme
diagonal de X ×X.

L’esquema X×X és una família de seccions de S×X → B amb el morfisme
bβ := (ψ ×B ϕ) ◦ (IdB × IdX × i), llavors F (c) n’és una secció.
No coste gaire veure que hi ha un morfisme s :S×X → S×BS que en components
és s(p, σ) = (p, σ(π(p))). Llavors definim sF (c) := s ◦F (c) que és una secció de
π ×B π. Finalment notem que (X ×X,ψ ×B ψ) és una família de seccions de
π×B π, la secció que es correspon a F (c) amb aquesta estructura és exactament
sF (c) i ψ ×B ψ = s ◦ bβ. En la següent proposició trobem un diagrama que
mostra part de la situació.

Proposició 2.4.4. Per tot c ∈ Cl2(S), donat t ∈ Bc, c(t) ∈ E sii bc(t) =
α(c)(t), o equivalentment sii sF (c)(t) ∈ ∆S(S). És més, F (c) ∈ ∆X(X) sii
Ac = Bc. .

Demostració. És evident ja que el següent diagrama és commutatiu.

B × Cl2(S) S2

Bc

B ×X ×X S ×X S ×B S

c

β

IdB × F bl∆
s ◦ bl∆

sF (c)

bβ s

iF (c) ◦ (IdB × F )

ic

On ic i iF (c) són les inclusions en c i F (c) respectivament.

Proposició 2.4.5. A és un tancat localment principal i Ac ⊆ B és un divisor
de Cartier efectiu per tot c ∈ Cl2(S) tal que F (c) 6∈ ∆X(X).

Demostració. A és antiimatge per un morfisme de E que és un tancat localment
principal, per tant, A també és un tancat localment principal.

Sabem que Bc és isomorf a c(Bc) via c. A més, Ac = c−1(Ec ∩ c(Bc)), per
tant c(Ac) = c(B)∩Ec que és un divisor de Cartier efectiu en c(B) sii c(B) 6⊆ Ec
que passa sii F (c) 6∈ ∆X(X).
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Proposició 2.4.6. Definim V := {c ∈ Cl2(S) tal que Ac és un divisor de
Cartier efectiu en Bc} i T := pr−1

Cl2(S)(V ). Llavors V és un obert i T ∩ A ⊆ T

és divisor de Cartier efectiu relatiu al morfisme pp := prCl2(S)|T .

Demostració. Clarament V = Cl2(S) \ F−1(∆X(X)), per tant és obert, ja que
∆X(X) és un tancat per ser X un esquema quasiprojectiu.

T ∩ A és un tancat localment principal en T . T és isomorf a B × V i el
morfisme pp es correspon el morfisme prV via aquest isomorfisme. Per tant,
com que prV és pla i localment de presentació finita ja que B és projectiu, de
tipus finit i V és localment noetherià, també ho és pp. A més, per tot c ∈ V ,
Ac ∼= (T ∩A)c = (pp|T∩A)−1(c) ⊂ Tc := pp−1(c) ∼= B per tant (T ∩A)c ⊆ Tc és
un divisor de Cartier efectiu per tot c ∈ V i podem aplicar el lema 1.1.32.

Donada una component irreductible de Cl2(S), C0, definim V0 := C0 ∩ V

Lema 2.4.7. Definim bA := bβ−1(∆(B ×X)), bT := pr−1
X×X(F (V0)) i bpp :=

prX×X |bT , on prX×X :B×X×X → X×X és la projecció. Llavors el morfisme
bpp|bT∩bA és pla.

Demostració. Per ser el morfisme pp|T∩A pla, el polinomi de Hilbert de (T ∩A)c
és independent de c. Donat c ∈ V0, (bT ∩ bA)F (c) := (bpp|bT∩bA)−1(F (c)),
(T ∩ A)c ∼= Ac = prB(bpp−1(F (c)) ∩ bA) ∼= (bT ∩ bA)F (c). Per tant el polinomi
de Hilbert de (bT ∩bA)F (c) és independent de F (c) per tot F (c) ∈ F (V0) i llavors
bpp|bT∩bA és pla (veure teorema 9.9 [10, III]).

Teorema 2.4.8. F |V0
és isomorfisme amb la seva imatge.

Demostració. Si c i c′ ∈ V són tals que c(Bc) \ Ec = c′(Bc′) \ Ec
′
(això vol dir

que Spec(k(c)) ∼= Spec(k(c′))) aleshores, com que Ec ∩ c(Bc) és un tancat propi
de c(Bc), llavors c = c′ i c = c′, per tant F |V0 és bijectiva. Així sols hem de
veure que la seva aplicació inversa és a més un morfisme.

La projecció bpp és plana. Per cada a ∈ bpp(bT ∩ bA) existeix una única
c ∈ V0 tal que a = F (c), a més, (bT ∩ bA)a ⊆ (bT )a és un divisor de Cartier
efectiu ja que c ∈ V0. Pel lema 2.4.7, bpp|bT∩bA és pla i per tant, per 1.1.31,
bT ∩ bA ⊆ bT és un divisor de Cartier efectiu relatiu al morfisme bpp.

Ara per la P.U.b del blowup bl∆ existeix un únic morfisme G′ :bT → S2 tal
que bl∆ ◦G′ = bβ|bT . Com que prB ◦(π×IdX)◦bβ|bT = prB , (F (V0), G′) és una
família de clústers de 2 seccions de π, per la P.U.2sec de (Cl2(S), α, β) existeix
un únic morfisme G :F (V0)→ Cl2(S) tal que G′ = β ◦ (IdB ×G) i aleshores G
és el morfisme invers de F , veiem-ho.

Primer veiem que F ◦G = IdF (V0). La parella (F (V0), bβ|F (V0)) és una família
de seccions de prB ◦ (π × IdX) per tant, per la P.U.s de (X × BX,ψ ×B ϕ),
existeix un únic morfisme h :F (V0)→ X ×BX tal que

bβ|F (V0) = (ψ ×B ϕ) ◦ (IdB × h)

però tant el morfisme (IdX × i) ◦ (F ◦G) com el morfisme (IdX × i) ◦ (iF (V0))
compleixen aquesta igualtat, per tant són iguals entre ells i com que IdX × i és
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isomorfisme amb la seva imatge aleshores F ◦G = iF (V0).

Ara G ◦ F = IdV0 , ja que si a ∈ F (V0) aleshores existeix una única c ∈ V0

amb a = F (c). A més, a = F (G(a)) per tant G(a) ∈ V = Cl2(S)\F−1(∆X(X)).
Per tant, com que F és injectiva sobre tot V , c = G(a) = (G ◦ F )(c).

Teorema 2.4.9. Existeix una estratificació de X ×X = ∪pXXp tal que

• ∆X(X) és un estrat.

• Donat un estrat XXp0 si existeix una (σ, τ) ∈ XXp0 una parella de secci-
ons admissibles aleshores tot element de XXp0 és una parella de seccions
admissibles.

• Cada component irreductible XXp0

0 de XXp és isomorfa a un V0 d’una
component irreductible C0 de Cl2(S).

Demostració. Per la proposició 1.1.37, existeix una estratificació de X × X =
∪pXXp tal que el morfisme (prX×X |bT )|(prX×X |bT )−1(XXp) = prX×X |bT∩XXp és
pla. Aleshores aquesta és l’estratificació que busquem. Comprovem que com-
pleix les propietats anunciades.

(1) Per la equidimensionalitat de les fibres d’un morfisme pla, ∆X(X) és
un estrat, ja que els elements a de ∆X(X) ⊆ prX×X(bT ) són els únics que la
dimensió de bTa := (prX×X |bT )−1(a) és igual a dim(B). A més, els element
d’aquest estrat, ∆X(X), es corresponen a parelles de seccions admissibles.

(2) Sigui XXp un estrat diferent de ∆X(X), per [9, VI, Theorema 2.1 (i)] i
1.1.31, si existeix a ∈ XXp tal que bTa ⊂ (X ×X)a := pr−1

X×X(a) és un divisor
de Cartier efectiu aleshores per tot a ∈ XXp, bTa ⊆ (X ×X)a és un divisor de
Cartier efectiu.

(3) Per 1.1.32, bT ∩ pr−1
X×X(XXp) ⊆ W := pr−1

X×X(XXp) és un divisor de
Cartier efectiu relatiu el morfisme prXXp . Per la P.U.b del blowup bl∆ existeix
un únic morfisme G′ :W → S2 tal que bl∆ ◦G′ = bβ|W . Si diem γ := prB,X |W
on

prB,X : B ×X ×X −→ X ×B
(t, σ, τ) 7−→ (t, τ)

Llavors es clar que el següent diagrama és commutatiu,

S2

W S ×X

B ×X

G′

bβ|W

γ

bl∆

π2

π × IdX
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aleshores el triplet (XXp, γ,G′) és una família de clústers de 2 seccions de π i per
tant, per la P.U.2sec de (Cl2(S), α, β) existeix un únic morfisme G :XXp → S2

tal que els següents diagrames commuten

B ×XXp XXp

B × Cl2(S) S2 Cl2(S) X

G′
IdB ×G

β

γ
G

α

Finalment veiem que el morfisme G restringit a cada component irreducti-
ble de XXp, XXp

0 , és un isomorfisme amb la seva imatge, de fet és el morfisme
invers de F .

La parella (W, bβ|W ) és una família de seccions de prB ◦ (π× IdX) per tant,
per la P.U.s de (X ×BX,ψ×B ϕ), existeix un únic morfisme h :W → X ×BX
tal que bβ|W = (ψ ×B ϕ) ◦ (IdB × h) però tant el morfisme (IdX × i) ◦ (F ◦G)
com el morfisme (IdX × i) ◦ (iW ) compleixen aquesta igualtat, ja que bβ|W =
bl∆ ◦ β ◦ (IdB ×G) = bβ ◦ (IdB × F ◦G). Per tant són iguals entre ells i com
que IdX × i és isomorfisme amb la seva imatge aleshores F ◦G = iW .

Per ser XXp
0 irreductible, G(XXp

0 ) està contingut en C0 una component
irreductible de Cl2(S). Llavors XXp

0 = F ◦ G(XXp
0 ) ⊆ F (C0), és més, com

que ∆X(X) ∩ XXp
0 = ∅, XXp

0 ⊆ F (V0), on V0 = C0 ∩ V o com a conjunt
V0 = C0 \F−1(∆X(X)). A més, el lema 2.4.7 implica que F (V0) està contingut
en alguna component irreductible d’un estrat. Llavors, com que els estrats són
disjunts entre ells tenim F (V0) ⊆ XXp

0 i per tant F (V0) = XXp
0 .

En aquesta secció hem vist que podem descriure Cl2(S) com la unió d’un
tancat, F−1(∆X(X)), i el seu complementari, un obert V . El tancat està format
per els clústers de 2-seccions pels que la segona secció és infinitament propera a la
primera. Per les components irreductibles de Cl2(S), C0 hi ha tres possibilitats,

• C0 ⊆ F−1(∆X(X)) i està format per clústers de 2-seccions en que la
segona secció és infinitament propera a la primera.

• C0 ⊆ V i C0 és isomorf a un estrat XXp per F (llavors està format per
parelles de seccions admissibles).

• No està continguda en F−1(∆X(X)) ni en V . En aquest cas C0 és birra-
cional a un estrat XXp0 per F .

Aleshores sabem que pel tercer cas tindrem el següent diagrama,

C0 Bl?(XXp0) XXp0

∪ ∪
V0 XXp0

bl?

∼=

Sabem que el blowup ha de tenir per centre un ideal amb suport ∆X(X)
però no coneixem aquest ideal i seria molt interessant tenir alguna descripció
d’aquest ideal.
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Capítol 3

Exemples

En aquest capítol estudiarem uns casos particulars de famílies de superfícies
π :S → B que pretenen exemplificar la teoria del treball. Ens limitarem a casos
simples: famílies fibrades en plans projectius, amb base un espai projectiu. Per
aquestes sabem que existeix la seva F.U.s (X,ψ).
Aproximadament en cada exemple descriurem X i ψ. Llavors per una secció
fixada σ ∈ X descriurem part de X̃σ i trobarem l’estratificació platificadora de
X = ∪iXi pel morfisme prX |I : I → X on prX :B × X → X és la projecció i
I := ψ−1(σ(B)).
Pels estrats Xi formats per seccions admissibles respecte σ trobarem l’únic
morfisme Gi que fa el següent diagrama commutatiu,

Sσ

B ×X S

Gi

ψ

blσ

Finalment farem el blowup de X amb centre σ i descriurem els morfismes G̃i que
estenen els morfismes Gi sobre cada transformada estricte de cada estrat. Però
cada exemple tindrà un desenvolupament diferent, segons el que ens permetin
les propietats de la família de superfícies que estudiem.

3.1 Exemple I
Considerem π com la projecció sobre la segona component de P2×P1. Com que
la dimensió de B és 1 no hi ha restriccions per les parelles de seccions admissibles.

3.1.1 Descripció de X

Per la propietat universal del producte, una secció de π està determinada per
un morfisme s :P1 → P2, de fet la imatge de la secció és el graf d’aquest morfis-
me. Un morfisme com s està determinat per tres polinomis P1, P2, P3 ∈ C[u, v]
homogenis, del mateix grau i sense arrels comunes. Com que els polinomis Pi
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pertanyen a l’anell de polinomis en dues variables sobre un cos algebraicament
tancat i són homogenis factoritcen en factors lineals i per tant tenen arrels co-
munes sii tenen algun factor en comú.
Per tant X és una unió de components connexes i irreductibles Xd, una per
cada grau d ∈ N, i Xd

∼= Ud ⊆ P(C[u, v]3d) on C[u, v]d és el conjunt de polinomis
homogenis de grau d i Ud és l’obert corresponent al conjunt de ternes sense
factors comuns.

Per veure que Ud és un obert observem que donat un punt [P1 : P2 : P3] ∈
P(C[u, v]3d) si els Pi tenen un factor comú P de grau k aleshores Pi = Pgi on gi
és un polinomi homogeni de grau d− k, ja que el producte de dos polinomis no
homogenis mai dona un polinomi homogeni. Així [P1 : P2 : P3] és a la imatge
del morfisme,

φk : P (C[u, v]k)× P
(
C[u, v]3d−k

)
−→ P

(
C[u, v]3d

)
h, [h1 : h2 : h3] 7−→ [hh1 : hh2 : hh3]

llavors

Ud = P
(
C[u, v]3d

)
\

 ⋃
0<k≤d

Im(φk)

 .

Com que φk és propi per tot k per ser un morfisme entre espais projectius,
Ud és un obert. Per exemple X0

∼= P(C[u, v]30) ∼= P(C3) = P2.

3.1.2 Secció de grau zero
Donat un punt q ∈ P2 considerem la secció constant σq ∈ X0 tal que σq(t) =

(q, t) per tot t ∈ P1. Diem πq :Sq → P1 a la família de superfícies resultat de fer
el blowup de S al llarg de la imatge de la secció σq i Eq el divisor excepcional
d’aquest blowup. Observem que Sq = Blq(P2)× P1 ja que els dos són els zeros
del mateix polinomi en P2 × P1 × P1.

Estratificació de X per q = [0 : 0 : 1]

Com que la dimensió de la base és 1 la dimensió de τ(B) ∩ σ(B) és zero per
tota secció τ ∈ X amb τ 6= σ i τ(B) ∩ σ(B) 6= ∅. Aleshores podem indexar
l’estratificació pel grau del 0-cicle intersecció entre σ(B) i τ(B), que denotarem
deg(τ ∩ σ) i cada estrat serà Xi.

La secció τ := [P1 : P2 : P3] ∈ Xd té intersecció amb σ sii P1 i P2 tenen
alguna arrel comuna, que passa sii tenen algun factor en comú, igual que en la
descripció de X. A més, el grau d’aquest factor comú és exactament deg(τ ∩σ),
és a dir, deg(mcd(P1, P2)) = deg(τ ∩ σ). Considerem per cada d, r ∈ Z,

ρd,r : P(C[u, v]r)× P(C[u, v]2d−r)× P(C[u, v]d) −→ P(C[u, v]3d)
A, [Q1 : Q2], P3 7−→ [AQ1 : AQ2 : P3]

i per cada d ∈ Z diem Rd ∈ Z[ad,0, . . . , a0,d, bd,0, . . . , b0,d] a la resultant dels
polinomis P :=

∑
i+j=d ai,ju

ivi i Q :=
∑
i+j=d bi,ju

ivi, és a dir, mcd(P,Q) 6= 1
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sii Rd(P,Q) = 0(veure [15, IV.8]). Llavors en P(C[u, v]2d) tenim V (R), que és
el tancat format per les parelles de polinomis que tenen alguna arrel o factor
en comú. Si p :P(C[u, v]3d)→ P(C[u, v]2d) és la projecció sobre les dues primeres
components, diem V (Rd) := p−1(V (R)).
Amb aquesta notació és clar que,

X0 =
⋃
d≥0

(
Xd \ V (Rd)

)
.

A més per cada d ≥ r ≥ 1, Td,r := Im(ρd,r) ⊆ V (Rd) és un tancat, ja que
ρd,r és propi, i conté totes les ternes de polinomis homogenis de grau d tals que
els dos primers polinomis tenen un factor comú de grau més gran o igual que
r. Així en Xr

d := Xd ∩ Td,r hi ha totes les seccions de grau d que tenen grau de
intersecció amb σ més gran o igual a r. Per tant

Xr =
⋃
d≥r

(
(Xr

d \Xr+1
d

)
on Xr

d = ∅ per tot r > d, és la descomposició en components irreductibles de
cada estrat Xr.

Descripció de X̃σq per q = [0 : 0 : 1]

Per la propietat universal del producte, una secció de πq ve donada per un
morfisme de P1 a Blq(P2). Utilitzarem que la família de superfícies πq és una
restricció de la família P2 × P1 × P1 → P1 per veure X̃σ com un subesquema de
la F.U.s de la família P2 × P1 × P1 → P1.

Diem Y a la F.U.s de la família P2 × P1 × P1 → P1. La descripció que hem
fet de X es trasllade perfectament aquest cas. Així Y té la descomposició en
components connexes i irreductibles següent,

Y =
⋃

d,d′≥0

Ũd,d′

on Ũd,d′ és el subconjunt de P(C[u, v]3d) × P(C[u, v]2d′) tal que ω := ([P1 : P2 :

P3], [Q1 : Q2]) ∈ Ũd,d′ sii P1, P2, P3 no tenen factors comuns i tampoc Q1, Q2.
La demostració de què Ud és un obert serveix tant si prenem una tripleta de
polinomis com si en prenem una parella, per tant, si U ′d és el subconjunt de
P(C[u, v]2d′) format per parelles de polinomis sense factors en comú, U ′d és un
obert i, com que Ũd,d′ = Ud × U ′d′ , el conjunt Ũd,d′ també és un obert.

Donat ω := ([P1 : P2 : P3], [Q1 : Q2]) ∈ Ũd,d′ , per cada [u : v] ∈ P2,
ω[u : v] ∈ Blq(P2) ⊂ P2 × P1 × P1 sii (Q2P1 −Q1P2)[u : v] = 0, per tant

X̃σ =
⋃

d,d′≥0

(prd,d′ ◦ ϕ−1
d,d′)(Im(∆d+d′)) ∩ Ũd,d′ ,

on
∆d :C[u, v]d → C[u, v]d × C[u, v]d

és la diagonal,

prd,d′ :C[u, v]2d × C[u, v]2d′ → P(C[u, v]2d)× P(C[u, v]2d′)
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és la projecció usual i

ϕd,d′ : C[u, v]2d × C[u, v]2d′ −→ C[u, v]d+d′ × C[u, v]d+d′

(P1, P2), (Q1, Q2) 7−→ (P1Q2, P2Q1)
.

Per donar una descripció més acurada de X̃σq definim X̃d,d′ := (prd,d′ ◦
ϕ−1
d,d′)(Im(∆d+d′)). Observem que ω ∈ X̃d,d′ sii

P1Q2 = P2Q2.

Si P1 = P2 = 0 llavors P3 = 1, ω ∈ X̃0,d′ i serà una secció de Eq. A més,
qualsevol (Q1, Q2) ∈ ∪d≥0U

′
d satisfarà l’equació anterior, per tant, per cada

d′ ≥ 0, dintre de X̃0,d′ tenim el tancat Vd′ corresponent a les equacions P1 =
P2 = 0, Vd′ ∼= U ′d′ i es correspon a les seccions de grau d′ del divisor excepcional
Eq, és a dir, ∪d≥0Vd és la F.U.s de la família Eq → B.
Si Pi 6= 0 per almenys un i = 1, 2, com que els polinomis Qi no tenen factors
comuns entre ells, l’equació anterior implica que Qi divideix a Pi, és més, implica
que existeix A ∈ C[u, v]k tal que Pi = AQi. Això implica,

1. P1 i P2 tindran factors comuns sii k ≥ 0.

2. Per tot d′ > d > 0, X̃d,d′ = ∅.

3. Per tot d > 0, X̃d,0 = Vd

Per tant, finalment,

X̃ =

 ⋃
d≥d′≥0

X̃d,d′

 ∪
 ⋃
d′=0,d>0

Vd


és la descomposició en components connexes de X̃. A més, per tot d ≥ d′ ≥
1 no hi ha cap secció ω ∈ X̃d,d′ que sigui secció del divisor excepcional i
deg(blq ◦ ω ∩ σ) = d− d′, és a dir, que X̃d,d′

∼=fσq
Xd−d′
d .

Ara sols falta veure que passa amb X̃0,0. Com que X0
∼= P2, Blσq (X0) ∼=

Blq(P2). Recordem que Sq = Blq(P2) × P1, per tant en Blσq (X0) tenim totes
les seccions constants de πq, és a dir, Blσq (X0) ∼= X̃0,0 i en aquest cas el mor-
fisme fσq restringit a la component irreductible X̃0,0 és exactament el morfisme
blowup.

3.1.3 Seccions de grau 1
Ara estudiem X1. En aquest cas P(C[u : v]31) ∼= P5 i si considerem [a : b : c : d :
e : f ] coordenades en P5 amb

ψ|X1
: P5 × P −→ S

[a : b : c : d : e : f ], [u : v] 7−→ [au+ bv : cu+ dv : eu+ fv], [u : v]

llavors X1, com hem vist a la descripció de X, es correspon al obert comple-
mentari del tancat generat pels menors maximals de la matriu
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(
a c e
b d f

)
Mirem les possibles interseccions d’una parella de seccions σ i τ . Les seccions

σ i τ vénen determinades per dos elements s i r de P(C[u, v]31). Aquest s i r són
la parametrització de unes rectes S i R de P2. Les rectes S i R o tenen un punt
d’intersecció o bé són la mateixa recta.
Si {p} = R ∩ S aleshores existeixen [u : v], [u′ : v′] ∈ P1 tals que r[u : v] = s[u′ :
v′] = p, així les seccions corresponents σ i τ tenen intersecció diferent del buit
sii [u : v] = [u′ : v′].
Si R = S aleshores existeix un automorfisme ρ de P1 tal que r = s ◦ ρ i per
tant les seccions corresponents σ i τ sempre tenen intersecció diferent del buit,
ja que com a mínim ρ té un punt fix. Si ρ = IdP1 , σ = τ , si no les seccions
σ i τ interseccionen en un o dos punts, els punts fixos de ρ. Si ens mirem els
automorfismes de P1 com a projectivitzacions de aplicacions lineals de C2 en
ell mateix amb nucli {0}, llavors és clar que encara que ρ tingui un punt fix
té multiplicitat dos. Per tant fixada una secció σ l’estratificació de X1 tindrà
quatre components, les seccions que tenen intersecció buida amb σ, les que
intersequen en un punt, les que intersequen en dos punt i σ
Fixem σ = [1 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0] i busquem el tancat V de P5 format per les seccions
que tenen intersecció diferent del buit amb σ. Sigui τ := [a : b : c : d : e : f ] una
secció qualsevol de X1 i mantenim la notació de s, r, S i R per σ i τ . Llavors
S = V (z), si [x : y : z] són coordenades en P2. Per tant R = S sii e = f = 0
o, dit d’una altre manera, tenim que V (e, f) ⊆ V . Si (e, f) 6= 0 necessitem que
existeixi un [u : v] ∈ P1 tal que τ [u : v] = σ[u : v]. Aquesta igualtat ens dona
les equacions següents,

bv2 + (a− d)vu− cu2 = 0 (3.1)

u(eu+ fv) = 0 (3.2)

v(eu+ fv) = 0 (3.3)

Com que [u : v] ∈ P1 les dues ultimes equacions equivalen a l’equació,

eu+ fv = 0 (3.4)

i aquesta equació ens diu que [u : v] = [−f : e], per tant si σ i τ tenen intersecció
diferent del buit aquesta ha de ser en el paràmetre [−f : e] ∈ P1. Ara τ [−f :
e] = σ[−f : e] sii

be2 − (a− d)ef − cf2 = 0 (3.5)

Per tant V = V (be2 − (a − d)ef − cf2) ∪ V (e, f) = V (be2 − (a − d)ef − cf2),
és el tancat de P5 corresponent a les seccions que tenen intersecció diferent del
buit amb σ.
Així, si

V0 := X1 \ V, V1 = V \ V (e, f), V2 = V (e, f) \ {σ} i V3 = {σ},

l’estratificació platificadora de X1 per σ és,

X1 =

3⋃
i=0

Vi
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En V0 hi ha les seccions τ tals que τ(B) ∩ σ(B) = ∅, a V1 hi ha les seccions τ
tals que deg(τ ∩ σ) = 1 i a V2 hi ha les seccions τ tals que deg(τ ∩ σ) = 2. Com
que considerem parelles de seccions de grau 1, no pot passar que deg(τ ∩σ) > 2.

Blowup en σ

El blowup de S al llarg de la secció σ no el fem de manera global sobre tot P2×P1

sinó que el construïm sobre cada carta afí de P2 × P1. Si ([x : y : z], [u : v])
són coordenades en P2 × P1, observem que de les sis cartes afins que té P2 × P1

sols ens interessen les quatre A1 := {u 6= 0, x 6= 0}, A2 := {u 6= 0, y 6= 0},
A3 := {v 6= 0, x 6= 0} i A4 := {v 6= 0, y 6= 0}, ja que en les altres dues cartes
σ no hi té cap punt i per tant el blowup és un isomorfisme. A més, només
construirem el blowup per les cartes A1 i A2 ja que per les altres cartes la cons-
trucció sols varia en una permutació de les coordenades.
El triar una carta afí Ai en P2×P1 ens determina quina carta afí de P1 hem de
triar per veure σ com un morfisme de A1 en A2×A1 definit sobre tot A1 menys
un punt. Concretament, si [u : v] són les coordenades de P1, per les cartes A1 i
A2 hem de prendre la carta {u 6= 0} i per les cartes A4 i A3 hem de prendre la
carta {v 6= 0}.

Blowup en A1

En aquest cas, per una τ := [a : b : c : d : e : f ] ∈ X1 tenim que,

τ1 : A1 −→ A2 × A1

t 7−→
((

c+dt
a+bt ,

e+ft
a+bt

)
, t
)

és la secció τ restringida a la carta A1. Llavors, si (x′, y′, s) són les coordenades
de A2 × A1, σ1(A1) = V (x′ − s, y′). Per tant

Blσ1(B)(A2 × A1) = V (β(x′ − s)− αy′) ⊆ A2 × A1 × P1

on [α, β] són les coordenades de P1. L’equació del blowup implica que si
(x′ − s, y′) 6= 0 aleshores [α : β] = [x′ − s : y′].

Morfismes Gi

Com que blσ(B) ◦Gi = ψ|Vi tenim que

Gi([a : b : c : d : e : f ], t) =

((
c+ dt

a+ bt
,
e+ ft

a+ bt

)
, t, [∗ : ∗]

)
Les seccions de V0 no tindran cap punt en el divisor excepcional, per tant

l’equació del blowup ens determina completament com ha de ser G0 sobre les
coordenades [α : β],

G0([a : b : c : d : e : f ], t) =

((
c+ dt

a+ bt
,
e+ ft

a+ bt

)
, t, [−bt2 + (d− a)t+ c : e+ ft]

)
.
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Com que

f2(cu2 + (d− a)uv − bv2) ∈ (eu+ fv, cf2 + (a− d)ef − be2)

concretament

f2(cu2+(d−a)uv−bv2) = u2(cf2+(a−d)ef−be2)+((d− a)fu+ b(eu− fv)) (eu+fv)

si f 6= 0 podem definir les últimes components de G0 com

[cf2 + (a− d)ef − be2 + ((d− a)f + b(e− ft))(e+ ft) : f2(e+ ft)]

Per les seccions de V1 distingim dos casos segons si f = 0 o f 6= 0.
Pel primer cas, f = 0, tenim que g 6= 0, ja que estem en V1, per tant el punt
d’intersecció entre la secció i el divisor excepcional està en les cartes A3 i A4 i
G1 = G0.
Pel segon cas G0 no està ben definida en t = −e/f . Però com que f 6= 0 podem
usar l’expressió

[cf2 + (a− d)ef − be2 + ((d− a)f + b(e− ft))(e+ ft) : f2(e+ ft)]

per les ultimes components. Ara, per estar en V1 tenim cf2+(a−d)ef−be2 = 0,
per tant l’expressió anterior és equivalent a

[(d− a)f + b(e− ft) : f2]

que està ben definit per tot t ∈ A1. Aleshores G1 queda com

G1([a : b : c : d : e : f ], t) =

((
c+ dt

a+ bt
,
e+ ft

a+ bt

)
, t, [(d− a)f + (e− ft)b : f2]

)
.

Observem que el diferenciar els casos f = 0 i f 6= 0 no és rellevant ja que en
els dos casos, tot i que el morfisme G1 té una expressió diferent, és el mateix
morfisme.

Per les seccions de V2 tenim que e = f = 0 i llavors

[c+ (d− a)t− bt2 : e+ ft] = [c+ (d− a)t− bt2 : 0]

que no està definint en les dues arrels del polinomi en t, c+ (d− a)t− bt2, que
són els punts d’intersecció entre la secció i el divisor excepcional. Però en aquest
cas tenim l’extensió,

G2([a : b : c : d : e : f ], t) =

((
c+ dt

a+ bt
,
e+ ft

a+ bt

)
, t, [1 : 0]

)
.

Blowup en A2

En aquest cas, per una τ := [a : b : c : d : e : f ] ∈ X1 tenim que,

τ2 : A1 −→ A2 × A1

t 7−→
((

a+bt
c+dt ,

e+ft
c+dt

)
, t
)
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és la secció τ restringida a la carta A2. Llavors, si (x′, y′, s) són les coordenades
de A2 × A1, σ2(A1) = V (sx′ − 1, y′). Per tant

Blσ2(B)(A2 × A1) = V (β(sx′ − 1)− αy′) ⊆ A2 × A1 × P1

on [α, β] són les coordenades de P1. L’equació del blowup implica que si
(sx′−1, y′) 6= 0 aleshores [α : β] = [sx′−1 : y′]. Ara tot el proces serà igual que
en el blowup de A1, però canviant [α : β] = [x′−s : y′] per [α : β] = [sx′−1 : y′].

Morfismes Gi

Com que blσ(B) ◦Gi = ψ|Vi tenim que

Gi([a : b : c : d : e : f ], t) =

((
a+ bt

c+ dt
,
e+ ft

c+ dt

)
, t, [∗ : ∗]

)
Les seccions de V0 no tindran cap punt en el divisor excepcional, per tant

l’equació del blowup ens determina completament com ha de ser G0 sobre les
coordenades [α : β],

G0([a : b : c : d : e : f ], t) =

((
c+ dt

a+ bt
,
e+ ft

a+ bt

)
, t, [bt2 − (d− a)t− c : e+ ft]

)
.

Com que

f2(cu2 + (d− a)uv − bv2) ∈ (eu+ fv, cf2 + (a− d)ef − be2)

concretament

f2(cu2+(d−a)uv−bv2) = u2(cf2+(a−d)ef−be2)+((d−a)fu+b(eu−fv))(eu+fv)

si f 6= 0 podem definir les últimes components de G0 com

[cf2 + (a− d)ef − be2 + ((d− a)f + b(e− ft))(e+ ft) : −f2(e+ ft)]

Per les seccions de V1 distingim dos casos segons si f = 0 o f 6= 0.
Pel primer cas, f = 0, tenim que g 6= 0, ja que estem en V1, per tant el punt
d’intersecció entre la secció i el divisor excepcional està en les cartes A3 i A4 i
G1 = G0.
Pel segon cas G0 no està ben definida en t = −e/f . Però com que f 6= 0 podem
usar l’expressió

[cf2 + (a− d)ef − be2 + ((d− a)f + b(e− ft))(e+ ft) : −f2(e+ ft)]

per les ultimes components. Ara, per estar en V1 tenim cf2+(a−d)ef−be2 = 0,
per tant l’expressió anterior és equivalent a

[(d− a)f + b(e− ft) : −f2]

que està ben definit per tot t ∈ A1. Aleshores G1 queda com

G1([a : b : c : d : e : f ], t) =

((
c+ dt

a+ bt
,
e+ ft

a+ bt

)
, t, [(d− a)f + b(e− ft) : −f2]

)
.
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Observem que el diferenciar els casos f = 0 i f 6= 0 no és rellevant ja que en
els dos casos, tot i que el morfisme G1 té una expressió diferent, és el mateix
morfisme.

Per les seccions de V2 tenim que e = f = 0 i llavors el punt [−(c+ (d− a)t−
bt2) : e+ ft] = [c+ (d− a)t− bt2 : 0] que no està definint en les dues arrels del
polinomi en t, c+ (d− a)t− bt2, que són els punts d’intersecció entre la secció i
el divisor excepcional Però en aquest cas tenim l’extensió obvia,

G2([a : b : c : d : e : f ], t) =

((
c+ dt

a+ bt
,
e+ ft

a+ bt

)
, t, [1 : 0]

)
.

Per aplicar aquest procediment a les cartes A2 i A4 l’única diferencia, apart
d’una permutació de les coordenades, és que haurem d’utilitzar que

g2(cu2 + (d− a)uv − bv2) ∈ (eu+ fv, cf2 + (a− d)ef − be2)

concretament

g2(cu2+(d−a)uv−bv2) = v2(cf2+(a−d)ef−be2)+((d−a)ve+c(eu−fv))(eu+fv).

Finalment, per acabar aquest exemple, veurem que no podem enganxar els
morfismes G1 i G2 de forma contínua, reafirmant el fet que l’estratificació pla-
tificadora de X1 és la que hem descrit.
Considerem la família de seccions parametritzada per l ∈ A1 i donada per
τl := [1 : l + 1 : l + 1 : 1 : l : l] ∈ X1. Per tot l 6= 0, τl ∈ V1 i τ0 ∈ V2. En el Bl1,
diem τ̃l := G1 ◦ iτl on iτl és la inclusió de τl en X1. Llavors τ̃l és l’extensió de
τl al Bl1 i tenim

τ̃l : A1 −→ Bl1

t 7−→
(

l+1+t
1+(l+1)t ,

l+lt
1+(l+1)t

)
, t, [t− 1 + (t− 1)l : l]

.

Llavors,
τ̃0(t) = ((1, 0), t, [t− 1 : 0]) = ((1, 0), t, [1 : 0]) .

Però fixant t = 1 amb l 6= 0,

τ̃l(1) =

((
1,

2l

l + 2

)
, 1, [0 : l]

)
=

((
1,

2l

l + 2

)
, 1, [0 : 1]

)
.

Ara,
lim
t→1

τ̃0(t) = ((1, 0), 1, [1 : 0]) 6=

lim
l→0

τ̃l(1) = ((1, 0), 1, [0 : 1]) .

3.2 Exemple II
Considerem π com la projecció sobre la segona component de P2 × P2. En
aquest cas la dimensió de la base és dos, per tant pot ser que trobem parelles
de seccions no admissibles, de fet veurem que són la majoria.
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Descripció de X

Per la propietat universal del producte, una secció de π està determinada per
un morfisme s :P2 → P2. La descripció de X és molt semblant a la de l’exemple
anterior, però en aquest cas (P1, P2, P3) ∈ C[u : v : w], i per tant no hi ha l’e-
quivalència entre tenir arrels comunes i factors comuns. Però X és, igualment,
una unió de components connexes i irreductibles Xd, una per cada grau d ∈ N,
i Xd

∼= Ud ⊆ P(C[u, v, w]3d) on C[u, v, w]d és l’anell de polinomis homogenis de
grau d i Ud és l’obert corresponent al conjunt de ternes sense zeros comuns.
Com que la intersecció entre dues hipersuperfícies de P2 és sempre diferent del
buit, si algun Pi = 0 llavors [P1 : P2 : P3] ∈ P(C[u : v : w]30).

Per veure que Ud és un obert considerem en P(C[u : v : w]3d)×P2 la varietat
d’incidència

Ind := {[P1 : P2 : P3], [u : v : w] ∈ P(C[u : v : w]3d)×P2 tal que Pi(u, v, w) = 0 per i = 1, 2, 3}

Com que els polinomis Pi són homogenis de grau d les equacions que defineixen
Ind són homogènies de grau d per les coordenades [u : v : w] i lineals pels
coeficients dels polinomis [P1 : P2 : P3], que són les coordenades de P(C[u : v :
w]3d). Per tant Ind està ben definit i és un tancat. Ara és clar que Ud = P(C[u :
v : w]3d) \ pr1(In) on pr :P(C[u : v : w]3d)× P2 → P(C[u : v : w]3d) és la projecció
i com que pr és propi Ud és un obert.

3.2.1 Seccions de grau zero
Si ens fixem en la component de les seccions constantsX0 deX la construcció del
exemple anterior també és trasllade aquest exemple amb els mateixos resultats.
Però a més, en aquest exemple les seccions infinitament properes a σq, per una
σq ∈ X0 on q ∈ P2, tenen la imatge inclosa al divisor excepcional EE de Sq
i EE = Eq × P2 ∼= P1 × P2 on Eq és els divisor excepcional de Blq(P2). Com
que no hi ha morfismes P2 → P1 no constants, aquest divisor excepcional no
admet altres seccions que les constants. Per tant en el Blσq (X0) hi ha totes les
seccions del divisor excepcional de Sq, o dit d’una altra forma, si XE és la F.U.s
de Eq × P2 → P2 aleshores XE ∼= Eq, recordem que Blq(P2) ∼= Blσq (X0), igual
que en l’exemple anterior. Per tant, X̃d

∼=fσ Xd ∩Xadm
σ per tot d > 0 i

X̃σ = Blq(P2) ∪ ∪d>0Xd ∩Xadm
σ

3.2.2 Seccions generals
En aquest cas veurem com les úniques parelles de seccions admissibles són les
formades per seccions constants o una secció repetida. A més, veurem com per
σ ∈ X1 el morfisme πσ no admet cap secció, és a dir, la F.U.s de πσ és el buit.

Lema 3.2.1. Siguin f = (P1 : P2 : P3) i g = (F1 : F2 : F3) dos morfismes de
P2 a P2 amb f no constant, i suposem que Z = f(P2) ∩ g(P2) ⊂ P2 × P2 no és
igual a f(P2). Llavors Z no és un divisor de Cartier a f(P2) (i g−1(Z) no és
un divisor de Cartier a P2).

Demostració. Suposem sense pèrdua de generalitat que els polinomis Pi són
homogenis de grau d, i els Fi de grau e, amb d > e. Com que les corbes
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P1 = 0, P2 = 0, P3 = 0 no tenen cap punt en comú, pel teorema de Bertini [10,
II,8.18] polinomis generals de l’espai vectorial 〈P1, P2, P3〉 són irreductibles. Per
tant podem trobar-ne una base P ′1, P ′2, P ′3 formada per polinomis irreductibles.
Equivalentment, fent un canvi de coordenades adequat a P2 podem suposar que
els Pi són irreductibles.

L’ideal homogeni de g−1(Z) a P2 està generat pels menors maximals de la
matriu (

P1 P2 P3

F1 F2 F3

)
,

que són tres polinomis homogenis de grau d + e. Si fos un divisor de Cartier,
l’ideal es podria també generar per un únic polinomi G, que necessàriament ha
de ser de grau d+ e. Per tant, els tres menors maximals han de coincidir (llevat
de producte per una constant) amb G, és a dir, existeixen a, b ∈ C diferents de
zero amb

P1F2 − F1P2 = a(P1F3 − P3F1) = b(P2F3 − P3F2).

Si ara fem quocient per P1 obtenim en particular F̄1(P̄2−aP̄3) = 0 a C[x, y, z]/(P1),
que és domini per ser P1 irreductible. Però P̄2 − aP̄3 6= 0, altrament els tres
polinomis Pi serien linealment dependents i tindrien alguna arrel comuna Per
tant F̄1 = 0 i F1 és múltiple de P1. Simètricament, Fi és múltiple de Pi per
cada i. Com que hem suposat que d ≥ e, això implica que d = e i que els Fi
coincideixen amb els Pi llevat d’una constant diferent de zero, és a dir, existei-
xen c1, c2, c2 ∈ C diferents de zero tals que Fi = ciPi. Així les equacions per la
a i la b queden

(c2 − c1)P1P2 = aP1P3(c3 − c1) = bP2P3(c3 − c2)

Si c1 = c2 = c3 aleshores f = g, si no, com a mínim quedarà una de les tres
equacions anterior, aleshores existirà c ∈ C diferent de zero tal que Pi = cPj
amb i 6= j ∈ {1, 2, 3}, les arrels comunes de Pk i Pi, amb k 6∈ {i, j}, també seran
arrels de Pj contradient que f és un morfisme de P2 a P2.

El lema implica que per tot σ ∈ Xd, el conjunt Xadm
σ és igual a {σ} per tot

d > 0 i igual a X0 si d = 0. Observem que en cas de seccions de grau zero σq,
com que Xadm

σ ∩Xd = ∅ per tot d > 0, X̃σq = Blq(P2).

3.2.3 Seccions de grau 1

Estudiem ara la component X1
∼= PGL(3). Com que PGL(3) actua sobre si

mateix de forma transitiva no és restrictiu fixar σ la secció corresponent a la
diagonal de π.

Pel lema anterior sols cal considerar les seccions infinitament properes a σ.
El divisor excepcional Eσ és isomorf a la projectivització de l’espai tangent de
P2. Per tant, una secció seva correspon a un camp de direccions tangents sense
singularitats. Com que d’aquests no n’existeixen a P2, tenim que σ no admet
cap secció infinitament propera i la F.U.s de πσ s’identifica amb el conjunt buit.

En el cas de Xd, d ≥ 2, el divisor exepcional Eσ és novament un fibrat
en rectes projectives, més precisament (Eσ)p és l’espai tangent projectivitzat a
s(p). Llavors una secció τ infinitament propera a σ determina un morfisme de
P2 al fibrat tangent a P2 de grau d i per tant un d-web al pla. La imatge de
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P2 a P(TP2) seria una superfície sobre la qual la distribució de plans canònica
(de contacte) determina una foliació. Novament obtenim una foliació sense
singularitats a P2 i per tant una contradicció. Amb això volem dir que per tot
d > 0 i per tot σ ∈ Xd tenim que X̃σ = ∅ i per tant

Cl2(PP 2 × P2) = Bl∆(P2 × P2)

3.3 Exemple III
Ara estudiarem un exemple lleugerament més sofisticat. Fixem en P3 una rec-
ta R i prenem coordenades homogènies [x : y : z : t] tals que R = V (x, y).
Hi ha una bijecció entre els plans que contenen R i els punts de P1 donada
per [u : v] → H[u:v] := V (−vx + uy). Aquesta bijecció indueix un morfisme
p :P3 \ R→ P1 que envia els punts q ∈ P3 \ R a l’únic punt [u : v] ∈ P1 tal que
q ∈ H[u:v]. Amb coordenades és senzillament projectar sobre les dues primeres
components (per això definim d’aquesta forma els plans H[u:v]). Una forma
menys abstracte de veure p és considerar pr la projecció usual de C4 \ {0} a
P3, L′ := pr−1(V (z, t)) i R′ := pr−1(R), llavors p és el morfisme induït per la
projecció ortogonal sobre L′, que esta definit sobre tot C4 \ {0} menys l’espai
ortogonal a L′, que és exactament R′.

Definim S := BlR(P3) com el blowup de P3 amb centre R i considerem
coordenades [x : y : z : t;α : β] ∈ P3 × P1 amb

αy − βx = 0 (3.6)

Diem E el divisor excepcional d’aquest blowup i B := P1 amb coordenades
[u : v]. Aleshores definim la família de superfícies com

π : S −→ B
[x : y : z : t;α : β] −→ [α : β]

El morfisme π fora de E és composar p amb el blowup blR, ja que per (3.1) si
(x, y) 6= 0, [x : y] = [α : β]. Per tant les fibres de π són plans projectius, és més
S[u:v]

∼=blR H[u:v]
∼= P2. Aquesta construcció li direm la família de plans que

passen per la recta R.

3.3.1 Descripció de X
Per aquesta família ens centrarem directament en un obert U de X. Primer
definim L := bl−1

R (V (z, t)), que és isomorf a V (t, z) ja que V (z, t) ∩ R = ∅. A
més és la imatge de una secció de π ja que per tot [u : v] ∈ P1, S[u:v] ∩L consta
de un sol punt, concretament és l’antiimatge pel blowup blR de H[u:v] ∩ V (z, t)
i si diem σ a aquesta secció,

σ[u : v] = ([u : v : 0 : 0], [u : v]) .

Qualsevol recta de P3 que tingui intersecció buida amb R és isomorfa a la seva
antiimatge pel blR que, a més, també és imatge d’una secció de π. Per tant hi
ha un obert U de X que és correspon amb un obert de la Grasmanianna Gr(1, 3)
de les rectes contingudes en P3, corresponent a les rectes que tenen intersecció
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buida amb R. Prenem les coordenades de Plücker per Gr(1, 3). Essencialment
és prendre com a conjunt de paràmetres la quàdrica V := V (p1p4 +p2p5 +p3p6)
de P5 on [p1 : p2 : p3 : p4 : p5 : p6] són les seves coordenades i la aplicació
coordenada envia un punt de V a la recta

V


p6x− p2y + p1z
p5x+ p3y − p1t
p4x− p3z + p2t
p4y + p5z + p6t


i a una recta V (a0x+ a1y + a2z + a3t, b0x+ b1y + b2z + b3t) l’envia el punt

de la quàdrica

[a2b3 − a3b2 : a3b1 − a1b3 : a1b2 − a2b1 : a0b1 − a1b0 : a0b2 − a2b0 : a0b3 − a3b0]

Prenem la carta afí A1 := {p1 6= 0} llavors tenim que l’aplicació

ϕ : A1 −→ A4

[p1 : p2 : p3 : p4 : p5 : p6] 7−→ (p6/p1,−p2/p1,−p5/p1,−p3/p1)

és un isomorfisme. Si (a, b, c, d) són les coordenades de A4, ϕ−1(a, b, c, d) = [1 :
−b : −d : ad− bc : −c : a] i al punt (a, b, c, d) li correspon la recta

L(a,b,c,d) := V

(
ax+ by + z
cx+ dy + t

)
en aquest cas L = L(0,0,0,0) i és clar que per tot (a, b, c, d) ∈ A4 tenim L(a,b,c,d)∩
R = ∅, per tant A4 s’identifica amb un obert U de X a traves de ϕ.

3.3.2 Descripció de ψ|B×U i estratificació de U
Per definir ψ|B×U ([u : v], (a, b, c, d)) sols cal observar que

H[u:v] ∩ L(a,b,c,d) = [u : v : −au− bv : −cu− dv]

per tant, per (3.6),

ψ([u : v], (a, b, c, d)) = ([u : v : −au− bv : −cu− dv], [u : v]).

Ara busquem l’estratificació platificadora per la secció σ, és la secció amb imatge
L. Donat un punt (a, b, c, d) ∈ A4 tenim

L(a,b,c,d) ∩ L =

 L si (a, b, c, d) = 0
{p} si ad− bc = 0 i (a, b, c, d) 6= 0
∅ si ad− bc 6= 0

Per tant, si Z := V (ad− bc), aquesta és l’estratificació: U = Zc ∪Z \ {0}∪ {0}.

3.3.3 Extensió de ψ|B×U a el blowup Sσ
Com que la base de la família de superfícies té dimensió 1, quant fem el blowup
de S amb centre L i obtenim una nova família de superfícies πσ : Sσ → B, el
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morfisme ψ|B×U el podrem estendre a Sσ sobre els dos estrats Zc i Z \ {0}.
Per Zc les seccions tenen intersecció buida amb L i per tant la seva antiimatge
pel blL ja serà una secció. Les seccions de Z \ {0} interseccionen amb L en un
divisor de Cartier efectiu per tant la seva antiimatge no serà una secció però la
seva transformada estricte si que ho serà.
Diem EL al divisor excepcional del blowup blL i sobre Sσ prenem coordenades
([x : y : z : t], [α : β], [µ : η]) on, a més de (3.1), tenim

µt− ηz = 0 (3.7)

Per definir cada Gi observem que han de ser igual que ψ sobre [x : y : z : t] i
[α : β], per tant sols ens falta veure com són sobre [µ : η].
Primer definim G0 :B × Zc → Sσ. Si P ∈ Zc aleshores LP ∩ L = ∅ i [µ : η] ens
ve determinat per (3.2) ja que (z, t) 6= 0, així

G0 : B × Zc −→ Sσ
[u, v], (a, b, c, d) 7−→ [u : v : −au− bv : −cu− dv]

[u : v], [au+ bv : cu+ dv]

Notem que esta ben definit per [µ : η]] ja que el ser ad − bc 6= 0 el vector
(au+ bv, cu+ dv) 6= 0 per tot [u : v] ∈ P1.
Per definir G1 :B × (Z \ {0}) → Sσ no serveix la forma de G0 ja que per un
punt P ∈ Z \ {0} els valors [µ : η] de P per cada [u : v] ∈ P1 serien la projecció
sobre [z : t] del punt H[u:v] ∩ LP i llavors per l’únic [u0 : v0] ∈ P1 tal que
H[u:v] ∩ LP ∩ L 6= ∅ no estaria ben definit. Però en aquest cas és clar que la
recta LP està continguda en un pla que també conte L. Com que R ∩ L = ∅
podem pensar Sσ com la família de plans que passen per L a la que l’hi hem
fet el blowup al llarg de la secció que determina la recta R. D’aquesta manera
el morfisme que dona estructura de família de superfícies és la projecció sobre
[µ : η], diem-l’hi πL. La secció que determina la recta LP està continguda en
una de les fibres de πL, per tant [µ : η] són constants i concretament es el punt
de la fibra de πL que conte LP i ara és immediat veure que LP està continguda
en el pla V (v0t+ u0z) i per tant

G1 : B × Z \ {0} −→ Sσ
[u, v], (a, b, c, d) 7−→ [u : v : −au− bv : −cu− dv]

[u : v], [−v0 : u0]

Notem que aquesta definició compleix (3.2) i que a més [−v0 : u0] és igual a
[a : b] o [c : d] segons quin dels dos estigui definit i en cas de estar-ho els dos
[a : b] = [c : d].

El que no podem fer es estendre la definició de ψ al punt (0, 0, 0, 0), per això
fem el blowup de U amb centre el punt (0, 0, 0, 0). Aquest és el blowup up de
A4

C amb centre el zero, per tant tenim coordenades ((a, b, c, d), [A : B : C : D])
amb

Ab− aB = 0 (3.8)

Ac− aC = 0 (3.9)

Ad− dA = 0 (3.10)

Bc− bC = 0 (3.11)



3.3. EXEMPLE III 65

Bd− bD = 0 (3.12)

Cd− cD = 0 (3.13)

Per estendre ψ a B × Bl0(U) també haurem de fer-ho amb dos morfismes, un
per la transformada estricta Z̃ de Z, que és V (AD − BC), i l’altre pel seu
complementari, els hi direm G̃i. Observem que fora del divisor excepcional del
Bl0(U) els morfismes G̃i han de ser igual que els Gi però a més per un punt
((a, b, c, d), [A : B : C : D]) ∈ Bl0(U) que no pertany el divisor excepcional
(a, b, c, d) 6= 0 i per (3.3-8) [a : b : c : d] = [A : B : C : D]. Llavors pels
punts de Z̃ tenim que [−v0 : u0] = [−v′0 : u′0] on (Au′0 +Bv′0, Cu

′
0 +Dv′0) = 0 i

(au0 + bv0, cu0 + dv0) = 0 i pels punts de Z̃c, [Au+Bv : Cu+Dv] = [au+ bv :
cu + dv]. Per tant per definir els morfismes G̃i sols canviem els paràmetres de
les coordenades [µ : η] pels paràmetres del divisor excepcional

G̃0 : B × Z̃c −→ Sσ
[u, v], (a, b, c, d) 7−→ [u : v : −au− bv : −cu− dv]
[A : B : C : D] [u : v], [Au+Bv : Cu+Dv]

i

G̃1 : B × Z̃ −→ Sσ
[u : v], (a, b, c, d) 7−→ [u : v : −au− bv : −cu− dv]
[A : B : C : D] [u : v], [−v0 : u0]

on [−v0 : u0] és igual a [A : B] o [C : D] segons quin dels dos estigui definit
i en cas de estar-ho els dos [A : B] = [C : D].

Ara anem a estudiar quines parelles de punts del divisor excepcional de el
blowup de U amb centre el punt (0, 0, 0, 0) donen la mateixa secció, és a dir,
quan (0, [A : B : C : D]) = (0, [A′ : B′ : C ′ : D′]).
Primer notem que un punt de Z̃ i un de fora de Z̃ mai donaran la mateixa secció
ja que la secció que determina un punt de Z̃c no està continguda en cap fibra
de πL i per tant no serà constant sobre les coordenades [µ : η] com, en canvi, ho
és qualsevol secció determinada per un punt de Z̃. Per tant ens hem de centrar
en parelles de punts de Z̃ i parelles del seu complementari.

Comencem amb una parella de punts del complementari de Z̃. La única
condició per que (0, [A : B : C : D]) = (0, [A′ : B′ : C ′ : D′]) és que per tot [u :

v] ∈ P1

[Au+Bv : Cu+Dv] = [A′u+B′v : C ′u+D′v]

i es veu que això passa sii [A : B : C : D] = [A′ : B′ : C ′ : D′]. Per tant dos
punts diferents del complementari de Z̃ sempre donen seccions diferents.

Per una parella de punts de Z̃ la situació és ben diferent. Primer observem
que dintre de Z si suposem (a, b) 6= 0 aleshores existeix s ∈ C tal que s(a, b) =
(c, d) i podem prendre com a coordenades (a, b, s) que es corresponen a la recta
V (ax + by + z, t − sz) que és el resultat de fer eliminació Gaussiana a V (ax +
by + z, cx + dy + t). El mateix podem fer per les coordenades [A : B : C : D]
dins de Z̃ i aleshores tenim coordenades (a, b, s), ([A : B], S) en Z̃, aquestes
coordenades les podem estendre al punt (a, b) = 0 tenint amb compte que per
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tot s el punt (0, 0, s) es correspon el punt (a, b, c, d) = 0. Això no podem fer-ho
per [A : B] ja que són coordenades homogènies. Ara és obvi que

(0, 0, 0, [A : B], S) = (0, 0, 0, [A′ : B′], S′)

sii [A : B] = [A′ : B′]. Per tant tots els punts de la forma (0, 0, 0, [A0 : B0], S)
determinen la mateixa secció per qualsevol S ∈ C.

El que està passant és que Z és un entorn del vèrtex d’un con sobre una
quàdrica de P2. Aquesta quàdrica és isomorfa a P1×P1. Llavors Z̃ és un entorn
de {0}×P1×P1 a A1×P1×P1. Aleshores, per cada [A : B] ∈ P1, tots els punts
de la recta {0} × {[A : B]} × P1 determinen la mateixa secció. És a dir, es pot
contraure el P1 × P1 excepcional a un P1.
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