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1. Introduccion

Este proyecto trata sobre la aplicacién de la inteligencia artificial (IA) a la resolucién automaética de los
examenes de selectividad de matematicas II. Estos examenes son un conjunto de pruebas que realizan
los alumnos que quieren acceder a estudios universitarios que otorgan titulos oficiales. Aunque la ley
LOMCE eliminard la selectividad a partir del curso 2017-2018 [1], sigue siendo interesante ser capaz
de responder automaticamente al tipo de preguntas que plantean estos exdamenes.

1.1. Motivacién

Por un lado, los informes internacionales como el Programa Internacional para la Evaluacién de Estu-
diantes (PISA), el Estudio Internacional de Progreso en Comprensién Lectora (PIRLS) o el Estudio
Internacional de Tendencias en Matematicas y Ciencias (TIMSS), que miden las competencias de los
alumnos en comprensién lectora, matematicas y ciencias senialan los malos resultados de Espana. Con-
cretamente, en la pagina 65 del volumen I del PIRLS-TIMSS de 2011 se dice: “Los peores resultados
son en matematicas... Espana se sitiia entre los paises de la OCDE con peores resultados”[2].

Ademaés, dos estudios de la Universidad de Granada sefialan que: el 60% de los universitarios en-
cuestados padecen ansiedad matemética [3]; el 80 % de los estudiantes de primer curso de magisterio
de educacién primaria de esa Universidad también la sufren y que, segtin estudios previos, esa ansiedad
condicionard el rendimiento de los alumnos de estos futuros profesores [4].

De lo anterior, podemos deducir que hay una cantidad significativa de personas que tienen dificultades
con las matematicas. Aunque tanto los informes como los estudios mencionados hay que tomarlos con
cautela. Por ejemplo, hay diversas criticas sobre la validez del informe PISA [5][6].

Por otro lado, la inteligencia artificial sigue avanzando incluso en tareas que creiamos reservadas
a las personas como: la conduccién auténoma [7], empezar a entender las emociones [8], detectar el
sarcasmo [9], redactar noticias [10] o responder a preguntas en lenguaje natural [11][12]. Aunque este
éxito sigue siendo en sistemas especializados [13], es suficiente para amenazar una parte significativa
del empleo actual [14][15].

Recapitulando, mientras que un subconjunto de la poblaciéon tiene problemas con materias clave,
ejemplificado en este caso con las matematicas, la inteligencia artificial progresa y con el tiempo
ird eliminando el empleo que no requiera demasiada formacion.

A pesar de ser una competidora, la TA también puede convertirse en nuestra aliada si la aprove-
chamos para mejorar la educacién, por ejemplo, mediante la informatica educativa, la pedagogia
computacional [16] o mediante asistentes virtuales aplicados a la educacién [17].

1.2. Objetivos

El objetivo principal de este proyecto es servir de base para la construccién de un software capaz de
resolver los exdmenes de selectividad de matematicas II como lo haria una persona. Esto da lugar
a los siguientes subobjetivos: estudiar la viabilidad, adquirir los conocimientos necesarios e iniciar el
proyecto.

El estudio de viabilidad de este software, no confundir con el estudio de viabilidad del proyecto,
implica investigar si es posible adaptar las técnicas y herramientas actuales para lograr el objetivo
principal y explicar cémo deberia ser la solucion.

A lo largo de mis estudios universitarios, he cursado dos asignaturas sobre inteligencia artificial que
me han permitido obtener unos conocimientos basicos sobre esta materia. Esos conocimientos son
los que me impulsaron a creer que la construccion de este software era posible, pero son demasiado
elementales para poder crear el programa de resolucion automadtica. Asi que una de las metas mads



importantes es obtener la formacién que vaya a necesitar.

Por ultimo, es esencial iniciar el desarrollo en fases tempranas para detectar problemas no previs-
tos y abordar la complejidad de manera incremental.

1.3. Organizacion de la memoria

Con el objetivo de cumplir las metas propuestas en el apartado anterior, en la seccion dedicada a
la planificacién se analiza la metodologia a seguir en el proyecto, posteriormente se concreta en una
planificacion inicial y finalmente se analiza el coste y la viabilidad.

En la seccién siguiente se estudia detalladamente si es posible resolver automaticamente los exdmenes
de selectividad de matematicas II. Esta cuestion se aborda teniendo en cuenta cuatro aspectos: el
reconocimiento de objetos, la interpretaciéon, la resolucién y la explicacién.

Las siguientes secciones se centran en los primeros pasos para la creacién de un programa que pueda
interpretar los enunciados. La primera aborda algunos conocimientos bésicos sobre matemaéticas y
lingiifstica computacional, la segunda habla sobre una herramienta para crear marcos semanticos y en
la Ultima se detalla un lenguaje formal creado para satisfacer dos necesidades: ayudarnos a crear los
marcos conceptuales y saber qué requisitos debe cumplir el lenguaje al que finalmente traduzcamos
los enunciados. En relacién a estas secciones, en el anexo hay una lista de los 60 ejercicios que forman
el corpus, de los cuales cerca de 20 estan traducidos a ese lenguaje.

Finalmente, en las conclusiones se compara la planificacion inicial con la planificacién final, se ana-
lizan los resultados obtenidos comparandolos con los objetivos iniciales y se da una lista de posibles
ampliaciones y mejoras.



2. Planificacion

En esta seccién se empieza describiendo la metodologia utilizada en este trabajo, después se muestra
como se traduce en una planificacién inicial y un coste estimado, finalmente se analiza la informacién
anterior para determinar si los objetivos propuestos en la introduccién son viables.

2.1. Metodologia

Este proyecto se divide en 4 grandes etapas: toma de contacto, determinar la viabilidad de la resolucién
automatica de los exdmenes de selectividad de matematicas II, empezar el desarrollo de una solucién
y elaborar la documentacion asociada al proyecto.

Teniendo en cuenta que este trabajo ha sido propuesto por el alumno, la primera fase se centra
en encontrar un tutor y elaborar una propuesta convincente. La propuesta se realiza consultando los
apuntes de la asignatura de inteligencia artificial e informacién en Internet y tiene dos objetivos: ha-
cerse una idea intuitiva de si el proyecto es viable y determinar, sin concretar demasiado, como podria
solucionar el problema.

A partir de la informacién obtenida en la fase anterior se llega a la conclusion de que hay dos re-
cursos clave (contenido y criterios de los exdmenes de selectividad de matematicas Il y los propios
examenes) y tres tecnologias clave (visiéon computacional, lingiifstica computacional y sistemas exper-
tos). Sabiendo qué hace falta, ya estamos en disposicién de establecer, a grandes rasgos, como vamos
a desarrollar el proyecto.

El siguiente punto importante es averiguar si la idea de resolver automaticamente los exdmenes de
selectividad de matemaéticas II es plausible. Para poder hacerlo, tenemos que encontrar los recursos
clave mencionados anteriormente y adquirir los conocimientos béasicos de inteligencia artificial en los
tres campos de los que se ha hablado en el parrafo anterior.

De la visién computacional queremos tres cosas: saber si es posible convertir de manera precisa un
documento a un conjunto de archivos cuya informacién podamos procesar; un programa que pueda
realizar la conversién anterior para usarlo con los exdmenes que vayamos encontrando; las técnicas
que nos permitan procesar un grafico y obtener la informacién que necesitemos.

La lingiiistica computacional serd el tema central de esta investigacién, asi que en primer lugar obten-
dremos una formacion basica que nos permita entender la documentacién que tendremos que consultar.
El siguiente objetivo es averiguar si el procesamiento del lenguaje natural permite procesar los enun-
ciados de los exdmenes de mateméticas. Por ultimo, es necesario buscar articulos de investigacién y/o
libros que estén relacionados con lo que queremos hacer.

En lo que respecta a los sistemas expertos, su interés se debe a dos motivos: es un campo de la
inteligencia artificial que abarca todos los elementos que vamos a necesitar en este proyecto; el motor
de inferencia, una pieza clave en los sistemas expertos, es fundamental a la hora de resolver los ejerci-
cios. Por lo tanto, de esta tecnologia tenemos que obtener un conocimiento general y profundizar un
poco en los sistemas de inferencia.

El tercer punto importante es empezar a construir el software para resolver ejercicios. Aunque esta
etapa esta condicionada por la investigacién preliminar sobre procesamiento del lenguaje natural, se
espera usar la metodologia de desarrollo iterativo e incremental y avanzar en la creacion del programa.

Por dltimo, se reservaran unas semanas para la elaboracion de la documentacion. En este caso, la
documentacioén consta de la memoria y la presentacion.



septismbre

agosta

o
=i
5]

2200215
2210215

¢ © Visién computacional

© Presentacién

Figura 1: Diagrama de Gantt con la planificacién inicial

2.2. Planificacion inicial

Atendiendo a la metodologia propuesta en el apartado anterior, se propone una planificacién inicial
contenida en el diagrama de Gantt de la figura 1. En la planificacion se pueden observar dos cosas
destacables: hay tareas que se ejecutan en paralelo y hay un tiempo dedicado al periodo de exdmenes.

La visiéon computacional y la biisqueda de exdmenes se realizan en paralelo porque se espera encontrar
un programa capaz de convertir los documentos a un formato como Latex. La parte de consultar a
expertos sobre lingiiistica computacional y la formacién sobre sistemas expertos se realizan a la vez
para no perder tiempo. Finalmente, el desarrollo de la solucién y la elaboracion de la memoria no se
serializan para aprovechar al maximo el tiempo para elaborar el software.

El periodo del 25 de mayo al 7 de Julio se dedica en exclusiva a estudiar para mis exdmenes. Aunque
este tiempo no forma parte del proyecto, se incluye para justificar ese intervalo de tiempo.



2.3. Coste estimado

Podemos dividir el coste del proyecto en dos: el salario y el coste de herramientas y servicios externos.

Para calcular mi salario primero obtenemos el total de horas invertidas. Del 5-02-2015 al 24-05-2015
y del 8-07-2015 al 15-09-2015 hay 179 dias si incluimos las fechas de inicio y final. Estimando una
media de 4,5 horas diarias, tenemos 179-4,5 = 805, 5 horas. Una vez obtenidas las horas, buscamos el
precio por hora que nos corresponde. Como este proyecto esta centrado en la investigacién y atin soy
un estudiante pregraduado, el sueldo adecuado es el asignado a un ayudante de investigaciéon durante
2015. Ese importe se puede encontrar en el BOE y es de 16,04€/h [18]. Por lo tanto, el sueldo final
es de 805,5h - 16,4€/h = 12,920, 22€.

Respecto al coste de herramientas y servicios externos, aunque en la seccién sobre viabilidad de la
resolucién automatica se dan referencias a servicios y herramientas de pago, solamente se ha usado
software gratuito para la elaboracion del proyecto. Aun asi, podriamos tener en cuenta el coste de
desplazamientos, impresiones y otros gastos motivados por el proyecto.

En total podriamos estimar el coste del proyecto en 13.000€.

2.4. Viabilidad

Una vez que se ha planteado la metodologia y la planificacién para cumplir los objetivos planteados
al principio es el momento de analizar si realmente conducen a la consecucién de esos objetivos. Para
ello vamos a examinarlos uno a uno teniendo en cuenta las subtareas asociadas y el tiempo disponible.

En primer lugar, se reservan alrededor de tres meses y medio para la adquisicién de los conocimientos
necesarios, dos meses y medio de los cuales estdn compartidos con el objetivo de averiguar si es posible
resolver los exdmenes autométicamente. En ese tiempo hay que adquirir conocimientos basicos sobre
vision computacional, sistemas expertos y algo mas avanzados sobre lingiiistica computacional. En
el caso de la vision computacional y los sistemas expertos parece un objetivo factible, respecto a la
lingiiistica computacional la meta parece mas dificil de llevar a cabo y dependerd de hasta que punto
tenga que profundizar en ella.

Para establecer si es plausible resolver automéaticamente los examenes de selectividad de matematicas
II se establece un tiempo de dos meses y medio compartidos con el objetivo anterior. Este tiempo
estard dedicado a concretar el problema, analizar como resolverlo y buscar soluciones existentes. La
viabilidad de este propésito dependerd de si tengo que analizar muy detalladamente los diferentes
elementos del problema y la solucién para poder dar una respuesta.

Por dltimo, el tiempo para desarrollar una posible solucién serd de 2 meses y dos o tres semanas
se compartiran con la elaboracién de la documentacion. La viabilidad de este objetivo depende to-
talmente de los dos anteriores, concretamente de si se ha avanzado lo suficientemente rapido en la
adquisicién de los conocimientos necesarios y se ha encontrado una propuesta viable de solucién, al
menos parcial.

En conclusién, no es seguro que los objetivos sean totalmente viables. En el caso de que alguno
de ellos no lo sea, se buscara la manera de simplificarlo para poder abordarlo parcialmente.



3. Viabilidad de la resoluciéon automatica

En esta seccién se pretende responder, lo mas exhaustivamente posible, a la pregunta de si es posible
resolver automaticamente los examenes de selectividad de matematicas II. Para abordar esta pregunta,
primero se realiza una definicion general del problema, luego se estudia la cuestién desde cuatro
puntos de vista y, por ultimo, se propone un método para crear el software que intentara resolver
automaticamente los ejercicios.

3.1. Definicién del problema

El problema a tratar en este proyecto es la resolucién automaética de los exdmenes de selectividad de
matematicas bajo las mismas condiciones que se le exigirian a una persona. Es decir, a partir de un
examen en formato electrénico el programa tiene que ser capaz de procesar los diferentes elementos
de cada enunciado (lenguaje natural, lenguaje matematico y graficos) y para cada uno de ellos debe
plantear el ejercicio, resolverlo y finalmente mostrar los pasos debidamente justificados y la solucién
expresada claramente. Ademads, no podrd utilizar recursos fuera del contenido establecido para la asig-
natura.

Recordemos que las pruebas de acceso a la universidad (PAU) o selectividad son un conjunto de
examenes de diversas materias, a las que se presentan los alumnos que han acabado bachillerato o un
ciclo formativo de grado superior y quieren estudiar en la universidad para obtener un titulo oficial. De
las diferentes asignaturas de matemaéticas consideradas en las pruebas de acceso, solamente tendremos
en cuenta la de matematicas II. Se excluye la de matematicas aplicadas a las ciencias sociales para
simplificar el problema a tratar, ya que el contenido y la forma de los enunciados es diferente.

Hay dos elementos que ayudaran a delimitar el problema y por lo tanto, son claves para entender
de que manera nos podemos aproximar a él. Por un lado, los boletines oficiales del Estado y de las
comunidades auténomas, las actas de reuniones entre la universidad y los profesores de los alumnos
que se van a examinar en esa universidad y la informacion que publican las universidades. Todos estos
elementos ayudaran a establecer el contenido y criterios de correccién de manera precisa.

Por otro lado, los exdmenes de anos anteriores servirdn para conocer de que forma se suele usar
y combinar el lenguaje natural, el lenguaje matematico y los graficos. Estas muestras representativas
del lenguaje usado, conocidas en lingiiistica como corpus no etiquetado, tratadas adecuadamente, per-
mitirdn desarrollar y adaptar los diferentes recursos al caso particular que estamos considerando.

La estimacion inicial del tamano del corpus, considerando los anos que hace que existen las PAU,
el nimero de comunidades, que cada comunidad elabora diversos examenes, que cada examen dispone
de dos opciones y que cada opcidon contiene varios ejercicios, es que hay miles de ejercicios de anos
anteriores. Aun asi, podria haber dificultades para acceder a esos ejercicios que limitasen el nimero
de cuestiones disponibles, al menos inicialmente. Con el objetivo de mantener un compromiso entre
maximizar el corpus y disminuir la complejidad del problema, sélo se tratardan ejercicios en espanol.

A pesar de que en los exdamenes de selectividad ha habido errores [19][20][21][22] y contenido fue-
ra del programa [23][24], se supone que eso no deberia ser asi y no es necesario tener en cuenta esas
posibilidades.

3.2. Viabilidad de la resolucion automatica

Dado que el problema que tratamos de resolver es muy especifico e implica una gran diversidad de
elementos, en lugar de plantear el estado del arte considerando el problema en general, lo mejor es
hacerlo considerando las subtareas que se deben llevar a cabo.
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3.2.1. Reconocimiento de objetos

En esta fase, a partir de un documento o imagen de entrada, obtenemos un documento y diversas
imagenes donde quedan representados los diferentes elementos de cada enunciado. Estos elementos
son el lenguaje natural, los simbolos matematicos y los graficos. El software capaz de realizar esta
funcién es conocido como OCR.

Ahora vamos a analizar en detalle los requisitos sobre el formato del documento de entrada, el formato
del examen, el formato deseado de salida y evaluaremos las opciones disponibles para saber si alguna
satisface los requerimientos impuestos.

El formato del documento fuente

Tendremos en cuenta tres formas posibles de obtener el documento: en formato “video”, en el ca-
so de un mévil cuya camara enfoca al examen; en formato imagen, ya sea un documento escaneado o
una fotografia; en formato pdf.

El formato del examen

Podemos acceder a una gran cantidad de exdmenes en [25]. La mayoria de los exdmenes contienen in-
formacion superflua que no nos interesa: indicaciones sobre el tiempo, las calculadoras, indicacién que
el examen es de selectividad y matemadticas, la nota de cada ejercicio, etc. Ademas, para simplificar el
problema, consideraremos que el ano, la comunidad y la convocatoria no son relevantes. Por lo tanto,
no sera necesario que el programa pueda tratar todos estos datos.

La informacion relevante que tenemos que recuperar sin pérdida, incluyendo el formato, es el enun-
ciado de todos los ejercicios. En general un enunciado se compone de una introduccién y diferentes
apartados cuyo lenguaje estd formado por una combinacién de lenguaje natural y simbolos matemati-
cos. Ademads, los enunciados pueden tener una o mas imagen asociadas.

El idioma del examen seré el castellano.
El formato deseado de salida
Sobre la informacién irrelevante, no nos preocupa lo que pase con ella ni si hay pérdida de datos.

La informacién relevante debe ser accesible en forma de imagenes y un documento en formato Latex
lo més simple posible.

Evaluacion de las opciones disponibles

Para evaluar las opciones disponibles consideraremos la capacidad y resultados ofrecidos por algu-
nas de las mejores herramientas, clasificindolas segiin el archivo de entrada que aceptan, teniendo en
cuenta que deben procesar el contenido de un examen de matematicas.

En el caso de OCR que trabajen con la cidmara del mévil, no hay muchas opciones. Photomath
solamente puede procesar férmulas simples, asi que no nos sirve.

En el caso de trabajar con una imagen, este proyecto [26] plantea la digitalizaciéon de 50.000 péginas
de literatura matematica al afio. Para lograrlo describen un sistema basado en diversos OCR. El pro-
blema es que la precisién es del 99 % para el texto y 98 % para los simbolos mateméticos. Nosotros
necesitamos una precisién del 100 %, ya que no nos planteamos la opcién de que el software pueda
ser lo suficiente flexible para funcionar con pequenos errores en el texto de entrada. La opcién de
correccion manual tampoco es admisible, ya que no parece adecuado ir pidiendo al usuario que corrija
los errores.
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Por 1ltimo, se considera la opcién de usar InftyReader, probablemente el mejor OCR para convertir
pdf con lenguaje cientifico, incluyendo el castellano, a otros formatos como Latex o MathML. En
el proyecto anterior también se habia usado este OCR, pero esperaba que al procesar pdf, en lugar
imdagenes, la precision aumentase. El resultado es bastante satisfactorio pero atn asi sigue habiendo
errores no admisibles.

En conclusién, las opciones evaluadas no aseguran un 100 % de precisién en la conversién. Por lo
tanto, hace falta corregir manualmente los errores, asegurar que las etapas posteriores son capaces de
tratar enunciados con pequenos errores o pasar la ambigiiedad a etapas posteriores para que pueda
ser resuelta.

3.2.2. Interpretacion

Una vez tenemos identificados los diferentes elementos que forman el enunciado, el siguiente paso es
analizarlos para traducirlos a una interpretacion del mismo.

Para interpretar los elementos graficos se puede combinar la extraccién de caracteristicas, para anali-
zar la imagen en general, con un OCR como el desarrollado en esta tesis [27] para identificar simbolos
matematicos. No estd claro que esta solucién funcione en general, pero por cuestiones de tiempo no
puedo seguir profundizando en este aspecto. De aqui en adelante no tendremos en cuenta las imagenes.

Ahora analizaremos los requisitos sobre los documentos de entrada y salida y qué opciones hacen
algo parecido a lo que necesitamos.

Documento de entrada

El documento de entrada serd un archivo Latex que contendra un ejercicio. El ejercicio serd el tnico
contenido que habra entre las etiquetas de principio y final del documento Latex.

El lenguaje del ejercicio estard formado por una combinacién de espanol, simbolos matematicos deli-
mitados por el simbolo del ddélar y el cédigo Latex para definir apartados.

Para disminuir la complejidad del problema, no se tendran en cuenta imagenes ni ejercicios de mode-
lizacion.
Documento de salida

La salida esperada debe ser la interpretacién del enunciado en un lenguaje formal que pueda ser
procesado por un motor de inferencia capaz de resolver el ejercicio.

Evaluacion de las opciones disponibles

Para comprender y traducir el lenguaje natural combinado con el lenguaje matematico, lo ideal es
preprocesar el lenguaje matematico y luego analizarlo todo junto mediante el procesamiento del len-
guaje natural (PLN). Un ejemplo de este proceso se pueden ver en este articulo [28] sobre un sistema
de didlogo para la demostracién asistida.

Como alternativa, a la opciéon propuesta en el articulo del parrafo anterior, para describir seméntica-
mente las férmulas matemaéticas, tenemos MathML [29]. La conversién de Latex a MathML se puede
realizar mediante la herramienta LaTeXML, aunque no es totalmente precisa.

Sobre la traduccién de lenguaje natural a un lenguaje formal es interesante considerar la metodo-

logia propuesta en este articulo [30]. Concretamente, el método basado en la satisfaccién de plantillas
es parecido a lo propuesto en el articulo sobre el asistente de demostraciones.
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Seguramente, el software mas avanzado para el procesamiento del lenguaje es Watson. Aunque se
trata de un programa especializado en un subcampo del PLN llamado pregunta-respuesta (QA, ques-
tion answering) y en este proyecto se necesita un traductor, sus diferentes algoritmos [31][32] logran
hacer gran parte de lo que necesitamos aqui.

Pero para llevar a cabo este proyecto hacen falta herramientas que podamos adaptar a nuestras
necesidades. En este sentido, destacan FreeLing y Corenlp. Ambas son frameworks libres para el pro-
cesamiento del lenguaje natural que agrupan una gran cantidad de algoritmos y recursos lingiiisticos
que se pueden modificar para ajustarlos a nuestro caso.

Recapitulando, hay una gran cantidad de herramientas y algoritmos que realizan parte de lo que
nosotros necesitamos. En principio parece, que la solucién es plausible si no consideramos graficos ni
ejercicios de modelizacién pero, para asegurarlo, hay que estudiar detalladamente el lenguaje de los
examenes y eso es lo que se empieza a hacer en secciones posteriores.

3.2.3. Resolucion

Esta etapa es la encargada de resolver el ejercicio partiendo de una interpretacién del enunciado. En
este contexto, los dos aspectos més importantes son el razonamiento y la realizacién de operaciones.

Respecto al razonamiento, los motores de inferencia permiten obtener conclusiones partiendo de una
base de conocimiento y usando los mecanismos de inferencia. Dado el problema que estamos intentan-
do resolver, parece que no hace falta considerar la incertidumbre y nos podemos limitar a un motor
de inferencia basado en reglas. Por lo tanto, a priori, un demostrador automaético de teoremas es la
mejor opcion.

En cuanto a la realizacién de operaciones, software como Maple, Matlab/Octave, SageMath y Mathe-
matica permiten definir y manipular objetos matemaéticos con la potencia de un lenguaje de progra-
macion.

Teniendo en cuenta el estudio sobre los tipos de ejercicios de matematicas de selectividad [33] y el bo-
letin oficial de una de las comunidades sobre el contenido del examen [35], parece que las herramientas
anteriores pueden realizar todas las operaciones necesarias. En cuanto al razonamiento, analizando los
documentos anteriores, una vez que el ejercicio se ha planteado, no parece que la resolucién sea dificil.

3.2.4. Explicacién

Una vez que se ha encontrado una solucién es el momento de presentarla de manera adecuada.

WolframAlpha es uno de los sistemas mas completos a la hora de responder a preguntas de dife-
rentes ambitos, incluido el matemético, resolverlas y presentar la solucién de manera detallada [34].
Considerando su capacidad para explicar la resolucién de los ejercicios y el tipo de ejercicios que puede
resolver, esta etapa de la resoluciéon automatica parece factible.

3.2.5. Conclusion

Aunque la etapa de reconocimiento de objetos no parece factible por ahora, podemos olvidarnos de
ella y suponer que tenemos un archivo Latex con el enunciado. Partiendo de este documento, el mayor
problema lo encontramos en la interpretaciéon del enunciado. Es necesario recopilar méas informacién
sobre la forma de usar el lenguaje para poder asegurar que se pueden interpretar correctamente. Aun
asi, como dice [36] “existen aplicaciones profesionales (refiriéndose a traductores) que permiten obte-
ner buenos resultados con textos especializados en dominios bien delimitados”, por lo tanto, se espera
que aqui suceda lo mismo.
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Una vez interpretado el enunciado, parece factible realizar las otras dos etapas sin demasiados proble-
mas.

3.3. Solucidén propuesta

La solucién propuesta para todo el problema es la creacién de un sistema experto, en otras palabras,
la creacion de un sistema informéatico que imita el comportamiento de un especialista en un cierto
ambito. El motivo de esta decisién es que este tipo de sistemas abordan todos los componentes que
hacen falta para la resolucién de nuestro problema.

La solucién propuesta para abordar la interpretacion y resolucién de los enunciados se basa en adap-
tar, a nuestro caso particular, el proceso seguido en el articulo mencionado anteriormente sobre un
sistema de didlogo para la demostracién asistida en el contexto de la teoria de conjuntos [28].

Los pasos que siguen los investigadores son: recopilacién de un corpus (en su caso tienen que simular-
lo), breve estudio de algunos fenémenos del lenguaje, procesamiento del lenguaje en diversas etapas:
preprocesamiento, procesamiento de las expresiones matematicas, representacién independiente del
dominio e interpretaciéon propia del dominio. El resultado de cada interaccién se integra mediante un
gestor de demostraciones y este, a su vez, se comunica con el demostrador automatico de teoremas.

El resto de la memoria trata la cuestién de cémo adaptar el articulo anterior a nuestro caso.
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4. Fundamentos

En esta seccién se explicaran los conocimientos tedéricos y programas que usaremos en la parte restante
de la memoria. Se empieza por recordar los contenidos de matematicas y luego se aborda el procesa-
miento del lenguaje natural, primero de manera general, més tarde se aborda el proyecto Framenet y
por tultimo se habla sobre la libreria FreeLing.

4.1. Matematicas

Para abordar los fundamentos de matematicas primero hablaremos sobre los contenidos y luego dare-

mos indicaciones sobre donde se puede encontrar documentacién sobre ellos.

El examen de selectividad de matematicas estd basado en los contenidos impartidos en la asigna-
tura de matemadticas II de 2° de Bachillerato. En el BOE del 21/07/2015 [37] podemos encontrar los
contenidos previstos este afio para esta asignatura. Por otra parte, los contenidos de la selectividad
también se recogen en los boletines oficiales, para simplificar, podemos fijarnos en lo que se dice en el

BOE y el BOA [35].

Como en esta memoria no hay sitio para explicar los contenidos del examen, se listardn algunos
recursos muy interesantes de donde obtener esa informacién.

En [38] hay centenares de videos con explicaciones del temario de mateméticas II.
En [39] detalladamente todo el temario de matematicas II.

En [40], en el apartado de 2° de Bachillerato, hay tres resimenes organizados por temas con lo més
importante del temario.

4.2. PLN

El procesamiento del lenguaje natural es un campo de las ciencias de la computacién y la lingiiistica
cuyo objetivo es que los sistemas informaticos puedan tratar el lenguaje humano.

Para abordar el estudio del lenguaje mas facilmente, la lingiiistica suele dividirlo en los siguientes
niveles:

Fonético: aborda las caracteristicas relacionadas con el sonido. En nuestro caso no nos interesa.

Morfolégico: estudia la estructura interna de las palabras y las categorias gramaticales. En PLN
se usan etiquetas para representar su contenido.

Sintactico: analiza la relaciéon entre las palabras de una frase. Los dos modelos principales de re-
presentacién son el de dependencias y el de constituyentes.

Semantico: estudia el significado de las palabras y su influencia en el significado de la frase. En
PLN se usan las redes semanticas para representar el analisis de este nivel y posteriores.

Pragmatico: investiga el significado de la frase teniendo en cuenta el contexto.
Discurso: aborda la relacién entre las frases.
Mientras que los niveles morfolégico y sintactico se pueden abordar con bastante éxito, todavia no

hay una solucién general para pasar del arbol sintéctico a una red seméntica [41] (pagina 96). Por lo
tanto, una parte muy importante del PLN es adaptar el lingware a nuestras necesidades.
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4.3. Framenet

Framenet es un proyecto del International Computer Science Institute (Estados Unidos) que esté crean-
do una base de datos del 1éxico inglés basada en una teoria del significado llamada marcos semanticos.
En paralelo, hay un proyecto para la creacion de esta misma base de datos pero para el espanol.

Los marcos seméanticos son descripciones esquemaéticas de un tipo de evento, relaciéon o entidad y
los participantes del mismo, llamados elementos del marco, que pueden ser opcionales o obligatorios.
Estas descripciones se anotan sintictica y semanticamente.

Los elementos 1éxicos relacionados con un marco se denominan unidades léxicas de ese marco. Las
entradas léxicas de estos elementos se deducen mediante el corpus y la estructura de los marcos aso-
ciados. Posteriormente, se puede pasar del andlisis sintactico al seméantico localizando estos elementos
y viendo como la estructura sintactica de su entrada léxica se realiza en la frase.

Bésicamente, este es el papel que realizaba la Functional generative description (FGD), la cual no
esté disponible en espafiol, en el articulo que tratamos de adaptar a nuestro caso. Asi que trataremos
de usar Framenet donde ellos usaban la FGD.

4.4. FreeLing

FreeLing [42] es un framework libre, gratuito, multiplataforma, disponible en varios idiomas y es-
pecializado en el PLN creado por Lluis Padré y mantenido por el TALP Research Center, el cual
esta asociado a la UPC.

Este programa estd formado por diversos moédulos configurables, todos ellos disponibles en el caso
del espanol, que pueden separar palabras, analizar morfolégica y sintacticamente, resolver correferen-
cias, detectar fechas, niimeros, nombres, etc.

En el momento de compilar FreeLing sobre distribuciones recientes de GNU/Linux puede aparecer
el problema descrito aqui [43], que el creador del software resuelve en esa misma conversacion.

Se recomienda no usar Windows pues hay ciertos problemas al analizar algunas palabras y el equipo
de FreeLing advierte de que no son ellos quienes mantienen esa version [44]. Si bien estos problemas
ocurren raramente, es mejor prevenir.

En este proyecto se usard este software como una libreria disponible desde el lenguaje de progra-

macién Java. Como FreeLing estd escrito en C++, primero hay que generar una API usando SWIG,
el proceso estd explicado en la documentacién de FreeLing.
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5. Lenguaje para interpretar los enunciados

En este capitulo se presenta un lenguaje formal que servira para interpretar los enunciados. El objetivo
de este lenguaje es doble: por un lado, nos proporcionara informaciéon semantica de los enunciados que
nos facilitara el proceso de creacién de los marcos; por el otro, servird como una recopilacién de los
requisitos que debe cumplir el lenguaje que finalmente usemos.

En lo que resta de seccion, se explicaran los diferentes elementos del lenguaje.
Contextos

Definiremos tres tipos de contextos segin su finalidad:
= Punto de partida: Recopila los objetos y restricciones sobre ellos.
= Proceso: Impone condiciones sobre la manera en que se obtiene la solucién.
= Punto final: Detalla aquello que queremos obtener.
Todos los demés elementos del lenguaje estaran dentro de uno de estos contextos.
Define()
El objetivo de este comando es mostrarnos informacién acerca de algin objeto, por ejemplo, definir un

objeto o enunciar un teorema. En nuestro caso lo usaremos combinado con el comando op(operacion,
elementos involucrados), donde

= operacién: +, -, rang
= clementos: matrix

Un ejemplo tipico podria ser:
Define(op(+, matrix))

para definir la suma de matrices.
Declaraciones de objetos

El formato de la declaracién seré:
nombreVariable € tipo

donde el tipo puede ser:

matrix

R: por defecto todos los niimeros y variables se consideran de este tipo.
= N: no incluye el zero.
= R*: conjunto de todos los nimeros reales excepto el 0.

Para declarar una variable a de tipo real, sélo tendriamos que hacer:
aceR
matrix

Este objeto representa las matrices y se compone de los siguientes métodos:
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» rang(): calcula el rango de la matriz.
» rang(V): calcula el rango de la matriz segin el parametro V.
» (F, C): crea una matriz con F filas y C columnas.

» setMinors(O, V) establece que el determinante de todos los menores de orden O de la matriz
tendran valor V.

» setElements(V) hace que todos los elementos de la matriz tengan valor V.
» setElements(V, C) establece que C elementos de la matriz tengan valor V.

» replaceElement(M, V, 0) devuelve una copia de la matriz M con la restriccién de que un elemento,
no se establece cual hasta que haga falta hacerlo, con valor V pase a tener valor 0.

» one(F, C): crea una matriz con F filas, C columnas, unos en la diagonal y ceros en las posiciones
restantes.

» row(N): devuelve la fila N de la matriz asociada.
Ademsds tenemos los siguientes elementos asociados:

= rang.properties: se refiere a las propiedades de la operacion rango aplicada a las matrices.

= det.properties: se refiere a las propiedades de la operacién determinante aplicada a las matrices.

Def

Nos permite incorporar conocimiento nuevo, en nuestro caso la usamos para definir un operador:
Def.op(A?, transpose(A))

Test

Crea un ambiente controlado donde las cosas pueden fallar sin que eso suponga un problema. La
usaremos de dos formas:

» Test(OP): lleva a cabo la operacién e indica si ha tenido éxito.

s Test(OP, OB): nos indica si al objeto OB se le puede aplicar el operador OP.
Find

El comando Find(OB) busca una posible realizacién del objeto OB.

FindAll

El comando FindAll(OB) devuelve el conjunto de objetos que cumplen las restricciones impuestas
a OB.

Operadores habituales
Los operadores =, <, > tienen el significado habitual.
=copy

Crea una nueva copia de un objeto desligado de él. Es decir, las nuevas restricciones sobre alguno
de los dos, no tendran efecto en el otro.
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Convierte una restriccion en su complementaria.
using

Indica que una operacion se tiene que efectuar siguiendo unas ciertas condiciones. Se suele usar en el
contexto Proceso.

Verbose

El comando Verbose(OP, D) indica que se quiere saber como se efectua la operacion OP teniendo en
cuenta los requerimientos especificados en D. Por ejemplo, Verbose(A.rang(), matrix.rang.properties)
indica que hay que usar las propiedades del rango para explicar como se ha calculado el rango de A.
LC

El comando LC(E, C) indica si E es una combinacion lineal del conjunto de elementos C.

{}

Sirve para crear un conjunto de elementos.
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6. Herramienta para la creacién de marcos semanticos

Uno de los recursos lingiiisticos més importantes para la interpretacién de los enunciados son los mar-
cos semanticos. Por lo tanto, nuestro objetivo es crear estos marcos para asi poderlos aplicar al anélisis
de los enunciados.

A pesar de que hay herramientas para etiquetar corpus, es dificil encontrar alguna que haga lo que
necesitamos y pueda tratar algunos aspectos del lenguaje Latex. Asi que crearemos una pequena apli-
cacién que nos facilite esta tarea.

Lo ideal seria que la aplicacién hiciese practicamente todo el trabajo y nosotros sélo tuviésemos que
hacer pequenas correcciones pero, debido al poco tiempo disponible, limitaremos significativamente el
alcance de este software.

6.1. Requisitos

El programa debe ser capaz de obtener los enunciados de élgebra del archivo fuente del libro [45].
El programa tiene que encontrar todos los verbos. Puesto que estamos creando los recursos lingiiisti-
cos, es aceptable que el software se equivoque y no acierte encontrando los verbos. Lo importante es

que no haya falsos negativos. En el caso de los falsos positivos, simplemente se descartaran.

Tiene que mostrar una lista de todos los contextos donde aparece cada verbo.

6.2. Casos de uso
Solamente habra un tipo de usuario y un caso de uso: obtener contexto.
Caso obtener contexto: leerd el fichero fuente del libro, parseard el contenido para obtener los

enunciados, eliminard el lenguaje Latex, obtendra los contextos de cada verbo y, finalmente, los guar-
dard en un archivo.

6.3. Diseno

Parser

+parse(text:String)

Main

+mainl)

Analyzer

+analyze(text:String)

Figura 2: Disenio

Basicamente la clase Main leera el fichero, se comunicard con las otras para que procesen los datos y
guardard el resultado en un fichero.

La clase Parser extraerd los enunciados y eliminarad el cédigo Latex, excepto el necesario para los
simbolos matematicos.

La clase Analyzer guardard el contexto de aparicién de cada verbo a medida que analiza las frases y
luego los devolvera.
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6.4. Implementacién

El lenguaje utilizado para desarrollar el programa ha sido Java 7.
Para el andlisis lingiiistico se usa la libreria FreeLing.

Para procesar correctamente los contextos matemédticos se ha modificado el archivo tokenizer.dat
que se puede encontrar en freelingDirectory/data/es y se han anadido las lineas:

LATEX MATH 0 (ASAS (- 1\S) *2 [\ ]\SLE)
LATEX MATH2 0 (NS (- 1\3) *2["\N]NE)
LATEX MATHS3 O - (‘Mbegin\{dizplavmazhy} (. 1hs) * 2\ vend\ {dizsplavmarhy})
justo después de
<RegExps>
El programa se compila con el comando
javac -cp freeling.jar;. Main.java
y se ejecuta con el comando
java -cp freeling.jar;. Main

suponiendo que la libreria freeling.jar estd en el mismo directorio que el programa.

6.5. Resultados

Como se esperaba el analizador da falsos positivos y senala como verbos algunos elementos que no lo
son. Aun asi, esto no es preocupante.

Los enunciados del tipo:

Primera parte del enunciado. Calcula:
a) operacion 1.
b) operacién 2.

No se analizan correctamente, ya que lo interpreta como:

Primera parte del enunciado.

Calcula: operacion 1.

operacion 2.

en lugar de:

Primera parte del enunciado.

Calcula: operacién 1.

Calcula: operacion 2.

Por lo tanto, hay que conseguir replicar, cuando haga falta, la ultima parte del enunciado general.

6.6. Ejemplo

Veamos un ejemplo de como queda uno de los contextos obtenidos con el programa. En este caso, los
contextos seleccionados son los del verbo dar.
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Dar un ejemplo de dos matrices que no pueden sumarse ni multiplicarse.

Dar un ejemplo de dos matrices A, B con 2 filas y 2 columnas, tales que A - B no coincida con
B-A.

Dar un ejemplo de una matriz con 3 filas y 4 columnas que tenga rango 2.

Dadas las matrices

1 0 -1 1 0 0
A=| -1 -1 1 |, 1= 0o 1 0 |,
0o 1 1 0 0 1
pruebe que la matriz inversa de A es A7! = —A2 4+ A+21.
1 0 —1 3 =z Y
Dadas las matrices A = 2 3 0 y B = —2 1 —2 |, estudie si existen nimeros
0 1 1 2 z oy

reales x e y tales que la matriz B es la inversa de la matriz A.
Dar un ejemplo de un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incégnitas que sea incompatible.

Dar un ejemplo de una sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea compatible e
indeterminado.

Dar un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incognitas que sea incompatible.

Dar un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea compatible e indetermina-

do.
Analizando estos ejemplos podemos ver dos usos del verbo:

En uno, el verbo en infinitivo se usa para ordenar que se realice una operacién. En este caso, po-
demos interpretarlo como sinénimo de proporciona, busca, etc.

En el otro, el verbo en participio nos ofrece informaciéon. En este caso, podemos interpretarlo co-
mo sinénimo de sea, considera, etc.
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7. Conclusiones
Para acabar la memoria, en esta seccidn se analiza el proceso seguido en relacién a la planificacion

inicial, los resultados obtenidos comparandolos con los objetivos planteados y se proponen algunas
ampliaciones y mejoras teniendo en cuenta lo que se ha conseguido hasta ahora.

7.1. Desviacién de la planificacién

septiembre

=)
o | 5
51

Fecha de inicio |

imagenes

= -
>
@D

sfica
nidos

3
sar examenes

Nombre

? © Toma de contacto
nta marcos semanticos

project

© Presentaciin

Figura 3: Diagrama de Gantt del tiempo dedicado finalmente a cada tarea
Al principio del proyecto, después de la toma de contacto, se realizé una planificacién inicial que se

puede consultar en la figura 1. Una vez finalizado el proyecto, se ha realizado otro diagrama de Gantt
que se muestra en la figura 3. En los siguientes parrafos analizaremos las difrencias.

La principal diferencia entre las dos planificaciones se debe a la tarea critica de buscar expertos
en procesamiento del lenguaje natural para resolver algunas dudas y pedir consejo. En principio, es-
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peraba no tardar demasiado en encontrar un experto al que le pudiese plantear algunas dudas sobre
lo que investigaba. Finalmente tardé varias semanas.

Parte del retraso en la busqueda de expertos se vio compensando por el tiempo que estaba establecido
dedicarle a los sistemas expertos. El tiempo restante se utilizé para buscar articulos de investigacion
sobre el examen de selectividad de matematicas, buscar exdmenes en formato Latex, buscar parsers
para Latex y entregas de otras asignaturas.

El tiempo dedicado de més a la tarea problematica desplazo a la investigacion sobre lingiiistica compu-
tacional y esto acabd afectando al desarrollo de la solucién y la elaboracion de la documentacién. El
efecto sobre el desarrollo de la solucién fue que pude dedicarle menos tiempo y durante el tiempo que
se paralelizo con la elaboracién de la documentaciéon, tuve que dedicarle menos tiempo a la segunda
para compensar.

Aunque el proyecto ha acabado algunos dias mas tarde de lo esperado, ese tiempo se ve compen-
sando por los dias no contemplados que se dedicaron a entregas de otras asignaturas.

7.2. Conclusiones

Ahora es el momento de recordar los objetivos iniciales y examinar su cumplimiento.

Para responder a si es posible resolver automaticamente los exdmenes de selectividad de matematicas
II, tendremos en cuenta dos casos. En el caso de las preguntas de modelizaciéon o que dependen de la
interpretacion de una imagen, se requiere un estudio mas exhaustivo para poder dar una respuesta.
En el caso de las preguntas restantes, es muy probable que si se puedan resolver con éxito. La falta de
una afirmacion contundente se debe a que es necesario examinar con mayor profundidad los examenes
desde el punto de vista lingiiistico. Para acabar de respoder esta cuestién, recordemos que los OCR
probados no han conseguido un resultado satisfactorio convirtiendo el documento a un conjunto de
objetos que luego podamos procesar, asi que en la respuesta anterior se descarta esta fase.

Respecto a la valoracién de los conocimientos adquiridos, hay que tener en cuenta que han servido
para ofrecer una solucién detallada, aunque parcial, del primer objetivo y el tiempo de méas dedicado
a investigar ha disminuido el tiempo disponible para desarrollar la solucién.

Por ltimo, el objetivo de empezar a desarrollar la solucién se ha concretado en una propuesta de
solucion, la herramienta para ayudar a crear los marcos conceptuales y el lenguaje al que traducir los
enunciados.

En resumen, al principio subestime el tiempo necesario para la adquisicion de los conocimientos ne-
cesarios y eso ha afectado al alcance del proyecto. Adn asi, se ha logrado satisfacer aproximadamente
los objetivos iniciales.

7.3. Ampliaciones y mejoras

La finalidad de este proyecto es servir como punto de partida para crear un software que resuelva
cuestiones matematicas parecidas a la de los exdmenes de selectividad de matematicas II. Atn que-
da mucho para lograr ese objetivo, pero aqui daremos una lista de ampliaciones que nos acercaran a él.

A partir de ahora, el objetivo principal es adaptar el proceso seguido en el articulo sobre demos-
traciones asistadas del que se ha hablado. El primer paso para lograrlo es acabar el programa que
ayuda a la creacién de los marcos semanticos, o encontrar uno que pueda adaptar, y empezar a usarlo.
Después, hay que pensar como procesar las férmulas matematicas, si usando MathML o con el lenguaje
propuesto en el articulo y con qué software procesarlas. Una vez finalizado lo anterior, hay que seguir
adaptando el resto del proceso.
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Otro punto importante es incrementar el corpus, ya que es necesario tener una gran cantidad de
ejemplos de ejercicios para crear y adaptar los recursos necesarios y verificar que se pueden interpretar
las iméagenes de los ejercicios.

Una vez ampliado el corpus, hay que recurrir a la visién computacional para crear y adaptar los
algoritmos necesarios para interpretar las imagenes. Si no se pueden procesar todas, al menos un sub-
conjunto de ellas.

Por ultimo, una vez establecido qué requisitos debe cumplir el motor de inferencia, mediante el lengua-

je al que se traduce los enunciados, es el momento de buscar una herramienta que se pueda adaptar
a nuestras necesidades.
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8. Anexos

8.1. Interpretacion de los enunciados de algebra

En este anexo se muestra la interpretacion, con el lenguaje formal del que se ha hablado en una seccién
anterior de la memoria, de los ejercicios de selectividad de dlgebra recopilados en este libro [45]. Los
ejercicios que se listan méas abajo forman el corpus con el que se ha trabajado en este proyecto, pero
por razones de tiempo sélo una parte de ellos esté interpretrado.

8.1.1. Matrices y determinantes
a.l. Definir la suma y el producto de matrices.
[Punto final]

Define(op(+, matrix))
Define(op(-, matrix))

Dar un ejemplo de dos matrices que no pueden sumarse ni multiplicarse.

[Punto de partida]
_A € matrix

_B € matrix

Test(-A + _B)=FAIL
Test(_A - _B)=FAIL

[Punto final]
Find(_A, _B)

a.2. Determinar todos los niimeros reales = para los que es positivo el determinante

3 -3 x
l—-2 z+1 -1
2 0 T

[Punto de partidal

r €R
3 -3 T
D=|1—-2 zz+1 -1
2 0 T
D>0
[Punto final]
FindAll(x)

a.3. Calcular todas las matrices X tales que AX + B = X, donde

a=(11)5=(0 1)

[Punto de partida]
X € matrix
AX+B=X

(1)
p=(y 1)
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[Punto final]
FindAll(X)

a.4. Calcular la matriz X tal que AX = B, donde

(3 1) = (1)

[Punto de partida]
X € matrix
AX =8B

=)
p=(5 )

[Punto final]
Find(X)

a.5. Calcular dos niimeros naturales a,b menores que 10 y tales que la siguiente matriz
A tenga rango 2:

2 2 b
0 5 a
31 0

[Punto de partida]
a,beN

[Punto final]
Find(a,b)

a.6. Definir el producto de matrices.

[Punto final]
Define(op(-, matrix))

Dar un ejemplo de dos matrices A, B con 2 filas y 2 columnas, tales que A- B no coincida
con B - A.

[Punto de partida]

A in matrix(2,2)

B in matrix(2,2)

Test(A- B = B - A)=FALSE

[Punto final]
Find(A, B)

a.7. Determinar todas las matrices X tales que A- X = X - A, donde:
11
(1)
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[Punto de partida]
X € matrix
A- X=X A

(1)

[Punto final]
FindAll(X)

a.8. Hallar una matriz con tres filas y tres columnas que tenga tres elementos nulos y tal
que ninguno de sus menores de orden dos sea nulo.

[Punto de partida]
_A € matrix(3,3)
_A.setElements(0, 3)
I_A .setMinors(2, 0)

[Punto final]
Find(-A)

a.9. Definir el concepto de rango de una matriz.

[Punto final]
Define(op(rang,matrix))

Dar un ejemplo de una matriz con 3 filas y 4 columnas que tenga rango 2.

[Punto de partidal
_A € matrix(3,4)
_A.rang() = 2

[Punto final]
Find(_A)

a.10. ;Puede aumentar el rango de una matriz cuadrada de 3 filas al sustituir un coefi-
ciente no nulo por 07;Y permanecer igual?. Justificar las respuestas.

[Punto de partida]

_A € matrix(3,3)

c#0

_B = matrix.replaceElement(_A, R*, 0)

[Punto final]
Test(Find(_B.rang() > _A.rang())) = TRUE
Test(Find(_B.rang() = _A.rang())) = TRUE

a.11. Sea A una matriz cuadrada tal que A2 = A + I, donde I es la matriz unidad. De-
muestra que la matriz A es invertible.

[Punto de partidal
meN

A € matrix(_n, n)
A2=A+1
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I = matrix.one(_n, n)

[Punto final]
Test(inv, A)=TRUE

a.12. Escribe un ejemplo de una matriz de rango 2, con 3 filas y 4 columnas, que no tenga
ninguin coeficiente nulo.

[Punto de partida]
_A € matrix(3,4)
_Arang = 2

_A setElements(R*)

[Punto final]
Find(_A)

a.13.

a) Calcula el rango de la matriz A, seguin los valores del parametro a

1
2
3

O = N

3 a
6 8
9 12

—_

b) Escribe las propiedades del rango que hayas usado.

[Punto de partida]

acR
1 2 3 a
A=\ 2 4 6 8
3 6 9 12
[Proceso]

using matrix.rang.properties

[Punto final]
Verbose(A.rang(a), matrix.rang.properties)

a.14. Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a) Si sabemos que el determinante de la matriz 24 es |2A4| = 8. ;Cudnto vale el de-
terminante de A7 Escribe la propiedad de los determinantes que hayas usado para
obtener este valor.

[Punto de partidal
A € matrix(3,3)

B=2A
24| =8
[Proceso]

using matrix.det.properties

[Punto final]
Verbose(A.det(), matrix.det.properties)
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b) Calcula para qué valores de x se cumple que 24| =8, siendo A la matriz

T 1 1
A= z+1 2 2
T 2—x 1

[Punto de partidal
X € real
B=2A
24| =8
x 1 1
A= z+1 2 2
z 2—z 1
[Punto final]
FindAll(x)

a.15. Calcula la matriz X tal que 42X = A, donde

(17

[Punto de partida]
X € matrix
A’X = A

= 7)

[Punto final]
Find(X)

a.16. Determina el rango de la matriz A segiin los valores de b:

-1 2 b
A= b b—-3 -1
0 2 1

[Punto de partida]

beR
-1 2 b
A= b b—3 -1
0 2 1
[Punto final]
A .rang(b)
a.l7.

a) Define el concepto de rango de una matriz.

[Punto final]
Define(op(rang, matrix))

b) Determina razonadamente si la tercera fila de la matriz A es combinacién lineal de las

dos primeras
1

11
A= 1 2 -1
21 1
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[Punto de partida]

1 1 1
A= 1 2 -1

21 1
[Punto final]

Verbose((LC(A.row(3), {A.row(1), A.row(2)}))=TRUE)

a.18. Sea A una matriz cuadrada de orden 3. Sabemos que el determinante de A es |A| = 2.
Calcula los siguientes determinantes:

a) |24|.

[Punto de partida]
A € matrix(3,3)
A.det() =2

[Punto final]
(2A).det()

b) |41,

[Punto de partida]
A € matrix(3,3)
A.det() =2

[Punto final]
inv(A).det()

c) |A- AY| (A! es la traspuesta de la matriz A).

[Punto de partida]

A € matrix(3,3)

A.det() =2

Def.op(A?, transpose(A))

[Punto final]
(A- AY).det()

d) Determinante de la matriz obtenida al intercambiar las dos primeras columnas de A.

[Punto de partidal

A € matrix(3,3)
A.det() =2

B =copy A
B.row(1) = A.row(2)
B.row(2) = A.row(1)

[Punto final]
B.det()

e)] Determinante de la matriz que se obtiene al sumar a la primera fila de A la segunda
multiplicada por 2.

[Punto de partida]
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A € matrix(3,3)

A.det() =2

B =copy A

B.row(1l) = B.row(l) + 2 - Arow(2)

[Punto final]
_B.det()

a.19. Determine el rango de la matriz A siguiente segiin los valores del parametro b:

0O b b
A= 1 0 1
b -2 0
[Punto de partida]
beR
0 b b
A= 1 0 1
b -2 0
[Punto final]
A.rang(b)
a.20. Considere las matrices:
1 T 0
A=| -2 |,B=(1 -2 2),X=|y |,0=|0
-1 z 0

a) Diga razonadamente cudl es el rango de la matriz A - B.

b) Clasifique y resuelva el sistema de ecuaciones:

A-B-X=0
1 1 1
a.21. Considere la matriz A = a b c
a? b A2

a) Calcule el determinante de A y compruebe la igualdad

Al = (b —a)(c—a)(c—b)

b) ;Qué relacién debe existir entre a, b y ¢ para que el rango de la matriz A sea igual
a 1?7 Justifique la respuesta.

a.22. Determine el rango de la matriz A segun los valores de b:

1 2 1
A= b+1 1 1
1 b b—1

a.23.

a) Defina el concepto de rango de una matriz.
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b) Calcule el rango de la matriz

-1 1 1
A= 1 2 -1
-2 1 2

c) Diga, razonadamente, si la segunda columna de la matriz A anterior es combinacién
lineal de las otras dos columnas.

a.24.

a) Sean B y C matrices cuadradas de orden 3. Diga cuindo, por definicién, C es la
matriz inversa de B.

b) Diga razonadamente si la matriz
1 10
A= 1 01
011

tiene inversa, y si la respuesta es afirmativa calcule la matriz A~!.
a.25. Determine el rango de la matriz A segin los valores de a:

0 1 2
A= a+1l -1 a-—2
-1 a+1 2

r 1

y 0 ) que cumplen la ecuacion:

a.26. Calcule las matrices de la forma X = <

donde X! es la matriz traspuesta de X
a.27.

a) Diga, razonadamente, si la tercera columna de la matriz A siguiente es combinacién
lineal de las dos primeras columnas:

1 2 -3 0
A= 0 1 -1 1
-1 0 1 -1

b) Calcule el rango de la matriz A.

a.28. Calcule la matriz inversa de la matriz A = B> —2.-(C, siendo

1 0 1 1 0 0
B=|0 -1 0 |, c=1 1 -1
1 0 1 0 -1 1

a.29. Calcule los valores de a para los que el determinante de la matriz B es igual a 32,
|B| = 32, siendo B=2-A4%y

a 1 —a

A= 1 1 0

1 0 2
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a.30. ;Existe alguna matriz X = < i i que cumpla
1
1

(

y sea NO nula? Razone la respuesta.
a.31. Dadas las matrices

1 0 -1 1 0 0
A= -1 -1 1], I=( o 1 o |,
1 1 0 0 1
pruebe que la matriz inversa de A es A= = —A42 4+ A+ 21.
1 0 -1 3 x oy
a.32. Dadas las matrices A = 2 3 0 y B = -2 1 =2 |, estudie si existen
0 1 1 2 x oy

numeros reales x e y tales que la matriz B es la inversa de la matriz A.
a.33.

a) Calcule el determinante de la matriz

b) Calcule la matriz inversa de A.

c) Calcule el determinante de la matriz B = %A?’ sin obtener previamente B.

1 0 -1 5 0 -5
a.34. Considere las matrices B = o -1 0 |, C= 0 1 1 .
-1 0 1 -5 -1 5
a) Calcule la matriz A = 3B? — C.

b) Halle la inversa A~! de la matriz A.

8.1.2. Sistemas de ecuaciones

b.1. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es M.
Hallar un sistema equivalente tal que todos los elementos de la diagonal principal de la
nueva matriz asociada sean nulos:

b.2. Dar un ejemplo de un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incégnitas que sea
incompatible.
b.3. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segin el parametro a:

(a —3)x + 4z = 2
T - 2z = -1
—x + ay + 2z = a

b.4. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segin el valor del parametro a:

ar — ay + az =aq
(3—2a)z =1
r + (a—1)y =0
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b.5. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segiin el valor del parametro a:

ay + (a+1) z =a
a X + z =
T + a zZ =a

b.6. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es M.
Hallar un sistema equivalente tal que los tres coeficientes que estan por encima de la
diagonal principal de la nueva matriz asociada sean nulos:

0 1
M=| -1 0
0 4

-1
2
4
b.7. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segiin los valores del parametro
a:
ay + az =0

T + 2z =0
dr — 2y + az =a

b.8. Determinar el valor del parametro a para que las siguientes ecuaciones lineales sean
linealmente dependientes

r + y + 2z =1
3z + 2y + =z =1
y + 2z =a

b.9. Dar un ejemplo de una sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea
compatible e indeterminado. Interprétalo geométricamente.

b.10. Determinar un valor del parametro a para que el siguiente sistema de ecuaciones
lineales sea compatible e indeterminado.

r +y +z =a
r -y +z =1
r =3y +z =0

b.11. Dar un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea
incompatible. Interprétalo geométricamente.
b.12. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

Yy —Tr =z
T —z =y
y +z ==

b.13. Dar un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea compatible
e indeterminado. Interpretarlo geométricamente.
b.14. Discute el sistema de ecuaciones lineales

T —+ 2y — z = 2
x + (1+by - bz = 2b
x + by + (1+bz = 1

segun los valores de b.
b.15. Resuelve el sistema de ecuaciones lineales

x +2y —z =1
r +y —z =1
x —z =1

b.16.
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a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius.

b) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segin los valores del pardmetro

a:
r +ty +z =a
r +y +az =1
r +ay +z =1

b.17. Discute, en funcién del pariametro a, el sistema de ecuaciones (NO es necesario
resolverlo en ningin caso)

-r + 2y + z =1
ax — Yy —+ 2z = 2
2x + (a—1)z = 2

b.18. Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segtn el valor del parametro a:

ar + ay = 0
r + z = a
-2y + az = a

No es necesario resolver el sistema en ningin caso.
b.19.

a) Discute el sistema de ecuaciones lineales:

2 — y + z =1
-r + Yy - =0
y — 2z = 1

b) Resuelve el anterior sistema.

b.20. Discute, en funcion del parametro b, el sistema de ecuaciones

bx + by = 1
3x 4+ bz = b—-2
-y + z = b-3

(no es necesario resolverlo en ningun caso).
b.21.

a) Diga, justificando la respuesta, si es de Cramer el siguiente sistema de ecuaciones:

y — 2z =1
—x + 4z =0
2y — z =1

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

b.22. Discuta, en funcién del parametro a, el sistema de ecuaciones

r + y = a+1
-2z — y + azx = =2
(a+lz + y — 2z = 2

(no es necesario resolverlo en ningin caso).
b.23. Discuta, en funcién del parametro a, el sistema de ecuaciones

-z + 2y + 2z = a
r + (a—1)y + az = 0
ar -+ 2y + z = -1
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(no es necesario resolverlo en ningin caso).
b.24. Discuta, en funcién del parametro b, el sistema de ecuaciones

y + bz = 1+0b
T + z = 3-1b
bx — by = 1-b

(no es necesario resolverlo en ningin caso).
b.25. Discuta, en funcién del parametro a, el sistema de ecuaciones

r —y + 2z = a
-r + Yy — az =
zr +ay +(1+a)z = -1

(no hay que resolverlo en ningiin caso).
b.26.

a) Encuentre, razonadamente, un valor del pardmetro a para el que sea compatible
determinado el sistema de ecuaciones:

ax + 2y + 2z = a+1
(a+1)z — y — az = -1
-r + y + 2z = Z2a

b) Resuelva el sistema para el valor de a encontrado.
b.27.

a) Estudie para cudles valores del parametro m es compatible determinado el siguiente
sistema de ecuaciones:

(1-2m)x — y — =z -1
m-1z + y — 2z = 2
mir + y + =z 3

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones para m = 0.
b.28.

a) Estudie cémo es el sistema de ecuaciones:

z +y —4z = 2
2r —y —z = 1
z -2y +3z = -1

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

b.29. Considere el sistema compatible determinado de dos ecuaciones con dos incégnitas
r+y=1

5 = S, cuya solucién es el punto Py = (2,—1) de R%. Sea S’ el sistema que
T—y=

se obtiene al anadir a § una tercera ecuacion ax + by = c¢. Conteste razonadamente las
siguientes preguntas:

a) ;Puede ser S’ compatible determinado?
b) ;Puede ser S’ incompatible?

c) ;Puede ser &' compatible indeterminado?
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Resum

Aquest projecte tracta sobre la resolucié automatica dels examens de selectivitat de matematiques
II. En un primer moment s’aborda la qliestié de si és plausible, arribant a la conclusié que és molt
probable que si es pugui, encara que fa falta estudiar amb més detall el procés d’interpretacié dels
enunciats.

En segon lloc, es busca la manera d’adaptar al nostre cas el procés seguit en un article sobre pro-
gramari d’assistencia a les demostracions. Per aconseguir-ho s’ha comencat el desenvolupament d’una
eina que assisteixi en la creacié dels marcs semantics.

Resumen

Este proyecto trata sobre la resolucién automatica de los examenes de selectividad de matematicas
II. En un primer momento se aborda la cuestion de si es plausible, llegando a la conclusion de que es
muy probable que si se pueda, aunque hace falta estudiar con mas detalle el proceso de interpretacion
de los enunciados.

En segundo lugar, se busca la manera de adaptar a nuestro caso el proceso seguido en un articu-
lo sobre software de asistencia a las demostraciones. Para lograrlo se ha empezado el desarrollo de una
herramienta que asista en la creaciéon de los marcos semanticos.

Abstract

This project is about the automatic resolution of math university entrance exams. At first the question
whether it is plausible is discussed, concluding that it is highly probable, but need to examine further
the process of interpretation of statements.

Secondly, is being looked a way to adapt to our case the process followed in an article of assistance

demonstrations software. To achieve this it has begun developing a tool to assist in the creation of
semantic frames.
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