Approximation par
Fonctions Holomorphes dans
les Espaces LP, Lip a et BMO

ANDRE BOIVIN ET JOAN VERDERA

ABSTRACT. Vitushkin—-type theorems on the approximation
by holomorphic functions in the complex plane are established.
More precisely, let F be a closed (or measurable) subset of the
complex plane and let B be any one of the following spaces
of functions defined on F: LP(F), 1 < p < oo, Lip,(F), 0 <
a < 1, BMO(F), or C™(F). Let Ap be the set of those
functions in B which are holomorphic on the interior of F'. We
characterize, in terms of appropriate capacities, those sets F'
for which every function in Ap can be approximated, in the B—
norm on F, by functions holomorphic in a neighbourhood of F'.
Our argument is along the lines of the original approximation
scheme of A. G. Vitushkin and generalizes, to unbounded sets
F, results of many authors, including T. Bagby, P. Lindberg,
A. G. O’Farrell and J. Verdera. It should be noted that similar
results for the uniform norm have been known for some time.

0. Introduction. Soit  un sous-ensemble ouvert du plan complexe C et
F un sous-ensemble relativement fermé de Q. Notons respectivement par C(F),
Hol(F), et Mer(F') I’ensemble des fonction continues sur F', holomorphes sur F et
méromorphes sur C sans poles sur F. De plus soit A(F') ’ensemble des fonctions
continues sur F' et holomorphes sur l'intérieur F° de F, et M(F) '’ensemble des
fonctions f € C(F) qui peuvent étre approcher uniformément sur F' par des

fonctions dans Mer(F'). Nous avons toujours l'inclusion M(F') C A(F).

Nous voudrions décrire les ensembles F' pour lesquels nous obtenons 1’égalité
M(F) = A(F). Si pour un sous-ensemble quelconque E C C, a(F) dénote la

capacité analytique continue de E (voir Section 1.2), nous avons alors.

393
Indiana University Mathematics Journal (¢), Vol. 40, No. 2 (1991)



394 A. BolvIiN & J. VERDERA

Théoréme (Nersesjan 1972) [13], [19], [7]. Soit @ C C ouvert et F C
relativement fermé. Alors les énoncés suivantes sont équivalents:

(1) M(F) = A(F).

(2) a(A\F°) = a(A\ F) pour tout disque ouvert A, A C Q.

(3) Il existe des constantes T > 1 et C > 0 telles que a(A\ F°) < Ca(rA\ F),
pour tout disque ouvert A C Q, ANF # 0.

Si F' est compact, nous retrouvons le théoréme bien connu de A.G. Vitushkin
[24], [5, Chap VIII] sur I’approximation par fonctions rationnelles.

Adaptant le schéme d’approximation de A.G. Vitushkin tel que modifié
par A.M. Davie [3], plusieurs auteurs ont par la suite caractérisé les ensembles
compacts d’approximation rationnelle dans les normes C™, Lip a, L? et BMO
[1], [11], [16], [17], [22], [23]. Le but de notre article est d’obtenir pour ces normes
des résultats semblables & ceux de A.H. Nersesjan, c’est-a-dire sur des ensembles
non-bornés.

Les deux principales difficultés résident dans le choix d’un ‘bon’ recouvre-
ment de 2 et dans la construction de fonctions dont le deuxiéme coefficient dans
le développement en série de Taylor au point & I'infini est le méme que celui de
certaines fonctions dites localisées. Dans le premier cas, suivant une idée origi-
nale de V.H. Hadjiiski [7], nous utiliserons un lemme de Davie (voir Section 1.6)
et dans le second, nous nous servirons, comme dans les articles de P. Lindberg
[11] et J. Verdera [23], de la transformée de Beurling (voir Section 1.4 et 1.7).
Comme pour le cas compact, nous utiliserons des capacités adaptées & chacun
des espaces Lip a, BMO et LP (voir Section 1.2) et les résultats seront énoncés
soit en termes de capacités, soit en termes de contenus de Hausdorff (voir Section
1.3).

1. Définitions et résultats préliminaires.

1.1 Espaces de fonctions.
> 1.1A. Soit © un sous-ensemble ouvert du plan complexe C, F un sous-ensemble
relativement fermé de Q et f : F — C une fonction bornée sur F. Le module de
continuité wy est définie comme suit:

wy(r) =sup {|f(z) - f(y)|: 2,y € F, |z —y| <1}, r>0

wy est une fonction non décroissante, w(0) = 0 et f est uniformément continue
sur F si et seulement si wy est continue & zéro. Posons

[ flloo,F = sup {|f(2)| : z € F}
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et pour 0 < a < 1, définissons
[flla,r = sup {r~%wg(r) : >0}
Lip(o, F) = {f : [|flla,F < 00}
lip(e, F) = {f € Lip(e, F) : 7™%wy(r) — 0 lorsque r — 0%}
lipyoc (o, F) = {f : f € lip(a, K), pour tout compact K C F}

Ay(F) = {f € lipyc (o, F) : %(z) = 0 sur lintérieur F° de F}

Ho(F) = {f € lipoc(a, F) : 3(fn), fn € Hol(F), tel que
| fn = flloo,F + I fn = flla,r — 0 lorsque n — oo}.

> 1.1B. Soit m € R, m > 1. Posons o = m — [m] ol [m] dénote le plus grand
entier qui soit plus petit ou égal & m, et définissons C™(f2) comme étant 1’espace
des fonctions f: Q — C dont les dérivées jusqu’a l'ordre [m] sont continues, et
dont les dérivées d’ordre [m] appartiennent & ’espace lip(c, ) si a # 0. Notons
par V f le gradient de f et définissons

Hp(F) ={f € C™(Q) : A(fn), fn € Hol(F), tel que

nlglgo ”kan - ka“oo,.f =0,0<k< [m]7 et
Jim [V f — VI fllo p = 051 # 0}

De plus C§*(€2) dénotera ’espace des fonctions f € C™(C) dont le support
est un sous-ensemble compact de Q

> 1.1C. Soit A la mesure de Lebesgue sur C et f € LL _(C). L’oscillation
moyenne de f sur un disque A est donnée par

M(f,A) = l-g-l /A 1£(2) = Fal dA(2)

ol |A| = A(A) est laire de A et fa = (]%[) Ja F(2) dA(z) est la valeur moyenne

de f sur A. Nous écrivons f € BMO(C) et disons que f est d’oscillation moyenne
bornée si

I fllo = sgpM(f,A) <oo

le supremum étant sur ’ensemble de tous les disques A. ||-||o est une semi-
norme (compléte) sur BMO(C) qui ne s’annule que pour les constantes. Pour
f € BMO(C) et 6§ > 0, posons

My (6) = sup{M(f,A) : rayon de A < 6}.
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L’espace VMO(C) est Pensemble des fonctions f € BMO(C) qui satisfont
My(6) — 0 lorsque § — 0. Si F' est un sous-ensemble mesurable (de Lebesgue)
de C, nous définissons

BMO(F) = {f|r : f € BMO(C)}
et pour f € BMO(F), nous définissons

I fllo,r = inf{||gllo : ¢ € BMO(C) et g = f presque partout () sur F}.

BMOjo(F'), respectivement VMOjoc(F'), consiste en l'espace des fonctions f
telles que f € BMO(E), respectivement f € VMO(E), pour chaque sous-
ensemble mesurable borné E C F. De plus, posons

Ao(F) = {f € VMOye(F) %(z) = 0 sur FO}
Ho(F) = {f € BMOjoc(f) : 3(fn), fn holomorphe au voisinage de F et
I|f = fullo,r — 0 lorsque n — oo}.

> 1.1D. De méme, pour chaque fonction f € LP(2,)), 1 < p < oo, nous
définissons

e = ([ 171 dx)l/p

Ay(F) = {f € LL (F): %-i;(z) = 0 sur FO}

Hy(F) = {f € LY ,(F) : 3(f»), fx holomorphe au voisinage de f et

loc

| f = fallp,r — 0 lorsque n — co}.

Nous utiliserons aussi les notations suivantes:
A=A(z6)={weC:|w—2 <6}
oA = A(z,06) (0>0)
osc (f,E) = sup{|f(z) — f(w)| : z,w € E}
5% = CU{0}.

De plus C dénotera une constante positive, indépendante des variables appro-
priées, et qui changera selon les circonstances.
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1.2 Capacités. Etant donné un sous-ensemble compact K de C, nous
dirons qu'une fonction f est K-admissible si f est holomorphe sur $2\ K et
prend la valeur zéro au point & l'infini ( f(o0) = 0). La capacité analytique
v(K) de K par rapport & une classe B de fonctions K-admissible est définie
comme suit

v8(K) = sup{ lim |z~f(z)|} = sup |f'(c0)|.
feB feB

Z2—00
Pour un ensemble borné quelconque E, on définit
v8(E) = sup{vs(K); K C E, K compact }

et
v5(E) = inf{ya(U); U D E, U ouvert }.

Un ensemble E ayant la propriété vg(E) = v5(E) sera appelé B—capacitable.

La classe des fonctions K—-admissibles qui se trouvent aussi étre dans la
boule unité des fonctions boréliennes (respectivement: continues) sur S? definit
la capacité analytique (respectivement: la capacité analytique dite continue)
dénotée simplement selon 'usage 7 (respectivement: a) (voir I'introduction).

Si B est la classe des fonctions K-admissibles dans la boule unité d’un des
espaces suivants: Lip (a,C), BMO(C), L?(Q2) (2 borné si 1 < p < 2), alors la
capacité yp ainsi définie sera respectivement denotée par vq, Yo et vp(:, Q) et si
B est dans la boule unité de lip(a,C) ou VMO(C), nous utiliserons la notation
aq Ou oy respectivement. Les capacités v, &, Ya, 0a) Y0, 00 €t Yp(-,$2) ont été
étudiées dans (5], (6], [24], [12], [13], [14], [23], [8], [9], [11].

1.3 Contenus de Hausdorff. Soit h : [0,00) — [0,00) une fonction
continue et croissante telle que h(0) = 0, et soit F un sous-ensemble quelconque
du plan complexe. Le contenu du Hausdorff M}, (E) est défini par

My(E) = infz h (diam Aj)
J

ou l'infimum est sur I’ensemble des recouvrements dénombrables de E par des
disques (ouverts ou fermés) A;.

Dans le cas h(t) = t?, 8 > 0, nous utiliserons la notation My(E) = MA(E)
et MP (E) est appelé le contenu S—dimensionnel de Hausdorff. Le sous-contenu
B-dimensionnel de Hausdorff M2 (E) est défini comme suit:

MP$(E) = sup My (E)

le supremum étant sur I’ensemble des fonctions continues croissantes positives h
telles que

. h(t)
8 —2 =
h(t) <t et t}-l.%l+ 2B 0.
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Un carré dyadique est un carré de coté de longueur 2", n entier, et dont
les coordonnées des coins sont de la forme a-2" +i(b-2"), n, a, b € Z. Nous
pouvons définir des contenus dyadiques, comparables aux contenus de Hausdorff,
en utilisant des carrés dyadiques ouverts @, plutét que des disques A;. Ces

contenus seront denotés par myp, m? et ml respectivement.

Les principales propriétés des contenus de Hausdorff et des contenus dya-
diques de Hausdorff se retrouvent dans [2], [4], [12], [15].

1.4 Les transformées de Cauchy et de Beurling. Soit f une fonction

mesurable bornée & support compact définie sur C. Alors la tranformée de
Cauchy de f est la fonction

en@=1 [LE=Darg =11

ol * dénote 'opération de convolution; la transformée de Beurling de f est
donnée par

B =tm: [ 1D vr %;15 . f.

e—0 T |<I>€ S

Nous notons ici quelques propriétés de C f et Bf que nous utiliserons par la suite.
La fonction Cf est analytique hors du support compact de f. De plus

BN = -2 o)

1Bfllp < Cpllfllp [20, p. 302, théoréme 4.3]
1Bfllo < C|lf]loo [20, p. 308, théoréme 4.4]
I1Bflla < Callflle [21].

1.5 L’opérateur de localisation de Vitushkin. Dans cette section nous
rappelons sommairement la définition de I'opérateur de localisation de Vitushkin
ainsi que certaines de ses propriétés.

Pour chaque fonction ¢ € C2(C) nous définissons l'opérateur T,
LlOC(C) — L10 C(C) de la fagon suivant

@) = 3 (1221 B2 6 ar 0

= o(2)f(z) + %/g(_ﬁz %{i— (s) dx (s).
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T,f est appelé la localisée de f par rapport & ¢. Nous savons que d(T, f)/0% =
<p%£— et donc que T, f est holomorphe sur S?\ E, ot E dénote le support (fermé)
de la fonction ¢ et que T, f(co) = 0. De plus T,f € B si f € B, o B est 'un
des espaces BMO(C), C™(C), Lip(e,C), LY (C). B est alors dit T-invariant.
Plus précisement, nous avons que si A est un disque de rayon § qui contient le

support de ¢ alors [11, p. 63], [22, p. 622-623], [23, Prop. 3.2], [16, p. 189], [18].

(8) ITpflp2a < ColVelluoll fllpa

) IV*T,fllc < C (2;?:0 5a'||vf¢uoo) osc(V*f,A), si 8f posséde un zéro
d’ordre k — 1 en un point de A (on suppose ¢ € C¥)

(©) ITofllo < ClIVellooll fllo,3a
(d) ”T<Pf"a,C < C("‘p”oo +6”V‘P”oo)”f”a>6A-

Nous aurons aussi besoin des estimés suivants [16, p. 193], 22, Lemma 1].

() o flloo < CO|IV(T, f)lloo si f € C*(C)
() Ty flloo,c < C6*|[ Ty fla,c si f € Lip(a,C).

Remarquons que les inégalités (e) et (f) restent valables si T, f est remplacé
par toute fonction h de classe C!, holomorphe sur le complémentaire d’un sous-
ensemble compact de A et satisfaisant h(oo) = 0.

1.6 Le lemme de Davie. Le schéme d’approximation de Vitushkin, tel
qu’adapté par Davie, requiert d’isoler dans de petits disques les singularités de
la fonction & approcher (pour ce faire I'on utilisera I’opérateur T;,). Dans le cas
compact, des disques de méme rayon sont utilisés. Dans les cas des ensembles
non-bornés, il nous faut prendre des disques de rayons variables pour pouvoir
garder un contréle sur la norme dans chacun des disques. Comme 1’a réalisé V.
Hadjiskii [7], le lemme suivant de Davie répond & nos besoins.

Lemme 1.6 [3, p. 416]. Pour tout constante o > 1, il existe une constante
C telle que pour tout sous-ensemble ouvert Q de C et toute fonction p positive
et continue sur 2, nous puissions trouver une suite {A;}32, de disques ouverts
de centres z; et de rayons 6; pour laquelle la fermeture de chacun des oA; soit
contenue dans §Q, et telle que si a € {1,0}, nous ayons:

1) @=UR, ad;

(2) chagque point z € Q se retrouve dans au plus C disques al;

(3) si z € alj, alors ad; < p(z)

(4) Il existe une partition de l'unité {p;} subordonnée d {al;} telle que
IVeslloe < /85

(5) Pour tout z € C,

§3
E min|1l, —— ] <C.
. |z — 2|
J
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Remarques.

+ Nous avons adapté quelque peu I’énoncé original de Davie & nos besoins et
avons apporté quelques précisions a sa preuve.

o La constante C ne dépend que de la valeur de o.

o Une famille de disques {aA;} satisfaisant aux propriétés (1) et (2) sera
dite presque disjointe et une famille de couples {aQ;,¢;} satisfaisant aux
propriétés (1) & (4) sera appelée un p-recouvrement presque disjoint de Q.

o Pour 'importance de I’estimé (5), nous référons le lecteur & [25, p. 102] ainsi
qu’a la Section 1.7.

o L’estimé (4) peut tout aussi aisément étre remplacé par || VFp;||oo < Cé; k,
1<k<N<o0.

Preuve. Pour en simplifier la preuve, nous allons démontrer le lemme pour
le cas 0 = 2. Le cas général s’obtient par un choix approprié de la suite k.« qui
est définie ci-apres. Nous supposerons aussi, sans perte de généralité, que p(2)
décroit vers zéro lorsque 2 € Q approche la frontiere de Q dans S2. Posons

Vi ={z€Q:p(z) >27%}, k=1,2,..
Chacun des ensembles Vi est compact et Q = J, V. Soit
o = min(1, dist (V&,C\Q))
Bk = min(1, dist (Vk,C\ Vit1))-

Remarquons que B < ai et choisissons la suite de nombres entiers k, récursive-
ment de facon & ce que k, > (k—1). et B > 27%+5+1 Pour k = 1,2,... soit
{Akp}32; une énumération des disques de rayon 327%+ dont les coordonnées des

centres sont des multiples entiers de 2=+ (Notons que 3 > 3@).

Nous pouvons maintenant choisir le recouvrement de Q. Soit ko le plus
petit entier pour lequel Vi, n’est pas vide. Nous incluons dans le recouvrement
tout disque Ag,p qui intersecte V4. Récursivement, pour k& > ko, nous incluons
tout disque Agp qui intersecte Vi mais qui ne soit pas contenu dans I'union des
disques déja choisis. Nous noterons par A; les disques ainsi choisis, z; leur centre
et §; leur rayon. C’ést-a-dire que si A; = Agp, pour un certain k et un certain p,
alors §; = %2_’“*.

Remarquons que par le choix des k., nous nous sommes assurés que pour
chacun des recouvrements {A;} et {2A;} les disques de la génération k ne ren-
contrent que les disques des générations kK —1 et £+ 1. De plus il existe une
constante Coy (qui dépend de la valeur de o mais indépendante de celle de k)
telle que chaque point de Q ne se retrouve qu’au plus dans Cy disques de la
génération k. Les recouvrements {A;} et {2A;} satisfont donc aux propriétés
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(1), (2) et (3). Pour obtenir (4), choisissons une fonction ¢ € C$°(R?) telle que
P(z) = 1silz] < L2 et yp(z) =0silz] > 2 et 0< ¢p(z) <1 (Notons que
¥Z <28 < 3). Définissons

32
wie=v (3(z46jzj))
e1(2) = ¥1(2)

J
pir1(2) = ¥i41(2) [J (1 - i(2)).
=1

Utilisant la propriété (2), il est facile de constater que la suite {¢;} est une
partition de I'unité subordonnée & {2A;} et qui satisfait & (4).

Pour prouver (5), fixons tout d’abord le rayon des disques, c’est-a-dire fixons
k. Nous obtenons alors, suivant la technique employée par Vitushkin (voir [25,
p. 102]), que pour tout z € C,

—3k. 2—k.

Zmln( —-——g) < Ajmin | 1,
|z — zkpl .
dist | z, UAkp

ou la somme est sur les p pour lesquels Ay, a été choisi.
Si z ¢ 9, alors dist(z,Up Agp) 2 ap > 2—k«tk ot donc

2—k
< Al; 5=k

D’autre part, si z € , alors z € V; \ V;—; pour un certain ¢ et alors
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mais
i+2 90—k
Z mn{l— 7 ——— | <4
Pl dist (2, U, Akp )
-2 —k i—2 —k i—2
27 27 1
SminL—2" )<Y Ty L
k=ko dist (Z, UpAkp) k=ko Bk k=ko 2
et
o0 —k. © -k, ®  o—(k—3).
2 2 2
S ominf, —2— )<y ooy
k=i+3 dist (z, UpAkp> bis P TS Pres
(o <]
1
< Z 2k—3
k=i+3
Ce qui achéve la preuve du lemme. m]

1.7 Le zéro a I’infini.

Le schéme d’approximation requiert un contrdle sur la norme d’une large
somme de fonctions. Les lemmes de cette section s’attaquent & ce probléme.

Soit Q2 un sous-ensemble ouvert de C et p une fonction positive continue sur
Q. Suivant la preuve du lemme 1.6 de Davie nous contruisons un recouvrement
presque disjoint D = {A;} & partir d’ensembles Vi tel que {cA;} soit aussi
presque disjoint pour un certain o > 1. Soit §x le rayon des disques A; = Ay,
choisis a ’étape k posons

dp = diam Viyy = sup{|z — w| : z,w € Viy1}.

Lemme 1.7.1. Si pour chaque A; = Agp, € D, il nous est donné une
fonction f; = fxp € C(S?)NHol (5%\ Akp), alors

(1) 122; filloo < C Xk [(dk/bk) maxy || fiplloo] si chacune des fonctions f; = fip
posséde un zéro simple a infini.
(il) 1; filloo < C Xy [log(dr/8k) maxy ||frplle) si chacune des fonctions f; =
frp posséde un zéro double a Vinfini.
(iii) |X fillo £ Cmax; || fjllo $i chacune des fonctions f; posséde un zéro

triple & linfini.

Preuve. La preuve de la partie (iii) se retrouve dans [3], [25] et utilise I’estimé
(5) du Lemme 1.6. Les parties (i) et (ii) s’obtiennent en suivant un raisonnement
similaire. O
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Nous voudrions maintenant obtenir pour les normes L?, BMO et Lip a un
résultat analogue au lemme précédent. Suivant une idée originale de Lindberg
[11] et reprise dans [22], nous utiliserons pour ce faire la transformée de Beurling.

Soit B l'un des trois espaces LP(C), BMO(C) ou Lip(a,C). Soit § > 0,
A = A(0,6) et f € BN Hol (S?\ A) telle que f ait un zéro double au point &
Pinfini. On écrit

f@=3 2 >

n=2

Notre but est de construire une fonction b € B & support dans 2A telle que f soit
égale & B(b) sur le complémentaire de 2A. Il nous suffira alors de considérer la
fonction g = f — B(b) et puisque nos espaces sont Beurling-invariants, ceci nous
permettra de remplacer f par une fonction & support dans 2A tout en conservant
de bons estimés sur les normes.

Soit ¢ € Cg° tel que supp ¢ C Ag = A(0, 26), [lpllo <1, ¢ = 1 sur
A(0,6) et [[Velloo < 4, A étant une constante absolue indépendante de 6. Alors

1 n—1
= — d
tn = 5— o, f(2)z 2

2m/ f(2)z" 7 (1= ¢(2)) dz

271'@// f(z)z"t (P (2)dz A dz

=2 [ U@ - @ i)

et 'on obtient immédiatement les estimés suivants:

(1) si f € I?(C)
i< (30)7 () [ verae

3 n—2 1/p 3 2/q
<o(30) (Lra)" ()
2 Do 2

3 'n,—2+2
<o(30) lha
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(2) si f € Lip(a,C)

1 (3N (A .
ol < 2187 (36)  (5) 70

3 n+o
<c(30) Wl

(3) et finalement si f € BMO(C)

3 n
onl <€ (36 1l

Considérons maintenant, pour n = 2,3,..., les fonctions

0 si |z > 26
o= { e e TP
in si |z| > 26
By (2) = z)"
o <

Notons que B(bs) = By. En effet, B(bn) = —£ (C(bn)) et donc

0 a0
0z

0 0
2 (B0) = - 5= | 2 (€D | = ~52.60) = 52 (Bw).

De plus nous avons:

1) el <C

n
(26)* %

2

n
< Co—_
2 lwlla<C 25yTa

n
(3) ”anO < 2”bn“oo < C'(z—é);{-

Posons

b(z) = ianbn(z)

n=2
F =B(b), et
g=f—-F.
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Par conséquent le support de g est contenu dans 24,

ad a
n
2 z—n, |z| > 26
F(2)={""
an(z)
,;.2 ) 2n |2| < 26,

et

IF]lp = 1B(6)llp < Clibll, < D lan llball,

n=2

< Clifll, f: n (%)n (26)2+E+

n=2
< Clifllp-

De fagon similaire on obtient

IFlla < Cliblla < Cliflla
lFllo < Cllbllo < Clfllo-
Nous sommes maintenant en mesure de prouver:
Lemme 1.7.2. Soit {A;} une famille de disques de rayons §; telle que

{oA;} soit une famille presque disjointe pour un certain o > 1. Soit {f;} une

famille de fonctions f; € BN Hol(S2\ A;). Supposons de plus que chaque f;
ait un zéro double au point 4 l’infini. Nous avons alors que

1/p
@) ”Z fills £ Cp (Z IIfallﬁ) st B=LFP(C), 1<p<oo
J J
@) I3 filla < Casup If;lle 5i B =Lip(a,C), 0< a <1
j J

i) 1Y fillo < Cosuplifllo si B =BMO(C).
j J

Preuve. Pour chaque couple {A;, f;} nous construisons les fonctions b;, F;
et g; suivant, mutatis mutandis, la méthode expliquée ci-haut de fagon & ce que
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b; et g; aient leur support contenu dans le disque cA;. Il s’en suit que

1" Fille <1 Fillo+ 1Y gilly
7 7 7
=IBQ_ ), + 1D gills
7 7
<Y il + 1Y g5l
7 7

De méme,

1" filla <CIY billa+ 1Y gjlla
J J J

1> filo <D billo+ 1D gillo-
J J J

Le lemme du double zéro est donc une conséquence du lemme suivant:
Lemme 1.7.3. Soit {h;} une famille de fonctions h; € B telle que le

support de h; soit contenu dans un disque Dj, ot la famille {D;} est presque
disjointe; alors

1/p
® I ml,<c (lehjuz) , $iB=IPC),1<p<co
J

(2) "Z hjlla < Cm?xllhjllaa si B= Lip(a,C), 0<a<1
3 12 hllo < Cmax|ihjllo, si B =BMO(C).
Preuve.

(1) Ce résultat se retrouve dans Lindberg [11]

(2) Fixons z, y € C et posons J, = {j : z € D;} et Jpy = JyUJ,. Puisque
{Dj;} est une famille presque disjointe, card(J;,,)(= la cardinalité de J )
est bornée par une constante, disons C, indépendante de z et de y. Nous
en déduisons que

<Y Ihila) - i)l

J€Jz,y

S ki)=Y ki)
J J

< Cmax|lhy lafz — 417
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et ainsi nous obtenons (2).
Soit A un disque de rayon r, et §; le rayon de D;. Nous divisons les indices

Jj en trois classes:
I={j:DjNA#@et D; C2A}
II={j:DjnA;£®etDj\2A¢®}
Il ={j:D;NA =0}.

Nous avons

M (Z fi» A) <D M(f,8)+ ) M(f;,4).
J

JeI jeII

Fixons j € I. Utilisant Pestimé (9) de [23, p. 295] avec N = }j, nous
obtenons

r

-2
M8 <0 (F) M 20)

62
<C (;’5) Il f3llo-

Mais puisque les D; sont presque disjoints,

D 62 =(n"1))_ Aire(D;) < C Aire (%D,)
J

JeI Jjel

< C Aire(A) = Cr?

et donc

> M(f;,A) < Cmax [|fjllo < Cmax I£]lo-
sl ! ’
Pour obtenir I'estimé }°,c;; M (f;, A) < Cmax; | fjllo, il suffit de remar-

quer que card(II) est bornée par une constante absolue. En effet, soit I la
frontiere de %A. Puisque les D; sont presque disjoints et que §; > r pour
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j € 11, nous avons

3nr = longueur(I') > longueur (U D; nl‘)
€I

>C Z longueur (D; NT)
jel

>C) 5
Jell

> C - card(II).
Ce qui termine la preuve du lemme. O

2. Théorémes d’approximation.
21C™, m>1.

Théoréme 2.1.1 (voir [17], [22] pour le cas compact). Soit Q un sous-
ensemble ouvert de C, F un sous-ensemble relativement fermé de Q, m € R,
m>1,a=m—[m] et f € C™(). Alors les énoncés suivants sont équivalents:

) 1 € Hu(F)
(ii) V* (%é) (2) =0, pour tout z€ F,0<k<m-1

Preuve. Puisque nlingo IV* fr. = V¥ flloo = 0 implique

1 (0 (38| _
v () -v (8)) o

nous avons que (i) entraine (ii).
Pour démontrer que (ii) entraine (i), nous considérons trois cas:
1) m=1,
2) m > 2, m entier,
3) m fractionnaire.

lim
n-—00

>(1) m=1.

Soit f € C1(Q). Etant donné ¢ > 0, on choisit une fonction p continue et
positive sur Q telle qui si § < p(z), alors osc(Vf, A(2,6)) < e. Soit {Aj,¢;}
( = {Axp, Prp}) un p-recouvrement presque-disjoint de Q, 8; ( = g, = 6x) le
rayon du disque A; ( = Agp) et f; = T, f les localisées de f par rapport aux
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;. Notons que si I représente la classe des indices j pour lesquels nous avons
A;NF # @, nous obtenons alors des inégalités 1.5 b) et 1.5 e) et du choix de p,
que pour j € I,

IV fillo < Ce

Ifillo < Céje.

Utilisant un résultat de Nguyen Xuan Uy [17], et P’hypothese (ii), nous pouvons
donc construire, pour j € I, des fonctions g; € C*(C)N Hol ((S2\ Aj)UF)
telles que f; —g; posséde un zéro double au point & I'infini, ||Vgj|le < Ce et

donc (Section 1.5, (e)), ||gj]lcc < Céje. Voir [22, p. 624] pour plus de détails sur

la construction des fonctions g;. Posons

fe=F-Y (fi—g)-

jeI
Nous avons alors, par le Lemme 1.7.1 (iii) que

IVF = Vielloo = 1D (Vi = Vi)l

JEI

< Cr?g}cllvfj = Vygjllo < Ce

et (Lemme 1.7.1 (ii))

1 = felloo = 13- (i =)l = 1325 (Frp — g80) |
D

jeI &

<03 o () il + o)

< CZlog (%—'ﬁ) Oke.
k
k

Il suffit maintenant de constater que les §; peuvent étre choisis de telle sorte que
Yk 0k log(dx /6x) < 0o. Nous obtenons ainsi

“f_fe“oo < Ce.

> (2) m entier > 2. Pour simplifier la notation, nous nous limiterons au cas
m = 2. Donc supposons f € C%(Q) et étant donné ¢ > 0 choisissons p positive
et continue sur £ telle que osc(V2f,A(z,6)) < e pour tout § < p(z). De plus
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soit {A;,9;} (= {Akp,Prp}) le recouvrement de Davie associé & p, et f; = T, f
les localisées de f. Notons par I la classe des indices j pour lesquels A; N F # @
et posons

fe=1=-3 5.

JeI

Nous avons que [20, p. 623]
IV2filloo < C 0sc(V2f,A4) < Ce

et puisque V2 f; posséde un triple zéro & l'infini,

1925 = V2 felloo = 13V filloo < Crmax|[V2 filloo < Ce.
J

De méme, Vf; posséde un zéro double & Il'infini et f; un zéro simple et les
inégalités [20, p.623]

IVfillo < Céje, I filloo < Cé%e

= =vY%

entrainent

d
197 = Viloo = I Vil < 3 o (3 ) 1
J k

—_ = . d_k 2
1 = felloo ||2j:fa||oo50;(6k)6ke.

11 suffit donc de choisir les 8 (c’est-a-dire p) de telle sorte que Y, dxdx < 00 et
Zk bk log(dk/ék) < 00.

> (3) m, fractionnaire. Pour simplifier la notation, supposons que m = 1+«
0<a<letquefeC™(). Fixons € > 0 et notons que, si A;NF # @, nous
avons 'inégalité

IVfilla < C-IVflla,a,3

il nous faut donc choisir p de telle fagon que § < p(2) entraine ||Vf|la,a; <e.

Pour démontrer 'inégalité précédente, notons tout d’abord par I la classe
des indices j pour lesquels A;NF # @. Remarquons ensuite que 9f;/0z =
05 (0£/7) et que 8f;/82 = (8/02)C((f — F())(Bps/02) = Blp(9f/07).
Nous avons aussi par hypothése que (8f/8z)(z) = 0, pour tout 2z € F et donc
que

L) = |5 - Lo

< ”Vf”aij '6;‘1
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sij€l,z€Ajet zp € FNA;. Combiné avec les inégalités
lslla < 1Vjllecd; = = C65
et |B(f)lla < C||flla nous obtenons

of; of
oz ||, = |¥7 8z,
o
mnw[  Hlele —f_’l .
00, j
< cuwua,A,.,
of;
—J <
o <CI s,

ce qui acheve la preuve de I'inégalité.
Posons maintenant, comme pour le cas m = 2,

=f-> f
JEI

Alors puisque les Vf; ont un zéro double & I'infini, nous obtenons

of _ 0f 0f; .
9z 0z o oz || = OpexlIVislla < Ce
et
of _ % 3ka
0z 0z

d,
<CY log (i) | fup o
k

< CZlog( ) 8k max || flla,a., < Ce

si 'on choisit les 8 si petits que Z 67 log(dk/6k) < oo. Finalement
k

1= fello = N5 ke < €37 (32) 57 mae o, <
J k

si de&‘: < 00. Ce qui termine la preuve. 0O
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22Llipa,0<a<l.
Théoréme 2.2.1 (voir [18] pour le cas compact). Soit Q un sous-ensemble

ouvert de C, F' un sous-ensemble relativement fermé de Q et f € lip,.(a, Q).
Alors les énoncés suivants sont équivalents:

(i) f € Hqo(F)
(ii) Il existe unr > 1 et une fonction a(z,6) telle que, pour tout z € Q, a(z,6) —
0 lorsque § — 0, de telle sorte que

y / f(<>%—‘§<c> dNQ)| < COIVollu alz,8) M1 (A(z,r6) \ F)

pour chaque disque ouvert A(z,6) C Q et chagque ¢ € C}(A(z,6)).

Théoréme 2.2.2 (voir [16] pour le cas compact). Soit F et Q comme
dans le théoréme précédent. Alors les énoncés suivants sont équivalents:

(i) Ho(F) = Aa(F)
(i) I existe des constantes C > 0 et r > 1 telles que

MM (A\F%) < CMY™e(rA\ F)
pour tout disque ouvert A C Q.

Preuve. (i) = (ii)
Nous allons démontrer I'inégalité (ii) avec r =1 et

a(z,6)=sup{“—(|f;)_%|c§—)'z c,seA<z,6),<aee}.

Choisissons une suite de fonctions f, € Hol (F) telle que
nh_'rgo(”fn - f”oo + “fn - f”a) =0.

Ty, fr est alors analytique sur le complémentaire d’un sous-ensemble compact de
A(z,0) \ F et par un résultat de Dolzenko [4] et I'inégalité 1.5(d), nous obtenons

] / fn<<>g—‘§<o Q)| = 7(Tp £ (00)] < CITp fullaM™+(A\ F)

< C a(2,8) (I@lloe + 81V lla) M (A \ F)
< C a(2,6)(C 6] Vpllo) M™**(A\ F)
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> (i) = (ii).
L’implication (i)’ = (ii)’ se démontre de fagon similaire, en utilisant des
résultats de O’Farrell [16, 17].

> (ii) = (i).
Etant donné e, on choisit une fonction continue p(z) telle que § < p(z)
entraine a(z,60) < ¢ et || f|la,a(2,6) < €. Nous avons par hypothése que

/ FOZE Q) AN = 7| (T, 1) (00)] < C a(z,8)6VipllaM (A \ F)

pour un certain r > 1 constant. Soit ¢ > r. Nous contruisons alors un p-

recouvrement presque disjoint {Aj,¢;} tel que la famille de disques {oA;} soit
aussi presque disjointe. Soit §; le rayon du disque A; et posons f; = T, f. Ainsi
|filla £ Ce et donc par 1.5(f), ||fjlleo < Cée.

Comme pour le cas compact ([16], [18]), (ii) nous permet utiliser le scheéme
d’approximation. En effect, de I'hypothese, de [16, Corollary 5] et du choix des
®;, nous déduisons que

|fJ'(oo)| < Cevo(rAj\ F).
11 existe donc, pour chaque j, une fonction g; € Lip(a,C) telle que ||g;|lo < Ce,
g; soit holomorphe sur le complémentaire d’un sous-ensemble compact de rA; \ F

(et donc au voisinage de F) et telle que f; — g, ait un zéro double & l'infini (i.e.
telle que g;(c0) = 0 et gj(00) = f}(c0)). Posons

fe=1-(Xi-9)

ou la somme est sur les j tels que [&j NF # @. Ainsi, par les Lemmes 1.7.1 et
1.7.2, nous avons

If = fella = 3255 = 9i)ll, < Cmax|if; = gjlla < Ce

et
1F = felloo = D _(fi = 95)lloo < Ce Y _ 87 log— < Ce

si 'on choisit la fonction p de telle sorte que ’on ait aussi Y, 6 log(dx/6x) < oco.
Ceci achéve la preuve, puisqu’il est aisé de vérifier que f. € Hol(F).



414 A. BolviN & J. VERDERA

> (il) = (i)'
Soit f € Aqa(F). Nous voulons démontrer que f € Hy(F). Pour ce faire
nous allons démontrer que f satisfait & la condition (ii) du Théoréme 2.2.1 avec

a(z,9) =sup{ﬂf?)_;£f§—) (¢ E€A, c#s}.

Soit A = A(z,6) et ¢ € C§(A). Puisque T, f est analytique sur le complémen-
taire d’un sous-ensemble compact de A et sur F°, nous avons que

= 7|(T(f)' (o)

/ f<<>§—‘§<o NG

< ”IIT«’f"aaa(A\FO)
< C-6§||Vollcoa(z, ) MyT(A\ FO)
< C-8||Vollwa(z,) M T*(rA\ F°)

ou 'avant-derniére inégalité se démontre & 1'aide de [16, Corollary 7, p. 192] et
de l'inégalité 1.5(d). O

2317 1<p<oo.

Théoréme 2.3.1 (voir [1], [11] pour le cas compat). Soit F' un sous-
ensemble mesurable de C et f € LY (C). Alors les énoncés suivants sont
équivalents:

(i) f € Hy(F)
(ii) I existe un r > 1 et une fonction a(z,6) telle que a(z,6) — 0 lorsque § — 0
pour tout z € C, de telle sorte que

j [ 10520 ax0)| < OB Velmale O (A7) \ )

pour chaque ensemble mesurable Q (Q borné sip < 2), chaque disque A(z,6)
et chaque p € C§(A(2,6)).

Théoréme 2.3.2. (voir [1], [8], [9], [11] pour le cas compact). Soit F un
sous-ensemble mesurable de C. Alors les énoncés suivants sont équivalents:

(i)’ Hp(F) = Ap(F)
(ii)" Il existe des constantes C > 0 et r > 1 telles que

Tp(A\ F°.Q) < Cvp(rA\ F,Q)

pour tout disque ouvert A et tout ensemble mesurable Q (Q borné sip < 2).
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Remarque. Si 1l < p < 2 et Q est borné, la condition (ii)’ est toujours
satisfaite et donc Hp(F) = Ap(F) pour tout sous-ensemble mesurable F' de C.
En effet si E est un sous-ensemble quelconque non-vide de (2 et si zy € E alors
Yo(E,Q) > vp ({zo},Q) > C; > 0 ou C; est une constante absolue indépendante
de E puisque 671?55 € LP(R), 1 < p < 2. Nous avons donc C; < 7,(E,Q) <
7p(R,Q) = C2, ce qui nous permet de conclure que 'on a toujours les inégalités

<%e, < @*yp(A\F Q).

WA\F,) <O <

Preuve. (i) = (ii)

Soit f € Hy(F). Choisissons une suite (f,) de fonctions analytiques dans un
voisinage G, de F telle que limy_, || fn — f|lp,r = 0. Nous pouvons supposer
sans perte de généralité que f = 0 sur C\F et f, = 0 sur C\G,. Nous
choisissons aussi les ouverts G,, de telle sorte que

1
”fn“f”p, .S ”fn_f”p,F"' ;

Ainsi nous obtenons
lim || f5 — fllp,c =0
n-—00

et par conséquent

} JEGE £ INO)| = T ()] < CllTofull 1 (A, 0)\ ).

11 suffit donc de laisser n tendre vers l'infini et d’utiliser 1'inégalité 1.5(a) pour
obtenir (ii) avec r =1 et a(z,6) = || fllp,a(2,6/2)-

> (i) = (i).

Comme pour le cas Lip a, étant donné ¢ > 0 nous choisissons p et con-
truisons un p-recouvrement presque disjoint ainsi que les localisées f; de f par
rapport aux ¢;. Nous devons cependant ici apporter des précisions sur la con-
struction des fonctions g; qui contrdlent les coefficients fJ'- (00). Cette construc-
tion, dans les cas Lip a, était basée sur I'inégalité

| £ ()] < ClfjllavalK;)

oll K; est 'ensemble (compact) des singularités de f;. Pour pallier au fait que les
fonctions f; ne sont pas nécessairement dans L,(F"), mais seulement localement,
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nous utiliserons (ii) avec Q = 2A;. Ainsi, utilisant 1.5(a), 'on obtient, comme
pour le cas Lip a,

|£fj(00)| < Cemp(rarj \ F, 24;).

11 existe donc, pour chaque j, une fonction g; holomorphe sur le complémentaire
d’un sous-ensemble compact de rA; \ F' tel que g;(o0) =0, gj(00) = fi(co) et

lgillp,2a; < Cllfillp,2a; < Ce

et la preuve suit maintenant celle du cas Lip a, en remarquant que f; —g; €
L?(C) et donc que les hypothéses du lemme du double zéro sont satisfaites. Nous
pouvons donc appliquer le schéme d’approximation et terminer la preuve comme
dans le cas compact. (i)’ = (ii)’ et (ii)’ = (i)’ se démontrent de fagon similaire
au cas Lip a. [m}

2.4 BMO.

Théoréme 2.4.1 (voir [23] pour le cas compact). Soit F' un sous-ensemble
mesurable de C et f € VMO)oc(C). Alors les énoncés suivants sont équivalents:

(i) f € Ho(F)
(ii) Il existe un r > 1 et une fonction a(z,6) telle que lims_oa(2,6) = 0, pour
tout z € C, de telle sorte que

| / f<<)§—‘§(<> Q)| < C81Vollwalz, )M (A(z,r6) \ F)

pour chaque disque A(z,6) et chaque ¢ € C§(A(2,6)).

Théoréme 2.4.2 (voir [23] pour le cas compact). Soit F' un sous-ensemble
mesurable de C. Alors les énoncés suivants sont équivalents:

(i)’ Ho(F) = Ao(F)
(i)’ Il existe des constantes C > 0 et r > 1 telles que

M;(A\F° < CM'(rA\F)

pour tout disque ouvert A.
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Remarque. Un résultat récent de P.J. Holden [10] caractérisant 1’espace
VMO(F) démontre que nous avons toujours l'inclusion Ho(F) C Ao(F).

Preuve. (i) = (ii)

L’implication (i) = (ii) se démontre comme pour le cas compact [21] avec
r=1et a(2,6) = supaca(e,s M(f,A).

> (i) = (i).

Comme pour le cas LP, il nous faut apporter des précisions sur la con-
struction des fonctions g;. Nous devons comparer vo(K;) et M*(A; \ F). Nous
pouvons supposer que F' est borélien et devons remarquer que M' se compare &
m! qui est une capacité de Choquet [2] et donc

70(K;) < CM}(K;) < OM;(A;\ F°) < OM*(Aj\ F) < Cm'(A;\ F)

=C sup mY Q) <C sup 7(Q)=Cr(A;\F). a]
QCA\F QCA\F
Q compact Q compact
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