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JOIES MATEMATIQUES

ARMENGOL GASULL

El doble sentit de la paraula “joia” en ha permés triar per aquest treball un titol
que conté la, també doble, motivaci6é del treball.

Més concretament, el que es pretén és recollir demostracions, que en opinié de
I’autor siguin senzilles i boniques, i a més, siguin tals que llegir-les i comprendre-les
ens provoqui una certa felicitat. Senzill és un terme subjectiu, pero per situar-lo en
un context académic, podriem assimilar-ho al nivell de comprensi6 matematica que
tenen els bons alumnes de primers anys de universitat. Si senzill ja és subjectiu,
que podem dir de bonic!. Per descomptat ni volem, ni sabem precisar-ho. En tot
cas, un resultat per ser bonic ha d’interessar i no deixar indiferents a la majoria
dels lectors matematics. A més, pot ser bonic per diferents raons: pel seu enunciat,
per la seva interpretacio, o pel tipus d’argumentacions que han permés demostrar-
lo. Uns treballs que reflexionen sobre aquesta qiiestio som |21, 30, 16, 48]. Segons
Hardy (|23]) en els grans teoremes hi ha un grau molt alt de sorpresa, combinat amb
inevitabilitat i economia'.

Una recopilacié molt més ambiciosa és el famos llibre [I]. També s’ocupen de la
mateixa qiiestio els tres llibres classics |25, 26, 27], els llibres |2, 22, 39] o el treballs
[37, 51].

Espero que el lector gaudeixi amb aquest recull tant com ho ha fet ’autor prepa-
rant-lo i hi trobi demostracions que no coneixia. El treball estd estructurat en
seccions independents que s’han intentat ordenar en funci6 de la seva dificultat.
Quan ha estat possible s’han contextualitzat les qiiestions i proves presentades. Com
no podia ser de cap altra manera, hi ha resultats involucrant els nombres primers,
7, e, triangles, arees, volums, polinomis, séries, fraccions continues, daus, ..., vaja,
els atoms de les matematiques. Una altra cosa, també inevitable, és la quantitat de
noms illustres que surten citats al treball. Una versi6 ampliada d’aquest article és

[20].
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1In [great theorems] there is a very high degree of unexpectedness, combined with inevitability
and economy.”
1
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1. Una pregunta amb resposta sorprenent. Hi ha dos niimeros irracionals a i
b tals que a® sigui racional?
La prova, no constructiva, de que la resposta és “si” és a la vegada senzilla i bonica.

Agafem ¢ = ﬂﬁ Si ¢ és racional ja hem acabat prenent a = b = v/2. Si no, observem

que
V2
(") -2

per tant podem prendre a = ci b= /2.

Observem que la demostracié anterior no ens aclareix si ¢ és racional o no. De fet,
Pany 1900 Hilbert va proposar com a problema VII de la seva famosa llista, decidir
per exemple si 2V2 i e™ eren nimeros transcendents (és a dir, no eren arrels de cap
polinomi no nul amb coeficients enters). Aquestes qiiestions van ser resoltes simul-
taniament per Gelfond i Schneider al 1934. El seu resultat, conegut com Teorema de
Gelfond—Schneider, ens diu que si a i b s6n nimeros algebraics (no transcendents),
a ¢ {0,1} 1 b és irracional, aleshores a’ és transcendent.

Anem a veure que la transcendencia (i per tant la irracionalitat) dels ntumeros V2,

\/§ﬁ i " se segueix del teorema. Observi’s en primer lloc que si « és un nimero no
algebraic, aleshores 8 = /o també ho ¢és, ja que si 8 fos arrel d’un polinomi P(z),
no nul amb coeficients enters, aleshores « seria arrel de Q(x) := P(x?). Per tant,
com que 2V2 és transcendent el mateix passa amb la seva arrel quadrada, \/5\/5
Finalment, com que e™ és un dels valors que pren (e”)_z = (~1)7%, també sabem que
és transcendent.

Es curiés observar que encara no se sap si

V2
7™ o \/§ﬁ =2

son irracionals o transcendents.

(%)

2. Hi ha infinits nombres primers. Per a molts matematics la prova d’Euclides
de que hi ha infinits primers és immillorable. A la seccié segiient en veurem una
variaci6. Recordem-la breument. Si n’hi hagués un namero finit, py,po,...,pr arri-
bem a una contradiccié considerant pips---pr + 1 ja que o bé aquest ntimero és un
nou primer, o té un primer diferent dels n donats com a divisor.
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Recentment, al 2006, 1i ha sortit una competidora ([17]) que reproduim a conti-
nuaci6. Considerem la segiient successié de nimeros naturals:

xk+1:$k(xk+1), 1<(131€N.

Demostrarem per induccié que la descomposicio en factors primers de x; conté com
a minim k primers diferents. El resultat és clarament veritat per k& = 1. Suposem-lo
cert per k = n i anem a provar-lo per k = n+ 1. Tenim que x, és divisible per k
primers diferents. A meés, per a tot 1 < m € N, els nimeros m i m + 1 soén primers
entre si, ja que si p divideix a m i m + 1, divideix també a la resta que és 1. Aixi
rn + 1 conté algun primer en la seva descomposicié en factors primers que no és a
la descomposicié de z,,. Per tant x,,; és divisible, com a minim, per n + 1 nombres
primers, tal i com voliem demostrar.

Entre els dos llibres [34, 44| hi ha una dotzena de proves diferents de I'existéncia
d’infinits nombres primers.

3. Hi ha infinits primers de la forma 4n —1. Del fet que hi ha infinits nombres
primers ja sabem que o bé n’hi ha un nimero infinit de la forma 4n -1, o bé n’hi
ha un numero infinit de la forma 4n + 1, o bé les dues opcions es donen.

Anem a veure que la primera opci6 és certa. La prova és una senzilla i elegant
adaptacio de la prova d’Euclides de la infinitud dels nombres primers.

Suposem que no, per tal d’arribar a contradicci6. Siguin pq,ps, ..., pr tots els
primers de la forma 4n — 1. Considerem

N =4pips---pr — 1.

Aleshores N no pot ser primer, ja que seria de la forma 4n — 1 i no és a la llista
de tots els primers d’aquesta forma. Clarament cap p; divideix a N. A més a la
descomposicid de N en factors primers n’hi ha com a minim un de la forma 4n -1,
ja que si tots fossin de la forma 4n + 1, N també ho seria ja que (4n+1)(dm+1) =
4(dnm+n+m)+ 1. Aquest primer seria de la forma 4n -1 1 no és cap dels p;, j <k,
obtenint la contradiccié desitjada.

De fet, Dirichlet al 1837 va demostrar que, variant n € N, qualsevol expressié an+b
amb a i b enters coprimers dona lloc a infinits nombres primers.

4. Un gran forat sense nombres primers. Acabem de veure que hi ha infinits
nombres primers. De fet, se sap molt més. Per exemple, a 'any 1896, Hadamard
i de la Vallée-Poussin van provar, usant idees de Riemann, que si m(n) denota el
ntimero de nombres primers menors o iguals que n,

lim 7(n)In(n) _

n—>oo n

1.

Per aixo0, a primera vista pot resultar sorprenent el resultat segiient: per a tot m e N
hi ha m nimeros consecutius de manera que cap d’ells és primer. Abans de seguir
llegint potser ve de gust pensar-ho per un mateix.

Hi ha una prova senzillissima d’aquest fet: per a m > 2, podem prendre (m+1)!+k,
per ke{2,...,m+ 1}. Clarament, cada (m + 1)! + k és divisible per k.

5. Quadrats i més quadrats. No és senzill dividir un quadrat en un naimero
finit de quadrats més petits, tots disjunts i diferents, vegeu [11, Cap. 2|. Aquestes
construccions es poden relacionar amb el disseny de certes xarxes eléctriques, vegeu
[6]. A lesquerra de la Figura 1, donem un quadrat de mida 112 x 112 subdividit
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en 21 quadrats més petits i diferents, tots amb costats enters. Va ser trobat 'any
1978 per Duijvestijn i s’ha demostrat que és el més senzill possible amb aquestes
caracteristiques. El mateix problema pero comengant amb un rectangle té solucions
més simples, vegeu de nou la mateixa figura, on es mostra un rectangle 33 x 32,
trobat 'any 1925 per Moron, dividit en 9 peces quadrades diferents, amb costats
enters. També se sap que aquesta soluci6é és minimal.

35 27
50

5
15 1711

{.2
g U
~4

19

37 42

Figura 1. Quadrat i rectangle dividits en quadrats diferents.

/ \./
.. N

Figura 2. Impossibilitat de dividir un prisma rectangular en cubs diferents.

El que és forca curiés és que cap prisma rectangular amb costats sencers es pot
dividir en un nimero finit de cubs més petits, tots diferents. Anem a provar-ho per
reducci6 a I'absurd seguint [15, Cap. 17|. Suposem que si que es pogués. Aleshores,
per exemple la base de sota del prisma quedaria dividida en quadrats, tots amb
costats diferents. Sigui @)1, el quadrat més petit. Sobre aquest quadrat, el cub
corresponent, C] és tal que tots els que 'envolten son més alts que ell mateix, vegeu
la Figura 2. Aleshores, la base de sobre d’aquest cub és un quadrat (de la mateixa
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mida que Q1) de manera que les bases de tots els cubs que estan recolzats en ell el
divideixen en quadrats més petits i tots diferents. De nou, n’hi ha un que és el més
petit, diem-li ()5. Podem raonar igual comencant ara amb la cara superior del cub
Cs que té com a base (09, i continuar aquest procés fins arribar a que hi hauria cubs
de costat més petit que 1, en contradiccié amb el que suposavem.

De fet, seguint un raonament semblant també podem demostrar que cap prisma
rectangular (independentment de les mides dels seus costats) es pot subdividir en
un numero finit de cubs, tots diferents i tampoc amb costats necessariament enters.

6. El Teorema de Viviani. Aquest teorema va ser provat per Viviani al segle
XVII. Afirma que si P és un punt interior d’un triangle equilater aleshores la suma
de les distancies de P als tres costats del triangle AB, BC i C'A no depén de P i
val I'algada h del triangle. Recordem, que si a és el costat del triangle, aleshores pel
Teorema de Pitagores, h = /3a/2.

A B

Figura 3. Teorema de Viviani: s +1¢+ u és constant.

La prova només usa que l’area d'un triangle és el producte de la base per alcada
entre dos. Aixi, I'area total del triangle, ah/2, és igual a la suma de les arees dels
tres triangles en que es pot dividir, APB, BPC i C'PA, vegeu la Figura 3. Aquestes
arees son as/2, at/2 i au/2. Per tant s+t +wu = h, tal i com voliem veure.

7. Dues conjectures d’Euler. Expliquem a continuaci6 dos problemes que va
tractar Euler, pels quals el seu fabulés enginy no va ser suficient per a proposar
respostes correctes.

Fixat, n € N, Euler va conjecturar I’any 1769 que si sumen k£ > 1 potencies n-
ésimes de nimeros naturals i obtenim una poténcia n-ésima, aleshores k£ > n. Aquest
resultat va resultar ser fals i el primer contraexemple va ser per n =5 i és de 'any
1966 ([29]):

27% + 845 + 110° + 133° = 144°.
Més endavant, 'any 1988, Frye va donar un contraexemple per n =4,

05800* + 217519* + 414560* = 4224814,
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El segon problema és el segiient: donats dos conjunts amb n elements A i B,
un quadrat grecollati d’ordre n és una quadricula de mida n x n de manera que a
cada casella hi ha un element de cada conjunt, tots els elements d’A x B hi son, i a
més, cada element d’A i de B apareix a totes les files i totes les columnes. Aquests
quadrats son coneguts des d’abans d’Euler, pero ell els va popularitzar. El seu nom
ve de que ell denotava els elements d’un dels conjunts amb lletres gregues i els de
Paltre amb lletres llatines. Avui en dia se sap que hi ha quadrats grecollatins per a
tot n > 3, excepte per n = 6, en contra del que va conjecturar Euler en el seu temps.
A la Figura 4 se’'n mostren dos, un per n = 4, cosit per la meva mare en punt de creu
amb fils de 8 colors, i un altre per n = 10. En els dos, es representen els elements
dels conjunts com els colors de dins i de fora dels quadradets per cadascun dels n?
quadrats que els formen.

ANY 2005 ROSA EMBID

Figura 4. Quadrats grecollatins 4 x4 i 10 x 10.

8. Estrelles. Donada una estrella qualsevol de cinc puntes, anem a demostrar,
seguint les idees de [16, Cap. 5|, que la suma dels cinc angles que formen aquestes
puntes és m. Es a dir, que a; + as + a3 + oy + a5 = m, vegeu la Figura 5.

Comencem agafant un vector unitari, situat a un dels vértexs de 'estrella, parallel
a un costat (vegeu el vector a la posici6 (0) en la Figura 6). Aleshores, el fem lliscar
fins a la posicio (1). A continuacid, girem un angle 7 — a3 fins a estar a la posicio
). Fem el mateix, passant per les posicions (3), @), ... fins arribar a (9) i finalment
tornem a la posicio (0). Per una banda, és clar que el vector ha fet dos voltes i per
tant el seu gir total ha estat de 47 radiants. Per altra banda, els angles que ha anat
girant a cadascuna de les cinc puntes han estat m— a3, T— a5, T—Qg, T—ay i T—ay.
Per tant,

(7r—041)+(W—a2)+(7r—a3)+(7r—oz4)+(7r—a5):47r,

d’on es dedueix que aq + g + ag + ay + a5 =, tal i com voliem veure.



Figura 5. Estrella de cinc puntes: aj + as + ag + oy + a5 = 7.

Figura 6. Estrella de cinc puntes.

Clarament, usant la mateixa idea, es poden obtenir resultats similars en el cas de
poligons o d’estrelles amb més puntes. Per exemple, en el cas d’un triangle tenim
que (m—aq) + (7 —g) + (7 —a3) = 27 i en el d'un quadrilater convex (m—ay) +
(m—ag) + (m—az) + (7 — ay) = 27. Per tant, pels triangles o + as + a3 = 7 i pels
quadrilaters convexos, o + as + ag + ay = 2w. De fet, el resultat és cert per tots els
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quadrilaters, com es pot veure per exemple dividint-los en dos triangles, pero pels
no convexos aquest argument no demostra el resultat desitjat.

Fn+1

Fn—l Fn

Figura 7. Numeros de Fibonacci i nimeros triangulars.

9. Algunes proves sense paraules. Les quatre proves presentades i moltes més
es poden trobar a |35, 36]. El famosos numeros de Fibonacci F,,, que recordem,
venen definits com F), = F,_1 + F,,_5, amb Fy =0, F; = 1, o els nimeros triangulars
T, =1+2+-+n, satisfan certes relacions. Per exemple

F2, =4F,Fy +F%,  To=3T,+Tpi.

n+1

Tot i que no és gens dificil demostrar-les analiticament, les figures segiients ens donen
proves sense paraules de les mateixes.

n+1

n+1/2

n+l n+1

Figura 8. Suma dels quadrats.



Figura 9. Teorema de Pitagores.

Una prova sense paraules de

2:n(n+1)§n+1/2)7 1)

es mostra a la Figura 8. No és dificil demostrar (1) usant induccié. Aqui la bellesa no
esta pas en en resultat, sin6 en la prova visual. Les figures de la Figura 9 demostren
el Teorema de Pitagores ja que la suma de les arees dels quadrats vermells coincideix
amb la del quadrat blau, és a dir a® + b> = ¢2, on a 1 b son els costats d’un triangle
rectangle que formen angle recte i ¢ és la seva hipotenusa.

12422432+ 4n

10. Ternes pitagoriques i nimeros de Fibonacci. Una terna pitagorica és una
tripleta d’enters positius a, b, ¢ que compleixen a?+b? = ¢2, és a dir que son els costats
d’un triangle rectangle. Euclides ja va demostrar que totes les ternes pitagoriques
primitives (és a dir, tals que a,b i ¢ no tenen cap divisor comt més gran que 1) venen
donades per

a=u?-v% b=2uv, c=u?+% (2)

amb u i v enters positius, u > v, coprimers i els dos no senars a la vegada. La més
coneguda és 32 + 42 = 52 i correspon a u =2 i v = 1. Anem a demostrar-ho seguint
[11].

Una primera observaci6 és que el nimeros a i b han de tenir diferent paritat, i a
més c¢ ha de ser senar. Observem, per exemple que si ¢ fos parell, aleshores ¢ = a?+b?
hauria de ser divisible per 4, pero si a i b fossin els dos senars, és a dir a = 2k + 1
ib=20+1, aleshores a? + b2 = 4(k2 + k + (2> + /) + 2, que no és divisible per 4. Aixi,
suposarem sense pérdua de generalitat que b és parell, i a i ¢ senars.

Escrivim % = ¢ —a? = (¢ +a)(c—a). Com que c i a son primers entre si, i els
dos senars, 1'anic divisor comt entre ¢+ a i ¢—a és 2. En altres paraules, (c+a)/2 i
(¢ —a)/2 son naturals positius i primers entre si. Per tant tenim la igualtat

b\* _(ctal(c-a
(2) ) ( 2 ) ( 2 ) '
Finalment, com que /2 e Ni (c+a)/2 i (¢—a)/2 no tenen factors en comu, la igualtat
donada for¢a que ambdos niimeros siguin també quadrats. Aixi, (c+a)/2 = u? i
(c—a)/2 =% amb u,v € N. Operant, ¢ = u?+0v?%, a=u?-v%1ib? = 4u?v?, com voliem
demostrar.
A partir de (2) és trivial trobar ternes pitagoriques amb niumeros de Fibonacci,

o amb el nameros que es vulgui. Seguint [5, 39] anem a donar un parell de casos
elegants.
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Si prenem u = Fy,q, v = F,, i usem que F? + F2 | = Fy,,1 obtenim

n+1
(£

n+1

_Fr%)2 + (21:‘71Fn+1)2 = F22n+1‘

La segiient prova de que Fy,.1 = F2,, + F? és també forga enginyosa. Es senzill
demostrar per induccié que

n ._ 1 1"_ Fn+1 Fn
weelio) (5 4)
Per tant, com que M?" = M™M", tenim que

F2n+1 F2n — Fn+1 Fn Fn+1 Fn
F2n F2n71 Fn anl Fn anl ’
Fent el producte de matrius i igualant I'element de la primera fila i la primera
columna tenim que Fy,,1 = F2,, + F2, tal i com voliem provar.

Si eliminen la condicié Fy = 0, F; = 1 dels nameros de Fibonacci obtenim uns
ntmeros diferents, que denotarem per f, i anomenarem ntimeros de fibonacci ge-
neralitzats. Per exemple, prenent F = 2, F7 = 1 obtenim els ntimeros de Lucas:
2,1,3,4,7,11,18, ...

La segona terna pitagorica que presentem involucra 4 niimeros de fibonacci gene-
ralitzats consecutius f,, fns1, foio 1 faez 1 és

(fnfn+3)2 + (2fn+1fn+2)2 = ( 3+1 + fn2+2)2 .

Els 4 ntimeros es poden escriure com u —v,v,u,u + v i el resultat se segueix de nou
. 2 2 2
de la igualtat (u? —v2)” + (2uv)” = (v +u?)”.

11. Arc capag i molt més que Pitagores. Prenem dos punts A i B sobre una
circumferéncia de manera que 'arc que formen és 2a. Aleshores, es pot demostrar
que qualsevol punt C' de la mateixa circumferéncia, i fora d’aquest arc, és tal que
langle AC'B és «, vegeu el grafic de 'esquerra de la Figura 10. Es diu que els punts
C formen l’arc capa¢ del segment AB amb angle o. Aixi, el segment AB és veu sota
un mateix angle o des dels punts d’aquest arc capag.

Figura 10. Arc capac.



11

Per a demostrar I'afirmacié anterior fem la construccié de la dreta de la Figura 10.
En aquesta figura suposem que el centre de la circumferéncia que passa pels tres
punts és dins del triangle. El cas en que el centre és fora es pot tractar de manera
semblant. En primer lloc, observem que dos costats de cadascun dels tres triangles
petits son radis de la circumferéncia. Per tant tenim que els tres triangles son isos-
celes i cadascun d’ells té dos angles iguals, que anomenarem (3, v i §, respectivament.
Per tant, sumant els tres angles que tenen com a vertex el centre de la circumferéncia
obtenim

2r=(m=20)+(m=27)+ (wr=20) =37 =2(B+v+9).
Com a conseqiiéncia 7 — 2y = 2(8 + ) que és precisament el que voliem demostrar.

Figura 11. Teorema de Ptolemeu: aa’ + bb' = dd’'.

Usant arcs capacos anem a provar el Teorema de Ptolemeu, demostrat per aquest
astronom al segle II per a construir taules trigonométriques, vegeu [9, Cap 10].
Aquest teorema afirma que per un quadrilater ciclic o inscrit, com el de la Figura
11, és a dir amb els quatre vértexs en una mateixa circumferéncia, es compleix
aa’ +bb" = dd'. Observi’s que en el cas de que el quadrilater sigui un rectangle tenim
que a=a’,b="V,d=d iel teorema ens diu que a?+ b? = d?, és a dir, el Teorema de
Pitagores.

Demostrarem el Teorema de Ptolomeu seguint [37]. En primer lloc, considerem
la construcci6 de 'esquerra de la Figura 12. Els angles ACB i ADB coincideixen ja
els punts A i B que formen part de 'arc capag del segment AB; els anomenarem a.
De manera semblant els angles DAC i DBC son iguals i anomenem ~ I'angle que
formen. A continuacié considerem el segment DB i busquem un punt M en aquest
segment de manera que 'angle DC'M sigui també «. Aleshores veiem que I'angle
CMB és a+ . Usant tots els angles esmentats arribem a que els triangles ACD i
BCM s6n semblants i per tant

|AD| |BM)|
|AC|  |BC|’
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Figura 12. Prova del Teorema de Ptolemeu.

on |PQ)| denota la longitud del segment que uneix P i (). Raonant de manera sem-
blant amb la construccié de la dreta, amb els triangles ABC' i DMC, de la Figura
12 obtenim que

|DC| ~ |AC|
|DM|  |AB|

Finalment, expressant les igualtats anteriors en termes d’a, a’, b,0’, d,d’, i anomenant
|DM| = dy, |M B| = dy tenim que
b dy . a d

A
Per tant bb' = dod’ 1 aa’ = did". Com que d = d; + do, sumant les dues igualtats tenim
que aa’ +bb' = dd'.

A més, anem a veure com el Teorema de Ptolemeu, junt amb el famos teorema dels
sinus, ens permet calcular el sinus d’'una suma d’angles. Si a la figura de I'esquerra
de la Figura 12 suposem que el segment DB passa pel centre de la circumferéncia
aleshores els triangles ABD i CBD so6n ambdos rectangles. A més, si la longitud
del segment és 1, aleshores d = 1, a = |AB| = sin(a), b = |DA| = cos(a), a’ = |DC| =
cos(f) i b = |CB| = sin(f). Finalment, a partir del teorema dels sinus tenim que
d' =|AC| =sin(a + ), i el Teorema de Ptolemeu ens diu que

sin(a) cos(B) + cos(a) sin(5) = sin(a + f).

Per acabar anem a veure que per quadrilaters convexos qualssevol (és a dir, no
necessariament inscrits en una circumferéncia) es compleix la coneguda com desi-
gualtat de Ptolemeu, dd’ < aa’ + bb'. Seguirem la prova de [3]. Per aixo, pensem el
quadrilater inclos en el pla complex, C, i considerem els quatre niimeros complexos,
u,v,w, z associats als quatre vertexs de la figura. Si denotem per [s| la norma de
s € C, tenim per exemple que a =|[v—w|, b=|u-v|, @’ =|u—z|, V' =|w-2|, d =|u-w|
i d' = v~ z|. Es facil comprovar la segiient identitat entre ntimeros complexos

(u-—w)(v-2)=(w-w)(u-2)+(u-v)(w-2).
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Aixi, si usem que |z125| = |21]|22] 1 |21 + 22| < |21| + | 22| obtenim
dd’ = |u—wllv - 2| = [(u - w)(v-2)| = |(v - w)(u-2) + (u-v)(w -2
<|o-wl|u-z|+|u-vl|jw-2z|=aa +bY,
tal i com voliem provar. Ja sabem que la igualtat es dona per quadrilaters inscrits

en una circumferéncia. Amb una mica més de feina es pot veure que aquest és 1'tinic
cas d’igualtat.

12. Formules d’Her6 i Brahmagupta. La formula que permet calcular area A
d’un triangle en funcié dels seus costats, a,b i ¢, s’atribueix a Her6é d’Alexandria
(segle T), tot i que hi ha autors que pensen que Arquimedes (segle III a. C.) ja la
coneixia, veure |11, Cap. 3]. Aquest bonic resultat ens diu

A:i\/(a+b+c)(—a+b+0)(a—b+c)(a+b—c) =v/s(s-a)(s-b)(s-c),

ons=(a+b+c)/2.

Figura 13. Prova de la formula d’Her6.

Per a demostrar-la, seguint [12], dividim el triangle en dos triangles rectangles
mitjancant una alcada, vegeu la Figura 13. Aplicant el Teorema de Pitagores als
dos triangles resultants tenim que a? = h? + (¢ — d)? i b? = h? + d?. Restant les dues
igualtats obtenim que a?-b? = ¢ —2¢d i per tant, d = (—a?+b%+¢?)/(2¢). Finalment,
substituint aquest valor de d a la segona igualtat tenim

—a?+ b + 2 )2 _(2bc)? — (—a* +b* + c?)?

h2:b2_d2:b2_(

2c 4c?
B (2bc — a2 + 0% + ) (2bc + a® - b? - ¢?) B ((b+c)2-a?)((a®- (b-c)?)
- 4c? - 4¢?

(b+c+a)(b+c—a)(a+b-c)(a-b+c)

4c? ’
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on hem usat varies vegades u? —v? = (u+v)(u—v). Per tant

ch 1
A:7:Z\/(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)7

tal com voliem veure.

Hi ha altres maneres d’expressar l'area d’un triangle que sén equivalents a la
formula d’Her6. No detallarem el passos per veure-ho, tot i que no sén gens evidents.
Una d’elles és

0o 1 1 1
1 0 a? b2
2 _ —
16A° = 1 a2 o0 2|
1 2 2 0

De fet, la matriu de la que s’ha de calcular el determinant s’anomena matriu de
Cayley-Menger i té una versié6 ampliada que permet calcular el volum de prismes
n-dimensionals en funcié de les seves arestes, vegeu per exemple [3].

L’altra manera, en lloc de donar ’area en termes dels costats del triangle, la dona
en termes de les coordenades dels seus punts. Aixi, si els tres vértexs son (x;,y;),

i=1,2,3,
2

1 1 1
4A2 =TT T9 I3
Y Y2 Y3

Abans de passar als quadrilaters, farem una “deduccié” heuristica de com hauria
de ser la formula més senzilla que pogués donar A en termes d’a,b i ¢, retrobant,
sense calculs, la formula d’Her6, veure [28]. Per aix0, comengarem amb una llista
de propietats que ha de complir la funcié que ens doni l'area al quadrat, v (a, b, c):

e Quan els tres punts estan alineats l'area és zero, és a dir ¥(b+ ¢,b,c) =
Y(a,a+c,c)=1(a,b,a+b)=0.

e La funcio ¢ és simétrica, és a dir ¢(a,b,c) =¥(a,c,b) = ... = (e, b, a).

e La funcio és homogenia de pes 4, és a dir, ¥(Aa, A\b, A\c) = M (a, b, c), per a
tot A >0, ja que I'area és homogeénia de pes 2.

e L’area al quadrat del triangle equilater de costat 1 és 3/16.

La funcié més senzilla que compleix la llista de propietats és
1
¥(a,b,c) = E(avtb+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c),

que correspon precisament al resultat d’Hero6.

Hi ha una férmula similar per a calcular 'area S d’un quadrilater inscrit en una
circumferéncia en funci6 dels seus quatre costats, a,b,c i d, vegeu la Figura 14. Es
deguda a Brahmagupta (segle VII) i és

S:i\/(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)(a+b+c—d)
=V(s-a)(s=b)(s —¢c)(s - d),

ons=(a+b+c+d)/2.

Clarament, la formula d’Hero es dedueix d’aquesta prenent d = 0, pero el que
farem ara és precisament el contrari. Seguint [21], la demostrarem a partir de la
formula d’Hero.
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Figura 14. Prova de la formula de Brahmagupta.

Per a provar la formula de Brahmagupta ens podem restringir al cas en que el
quadrilater no és un rectangle (sind, és trivialment certa) i podem suposar que estem
en la situacié de la Figura 14. Usant un cop més les propietats dels arcs capagos,
consulteu la Seccio 11, no és dificil provar que la suma de dos angles interns i oposats
en un quadrilater ciclic és 7. Per tant, els dos triangles de la Figura 14 s6n semblants
i es compleix

r y—-a d

TeleTeacL (3)

Aixi, I'area que busquem és S = A; - A, on A; 1 A, = \?A, son les arees dels
triangles gran i petit de la mateixa figura. Com que els costats del triangle gran son
x+c,y ib, utilitzant la formula d’'Her6, A, = /F1FoF5F, [4, on Fy =z +c+y+ b,
Fo=-x—-c+y+b, Fs=x+c-y+bi Fy=x+c+y-b. Observem, que usant (3), tenim
que
(1-NF=(0-N(z+c+y+b)=x+c+y+b-(y-a+x+d)=a+b+c—d,
1+ N =(0+N)(-z-c+y+b)=—x-c+y+b+(-y+a+x+d)=a+b-c+d,
1+ MNFs=(1+N)(x+c-y+b)=x+c-y+b+(y-a-z+d)=-a+b+c+d,
(1-MF,=(1-N)(x+c+y-b)=x+c+y-b-(y-a+x—-d)=a-b+c+d.
Per tant,

S= A, < A2A, = (1= \2)A, - i\/((l “NE) A NE) (T NE) (- N E)

:i\/(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)(a+b+c_d)’

tal i com voliem provar.

Hi ha extensions d’aquestes férmules per a poligons amb més costats, també
inscrits en una circumferéncia, vegeu per exemple [15].

Per quadrilaters generals és impossible que hi hagi una férmula que doni la seva
area només en funcié dels costats, ja que aquests son figures deformables sense
canviar les mides dels costats (pensem per exemple un quadrilater fet amb quatre
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peces de “Meccano”). Per exemple, fixada la mida dels costats d’'un quadrilater,
aquest es pot deformar de manera que tingui area tan petita com es vulgui. L’any
1842, Bretschneider va donar una férmula per quadrilaters convexos que involucra
també dos angles interiors oposats del quadrilater, que anomenarem com « i 7. La
formula ens diu que

S = \/(s—a)(s_b)(s_c)(s—d) — abcd cos? (a;7)7

vegeu per exemple [17, 10]. Observem que si agaféssim els altres dos angles oposats
aleshores la seva suma seria 27 — (a + ) i el resultat no variaria. Recordem també,
que per als quadrilaters ciclics, a+ vy = 7 i per tant aquesta formula coincideix amb
la de Brahmagupta. Hi ha versions equivalents de la mateixa canviant els angles
per les diagonals del quadrilater ([10]).

13. Els babilonis i Newton. El babilonis, als voltants de 2000-1700 AC, calcu-
laven arrels quadrades (amb precisio suficient per als seus interessos) basant-se en
una idea geométrica molt suggerent, veure |9, Cap. 7|. Aquest métode també va
ser descrit per Hero d’Alexandria al segle I. Sigui 2 una bona aproximacio de \/a.
Aleshores construim un rectangle amb base xq i alcada tal que la seva area sigui a,
és a dir a/xy. Si obtenim un quadrat, ja esta i zo és 'arrel quadrada buscada. Si
no, un dels costats és més gran que \/a i altre és més petit. Aleshores és natural
pensar que el promig d’ambdos valors (g + a/zg)/2 sera una aproximacié millor de
Va. En resum, aquesta idea geomeétrica ens dona lloc al segiient métode iteratiu per

a calcular \/a,

Ty + =

X
Tnal =~ =, o~ \/a.

De fet, els babilonis feien només unes poques iteracions d’aquest procés.

Seguint, 'estela dels babilonis, anem a fer un raonament semblant amb cubs per a
calcular ¥/a. Donat g » ¥/a construim un prisma de volum a, amb base quadrada, i
costats xg, xo 1 a/x3. Aleshores z1 = (2z9+a/x3)/3. Més en general, per a calcular /a,
prenem en primer lloc un prisma k-dimensional de costats zg, zo, ..., 2o 1 a/zE™, i
com a aproximaci6 segiient 1 = ((k—1)zo+a/zf™)/k. Es a dir, és natural considerar
el métode iteratiu per a calcular ¥/a,

(k=1)zn + o
L ﬁlv 1‘0“%~

Per altra banda, un dels métodes més eficients per a trobar una solucid, s, d'una
equacio general f(x) =0, amb f derivable, és 'anomenat métode de Newton. Aquest
consisteix en considerar la successio

Tps+1 =

Cf@)
CS I

La seva interpretacié geométrica es mostra a la Figura 15. Se sap que si xg és prou
a prop de s, aleshores la successio {x, } convergeix cap a s, veure per exemple [13].

Tn+l = Tp
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y=f(x)

y = flzn) + f'(2n) (2 - 2p)

|

Tn+1

Figura 15. Métode de Newton.

Ara bé, si prenem f(x) = 2% — a, aleshores s = ¥/a i el métode basat en la idea
babilonica coincideix amb el métode de Newton, ja que
I_gjk—a _ (/{i—l)l’—kﬁ.
kak-1 k
Es forca curiés com, pel cas particular f(z) = 2% — a, el métode de Newton, que

sembla fortament basat en el calcul d’una derivada apareix també de manera natural
usant només idees de geometria classica.

14. Posicié de n punts al pla. L’any 1893, en una columna de problemes ma-
tematics, J. J. Sylvester va proposar el segiient problema: Demostrar que donada
qualsevol distribuci6 de n > 3 punts no alineats al pla hi ha una linea que passa per
només dos d’aquests punts. Vegeu un cas particular a la figura de 'esquerra de la
Figura 16. Intuitivament és clar que el resultat sembla cert, perd en una primera
aproximacié sembla dificil de formalitzar una prova. En aquest cas el més maco és
potser com, amb una mica d’enginy, el problema esdevé ben formalitzat i senzill.
La qiiestio va ser proposada de nou per Erdds 'any 1943 com a problema 4065 al
American Mathematical Monthly. Reproduim a continuaci6 la prova de Gallai de
1944 de que el resultat és cert, vegeu també [, Cap. 9]. De fet, aquest es coneix
avui en dia com a Teorema de Sylvester-Gallai.

Figura 16. Problema de Sylvester.
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Donada una recta que passa per dos punts qualssevol del conjunt de punts, hi ha
uns quants punts que no son a la recta. Aleshores n’hi ha un (no té perqué ser tnic)
que és el més proper a aquesta recta. Com que fixats els n punts hi ha un ntimero
finit de rectes passant per dos d’aquests, hi ha sempre una recta £ i un punt P del
conjunt de punts (de nou, no necessariament tunics) tals que la distancia d de P a
¢ és la més petita possible. Sigui P’ el punt de ¢ més proper a P, vegeu la figura
dreta de la Figura 16. Si a ¢ només hi ha dos punts del conjunt inicial de punts, ja
hem acabat. Suposarem, per tal d’arribar a contradiccio, que £ conté com a minim
3 punts, que denotarem per A, Bi C. A més, com a minim dos d’ells (diem B i C),
sOn a un mateix costat de £\ {P’'}. Finalment, considerem la recta m que passa per
C' (el punt més allunyat de P’ dels dos) i P. Sigui ¢ la distancia entre B i m. Com
que els triangles rectangles P’ PC' i B’ BC' s6n semblants és facil veure que ¢ < d, fet
que contradiu la minimalitat de d.

15. Els primers digits de 7m. Les dues igualtats segiients es poden obtenir facil-
ment calculant primitives i aplicant la regla de Barrow,

1(322-1)2 Lat(1l-a)? 22
O/—d:4 —3,0[—d:——, 4
“Jo T1ea2 (m-3) “Jo 1w ¥TTT 4)

1 impliquen que 3 < 7 < %, vegeu també [12]. Per exemple,

U (322 -1)2 1 16
B -1y =f( 2y )d
./(; 1+ 22 * 0 e 5+1+x2 .
= (32% - 152 + 16 arctan(z))|, = 3 - 15 + 47 = 4(7 - 3).

N’hi ha moltes de semblants, i han estat usades en diferents treballs per a obtenir
algoritmes per a aproximar 7, consulteu |4, 13, 19, 32, 33, 38|.

La segona d’elles tamhé ens permet conéixer facilment els primers digits de 7, ja
que per z € [0,1],

Pa)t D)

2 T 1+a?
i [ a4(1-2)4de =1/630. Per tant,
51419, o8 22 L 22 1 899 400 (5)
1260 7 630 7 1260 1260

Un cop trobada una aproximacio de 7, aquesta es pot millorar usant, per exemple,
el procediment proposat a [19]. Aquest ens diu que si P és una aproximacié de T,
correcta fins la xifra decimal k-éssima, aleshores P +sin(P) és correcta fins la xifra
decimal 3k-éssima. No es pot negar que aquest resultat té un cert encant, tot i que
essent justos és una mica truculent ja que usar la funci6 sinus implica, de manera
implicita, el coneixement de 7. Altres vies més naturals per a trobar més digits de
7 es poden consultar per exemple a [18]. En qualsevol cas, si P = 3, tenim que
3 +sin(3) ~ 3.1411. De manera semblant, @ = 3.141 +sin(3.141) ~ 3.141592653555, i
|Q — 7| <4x 107!, Per a veure per qué el métode funciona podem aplicar la formula
de Taylor a f(x) =x +sin(z) a = 7. Tenim que

x+sin(x) =7 - cos(s:) (z-m)3,
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jaque f(m)=m, f'(7) = f"(r) =01 f"(z) = —cos(x), on s, esta entre x i 7. Per
tant, per x = P,

P—- 3
|P +sin(P) - 7| < | 67T| ,

tal com voliem veure. Iterant el procés obtenim que la successié recurrent P,,1 =
P, +sin(P,), amb P, = P, convergeix ctubicament cap a .

16. Calcul d’Arquimedes del volum de P’esfera. Calculem a continuaci6 el
volum d’una esfera seguint les idees d’Arquimedes. El que va usar en el seu temps,
per un cas concret, és el que avui en dia coneixem com a principi de Cavalieri. Al
seu torn, aquest principi és un cas molt particular del Teorema de Fubini.

i _
‘/‘d
== £

Figura 17. Volum de l'esfera.

Considerem la Figura 17. A Desquerra tenim mitja esfera de radi R, al mig un
con amb base de radi R i alcada també R i a la dreta un cilindre amb la mateixa
base i la mateixa alcada. Si tallen les tres figures per un pla horitzontal, que esta
a distancia d dels punts més alts de les tres figures, obtenim tres cercles. Ara bé
en el cas de I'esfera, usant el Teorema de Pitagores tenim un radi vV R? — d?, en el
cas del con un radi d i, en el del cilindre, un radi R. Per tant, les arees de les 3
seccions, d’esquerra a dreta son: Sygp := m(R? — d?), Scon = md? i S = TR?. Aixi,
es compleix Sygf + Scon = S Com a conseqiiéncia,

Volum de 'esfera
2
Per tant, sabent com calcular el volum d’un con i d’un cilindre, ja podem calcular
el volum V' de l'esfera a partir de la igualtat anterior:

3
KJrﬂ=7rR3.
2 3

+ Volum del con = Volum del cilindre.

Obtenim que V' =47 R3/3.

17. Daus de Sicherman. Els daus de Sicherman van ser popularitzats ’any 1978
per Martin Gardner en la seva esperada columna al Scientific American. El que
Sicherman va fer és construir dos daus, amb valors diferents als usuals a les seves
sis cares, pero tals que en tirar-los la probabilitat de que la seva suma fos un cert
valor coincidis amb la probabilitat que és té quan es tiren dos daus usuals. Aixi,
mentre els daus normals estan numerats com 1,2,3,4,5,6, els daus de Sicherman
es numeren com 1,2,2,3,3,411,3,4,5,6,8, vegeu la Figura 18. La prova de que la
probabilitat de la suma es la mateixa és una comprovacié senzilla. Per exemple, la
probabilitat d’obtenir suma 6 amb dos daus normals és 5/36 ja que aquesta suma
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es dona en les 5 parelles (1,5),(2,4),(3,3),(4,2) i (5,1). Pels daus de Sicherman
també és 5/36, pero en aquest cas les parelles son (1,5),(2,4),(2,4),(3,3) 1 (3,3).

o \

Figura 18. Daus de Sicherman.

El que és maco és que el disseny d’aquests daus, i la prova de que no n’hi ha més,
es redueix a estudi de la descomposicié a Z[x], Panell de polinomis amb coeficients
enters, d’un cert polinomi, també de Z[x]. Consulteu, per exemple |7], per a més
detalls. Anem a veure per que.

El secret esta en la funcid generatriu de probabilitats. Donada una variable ale-
atoria X que pren valors a N es defineix la seva funcié generatriu de probabilitats
px com la funci6é analitica

ox(s) = f: P(X = k)s*,

on P denota la probabilitat. En el cas particular que X prengui un niimero finit de
valors aleshores px(s) és un polinomi. Per exemple, pel cas concret d'un sol dau,
és el polinomi

1 1 1 1. 14

1
Q(S) = 68+682+653+684+65 +68 .

Es clar que sempre px (1) = 1. Una de les propietats més importants de les funcions
generatrius és que si X i Y son dues variables aleatories independents, aleshores
Oxiy = Px - py. Aixo és degut a que

P(X+Y=k):iP(X=J)P(Y:’f‘j)'

Aixi, la funci6 generatriu de probabilitats de la variable aleatoria tirar dos daus i
sumar els resultats obtinguts és

1
Q*(s) = %(S +s2+ 3+t 50+ 36)2
1
Observem, que el coeficient de s és 5/36, que dona la probabilitat de que la suma

sigui 6, calculada a dalt.
Eliminant el 1/36 per comoditat, tenim que

P(s):= <S+82+S3+S4+S5+86)2 = (S(S+1)(S2+S+1)(82—S+1))2

=s%(s+1)%(s* +s+1)*(s* - s+1)%
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i, per tant, els daus que busquem corresponen a maneres de descomposar P a Z[s]
com a producte de dos polinomis P; i P» a N[s] tals que P;(1) = P»(1) =6 (aquest 6
prové de que px (1) =1). Fent totes les combinacions possibles amb els vuit factors
de P només obtenim dues solucions

P(s) = (S+82+S3+S4+S5+86)2 =(s+257 425 +5%)(s+ 8%+ st + 57 + 50 + %),
que corresponen al dos daus normals i als daus de Sicherman, respectivament.

A partir d’aquesta idea es pot jugar a dissenyar daus (de m cares) amb propietats
curioses. Donem un parell d’exemples.

Els dos daus tetraédrics (amb 4 cares) numerats amb 1,2,5,6 i 0,2,8,10, en
llencar-los donen una distribuci6 uniforme, amb setze valors entre 11 16. El motiu
és que

16

Ysh=s(s+1)(s2+1)(s?+ 1) (s*+ 1) = (s(s +1)(s*+ 1)) ((s* + 1)(s* + 1))
k=1
=(s+s2+5"+s5)(1+s%+s%+50).
Llencar un dodecaedre numerat, 1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,5, i dos daus, numerats
com 1,3,4,5,6,811,1,3,3,5,5 equival a llencar 3 daus normals. La ra6 és que

3
(s+8+s%+57+5°+50)" = (54357 +45%+ 35 +5°) (s+ 7+ 51+ 57+ 50+ %) (s + %+ 5°).

18. La irracionalitat d’e. Reproduim a continuacio la prova de Fourier. Si definim
Sn = Ym0 7 aleshores
> 1
e=lim S, = —.
Per tant, com que per j > 1, n!/(n+j)! <1/(n+1)7, amb igualtat només per j = 1,
1

L Spa ENE . I
{(n+g)! nlig(n+1) n'l—(n+1) nln

e-5u= 5 Lo S

m=n+1 m' n'

+1 m‘
Prenent n = 2, obtenim que
11
2<e< — < 3.
4

Suposem, per tal d’arribar a contradiccié que e = p/q € Q. Observem primer que
q>2jaque 2<e<3ipertant e no pot ser enter. Si prenem la desigualtat anterior

per n = ¢, obtenim

1
Sq<e:]—)<5q+T.
q a-q
Multiplicant-la per ¢! tenim que

P 1
q!Sy < qle= q!g =(g-1)lp<qlS, + 5 <qlS,+1.

Com que ¢!S,; és enter obtenim que (¢ — 1)!p és un enter situat entre dos enters
consecutius, fet que ens dona la contradiccié buscada.
Usant la formula de Taylor, hi ha una manera alternativa d’obtenir una fita de

e—9S,, ja que
esn
e:Sn'l'm, SnG[O,l],
i per tant S, <e< S, +3/(n+1)l. A partir d’aquestes desigualtats es pot obtenir de
manera semblant una contradicci6.
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19. Calcul dindmic del maxim comt divisor. En el seu engrescador treball
Cooking the Classics (|50]), Ian Stewart mostra una manera de calcular el maxim
comi divisor a partir d’un sistema dinamic discret (SDD) que reproduim a con-
tinuaci6. Aquest meétode és una reformulacié del métode usat a la Greécia classica
conegut com anthyphaeresis. Donat un rectangle amb costats el dos ntimeros, aquest
métode consisteix en eliminar el maxim namero possible de quadrats (amb costat el
més petit dels del rectangle) fins arribar a un nou rectangle on ja no es pot seguir,
i després continuar amb el mateix procediment comencant amb el nou rectangle i
anar fent el mateix fins arribar al conjunt buit, vegeu la Figura 19.

735

35

161

42
161 42

Figura 19. El maxim comu divisor de 203 i 161 és 7.

Dinamicament, considerem ’aplicacié no invertible F': N2 — N2,

F(x,y) = (max(:c, y) — min(zx,y), min(x, y)),
que dona lloc a un semi-SDD. Com sempre, FO = Id i F» = F o F"1. Anem a
demostrar que per a cada (a,b) € N2, ab # 0, hi ha un m = m(a,b) tal que F™(a,b) =
(mcd(a,b),0).

Per a demostrar-ho considerem les dues funcions VW : 0 - N definides com
V(z,y) =x+y i W(x,y) = med(z,y), on Q = N2\ {(x,y) € N2 : zy = 0}. De fet,
veurem que aquestes son una funcid de Liapunov estricta i una integral primera,
respectivament, pel semi-DDS donat per F' sobre €2. Com és habitual, direm que els
punts (x,y), F(z,y), F?2(x,y),..., F™(z,y),... son Uorbita de (x,y).

La funci6 V és de Liapunov a €, ja que per (z,y) € €,

V(F(x,y)) =max(x,y) <x+y=V(x,y).

A més, V(F(z,y)) =V (z,y) només quan zy = 0.

Per veure que W és una integral primera, el que hem de demostrar és que
W (F(x,y))=W(x,y). Per aix0, observem que si z divideix a x i y, també divideix
a max(z,y) i min(z,y), i per tant divideix ambdues components de F. Reciproca-
ment, si z divideix a max(x,y)—min(z,y) i a min(z,y) també divideix la seva suma,
max(z,y), i per tant divideix a z i a y.

Finalment, observi’s que F(z,y) = (0,0) si i només (z,y) = (0,0). Per tant,
com que V decreix estrictament i és positiva sobre les orbites de punts d’€2, donat
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qualsevol parell (z,y) € Q ha d’existir k € N tal que V(F*(z,y)) = (2,0) o (0,2),
amb z # 0. Com que F(0,z) = (2,0) el resultat se segueix amb m és o bé k, o bé
k+1. A més, com que tots els punts de ’0rbita tenen el mateix maxim comu divisor,
z =med(x,y).

De fet, es pot veure que aquest procediment és equivalent a 1’algoritme d’Euclides,
amb la diferencia que no cal fer divisions. Un avantatge més d’aquest punt de vista
és que es pot usar per definir de manera molt natural el maxim comu divisor de
dos ntimeros racionals positius. Si denotem Q* = {z € Q : x > 0}, aleshores, per
a=plq, b=rls amb (a,b) € (Q*)? i med(p,q) = med(r,s) =1 hi ha un m =m(a,b) i
un nimero racional ¢ tal que F(a,b) = (¢,0). Aquest ¢ s’anomenara mazim comu
divisor d’a i b, med(a,b). A més,

c=mcd(a,b) = med(p.r) i mcm(a,b) = a—b‘
mem(q, $) med(a, b)

Anem a provar-ho. Per linealitat, F'(a,b) = F'(gsa, qsb)/(qs) = F(ps,qr)/(gs). Pel

resultat sobre punts amb components enteres hi ha un m € N tal que

_ F™(ps,qr) (mcd(ps,qr),O)
- qs - qs

) (mcd(p,r) med(q, s) O) ~ (mcd(p,r) 0)

med(g, s)mem(q,s)’ ) \mem(g,s)’

F™(a,b)

on a (*) hem usat que
gs =med(q, s) mem(q, s) i med(ps, gr) = med(p, r) med(q, ).

Per exemple, F11(22/91,55/63) = (11/819,0). Aleshores, mcd(22/91,55/63) =
11/819 i mem(22/91,55/63) = 110/7. Observi’s que tots els quocients

22091 _ o 5563 _ o 10/ _ . 110/T _

11/819 7 11/819 7 22/91 ' 55/63
sOn nimeros naturals.
Finalment, el procediment es pot estendre a condicions inicials a R* x R* i es pot
veure que dona lloc a 'expansié en fraccions continues dels nombres reals. Només
presentem un exemple. Se sap que

m=1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,...]
1

1
7+15+ 1

18,

=3+

T
I+ ogor

i per tant els seus primers convergents son
1 22 333 355 103993 104348
373""_:_7_7_7 ) yoeee (6)
7 71060 1137 33102 ° 33215
Si calculem (a,,b,) :== F™(7w,1), per n € {3,3+7 =10,10+15 = 25,25+1 = 26,26+292 =
318,318 + 1 = 319,...} obtenim

as =T — 3, Q10 = 22 - 771', Qo5 = 1067 — 333,

Qog = 355 — 1137’(’, as1g = -103993 + 3310271’, aslg = 104348 - 3321577,

recuperant el numeradors i denominadors de (6).
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20. Divergencia de la suma dels inversos dels primers. Detallem una prova
senzilla i maquissima, deguda a F. Gilfeather i G. Meisters, i publicada a [31], de
que Y primer 1/ = 1/2+1/3+1/5+1/7+1/11 + -+ és divergent. De fet, la primera
prova de la divergéncia d’aquesta série és deguda a Euler i data de 1737, i la prova
que presentem s’inspira en la seva.

Fixat 2 <n e N, denotem per P,, el conjunt de tots els primers p < n. Tenim que

p)H(l)H(llll )
[T(—)= — = o (7)
pePy, (p -1 pePy, 1- 1/p peP,, D p2 p3
Com que tot enter positiu k& < n descomposa com a producte de primers menors
o iguals que n elevats a potencies enteres positives, és segur que 1/k surt com un
terme del desenvolupament del producte de la dreta de (7). Per tant
LN

G525

peP, \P~ 1 ik
Prenent logaritmes en la desigualtat anterior, com que el logaritme és una funci6
creixent,

> (log(p) ~log(p-1)) > log (kil%) :

pEPn
Per altra banda,

> (log(p) ~log(p-1)) = > fpiidw 5 (}%)g v 2

pePy, pePy,

Usant les dues desigualtats obtingudes arribem a

1 1 U
->—lo -
% ae(E)
i com que la séries harmonica és divergent obtenim el resultat desitjat.

Anem a veure com aquest resultat, a part de provar un cop més l'existéncia d’infi-
nits nombres primers, ens dona també una informacio6 forca bona sobre el creixement
de la série.

Comparant les sumes superior i inferiors de la funcié 1/z als intervals [1,n] i
[1,n+ 1] amb la seva integral no és dificil veure que

n

1
log(n+1) <>’ 7S log(n) + 1.
k=1

Per tant,
1 1
> —>=log (log(n) +1).
pePy, 2
Aquest resultat és bastant fi, ja que se sap que

1
lim —Zpepn P _
n~e log(log(n))

De fet, el 1/2 que apareix davant de la fita inferior prové del 2 de la desigualtat
1/(p-1) < 2/p, valida per a tot p > 2. Aquest 2 es pot disminuir i acostar-lo tant
com es vulgui a 1, per sobre, prenent p prou gran.
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Agraiments. [’autor vol agrair Gregori Guasp pels seus comentaris i suggeriments
durant la redaccio d’aquest treball i per la seva ajuda en la preparacié de moltes de
les illustracions que conté. L autor esta recolzat pels projectes MINECO MTM2016-
77278-P FEDER i per la Generalitat de Catalunya, projecte 2017SGR1617.
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