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Resumen

Palabras clave

El tratamiento de la medida en la escuela se suele orientar hacia un trabajo aritmético,
desnaturalizando los procesos de medida, conocimiento con el que llegan los futuros
maestros a su formacion inicial. Por ello, en este estudio se abordan los procesos de
medicion indirecta como estrategia para analizar la variedad y pertinencia de estrategias
de medicion planificadas y ejecutadas por estudiantes. A partir de cuatro situaciones
concretas que involucran medicion de longitudes, superficies y volimenes, los
estudiantes para maestro: proponen estrategias para medir; realizan las mediciones; y
establecen cambios y mejoras a sus estrategias. Se caracterizan sus propuestas y se
observa que los estudiantes ponen en préctica conocimientos matematicos formales e
informales, desde la composicién de medidas o la estimacién, hasta el uso de formulas y
teoremas.

Medicion indirecta, Formacion de maestros, Trabajo colaborativo, Educacion primaria.

Abstract

Keywords

The treatment of measurement in school is usually oriented towards arithmetic work,
distorting the processes of measurement, knowledge with which future teachers arrive
at their initial training. Therefore, this study addresses indirect measurement processes
as a strategy to analyze the variety and relevance of measurement strategies planned
and executed by students. Based on four concrete situations involving the measurement
of lengths, surfaces, and volumes, students for teachers: propose strategies for
measuring; take measurements; and establish changes and improvements to their
strategies. Their proposals are characterized, and it is observed that students put into
practice formal and informal mathematical knowledge, from the composition of
measures or estimation to the use of formulas and theorems.

Indirect Measurement, Primary Teacher Education, Collaborative work, Primary
Education.

1. Introduccion

Desde la creacion de la escuela elemental como institucion, la medida ocupa un papel
importante dentro de la ensefianza de las matematicas debido a sus mdaltiples aplicaciones tanto
sociales como cientificas (Chamorro, 1996; Segovia et al., 1996), ya que el conocimiento de la medida
permite establecer conexiones desde las matematicas con la realidad, pero también en aplicaciones
intra-matematicas. Sin embargo, dentro de la ensefianza de la medida en la escuela en la etapa de
educacion primaria, las actividades practicas, como pueden ser las mediciones, son casi inexistentes
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(Montoro et al., 2021) y se realizan con muchos obstaculos tanto de materiales como de gestion del
aula (Chamorro, 2003). Este tipo de actividades que evitan la experimentacion adquieren una mayor
presencia en los ciclos medio y superior de la etapa de educacién primaria, poniendo de manifiesto por
ejemplo las diferencias entre los contenidos aparentes de libros de texto y los aprendizajes reales
promovidos. Asi, no es de extrafiar que el tratamiento de la medida se ha visto reducido a la
consecucién de un dominio aritmético y mecanico, donde se realizan operaciones correctas y exactas,
involucradas en la realizacion de actividades relacionadas, por ejemplo, con el cambio de unidades o
la expresion compleja e incompleja de una medida (Callis, 2002).

Este hecho se concreta en el fendmeno denominado aritmetizacion de la medida (Chamorro y
Belmonte, 1988), lo que se observa claramente en los materiales curriculares y docentes, los que se
orientan hacia un trabajo numérico, produciendo una desnaturalizacion de los objetivos que implica la
medicion (Mengual et al., 2017). De forma habitual, las actividades de medida presentadas en libros
de texto o materiales didacticos se centran en establecer el dominio sobre el Sistema Métrico Decimal
y se considera que los estudiantes han alcanzado los objetivos de aprendizaje cuando efectian cambios
de unidades adecuadamente y pueden usar formulas para calcular medidas de areas o voliumenes. Y en
lo que respecta al proceso de medicién en si mismo, desde la escuela se asume que el alumno
aprenderd a medir de forma practica por su cuenta a través de experiencias sociales o familiares
(Chamorro, 2003).

Debido a que los futuros maestros han experimentado situaciones aritmetizadas de medida en la
escuela, es altamente deseable generar nuevas oportunidades que permitan vivenciar el proceso de
medir identificando sus etapas nucleares, a saber: reconocimiento de magnitudes, comprensién del
proceso de medir, y estimacion (Moreno et al., 2014). Para contribuir al disefio de actividades que
avancen en este sentido, en este articulo se presenta una actividad de medida disefiada para el trabajo
con futuros maestros en una asignatura de matematicas de un plan de formacién del profesorado de
educacion primaria en Espafia. Los elementos clave de su disefio son el uso de medidas indirectas
sobre longitudes, areas y volumenes, y una organizacion de aula en la que se pasa del trabajo
individual al grupal, y del trabajo en el espacio de la clase al trabajo de medida en contexto real. De
este modo, el objetivo de este trabajo es presentar una sistematizacion de la variedad de métodos que
utilizan los estudiantes para maestro al resolver problemas de medidas indirectas como base para
generar discusiones sobre la variedad y adecuacién de las estrategias de medicion.

A continuacion, se presentan los referentes tedricos que sustentan el disefio de la actividad asi
como los aspectos metodoldgicos de su implementacion y analisis.

2. Marco conceptual

La medida es considerada como una activad matematica transversal a todas las culturas (Bishop,
1999) que “se ocupa de comparar, ordenar y cuantificar cualidades que tienen valor e importancia”
(p.55). Para ello, es necesario “el proceso de asignar un niimero a una magnitud de algin atributo de
un objeto [...], relativa a una unidad” (Clements y Sarama, 2015, p. 265). En cuanto al aprendizaje de
los procesos de medida, estos envuelven muchos conceptos fundamentales, tales como la comprension
de la idea de atributo (magnitud), la conservacion, la transitividad, la igualdad de particiones, la
iteracién de la unidad, la distancia, el origen y la relacién con el nimero (Clements y Sarama, 2015;
Mengual et al., 2017; Pizarro et al., 2016). Ademas, por su naturaleza y aplicabilidad, la medida
aparece en otras areas disciplinares como las ciencias experimentales, pero también conecta con otras
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areas al interior de las matematicas, como geometria, aritmética o dependencia funcional, ademés de
vincularse estrechamente a la resolucion de problemas (Godino et al., 2002).

Estas caracteristicas dan pie a considerar la medida como un aspecto central en la formacién de
maestros (Albarracin et al., 2018), para lo cual es clave comprender como se espera que sus futuros
estudiantes aprendan a medir, de qué manera aparece este tema en los actuales marcos curriculares, asi
como algunos desafios de la formacion docente al respecto. Por ello, a continuacion se profundizara en
algunos de estos aspectos, de cara a exponer posteriormente las propuestas para su trabajo.

2.1. Trayectoria de aprendizaje de la medida

Las primeras propuestas sobre como se aprende medida fueron sefialadas por la escuela
Piagetiana (Dickson et al., 1991; Piaget, 1970; Piaget, 1981), en la cual se distinguen cinco estadios
para para la adquisicion del concepto de medida. Los infantes comienzan considerando que bajo
transformaciones (forma, posicidn, tamafio) no hay conservacion de la medida. Una vez superado esto,
emerge la transitividad como estrategia de medicion, sobre todo de forma antropométrica, para pasar
después a establecer coordinaciones bidimensionales. Finalmente, el estudiantado coordina el tamafio
de la unidad con la medicidén a realizar por medio de la iteracion de esta, para después entrar en una
etapa de comprension operativa, donde se es capaz de realizar célculos aritméticos diversos para
obtener las medidas de forma indirecta. Considerando estos antecedentes, Chamorro y Belmonte
(1988) ponen de manifiesto que medir una magnitud no es una accién facil y espontanea, y que es
necesario que los alumnos trabajen la identificacion de magnitudes fisicas desde pequefios. Para ello
deberian identificar la naturaleza de las unidades, iniciando el proceso de medicion con ausencia de
unidades (comparacion directa), progresando a establecer objetos como unidades, para avanzar a una
unidad figural en la que se distingue unidad de objeto hasta que el estudiante genera su concepto
completo de unidad de medida.

Mas recientemente, Clements y Sarama (2015) han propuesto un enfoque de trayectorias de
aprendizaje para la medida, estableciendo los saberes que los estudiantes deberian dominar entre los 4
y 8 afios, asi como las actividades que los promueven. En lo que refiere a medicidn lineal, establecen
una serie de conceptos clave a tener en cuenta: la comprension del atributo de longitud, la
conservaciéon (el movimiento de un objeto rigido no cambia su longitud), la transitividad entre
medidas, la particion equitativa como actividad mental para cortar un objeto en unidades iguales, las
unidades y su iteracion como procedimiento de comparacién y medicion, la acumulacién de la
distancia y la aditividad de medidas de longitud, el establecimiento de un origen que permita realizar
comparaciones y mediciones, y la relacion entre nimero y medida (a mayor tamafio de la unidad,
menor es la medida expresada en esa unidad). Para abordar estos conceptos se propone una trayectoria
de actividades tales como comparar de forma directa longitudes mediante alineacién de dos objetos,
comparar de forma indirecta usando un tercer objeto (transitividad), ordenar conjuntos de objetos por
su longitud (hasta 6), medir un objeto de extremo a extremo (sin unidad establecida), repetir una
unidad sobre un objeto y relacionar tamafio de la unidad y cantidad de unidades utilizadas (medida
obtenida), y finalmente medir la longitud segmentando el objeto a medir y efectuando operaciones
aritméticas sobre las medidas.

En relacién a las medidas de area y volumen, se comparten muchos de los conceptos claves con
la medicidn de longitud, pero se agrega una idea fundamental para comprender estas magnitudes como
es la estructuracion del espacio, ya sea bidimensional o tridimensional. En el caso del area, para que
los estudiantes realicen tal estructuracion, Clements y Sarama (2015) sostienen que se han de
establecer arreglos bidimensionales, y asi componer un mecanismo que permita cubrir una superficie.
Para ello, en la trayectoria de aprendizaje se han de introducir actividades que lleven al estudiante de
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ser un “cubridor primitivo” a un “estructurador de filas y columnas”. En el primer caso, el estudiante
itera la unidad de area cubriendo el arreglo bidimensional pero cometiendo errores de alineamiento, y
en el segundo establece la relacion de paralelismo y perpendicularidad entre filas y columnas, llegando
a establecer la multiplicacion como la operacion que permite cuantificar la cantidad de unidades de
area se han generado. En el caso del volumen, la tercera dimensidn presenta un desafio en la
estructuracion espacial, ademéas que la naturaleza de los materiales fluidos presenta otras dificultades.
Esto lleva a dos formas de medir el volumen: empaquetar un espacio con un arreglo tridimensional
cuantificando las unidades cubicas, o llenar un espacio con las unidades de material fluido que toman
la forma del recipiente. Clements y Sarama (2015) sostienen que el llenado es mas facil para los
estudiantes que el empaquetamiento, aunque esta Ultima conduce a una comprensiéon mas profunda y
da sentido a las formulas del volumen.

2.2. El sentido de la medida en el curriculum

Desde el punto de vista curricular, se han organizado diferentes propuestas para concretizar qué
deberian aprender los estudiantes respecto de la medida. EI National Council of Teachers of
Mathematics de Estados Unidos (NCTM, 2000) considera dos aspectos centrales a desarrollar en toda
la etapa escolar: Comprender los atributos mensurables de los objetos y las unidades, sistemas y
procesos de medicion, y Aplicar técnicas, herramientas y formulas apropiadas para determinar las
medidas. En la educacién primaria, los estudiantes deberian ser capaces de entender los atributos de
longitud, capacidad, peso, area, volumen, tiempo, temperatura y angulo, desarrollando el proceso de
medicion y los conceptos relacionados con las unidades de medida pertinentes (convencionales o no).
Al terminar esta etapa educativa, los alumnos deberian ser capaces de ampliar su comprension del
proceso de medicion al describir y comparar fendmenos realizando estimaciones y mediciones,
seleccionando las unidades y herramientas adecuadas al nivel de exactitud que se requiera en una
situacion en concreto. Asi mismo, y deberian avanzar a comprender los conceptos de proporcion y de
medidas derivadas e indirectas, desarrollando férmulas y procedimientos para resolver problemas que
involucren determinar este tipo de medidas.

En el contexto espafiol, y a partir de del cambio curricular producido en 2022, la Comunidad
Auténoma de Catalufia (lugar donde se realiza este estudio), ha propuesto una especificacién de los
saberes matematicos como sustento para el desarrollo de las competencias de la educacion basica
(Generalitat de Catalunya, 2022). En esta propuesta, el Sentido de la Medida “se caracteriza por la
comprension y comparacion de atributos de los objetos del mundo natural [y sostiene que] Entender y
seleccionar las unidades adecuadas para estimar, medir y comparar, utilizar instrumentos adecuados
para realizar mediciones y comprender las relaciones entre magnitudes a partir de su manipulacion son
los ejes centrales de este sentido” (p. 174, traduccion de los autores). De acuerdo a lo propuesto para
cada uno de los tres sub-ciclos de educacién primaria (1°y 2°, 3° y 4°, 5° y 6°) se distinguen tres ideas
centrales: Magnitud, Medida y Estimaciéon. En cuanto a la magnitud, se espera que los alumnos
aprendan a distinguir los atributos medibles, a usar y caracterizar las unides de medida
(convencionales y no convencionales) para finalizar seleccionado las unidades apropiadas segun el
contexto de medicion. Respecto de la medida, se espera que desarrollen procesos de medida por
repeticion de la unidad y con instrumentos, terminando por seleccionar instrumentos pertinentes seguin
la magnitud a medir. Finalmente, relacionado con la estimacion, se espera que los alumnos apliquen
estrategias de comparacion directa e indirecta, realicen ordenacién de medidas, para al final utilizar el
Sistema Métrico Decimal y evaluar la pertinencia de los resultados.

Si bien los curriculos recogen los conocimientos que la investigacién sefiala como clave para el
desarrollo del sentido de la medida, se siguen presentando diversas dificultades en la ensefianza. Una
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de ellas corresponde al fendmeno de la Aritmetizacion de la Medida (Chamorro, 2003), en que el
tratamiento de la medida ha sido sustituido principalmente por actividades de caracter aritmético,
poniendo énfasis en nimeros y operaciones, y en la obtencion y uso de formulas para el célculo de la
medida, lo que no permite que los estudiantes tengan una experiencia auténtica de los procesos de
medicion (Mengual et al., 2017). Por otra parte, en educacién primaria se sobreentiende que las
medidas han de ser directas, entendiéndolas como aquellas en que es posible utilizar un instrumento de
medida para obtener el valor numérico de una magnitud aplicando dicho instrumento sobre el objeto a
medir (Pizarro et al., 2016). Dado que este proceso no siempre es posible, ya sea por no disponer de
instrumentos que se ajusten a las medidas necesarias (una regla para medir la longitud de una curva) o
porque los elementos del objeto a medir son inalcanzables, los autores proponen la utilizacion de
mediciones indirectas. En este caso, es necesario desarrollar un modelo que generalmente sera de tipo
geomeétrico, en el que se sustente el resultado a partir de mediciones auxiliares, utilizando relaciones
matematicas o férmulas para deducir el valor de una magnitud a partir de otras medidas o informacion
conocida (Albarracin y Rojas, 2023).

2.3. El aprendizaje de la medida en futuros maestros

En la actualidad, existe un conceso generalizado respecto de que los maestros deberian tener un
conocimiento profundo y especializado de los contenidos y procesos matematicos que han de ensefiar
(Ball et al., 2008; Carrillo et al., 2018; Ma, 1999; Rowland et al., 2005; Shulman, 1987). Sin embargo,
al iniciar su formacién los futuros maestros no siempre muestran una comprension adecuada de lo que
se espera que conozcan de lo estudiado en la escuela. Si bien el estudio de este conocimiento
matematico inicial tiene menos presencia en la investigacion (Linsell y Anakin, 2012, 2013), se ha
podido avanzar en instrumentos para caracterizarlo (e.g. Martinez et al., 2019) y en conceptualizar lo
gue se denomina Conocimiento Matematico Fundamental (CMF) (Gorgorié y Albarracin, 2020;
Gorgorio, et al., 2021), entendido como aquel conocimiento que es deseable que tengan los futuros
maestros para seguir con éxito su trayectoria formativa en lo referente a matematica y su didactica. En
el proceso de concrecién de esta propuesta, Gorgorio et al. (2017) plantean que en el ambito de la
medida seria necesario que los futuros maestros comprendan el significado de magnitud medible
(4ngulo, longitud, area, volumen, capacidad, masa y tiempo) y de los procesos de medida; el
conocimiento de las unidades de medida decimales y sexagesimales correspondientes y de los
mecanismos para resolver situaciones de cambio de unidades, y el dominio de los conocimientos y las
habilidades necesarias para resolver situaciones diversas relacionadas con las ideas de perimetro, area
y volumen.

Respecto de las dificultades que presentan los estudiantes para maestro en actividades relativas
a la medida de magnitudes, diversos estudios presentan evidencias sobre falta de comprension
conceptual y uso extendido de estrategias de corte procedimental en la resolucion de problemas en este
topico. En una experiencia con tareas de modelizacion en el contexto de medicion de magnitudes
trabajando en el plano, Pla-Castells et al. (2021) observan diversos errores de futuros maestros al
trabajar el modelo matematico que plantean para abordar el problema. En este caso, los estudiantes
presentaron errores de calculo de &reas de poligonos simples, de conversién de unidades en el proceso
de utilizacién de escalas, y el uso del concepto de proporcion de forma no adecuada a la situacion.
Otros estudios muestran que los futuros maestros usan preferentemente estrategias basadas en
férmulas en problemas de medidas de areas (Caviedes et al., 2019; Dickson et al., 1991). Sin embargo,
Runnalls y Hong (2020) al entrevistar a sus estudiantes después de responder una serie de actividades,
observan que son capaces de ampliar su mirada procedimental y presentar nuevas estrategias de
medida, tales como subdividir la figura en unidades, sobre poner objetos de area conocida sobre la
figura, o descomponer la figura en otras mas simples y cuya area se pudiera medir de forma sencilla.
Ademas del uso de formulas, Caviedes et al. (2019) también observan otras estrategias en estudiantes,
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tales como la estimacion visual, la reconfiguracion por complementariedad de trozos, es decir, que
establecen “relaciones de equivalencia por medio de la uniéon de partes, en superficies que ya
presentan una descomposicion previa” (p. 239), comparaciones directas y descomposicion de
superficies. Por otra parte, al realizar una experiencia manipulativa de resolucion abierta consistente
en replicar un objeto 3D (una mesa), Sala-Sebastia y Farsani (2022) observan algunos errores
cometidos por las futuras maestras de educacion infantil en el proceso de medicion de objetos
cilindricos, asi como dificultades al subdividir la unidad de medida cuando la longitud a medir es
menor a dicha unidad.

Para abordar estas dificultades a la vez que profundizar en estrategias diversas de medicion de
magnitudes en la formacion de maestros, proponemos que estos tengan experiencias diversificadas
respecto a la actividad de medida, que conecte con los objetivos curriculares y que les permita ir mas
alla del uso de foérmulas y célculos aritméticos. Por ello, es necesario introducir actividades y tareas
que promuevan la implementacion de diversas estrategias para construir un conocimiento completo
sobre medida (Caviedes et al., 2019). En particular, el estudio de las medidas indirectas aparece como
una oportunidad para revisitar y reconceptualizar diversos elementos clave del proceso de medida,
como los planteados por Clements y Sarama (2015), asi como desaritmetizar su proceso de ensefianza
aprendizaje. La actividad que planteamos a continuacion pone a los futuros maestros ante la necesidad
de tomar un amplio nimero de decisiones respecto a los elementos que pueden ser medidos
directamente y los que no, el uso de instrumentos de medida adecuados para cada situacién, y la
estimacion y la gestion del error en las medidas.

3. Metodologia

En este estudio se aplicd un enfoque metodoldgico cualitativo-interpretativo, ya que busca
examinar la forma en que estudiantes para maestro comprenden los procesos de medicidn, a través de
medidas indirectas, profundizando en sus puntos de vista, interpretaciones y significados (Hernandez
etal., 2014). La investigacion se realiz6 con 71 estudiantes de un grupo de la asignatura Matematiques
per Mestres, del Grado de Educacion Primaria de la Universitat Autonoma de Barcelona, matriculados
en el curso 2022/2023. El estudio se desarrolla dentro del marco de la unidad temética de Medida, y la
actividad corresponde al desarrollo de la actividad practica de este blogue de contenidos. La
participacion de los estudiantes se realiza en este contexto, por lo que les era obligatorio desarrollar la
actividad. Los datos corresponden entonces a las respuestas de los estudiantes a las distintas fases del
trabajo de aula.

La actividad general constaba de cuatro etapas, en las cuales los estudiantes para maestro
generaban propuestas para determinadas medidas concretas en un espacio de la Facultad, la Plaza de
las Oliveras. Las tres primeras fases se realizaron en una sesion de clase de dos horas y media, y la
cuarta fase en la sesién siguiente, de la misma duracién. A continuacién, se detalla lo que se pedia
hacer a los estudiantes en cada fase.

1. Elaboracion de propuesta individual. El estudiante desarrolla una propuesta para medir
cuatro magnitudes concretas en la Plaza de las Oliveras, para lo cual se le entregaba una
ficha con las fotos de los objetos a medir (Figura 1). De forma individual, el estudiante
debia escribir en cada caso los pasos que pensaba que serian necesarios para obtener la
medida final.
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2. Elaboracién de propuesta grupal. En grupo, los estudiantes debian de poner en comun sus
propuestas individuales para medir los cuatro objetos. A partir de la discusion, debian
elaborar una Unica propuesta, sefialando todos los pasos necesarios.

3. Medicién y Elaboracion de Informe. Después de implementar sus estrategias de medicion
en la Plaza de las Oliveras y adecuarlas en caso de ser necesario, de manera grupal los
estudiantes debian escribir un informe del proceso y los resultados de cada medicion.
Debian incluir todas las medidas parciales, esquemas, diagramas y célculos realizados para
llegar a la medida final. En cada caso, debian reflexionar sobre qué aspectos o estrategias de
la propuesta grupal no habian utilizado y por qué.

4. Puesta en comun y Propuesta de Mejora. Después de una puesta en comun guiada por el
formador en que se revisaban las principales estrategias de medicién, asi como los
resultados de la medida, los estudiantes debian proponer mejoras a sus estrategias de
medicion implementadas en la clase anterior en la Plaza de las Oliveras. En cada caso, los
estudiantes debian sefialar qué aspectos creian que era necesario mejorar y por qué, ademas
de explicar cuéles cambios introducirian en el proceso de medida.

Respecto de las mediciones concretas que los estudiantes debian realizar, se seleccionaron
cuatro medidas: el area de un jardin, el didmetro de un alcorque, la altura a la que se encontraba la hoja
mas alta de un olivo, y el volumen de un farol incluyendo su mastil y la lampara superior (Figura 1).
En todas ellas se debia medir una magnitud que no podia ser medida de forma directa, por lo cual se
consideran los cuatro casos como medidas indirectas. En el caso del area del jardin, que asemejaba un
trapecio, se solicitaba a los estudiantes usar referentes antropomeétricos, lo que dificultaba la medida de
sus elementos lineales al estar plantado con diferentes tipos de arbustos. En el caso del didmetro del
alcorque, la olivera se encontraba en su centro, con lo cual no se podia realizar una medida directa de
esta magnitud. En los casos de la altura de la hoja més alta de la olivera y del volumen del farol,
existia un problema de accesibilidad, ya que los estudiantes solo disponian de cintas métricas u
oddmetros para realizar sus medidas.

Figura 1. Objetos sobre los cuales realizar las mediciones. Elaboracién propia.
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A partir de las estrategias propuestas y las mediciones realizadas por los distintos grupos (Fases
2y 3), se realiz6 una revision sistematica de sus estrategias de medicion para cada una de las medidas
propuestas, asi como de los resultados. A continuacidn, se presenta la sistematizacién de esta revision
y se concluye sobre la variedad de conocimientos y estrategias de medicion implementadas por los
estudiantes.

4. Resultados

El analisis de las producciones de los estudiantes permitié conocer las distintas medidas que
daban a las magnitudes propuestas (Figura 1) a la vez que conocer y discutir la plausibilidad de estas
comparadas con una respuesta prototipica otorgada por el formador. Posteriormente, se sistematizaron
las propuestas de medicion, dando lugar a estrategias comunes entre los distintos grupos de trabajo. A
continuacion, se muestran estos dos elementos para cada una de las medidas realizadas.

4.1. Area de zona ajardinada

Para esta medicién, se solicitd a los estudiantes realizar la medida de forma antropométrica. Asi,
muchos grupos utilizaron los pies como unidades, expresando la medida final en pies cuadrados y/o en
metros cuadrados. En la Tabla 1 se muestran las respuestas de los estudiantes y las estrategias
principales utilizadas para obtener la medida.

Para poder discutir en el aula sobre las medidas obtenidas por los estudiantes, en la puesta en
comun de la fase cuatro se incluy6 la conversion a metros cuadrados de las medidas obtenidas en pies,
segun la medida en centimetros del pie utilizado. De esta manera, se pudieron comparar los resultados
entre los distintos grupos. Para establecer la plausibilidad de los resultados se calculé el promedio de
las distintas medidas, habiendo descartado previamente los valores atipicos. Este promedio arroja un
resultado de 133,33 m? y una desviacion tipica de 12,52 para los 14 valores utilizados, con lo que se
obtiene un rango de valores entre 120 m? y 145 m? como adecuado para una respuesta adecuada.
Alternativamente, el formador utiliza Google Maps para medir los lados del trapecio que forman la
figura, obteniendo un valor de referencia alternativo de 136,55 m?, como se muestra en la Figura 2.

En cuanto a las estrategias elaboradas e implementadas por los estudiantes, se observa que la
mayoria realiz una descomposicion de la forma de la zona ajardinada, usando el trapecio como
modelo geométrico. Principalmente, este trapecio fue descompuesto en dos triangulos rectangulos y un
rectangulo. Los estudiantes pudieron calcular el area de cada parte de acuerdo con las medidas lineales
de sus lados y usando propiedades geométricas de las formas obtenidas (B16). Algunos grupos que
siguieron la estrategia anterior se apegaron mas a la forma real del jardin, que tenia una de sus
esquinas “cortadas” (A11). Ambas producciones se observan en la Figura 3. Una estrategia diferente
de las anteriores fue calcular directamente el &rea del trapecio que sirvié como modelo geométrico de
la zona ajardinada. Los estudiantes que siguieron esta estrategia midieron la longitud de las bases de
este trapecio y su altura, ya sea en pies 0 en metros. Teniendo las medidas a disposicion, aplicaron
entonces la formula del area de un trapecio.
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Grupo Medida Estrategia para medir el area
Al 115,45 m? Descomposicion: rectangulo + 2 triangulos
A2 128,8 m? Descomposicion: rectangulo + 2 triangulos
AB 1672,8 pies> | Descomposicion: rectangulo + 2 triangulos (1 triangulo
(111,35 m?) | “descabezado™)
A6 No se calcula el &rea
2223 pies? o, , .
A10 (186,96 m?) Descomposicion: rectangulo + 2 tridngulos
1676 pies? o , .
All (140,95 m?) Descomposicion: rectangulo + 2 tridngulos + cuadrado
Al3 140,9 m? Descomposicidn: rectangulo + 2 tridngulos + trapecio
1383 pies? o . .
Al12 (124,47 m?) Descomposicidn: trapecio + triangulo
Al113 146,2 m? Descomposicion: rectangulo + 2 tridngulos
1820 pies? o , .
B3 (132,7 m?) Descomposicion: rectangulo + 2 triangulos
B4 131,04 m? Descomposicidn: trapecio + 2 triangulos
B7 155,4 m? Descomposicion: rectangulo + trapecio
B8 148,5 m? Descomposicidn: rectangulo + trapecio
B9 108 m? Recomposicion en un rectangulo
1764 pies? < i
B12 (138,2 m?) Area trapecio
1950 pies? < .
B15 (124.1 m?) Area trapecio
B16 128,49 m*> | Area trapecio

Tabla 1. Resultado y estrategias en la medicion del area del jardin.

Area =

24,76 + 10,03
2

x 7,85 = 136.55 m?

Sociedad Canaria de Profesorado de Matematicas

Luis Balbuena Castellano

Figura 2. Célculo del area de la zona ajardinada por medio de Google Maps.
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Figura 3. Descomposicion en areas parciales de la zona ajardinada y el calculo de su area.

4.2. Diametro del alcorque

En este caso, y en los siguientes, los estudiantes podian usar instrumentos de medida
estandarizados, tales como una cinta métrica (de costura o un flexémetro) o una rueda de metro
(odometro). A los estudiantes no se les sefiald un alcorque en particular del Patio de las Oliveras, por
lo que las medidas obtenidas no son estrictamente comparables, pese a la semejanza que habia entre
ellos. En la Tabla 2 se muestran las respuestas de los estudiantes y las estrategias principales utilizadas

para obtener la medida.

Grupo Medida Estrategia para medir el didmetro
Al Se calculé el perimetro
A2 1,79 m Desplazamiento del didmetro
A5 1,87 m Perimetro + férmula
A6 2,51 m Descomposicién con sombra
Al0 1,87 m Desplazamiento del didmetro
All 1,89 m Alcorque sin obstéaculo
Al13 1,81m Descomposicion + formula
Al12 1,95 m Perimetro + férmula
All13 1,72m Descomposicion + desplazamiento
B3 1,73 m Desplazamiento del didmetro
B4 1,9m Perimetro + formula
B7 1,73 m Desplazamiento del didmetro
B8 1,87 m Desplazamiento del didmetro
B9 1,84 m Perimetro + formula
B12 1,98 m Des,composici,()n + desplazamiento
1,92 m Perimetro + férmula
B15 1,86 Perimetro + férmula
B16 Se calcul6 el area

Tabla 2. Resultado y estrategias en la medicion del didmetro del alcorque.
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En las respuestas de los estudiantes no se observan valores inadecuados para el didmetro de un
alcorque, y dado que no siempre midieron el mismo, los valores mas atipicos como los del grupo A6
no constituyen una variacién al respecto. En la fase de puesta en comun, se discuti6 con los
estudiantes sobre la no comparabilidad de estas medidas al desconocer de qué alcorque provenian, y
por tanto que el promedio no podia ser un buen representante, como en el caso anterior. En el caso de
obtener un promedio, se hizo la distincion que dicho valor seria el diametro promedio de los alcorques
de la Plaza de las Oliveras, y no el didmetro promedio de un alcorque especifico.

Respecto de las estrategias de medicion, se observa que los estudiantes utilizan dos principales.
La primera estrategia, y dado que no pueden medir el didmetro directamente por encontrarse el arbol
en medio, realizan un desplazamiento del diametro, ya sea del alcorque o del tronco, de forma de
conservar la distancia. En este Ultimo caso, se realiza una descomposicion de medidas y se miden
directamente los segmentos del didmetro del alcorque a cada lado del arbol, y después se realiza un
desplazamiento del didmetro del arbol (B12), o bien se calcula este diametro a través del perimetro del
tronco. Pese a ser efectiva, esta estrategia no sigue estrictamente la instruccion de realizar la medicion
por via indirecta, aunque si la contempla. Como segunda estrategia, los estudiantes miden la longitud
del contorno del alcorque o del tronco segun sea el caso, y luego utilizan la formula del perimetro de
una circunferencia para obtener el diametro (A112). Ambas estrategias pueden visualizarse en las
producciones de la Figura 4.

Peimese= 2Z1ir G2 am
= N la N R
G, Gl =
62 e Gloem = 6'280
) ‘3‘7 Sy S 2am r
ey 6'2%

: o Medicion del perimetro y uso de fc';rmula (Al12)
Desplazamiento del diametro (B12)

Figura 4. Estrategias de los estudiantes para medir el diametro de un alcorque.

4.3. Altura de la hoja més alta del olivo

En esta actividad, todos los grupos de estudiantes debian usar el mismo olivo y realizar la
medida de la altura respecto de la tierra de la misma hoja. Una condicién del contexto que permitid el
desarrollo de esta actividad fue la existencia de sombra, con lo cual muchos de los estudiantes
establecieron relaciones proporcionales con otros objetos. En la Tabla 3 se muestran las respuestas de
los estudiantes y las principales estrategias utilizadas para obtener la medida.

Las medidas obtenidas por los diferentes grupos después de implementar sus estrategias varian
entre poco menos de 5 metros y poco mas de 6 metros, aproximadamente. Solo el grupo A2 dio un
valor atipico de casi 7,5 metros.

En la puesta en comun de esta medicion, se discutio la resolucion propuesta por parte del
formador, que utilizé un clinbmetro y una cinta métrica. EI clindmetro es un instrumento de medida
especifico para calcular alturas de objetos. Configurando el instrumento a una distancia concreta del
objeto a medir, en este caso 7 metros, este otorga la altura automaticamente a partir de la medida de
angulos de elevacién y depresion a la parte superior e inferior del objeto a medir. La medida obtenida
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siguiendo este proceso (Figura 5) fue de 6,4 metros, con lo cual se pudo discutir de la pertinencia de
los resultados de cada grupo.

Grupo | Medida Estrategia para medir la altura

Al 6,12 m | Thales con proporcionalidad de sombra de una persona
A2 7,47 m | Thales con proporcionalidad de sombra de una persona
A5 5,16 m | Thales con proporcionalidad de una foto

A6 4,83 m | Thales con proporcionalidad de sombra de una persona
Al0 6,32 m | Thales con proporcionalidad de un objeto real (cinta)
All 6,05 m | Thales con proporcionalidad de sombra de una persona
Al3 6,45 m | Thales con proporcionalidad de sombra de una persona

Al112 5,94 m | Thales con proporcionalidad de sombra de una persona
Al113 5,94 m | Thales con proporcionalidad de sombra de una persona

B3 5,54 m | Thales con proporcionalidad de un objeto real (cinta)

B4 5,74 m | lteracion de una unidad de forma visual (altura de una persona)
B7 5,10 m | Iteracion de una unidad de forma visual (altura de una persona)
B8 4,70 m | Thales con proporcionalidad de un objeto real (boligrafo)

B9 4,62 m | Medida directa de una hoja accesible

B12 5,32 m | Thales con proporcionalidad de sombra de una persona

B15 5,96 m | Thales con proporcionalidad de sombra de una persona

B16 4,80 m | Thales con proporcionalidad de sombra de una persona

Tabla 3. Resultado y estrategias en la medicion de la altura de la hoja mas alta del olivo.

e A
Figura 5. Diagrama usado para representar la medicion de la altura del olivo por medio de un clinémetro.

Respecto de las estrategias utilizadas por los estudiantes, en la Tabla 3 se puede apreciar que la
mayoria utilizé una relacion proporcional entre la altura y sombra del arbol y la altura y sombra de una
persona, y en algunos casos, una relacién proporcional del mismo tipo, pero con un objeto auxiliar. En
estos casos, algunos estudiantes utilizaban explicitamente el teorema de Thales y triangulos
semejantes, 0 bien realizaban los calculos mediante una regla de tres o igualdad de razones. En la
Figura 6 se puede apreciar una version que combina estos aspectos.
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Figura 6. Estrategias de proporcionalidad para medir la altura de la hoja mas alta del olivo (grupo A112).

Una estrategia alternativa y minoritaria fue la iteracion de la altura de una persona para calcular
la altura del arbol, ya sea de forma estimada o bien utilizando una foto y el teléfono movil como
herramienta. En la Figura 7 se puede apreciar un esquema de como realizaron la estimacion de la
medida. En la explicacion, los estudiantes sefialan que Paula mide 1,70 metros y que para llegar a la
hoja mas alta hacen falta tres “Paulas”. Usando el teléfono moévil fotografiaron el arbol y pusieron a
Paula tres veces. Para el calculo, multiplicaron 1,70 por 3 para obtener la altura del arbol. Si bien esta
estrategia puede dar estimaciones razonables, presenta inconvenientes relacionados tanto con la
perspectiva como con la particion de la unidad de medida (Paula).

T AT ©@Tpam s LHames) o Yins Jo- Yl

Per »
A o pld 2 Scsud\n|v“&*\5(\ha\ sy 0 MJ‘ 9 (mm

6 Si sabemos que Paula mide 1,70 m, y para llegar a la hoja
\ QAN S Tren Faulss z L.
s N Lo Julloy e Ao, o s : mas alta son tres Paulas. Con el mévil hemos hecho la
Cocies al wdkil ln\ et (,,\ o Vo aflofio, | Ao . i i
posoX ov L Raale tres Dos ) wj b fotografia y puesto a Paula tres veces. Si ella mide 1,70 m,
e viua.flﬂm Lo S»umwxgm AP i multiplicamos su altura por las Paulas que hay, es decir,
N SIS S DY T e, PlaGd 70 23l tres de ellas. La multiplicacion es 1,70 x 3, 0 170 + 170 +
“30+130+420:510, 0 4'20 x2dowa o b:o 170 =510 cm 0 1,70 x 3 da también 5,10 m.

n

rg\_(a\\w XaA )n;.

Figura 7. Estrategias de iteracion para medir la altura de la hoja més alta del olivo (grupo B7).

4.4, VVolumen de la farola

Esta dltima medicion resulto méas compleja para los estudiantes, tanto desde el punto de vista de
la estrategia de medicion como desde el calculo del volumen. Aun asi, una vez en terreno, la mayoria
de los grupos pudo distinguir la descomposicion de formas como un elemento clave dentro de las
estrategias de medicion. En la Tabla 4 se muestran las respuestas de los estudiantes y las estrategias
principales utilizadas para obtener la medida.

Dada la dificultad de la medicion, las respuestas presentan una gran variabilidad. En la puesta
en comun se discutieron los valores atipicos, tales como los resultados de los grupos A6, All o B4,
comparandolos con una caja de leche de un litro. Los estudiantes comprendieron que o bien su
estrategia no fue efectiva o bien tenian errores de calculo que pudieron corregir.

Como ya se menciond, todos los grupos descompusieron la forma de la farola en dos partes: el
mastil y la lampara. La mayoria de los grupos asimilé el mastil a un cilindro, dado que su didmetro en
la parte superior era un poco inferior al didmetro de la parte inferior, lo que lo hacia en realidad tener
la forma de un cono truncado. Para calcular el volumen, los estudiantes necesitaban conocer la altura y
el &rea de una seccion circular del mastil. Dado que la altura del mastil no podia medirse de forma
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directa, la mayoria de los grupos hizo uso de la proporcionalidad comparando con la sombra y la altura
de una persona u objeto. En la Figura 8 se pueden apreciar dos esquemas de esta estrategia.

Grupo | Medida Estrategia para medir el volumen
Al 35,991 | Descomposicién en cono (mastil) + cilindro (lampara)
A2 48,891 | Descomposicion cilindro (mastil) + cono (lampara)
A5 20,691 | Descomposicién cono + cilindro
A6 1,171 Iteracion de un cilindro (mastil) + cono (lampara)
Al10 791 Descomposicidn cilindro (méstil) + cono (lampara)
All 2,11 Descomposicion cilindro (mastil) + cono (lampara)
Al3 52,21 | Descomposicién cilindro (mastil) + cono (lampara)

Al112 79,68 | | Descomposicién cilindro (méstil) + cono (lampara)
Al113 | 1169,31 | Descomposicion cilindro (mastil) + cono (lampara)

B3 83,51 | Descomposicion cilindro (méstil) + cono (lampara)
B4 0,861 | Descomposicion cilindro (mastil) + cono (lampara)
B7 54,31 | Descomposicion cilindro (mastil) + cono (lampara)
B8 32,41 | Descomposicion cilindro (méstil) + cono (lampara)
B9 611 Descomposicidn cilindro (mastil) + cono (lampara)
B12 97,91 | Descomposicion cilindro (mastil) + esfera

B15 32,6 1 | Descomposicion en tres conos

B16 99| Descomposicién cilindro (mastil) + esfera

Tabla 4. Resultado y estrategias en la medicién del volumen de la farola.
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Figura 8. Estrategias de proporcionalidad para calcular la altura del méastil de la farola.

Para determinar el radio de la seccion circular, los estudiantes muchas veces consideraban la
base del mastil. Sin embargo, el grupo A112 considerd la circunferencia de la seccién media del
mastil, de modo de compensar la diferencia de didmetros entre la parte baja y alta. Utilizando la
formula del perimetro, los grupos calcularon el radio de una seccidn circular seleccionada y con ello
aplicaron la formula del volumen de un cilindro. En la Figura 9 se muestra la resolucion del grupo
A112 que ha aplicado las estrategias descritas hasta aqui.
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Figura 9. Estrategias para calcular el volumen del mastil de la farola (grupo A112).

Para el calculo del volumen de la lampara, la mayoria de los grupos la asimilé a un solo cono,
aunque en realidad eran dos con la misma base y distinta altura. Dada la altura a la que se encontraba
la lampara no era posible tomar medidas directas, por lo que varios grupos utilizaron la sombra de esta
parte de la farola para determinar el didmetro y el correspondiente radio de la base del cono. Esto es
posible hacerlo ya que, si bien la sombra distorsiona la longitud vertical del objeto debido a la posicién
del sol, la longitud horizontal se mantiene debido a la proyeccion paralela de los rayos de este. Para
medir la altura del cono, algunos grupos volvieron a utilizar un razonamiento proporcional utilizando
las medidas de la sombra proyectada. En la Figura 10, se muestran dos esquemas para estas
estrategias. Teniendo estas medidas, los estudiantes pudieron calcular el volumen de la lampara, y
sumado al volumen del méstil, pudieron componer el volumen de la farola.

y
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Figura 10. Estrategias para calcular el radio y la altura de la lampara (cono) de la farola.

Para este problema el formador proporcioné su propio método y resultado, trabajando también a
partir de medidas indirectas. En esta propuesta se consideran dos objetos, el mastil y la lampara. El
mastil se trata como un cilindro del que se puede conocer el radio de la base a partir de medir
directamente el perimetro de la circunferencia y la altura total por proporcionalidad con la sombra
proyectada, como trabajan parte de los grupos de estudiantes, pero con medidas independientes. Esto
proporcioné un volumen de 27,83 dm? para el mastil. Para la medicién del volumen de la lampara se
obtiene una fotografia y se trabaja con GeoGebra para analizar las proporciones de las longitudes
clave de la lampara trabajando por descomposicion de conos y usando como referencia la sombra
(Figura 11). El calculo del volumen conjunto de los dos conos arroja una medida de 25,25 dm? para un
total de 53,08 dm? para el volumen del farol.
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Figura 11. Sombra de la lampara de la farola y estudio de proporciones en GeoGebra para generar la respuesta
de referencia.

Esta respuesta proporcionada por el formador tampoco puede considerarse exacta, pero al
controlar el proceso en cada medicion puede asegurarse que no supera el 10% de error. Con ello
permite establecer un rango de respuestas adecuadas a los estudiantes y sugerir acciones para corregir
los métodos o mediciones ejecutadas cuando se hayan discrepancias de los valores obtenidos por los
grupos respecto al valor de referencia.

5. Discusion y conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado un analisis de las producciones de futuros maestros frente a la
resolucion de una actividad de medicion a través de medidas indirectas. En el desarrollo de sus
propuestas, se han podido identificar diversos conocimientos matematicos que permiten inferir que se
ha superado el fendbmeno de la aritmetizacién de la medida (Chamorro y Belmonte, 1988; Mengual et
al., 2017). En primer lugar, los estudiantes han desarrollado procesos de medida para los cuales no era
evidente la estrategia a seguir. Entre ellas no solo estaba el uso de férmulas, las cuales debian ser
seleccionas de forma pertinente en cada caso, sino que también hacian uso de estrategias de
descomposicion de los objetos a medir, en longitudes, superficies o volimenes mas simples,
obteniendo medidas parciales que después componian, evidenciando una comprensiéon y uso de la
conservacion de cantidad como propiedad basica de la medida. Por otra parte, se puede constatar en
las producciones de los estudiantes que la medicion indirecta también moviliza el uso de conocimiento
formal, como el teorema de Tales o el uso de relaciones proporcionales, cuestiones necesarias para
medir magnitudes inaccesibles o0 que no podian ser efectuadas con instrumentos de medida
convencionales.

En términos de los conceptos clave de la trayectoria de aprendizaje de la medida, los estudiantes
muestran una comprension adecuada de las magnitudes a medir y establecen estrategias y modelos
geométricos pertinentes para obtener medidas longitudinales, superficiales y volumétricas. Ademas, la
actividad les permite construir conocimientos matematicos considerados fundamentales por Gorgorié
et al. (2017) respecto de la realizacion de procesos de medida concretos tanto a través del uso de
unidades de medida no convencionales (antropométricas) como estandarizadas pertenecientes al
sistema métrico decimal. Finalmente, este tipo de situaciones promovié una de las tres caracteristicas
clave del sentido de la medida, tal como lo sefiala el curriculum escolar y diversas investigaciones, al
contemplar estimaciones en base a referentes (Generalitat de Catalunya, 2022; Clements y Sarama,
2015), como en el caso de la altura de la hoja més alta de la olivera.

38 | Vol. 116 + marzo de 2024 NUMEROS



Uso de actividades de medidas indirectas en la formacion de maestros
F. Rojas, L. Albarracin

La actividad, desde el punto de vista global, sustenta su potencial didactico en tres aspectos. El
primero es el trabajo grupal, que permite que todos los estudiantes acaben implementando estrategias
complejas para obtener los valores de las medidas solicitadas. En este aspecto es necesario destacar
que en primer lugar se ha solicitado a todos los estudiantes que generen sus propuestas individuales,
con lo que se promueve gue cada estudiante conecte las estrategias que finalmente han utilizado con
sus propias propuestas, permitiendo integrar nuevos conocimientos a partir de conocimientos previos.
En segundo lugar, los enunciados de los problemas de medida indirecta se proporcionan en formato
texto, pero los estudiantes acaban trabajando sobre el terreno. Este es un elemento clave para
promover la accion de medida e ilustrar la actividad matematica como una actividad situada y
contextualizada, cuestion que los docentes podrian replicar en sus contextos educativos. Finalmente, la
discusion colectiva sobre estrategias y resultados permite poner el foco sobre el error, inherente a toda
actividad de medida, y su gestién. Para proporcionar un valor de referencia que permita establecer un
intervalo de valores adecuados se usan dos estrategias docentes. Por un parte se considera el valor
promedio de las medidas bien ejecutadas que no proporcionan valores atipicos, y por otra, se
proporciona una medicién indirecta soportada en decisiones en las que se controla al maximo el
resultado por parte del profesorado.

Este tipo de actividad, que conecta aspectos de la medida con conocimiento geométrico es
adaptable a los objetos fisicos que estan al alcance de cada centro educativo, y muestra un gran
potencial para promover aprendizajes relacionados con la medida (Albarracin y Rojas, 2023; Costado,
2023). Desde la perspectiva de la formacion de maestros, ya sea inicial o permanente, este tipo de
experiencias pone en evidencia que en el proceso de medida influye una gran cantidad de conceptos
matematicos, tal como los planteados por Clements y Sarama (2015) para la educacién primaria, pero
también el uso de conocimiento formal como férmulas y teoremas propios de la educacion secundaria.
Asi, esta propuesta puede utilizarse a lo largo de la educacién obligatoria para trabajar la medida de las
magnitudes de longitud, &rea y volumen, como una propuesta que permite introducir la actividad de
medida en las aulas y superar la aritmetizacion de la medida.
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