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Resumen

En el presente articulo desarrollamos un estudio histérico-epistemologico a fin de caracterizar los significados
parciales de la nocién de volumen, y sus ideas epistémicas fundamentales, en tanto objeto complejo de las
matematicas. Para ello, se sigue un analisis de contenido de corte cualitativo y se utilizan herramientas del Enfoque
Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos como marco tedrico-metodoldgico. Los resultados
sugieren cuatro significados parciales de volumen que, en su conjunto, dan cuenta del significado global de tal
objeto matematico: 1) volumen como espacio que ocupa un cuerpo en relacion con otros objetos, susceptible de
ser medido; 2) volumen como relacion entre dimensiones y formas; 3) volumen en relacion con los indivisibles; y
4) volumen como una funcion. El analisis histdrico, y la caracterizacion de los significados parciales del volumen,
han puesto de relieve la presencia de ideas epistémicas fundamentales que trascienden las diferentes
configuraciones epistémicas, pudiendo favorecer la representatividad y la conexion de los significados de
volumen.
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Abstract

In this article, we undertake a historical-epistemological study to characterize the partial meanings of the concept
of volume and its fundamental epistemic ideas, considering it as a complex object within mathematics. For this
purpose, we follow a qualitative content analysis and use some tools of the Ontosemiotic Approach to
Mathematical Knowledge and Instruction as a theoretical-methodological framework. The results suggest four
partial meanings of volume that, as a whole, account for the global meaning of such a mathematical object: 1)
volume as the space occupied by a body in relation to other objects, susceptible of being measured; 2) volume as
a relationship between dimensions and shapes; 3) volume in relation to indivisibles; and 4) volume as a function.
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The historical analysis and characterization of partial meanings of volume have brought to light the presence of
fundamental epistemic ideas that transcend epistemic configurations, potentially enhancing the representativeness
and interconnectedness of volume meanings.

Keywords: Volume. Fundamental idea. Fundamental epistemic idea. Partial meanings.

1 Introduccion

La literatura muestra que la comprension de la nocidon de volumen, y de sus procesos de
medicidn, resulta problematica para los estudiantes, pues en muchos casos éstos aplican
formulas sin comprender su origen y funcionamiento (BATTISTA; CLEMENTS, 1996;
CLEMENTS; BATTISTA, 1992). Esto se acentia ain més en el proceso de transicion primaria-
secundaria, donde procedimientos mas abstractos para el calculo del volumen son introducidos
(FREUDENTHAL, 1983; TAN-SISMAN; AKSU, 2016). Igualmente, y en concordancia con
Saiz (2003), las dificultades de los alumnos pueden estar relacionadas con los distintos
significados atribuidos a la nocidon de volumen donde, en cada caso, los elementos susceptibles
de ser medidos cambian, es decir, las reglas de uso, comparacion y calculo del volumen son
diferentes (SAIZ, 2002). Esto permite inferir la existencia de distintos significados parciales
del volumen (PINO-FAN; GODINO; FONT, 2011), los que no se encuentran descritos en la
literatura especializada. En este contexto, con este articulo buscamos dar respuesta a la
pregunta: ;cuales son los significados parciales de la nocion de volumen, que conformarian su
significado holistico de referencia?

Tomando en cuenta las aportaciones de Pino-Fan, Godino y Font (2011), se considera
que los distintos significados parciales de la nocién de volumen dan cuenta del significado
global de tal objeto y de su complejidad (RONDERO; FONT 2015). Asi, el objetivo de este
articulo es caracterizar los significados parciales de la nocidén de volumen, asi como sus ideas
epistémicas fundamentales, evidenciando su riqueza matematica en términos de los objetos
matematicos que lo conforman. Para llevar a cabo dicha caracterizacion utilizamos la nocién
de idea fundamental (BRUNER, 1960), asi como algunas herramientas introducidas por el
Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematicos (EOS), las cuales

explicamos en la siguiente seccion.

2. Marco tedrico

2.1 La nocion de Idea(s) fundamental(es)
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La idea fundamental se introduce en los trabajos de Bruner (1960, 1970), con el fin de
distinguir aquello que es relevante para insertar los contenidos cientificos, y en sintonia con el
desarrollo intelectual de los estudiantes en la escuela. Aunque estas ideas han sido identificadas
para la estocastica (HEITELE, 1975), y posteriormente la estadistica (p.e., BURRIL;
BIEHLER, 2011), no existen estudios que vinculen la nocion idea(s) fundamental(es) con la
caracterizacion de volumen que abordamos en este estudio. Asi, el presente articulo pretende
aportar a la literatura cientifica mediante la identificacion de las ideas fundamentales que son
necesarias para la comprension de la nocion de volumen y los procesos de medicion asociados.

Bruner (1970) sefiala que la ensefianza debe estar en concordancia con la cultura, de
modo que las ideas fundamentales deben tener un valor explicativo. Por ello, en la identificacion
de relaciones entre la cultura matemdtica y no matemadtica las ideas fundamentales de los
conceptos matematicos juegan un papel clave (HEYMANN, 2003). Bruner (1970) otorga
importancia a que los alumnos puedan aprender la estructura fundamental de un contenido (en
lugar de hechos individuales), para poder, posteriormente, clasificar, evaluar y deducir hechos
individuales. En relacion con la teoria curricular del autor, las ideas centrales pueden resumirse
en: (1) las estructuras fundamentales del contenido a ensefar estan contenidas en un nimero
limitado de conceptos basicos -o ideas fundamentales; (2) la estructura del curriculo en espiral
permite el tratamiento de las ideas fundamentales y los conceptos en diferentes niveles
cognitivos, epistemologicos y lingiiisticos. Asi, las ideas fundamentales son una continuidad
que aborda la comprension desde lo intuitivo a una forma analitica més elaborada. Los alumnos
deben encontrar las ideas fundamentales una y otra vez, cada vez de una forma que se
corresponda con el aumento de sus capacidades cognitivas, con la profundidad adecuada y con
niveles mas complejos de representacion (HEYMANN, 2003).

En el enfoque curricular de Bruner las ideas fundamentales se convierten en puntos de
cristalizacion para identificar aquello que tiene importancia en un tema concreto (HEYMAN,
2003). En este sentido, del trabajo de Bruner se desprende que las ideas fundamentales pueden
ser entendidas como ideas inherentes a una disciplina concreta y, como representacion del
mundo no matematico (HEYMAN, 2003). Por ejemplo, la nocién de volumen tiene presencia
en todos los niveles educativos, aumentando en términos de generalidad y formalizacion, pero
conservando ideas fundamentales que permiten caracterizar su complejidad.

En el caso de la Educacion Infantil, por ejemplo, el estudio de los atributos cualitativos
de los cuerpos s6lidos, la percepcion espacial y la medicion informal mediante comparaciones
directas e indirectas (BATTISTA; CLEMENTS, 1996) constituyen ideas fundamentales para el

estudio de la nociéon de volumen. En la Educacion Primaria, las ideas fundamentales se
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relacionan, ademas, con el establecimiento de la medicion formal mediante formulas basicas de
cuerpos solidos. Las ideas anteriores se recuperan en la Educacion Secundaria para la deduccion
de formulas algebraicas de cuerpos solidos e identidades notables; y en la Educacién
Universitaria con el estudio formal del célculo. A partir de lo anterior, se desprende que la
nocion de volumen se hace explicita mediante ciertos objetos matematicos que, con diferentes
niveles de complejidad, se van recuperando a lo largo del curriculo educativo. Asi, este articulo
pretende identificar aquellos objetos matematicos subyacentes al volumen, con el fin de
caracterizar sus distintos significados parciales que se van desarrollando de forma progresiva
(en términos de formalidad y generalidad) a lo largo del curriculo. A continuacion, se describen
algunas herramientas del Enfoque Ontosemiotico del conocimiento e instruccidn matematicos

(GODINO; BATANERO; FONT, 2007; 2019), que permiten la caracterizacion antes sefialada.

2.2 Enfoque Ontosemiotico (EOS) del Conocimiento y la instruccion Matematicos

El EOS adopta una vision pragmatica de la comprension de los objetos matematicos,
por lo que la comprension del volumen queda definida por la capacidad que se tiene para
resolver de manera competente una determinada tarea matematica, reconociendo los distintos
objetos que intervienen y emergen en dicha resolucion (FONT; GODINO; GALLARDO,
2013). Desde el EOS, el significado de volumen queda definido por el sistema de practicas
realizadas por una persona, o compartidas en el seno de una institucion, ante determinadas
situaciones problemas (GODINO; BATANERO; FONT, 2007, 2019). Asi, cuando se considera
el significado del objeto volumen en términos de practicas, es posible distinguir entre sentido y
significado. El sentido corresponde al significado parcial del objeto, indicando que el
significado de volumen como objeto complejo se puede parcelar en distintos tipos de practicas
mas especificas (GODINO; BATANERO; FONT, 2007), y que pueden ser utilizadas en un
determinado contexto. Por su parte, el significado global u holistico (PINO-FAN; GODINO;
FONT, 2011) se reconstruye mediante la exploracion sistematica de los contextos de uso tal
objeto y los sistemas de practicas que intervienen (GODINO; BATANERO; FONT, 2019). Asi,
el significado global de volumen queda definido por los significados parciales que emergen de
las practicas especificas que se realizan sobre dicho objeto en diferentes contextos. De este
modo, tal objeto queda formado por partes o componentes que posibilitan una mirada global
desde su complejidad (RONDERO; FONT 2015).

Godino et al., (2007) proponen una tipologia explicita de objetos y procesos

matematicos, lo que condiciona la descripcion y el andlisis de la practica matematica. Se
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distinguen seis tipos de objetos matematicos primarios: (1) elementos lingiiisticos (términos,
expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos registros; (2) situaciones-problemas
(aplicaciones intra o extra-matematicas); (3) conceptos/definiciones (qué se entiende por un
determinado objeto); (4) proposiciones/propiedades (enunciados sobre
conceptos/definiciones); (5) procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo); y
(6) argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y procedimientos
deductivos o de otro tipo). La emergencia de los objetos matematicos primarios, por medio de
sistemas de practicas, subraya la complejidad de tales objetos matematicos y la necesidad de
articular las componentes en los que dicha complejidad se enmarca. La configuracion
epistémica es una herramienta que da cuenta de tal complejidad (BORJI; ERFANI; FONT,
2019; BREDA; SECKEL; FONT, 2018; CAVIEDES; DE GAMBOA; BADILLO, 2021), y esta
referida al sistema de practicas que promueve una institucion o el curriculo, desde un contexto
intra matematico del objeto de referencia, en este caso volumen. En este sentido, una buena
representatividad del objeto volumen quedaria definida, en un sentido pragmatico, por la

articulacion/conexion de los distintos significados parciales.

3 Método

El presente estudio se sitlla en un paradigma interpretativo y sigue un enfoque de tipo
cualitativo (COHEN; MANION; MORRISON, 2013). Se realiza una codificacién deductiva
guiada por la herramienta de la configuracion epistémica (GODINO; BATANERO; FONT,
2007) y sus respectivos objetos primarios. Asi, mediante un analisis de contenido
(KRIPPENDORFF, 2004) se revisan documentos en los que se discute sobre la riqueza
matematica del objeto volumen. Dichos documentos corresponden a unidades de andlisis que
se dividen en subunidades manejables, buscando los objetos primarios intervinientes en los

sistemas de practicas de los cuales emerge, se desarrolla y formaliza el volumen.

3.1 Analisis

En concordancia con lo sefalado por Saiz (2002), la nocidon de volumen puede ser
rastreada desde dos fuentes, las que en ocasiones se pueden entrelazar: la historia del calculo y
la historia del desarrollo de la geometria. Tomando esto como referencia, se distinguen tres
etapas de andlisis. La primera es la revision documental en libros de historia de las matematicas,

actas de congresos, y articulos cientificos, para identificar la evolucidon del conocimiento de
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volumen. En esta fase, nos inspiramos en las fases de Siddaway, Wood y Hedges (2019)
realizando cadenas de busqueda en Google Scholar a partir de palabras en inglés (también
espaiol) como volumen, historia, matematicas/geometria, ensefianza, aprendizaje. La fase de
cribado consistio en la lectura del titulo de cada documento a fin de descartar registros
duplicados. Las fases de idoneidad y de inclusidon supusieron la lectura del resumen de los
articulos/congresos seleccionados, asi como de los indices en el caso de los libros. En algunos
casos fue necesario leer articulos completos, pues el resumen no era lo suficientemente claro.
En la segunda etapa, identificacion de objetos matematicos primarios presentes en la evolucion
del conocimiento sobre el objeto volumen, el andlisis tuvo dos momentos y generd unidades
empiricas (sobre la ensefianza y aprendizaje de la nocién de volumen) y unidades tedricas (sobre
la naturaleza y evolucion de la nocidn de la nocion de volumen). Las unidades de contenido
empirico se crearon para informar sobre la etapa educativa, participantes y resultados para cada
estudio documentado. Lo mismo ocurre con las unidades de contenido tedrico, que se crearon
para informar sobre fundamentos histdrico/tedricos respecto al objeto volumen. Para las
unidades identificadas se rastrean los objetos matemadticos primarios (EOS) que configuran el
objeto volumen. En la tercera etapa, identificacion de los significados parciales de volumen
mediante el uso de configuraciones epistémicas, los objetos matematicos primarios rastreados
se agrupan en funcion de las situaciones problemas que posibilitan su emergencia. Cada
agrupacion se constituyd como una configuracion epistémica que caracteriza a un significado
parcial de volumen, a saber: (1) volumen como espacio que ocupa un cuerpo en relacion con
otros objetos, susceptible de ser medido; (2) volumen como relacion entre dimensiones y
formas; (3) volumen en relacion con los indivisibles; y (4) volumen como una funcion.
Finalmente, se identificaron los objetos matematicos primarios transversales a las cuatro
configuraciones. Estos objetos debian cumplir con la caracteristica de estar presentes en el
tratamiento del volumen de manera intuitiva e igualmente de forma analitica mas elaborada
(BRUNER, 1970). A tales objetos les hemos denominado ideas epistémicas fundamentales, las
que describimos en el apartado de resultados. A continuacion, presentamos los objetos

rastreados para cada significado parcial.

3.1.1 Volumen como espacio que ocupa un cuerpo en relacion con otros objetos,

susceptible de ser medido

La problematizacion del volumen de los cuerpos solidos data de las antiguas

civilizaciones, existiendo consenso en que los conocimientos geométricos de los babildnicos y
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egipcios nacen de situaciones problemas reales, como calcular el volumen de sélidos o
pirdmides para su construccion. La geometria de los babilonicos da cuenta de la relacion intima
con la medicion préctica de algunos problemas relativos a solidos, como los prismas rectos y
cilindros. En este sentido, los babilonicos centraron su atencion en el uso de la estructura y
reglas matematicas, aunque sin interés por justificarlas o probarlas (GILLINGS, 1982). La
construccion de piramides llevo a los egipcios a mantenerse fieles a una matematica relacionada
con el conjunto de procedimientos aritméticos, de esta manera recurrian al uso de férmulas para
determinar la medicién de volumenes de sélidos. Los primeros indicios sobre el calculo del
volumen de sélidos se ven en el papiro de Moscu (1890 a.C), donde los egipcios muestran
evidencias del uso de la férmula del volumen para resolver una situacion problema asociada a
la pirdmide truncada (GILLINGS, 1982) - obtener la medida del volumen de una piramide
cuadrangular truncada con arista de base inferior igual a 4, arista de base superior igual a 2, y
altura igual a 6 -. Gillings (1982) sefiala que en el papiro se explica el procedimiento numérico
de la siguiente manera: (i) se eleva 4 al cuadrado; (ii) se duplica este 4; (iii) se eleva 2 al
cuadrado; (iv) se suman estos resultados y resulta 28; (v) se obtiene un tercio de 6 resulta 2; (vi)
2 se multiplica por la suma anteriormente obtenida; (vii) el resultado final es 56. Los calculos

anteriores corresponden a la aplicacion de la formula que se usa hasta la fecha: v =
%(a2 +ab + b?), en un lenguaje simbolico explicito por representaciones de tipo
numeérico/algebraico. Aunque no esta claro si los egipcios conocian dicha formula, es posible
que hayan conocido la férmula v = %(azh) para calcular el volumen de una piramide

cuadrangular y, a partir de ella la del volumen de la piramide truncada. Gillings (1982, p. 191)
considera que los egipcios podrian haber sido capaces de argumentar que en una piramide recta

construida de arcilla o madera, cuya altura perpendicular es exactamente la mitad del lado de
. 1 o
la base cuadrada...el volumen de la piramide resulta ser v = ;(azh). Esto indica que los

egipcios mostraron cierto dominio del /enguaje simbdlico en sus distintas representaciones
(numérica y posiblemente algebraica), e interés por las propiedades geométricas de las
pirdamides. Por ejemplo, podian ejecutar procedimientos para calcular el volumen de la pirdmide
(dada la longitud de un lado de la base y la altura), evidenciando relaciones entre dos medidas
lineales, la altura y la longitud, con un volumen (TABAK, 2011).

Los papiros egipcios, ademds, muestran evidencias de procedimientos para el calculo
del volumen de un cilindro (GILLINGS, 1982), con una férmula que permitia obtener el
resultado directamente en unidades de volumen de granos y, con la formula del area de la base

por la altura, transformando las unidades de medida a unidades de capacidad. Este cambio entre
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procedimientos de célculo de volumenes, desde aquellos que involucran un conteo eficiente de
unidades de la misma naturaleza de aquello que se pretende medir, y otros que involucran
comparaciones entre unidades de igual o distinta naturaleza a la que se estd midiendo (p.e.,
longitudes y areas), da cuenta de un cambio de significado en la medicion de volumenes y
permite inferir la existencia de dos conceptos/definiciones que se entrelazan en el desarrollo del
objeto volumen: el volumen interno (capacidad) y volumen externo.

Al igual que los egipcios, los mesopotamicos se interesaron en la geometria de la
medida, como un medio para alcanzar un fin (TABAK, 2011). Por ejemplo, podian calcular el
volumen de un objeto que tuviera la forma de una muralla, para responder la situacion problema
de averiguar el numero de ladrillos que habia que fabricar, y el nimero de horas/hombres
necesarios para construir la muralla. Aunque esta civilizacion se interes6 mas por calcular
costos y no formas geométricas, los procedimientos para la obtencion del volumen dan cuenta
de una aproximacioén hacia la iteracion y conteo de unidades de medida 'y el concepto/definicion
de estructuracion espacial, aspectos que hoy en dia resultan claves en el contexto escolar. Esto
porque permiten a los estudiantes (primaria-secundaria) transitar desde llenar un espacio con
unidades concretas, a visualizar y utilizar la estructura de unidades cubicas como una unidad
de medida para el volumen (BATTISTA; CLEMENTS, 1996; BATTISTA, 2007).

En concordancia con Vergnaud (1983), lo anterior hace referencia al entrelazamiento
histérico entre el volumen como una magnitud unidimensional y como una magnitud de tipo
tridimensional. En el primer caso, el volumen se presenta como una magnitud susceptible de
ser medida, aproximada y comparada directamente (p.e., llenado de recipientes, conteo de
cubos) y que hace explicitas propiedades/proposiciones de las magnitudes unidimensionales,
como ser sumable o calculada por apreciaciones cualitativas (p.e., uniéon y complementacion).
En el segundo caso, el volumen es calculado a través de magnitudes de otra naturaleza (p.e., la

longitud).

3.1.2 Volumen como relacion entre dimensiones y formas

Los griegos desarrollaron un enfoque de la geometria maés abstracto y menos
computacional, pues investigaban las propiedades de clases de objetos geométricos a fin de
resolver situaciones problemas de tipo deductivo y logico (TABAK, 2011). Al abordar
problemas tridimensionales, los griegos limitaban su atencion a formas geométricas
relativamente sencillas como cilindros, esferas y conos. Una de las grandes situaciones

problemas de esta época surge en Atenas alrededor del afio 430 a.C: encontrar las dimensiones
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de un nuevo cubo cuyo volumen sea el doble del original usando sélo una regla y un compas.
Para dicha situacion, Archytas de Tarento (428-347 a.C) encuentra una solucién manipulando
tres superficies curvas, sin embargo, la solucion se demuestra de manera formal en el siglo XIX
con el uso de nuevos métodos algebraicos.

Alrededor del 300 a.C, Euclides demuestra las formulas para el volumen de los prismas
y piramides mediante el lema (método) de exhausion (Libro XII de Los Elementos), antes
presentado por Eudoxo (409-356 a.C). En dicho método se miden volumenes utilizando un
lenguaje grafico en su representacion geométrica, y procedimientos de descomposicion de los
cuerpos en volumenes conocidos. La proposicion 7 del libro XII sefiala: “un prisma de base
triangular se descompone en tres piramides triangulares iguales entre si, con base triangular”,
lo que le permite argumentar que el volumen de una pirdmide es la tercera parte del prisma de
igual altura y con la misma base, y demostrar, mediante el método de exhausion, la proposicion
10 del mismo libro: “un cono es la tercera parte de un cilindro de la misma base y la misma
altura”. Asi, se argumenta que los conos y los cilindros de igual altura son entre si como sus
bases, que los conos y cilindros semejantes guardan entre si una razén triplicada de la que
guardan los didmetros de sus bases y, que los conos y cilindros que tienen bases iguales son
entre si como sus alturas. En la proposicion 18 se sefala que “las esferas son entre si como las
razones triplicadas de sus didmetros”, haciendo explicito el concepto/definicion de
proporcionalidad que existe entre la esfera y su diametro, aunque no se indica una formula para
el volumen. A diferencia de lo que Euclides realiza para la pirdmide, donde se aplica la
exhausion a la descomposicion de la misma en otros cuerpos, para el cilindro la exhausion
prueba que es posible aproximar el cilindro y el cono mediante prismas y pirdmides,
respectivamente, por dentro y por fuera (volumen interno y externo).

Utilizando también el método de exhausion, Arquimedes (250 a.C.) profundiza en el
volumen de cuerpos desconocidos. Para esto, introduce nuevos conceptos/definiciones como el
peso y el centro de gravedad. En su denominado “M¢étodo”, Arquimedes calcula volimenes
mas complicados, como el de la esfera, argumentando que este es cuatro veces el del cono que
tiene como base un gran circulo de la esfera y altura igual al radio. Arquimedes calcula un
volumen desconocido en términos del volumen de otros cuerpos conocidos, donde son
utilizadas las propiedades de transitividad, aditividad y conservacion (transformaciones de
desplazamiento) por comparaciéon directa de los cuerpos. A modo de ejemplo, en el caso del
calculo del volumen de un cuerpo A, se utilizan otros dos cuerpos B y C, tales que se conocen
sus volimenes, ademas, de B se conoce también su centro de gravedad (SAIZ, 2002). En suma,

Arquimedes y Eudoxo establecieron diversos resultados sobre el area y el volumen mediante
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argumentos sofisticados, por ejemplo, en sus célculos de cocientes de areas o volumenes de dos
figuras, Arquimedes hizo uso de infinitesimales de un modo similar al del célculo integral en
su primera etapa, como la cuadratura de la parabola (TOSHIKAZU, 2019).

Una situacion-problema particular de esta €poca es la que el rey de Siracusa pide a
Arquimedes: comprobar si su nueva corona estaba realmente hecha de oro puro. Al respecto,
Arquimedes introduce la corona en una tina con agua advirtiendo un desplazamiento de cierta
cantidad de agua. Asi, surge la proposicion de “todo cuerpo sumergido dentro de un fluido
experimenta una fuerza ascendente llamada empuje, equivalente al peso del fluido desalojado
por el cuerpo”, donde se hace explicito un significado de volumen por desplazamiento de
liquido (capacidad), introduciendo los conceptos/definiciones de densidad y masa, mas ligados
a la fisica. Para efectos de este estudio, vinculamos este significado al volumen interno que se
puede calcular, pues en matematicas no se ha elaborado un modelo para la capacidad como tal,
por lo que hay que recurrir a su relacién con el volumen para manejarla matematicamente

(OLMO; MORENO; GIL, 1989).

3.1.3 Volumen en relacion con los indivisibles

Con el fin de resolver situaciones-problemas relacionadas con el almacenamiento y
comercio de vinos (la forma de los barriles que con menor superficie puedan tener mayor
volumen), Kepler utiliza un cierto ‘principio de continuidad’. Asi, el concepto/definicion
infinitesimal comienza a relacionarse con el calculo del volumen y surgen propiedades que
aluden a la idea de incrementar una magnitud como variable independiente (GONZALEZ,
2008; ANDERSEN, 1984); situacion que representa el punto de partida para el uso de
magnitudes infinitamente pequefas, los infinitesimales (PINO-FAN; GODINO; FONT, 2011).
En este sentido, Toshikazu (2019) sefialan que Kepler calcul6 los volumenes de los solidos de
revolucion cuando el célculo integral se encontraba atin en una fase incipiente, pero fue Pappus
quien llego6 a encontrar una férmula general para calcular estos sélidos (TABAK, 2011).

Al cabo de un tiempo, Bonaventura Cavalieri (1598-1647) propuso el principio de
Cavalieri, para hallar areas y volimenes de figuras generales, considerado como un término
medio entre la cuadratura griega y el calculo integral. Cavalieri considera que una regién plana
se compone de un nimero infinito de lineas paralelas, cada una de las cuales se considera un
rectangulo infinitesimal. Asi, el principio indica que es posible medir mediante procedimientos
de comparacion de lo que ¢l llama los indivisibles, concepto/definicion importante en este

significado, y que se define como los solidos que se forman al cortar el cuerpo con planos
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paralelos a su base. De esta manera, el volumen queda definido mediante la incorporacion
sucesiva de una cantidad infinita de planos paralelos a las bases del objeto tridimensional
(ARAYA et al., 2021). La idea de Cavalieri era la de considerar todos los planos paralelos a la
base que cortan al cuerpo, en consecuencia, se forman solidos infinitamente delgados. El
principio de Cavalieri, para volimenes, puede enunciarse como “si en dos cuerpos de igual
altura las areas de las secciones producidas por planos paralelos a la base son iguales, entonces
los cuerpos tienen el mismo volumen”. Los procedimientos que justifican volumenes mediante
este principio comienzan comparando unos cuerpos con otros y, en concordancia con Gonzalez-
Loépez y Flores (2001), consideran las siguientes proposiciones: (i) un ortoedro, un prisma y un
cilindro que tengan igual base y altura tienen el mismo volumen, (ii) pirimides y conos que
tengan igual base y altura tienen el mismo volumen. Estas proposiciones introducen un
argumento con el concepto/definicion de proporcionalidad que prueba que, si dos pirdmides o
conos de la misma altura se cortan por planos que estan a la misma distancia perpendicular de
los vértices, las secciones son como las respectivas bases. En particular, la proposicion indica
que, si las bases de las dos pirdmides o los dos conos son iguales, entonces las secciones también

son iguales (Figura 1).

RR'=K/K' =C/C'

Figura 1 - Ejemplo de aplicacion del principio de Cavalieri
Fuente: GONZALEZ-LOPEZ; FLORES (2001, p. 105)

Las proposiciones anteriores permiten afirmar que las tres piramides triangulares en que
se descompone un prisma triangular tienen igual volumen, lo que conduce a la razon
(concepto/definicion) 1:3 entre el volumen de la pirdmide y el prisma. Por medio de un lenguaje
grafico en su representacion geométrica, y simbodlico en su representacion algebraica, se
extiende esta razon al cono y cilindro (GONZALEZ-LOPEZ; FLORES, 2001). En el principio
de Cavalieri, la geometria plana y espacial estan directamente relacionadas mediante el
significado de volumen como espacio ocupado por un cuerpo sélido, ya que los postulados de
una sirven de base para comprender la naturaleza de la otra. Ademas, el procedimiento de
descomposicion en capas es la base para generalizar el célculo de volumen a otros cuerpos
geométricos mediante el uso de la integral. Asi, en este significado parcial se encuentra implicita

la estructura de capas que subyace a la formula de volumen y, por ello, a la visualizacion de la
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estructura de los objetos tridimensionales mediada por la estructuracion espacial, y las

propiedades de poligonos y cuerpos geométricos (BATTISTA; CLEMENTS, 1996).
3.1.4 Volumen como una funcion

Con los trabajos de Newton (1642-1727) y Leibniz (1646-1716), se introduce el
concepto/definicion integracion, donde se relacionan procedimientos y técnicas propias del
calculo para obtener la longitud de las curvas, el tamaiio de las dareas y los volumenes de los
solidos (TABAK, 2011, p. 223). La integracion permite resolver situaciones problemas
vinculadas a los s6lidos de revolucion (solido que se obtiene al rotar una curva plana respecto
auna recta fija), con uso de un /enguaje simbolico en su representacion algebraica y un lenguaje
grafico en su representacion geométrica/cartesiana. En este sentido, Gonzalez-Lopez y Flores
(2001), senalan que en el célculo integral se parte del espacio euclideo E, donde el volumen
adquiere el significado de funcion real positiva, cuyo dominio son los subconjuntos compactos
de E, que verifica una serie de propiedades (p.e., aditividad, conservacion, linealidad,
homogeneidad, monotonia). La teoria general de la medida proporciona un tipo de integral (p.e.,
integral definida para el solido de revolucion) que responde a las propiedades requeridas para
la funcion volumen (GONZALEZ-LOPEZ; FLORES, 2001) y donde entra en juego el teorema
fundamental del calculo y el limite como nuevos conceptos/definiciones. En general, una
funcién puede girarse libremente, por lo que la forma del solido que se genera depende tanto
de la naturaleza de la funcion, como del eje de revolucion. Un volumen del solido de revolucion
se conforma de la suma infinita de franjas unitarias de volumen, y si se genera haciendo girar a

una funcion f(x) alrededor del eje x se puede calcular por medio del procedimiento que
involucra a la formula: v = f;a 7 - [f (x)]?dx donde a y b representan las rectas que lo limitan,

es decir, son los extremos, dicho procedimiento se conoce como volimenes por discos.
De acuerdo con Saiz (2002), la integracion se lleva a cabo sobre diferentes tipos de
conjuntos. Por ejemplo, Marsden, Tromba y Mateos (1991) presentan la siguiente

definicion: Sea D una region en el plano, y R un rectangulo que contiene a D. Dada f:D — R

donde f es continua (y por lo tanto acotada), definir | », [f(x,¥)dA, laintegral de f sobre el
conjunto D como sigue: extender f a una funcion f * definida en todo R mediante:

f*@xy) = fxy), si(x,y)ED y fx(xy)=0si(x,y) €D y(x,y) €ER

Asi, f *es integrable sobre R.

Por lo tanto, se puede definir:
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[, fGyda = [, f*(xy)dA
Cuando f (x,y) =0 en D, se puede interpretar la integral fD f(x,y)dA como el

volumen de la region tridimensional entre la grafica f y D (Figura 2).

ll/grnpt. of 2= flx, ¥

Fi 4
+ A
| |
I
[
i

rizom,

i graph of /=
; 1
ek Ein T |

x elsmentury region

EY] k)

Figura 2 — Ejemplo de aplicacion de la integracion
Fuente: MARSDEN; TROMBA; MATEOS (1991, p. 330)

En el estudio formal del calculo también suceden procesos de calculo bidimensionales,
es decir, se centra la atencion en dos pardmetros que involucran tipos de unidades y
conceptos/definiciones diferentes (p.e., longitud y érea), los cuales permiten determinar el
volumen como objeto complejo (Sdiz, 2002). Esto indica que, para ejecutar procedimientos de
calculo es necesario recuperar los significados de volumen en relacion con el espacio que ocupa
un cuerpo y el volumen como magnitud que se puede calcular, asi como los
conceptos/definiciones, propiedades y proposiciones involucrados.

La integral de Lebesgue puede considerarse como el ltimo eslabon de la cadena que
representa el desarrollo historico del objeto volumen (Saiz, 2002), aunque el volumen se define
como medida de un espacio de dimension tres, quedando reducido a la medida y sin distinguirlo
de la longitud o del area. Aqui, el volumen pierde las cualidades que como magnitud lo

enriquecen (SAIZ, 2002). Al respecto, Boltianskii (1978) citando a Hilbert observa que:

[...] desde los tiempos de Euclides el volumen de una piramide habia sido calculado
usando un proceso complicado de limite. La esencia de la situacion problema es
justificar el uso de un proceso de limite ‘superfluo’... y demostrar que, sin el uso de
tal procedimiento, no se puede construir una teoria de volimenes para poliedros
(BOLTIANSKIL 1978 p. 1).

Asi, Hilbert hace referencia a los procedimientos de equidescomposicion que resultan
utiles en geometria plana, pero no siempre para el volumen. De esta manera, surge la situacion
problema que Hilbert plantea en 1900: dados dos poliedros de igual volumen ;es siempre
posible cortar el primero en una cantidad finita de piezas poliédricas que puedan ser
ensambladas de modo que quede armado el segundo? Este problema es resuelto por Dehn y se

hace explicito en la proposicion que indica que el cubo y la pirdmide triangular de igual

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, 230149, 2024 13



ISSN 1980-4415
il DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v38a230149

volumen no son equicompuestos (BOLTIANSKII, 1978). Saiz (2002) sefala que este resultado
tiene efectos en la educacion secundaria, pues dicha formula puede formalizarse a través de un
proceso de limite, lo que requiere volver a los conocimientos geométricos tridimensionales, su
relacion con la geometria plana, la estructuracion espacial, estructura de capas, iteracion de

unidades de medida y la estructura de unidades cubicas.

4 Resultados

El analisis anterior ha permitido identificar la existencia de cuatro significados parciales
de volumen que dan cuenta de su significado global u holistico, asi como de su complejidad y
riqueza matematica asociada.

El Cuadro 1 muestra los objetos matematicos asociados al significado parcial de
volumen como espacio que ocupa un cuerpo en relacion con otros objetos, susceptible de ser
medido. Este significado se construye tomando como referencia los objetos matematicos
primarios que emergen de la problematizacion del volumen de los cuerpos solidos hecha por

las antiguas civilizaciones (babildnicos y egipcios).

Objetos primarios Descriptores
Situaciones problema (S1) Calcular el volumen de las estructuras (sélidos o piramides).
S (S2) Medir la cantidad de material necesario para erigir piramides o el grano

necesario para la elaboracion de productos o bebidas alcohdlicas.

Elementos lingiiisticos (E1) Oral/escrito: cantidad de grano o material ocupado

(E) (E2) Geométricos: figuras de objetos tridimensionales que se asemejan a cuerpos
geomeétricos.

(E3) Simbolicos: sistema numérico

Conceptos / (CD1) El volumen es la cantidad de espacio tridimensional ocupado por una
Definiciones (CD) sustancia cuando se vierte o se coloca en un recipiente.

(CD2) El volumen es un espacio tridimensional ocupado por un objeto sélido.
(CD3) El volumen es el numero de unidades ctbicas idénticas que caben en un
espacio determinado.

(CD1) Base (CD9) Espacio ocupado

(CD2) Altura (CD10) Superficie ocupada
(CD3) Ancho (CD11) Capacidad

(CD4) Piramide (CD12) Proporcionalidad
(CD5) Piramide truncada (CD13) Unidades de medida no
(CDo6) Cilindro estandar

(CD7) Estructuracion espacial (CD14)Unidad cubica

(CDS8) Estructura de capas (CD15) Unidad compuesta

Propiedades/proposicio | (Ppl) Conservacion

nes (Pp2) Aditividad

(Pp3) atributos de los cuerpos geométricos

(Prl) El volumen de una piramide es un tercio del volumen de un prisma con la
misma base y altura.
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(Pr2) El volumen de la piramide truncada es un tercio del producto de la altura por
la suma de las areas de las dos bases ,y el area de las caras laterales trapezoidales.

Procedimientos (P)

(P1) Verter o colocar una sustancia (p.e., liquido, granos) en un recipiente
graduado.

(P2) Contar del numero de unidades individuales en la misma dimension del objeto
a medir.

(P3) Aplicar formulas para el volumen de piramides y piramides truncadas.

Argumentos (A)

(A1) El volumen de un objeto puede obtenerse multiplicando el nimero de
unidades necesarias para llenar completamente el objeto, por el volumen unitario
de cada cubo. Asi, la medida del volumen se obtiene de manera indirecta mediante
operaciones aritméticas.

(A2) El volumen de un objeto puede obtenerse mediante el uso de instrumentos de
medida (unidades de medida tridimensionales). Asi la medida del volumen se
obtiene de manera indirecta aplicando reiteradamente las unidades de medida hasta
lograr cubrir el espacio que se quiere medir.

Cuadro 1 - Volumen como espacio que ocupa un cuerpo en relacion con otros objetos,

susceptible de ser medido
Fuente: elaboracion propia

El Cuadro 2 muestra los objetos matematicos asociados al significado parcial de

volumen como relacion entre dimensiones y formas. Este significado se construye tomando

como referencia los objetos matematicos primarios que emergen de la problematizacién de

demostrar y relacionar

solidos en el tiempo de

(de manera cualitativa y/o cuantitativa) los atributos de los cuerpos

Euclides y Arquimedes.

Objetos primarios

Descriptores

Situaciones problema (S)

(S1) Calcular y demostrar el volumen de diferentes solidos.

Elementos lingiiisticos (E)

(E1) Oral/escrito: cantidad de veces que un cuerpo contiene/compone a otro.

(E2) Geométricos: figuras geométricas solidas.

(E3) Simbolicos: sistema aritmético y algebraico para establecer relaciones de
proporcionalidad.

Conceptos / Definiciones
(CD)

(CD1) El volumen es una propiedad de las figuras sélidas, definidas como formas
tridimensionales que tienen longitud, anchura y altura.

(CD2) El volumen es la relacion entre los tipos de figuras solidas y sus
propiedades.

(CD3) EI volumen corresponde a la medida como diferencia entre una cantidad
de sustancia (que se vierte o se coloca en un recipiente) resultante de la inmersion
de un objeto, y la cantidad de sustancia inicial.

(CD1) Magnitud conmesurable. (CD7) Unidad compuesta.

(CD2) Estructuracion espacial. (CDS8) Densidad.

(CD3) Peso. (CD9) Masa.

(CD4) Centro de gravedad. (CD10) Capacidad.

(CD5) Unidades de medida (CD11) Descomposicion de cuerpos.
(CD6) Unidad ctbica (CD12) Estructura de capas
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Propiedades (Pp)
proposiciones (Pr)

y

(Pp1) Conservacion por transformacion de desplazamiento (traslacion).

(Pp2) Transitividad.

(Pp3) Aditividad.

(Pp4) atributos de los cuerpos geométricos

(Prl) EI volumen de una piramide es exactamente un tercio del volumen de un
prisma con la misma base y altura.

(Pr2) El volumen de objetos de forma irregular puede obtenerse sumergiéndolos
en agua y midiendo la cantidad de agua desplazada.

(Pr3) El volumen de cualquier cono es igual a un tercio del volumen de un cilindro.
(Pr4) El volumen del cilindro es tres veces el volumen del cono.

(Pr5) El volumen de la esfera es exactamente dos tercios del volumen del cilindro.

Procedimientos (P)

(P1) Componer y (equi)componer.

(P2) Descomponer.

(P3) Desplazar liquidos.

(P4) Utilizar esquemas de estructuracion espacial, como encontrar una capa e iterar
a través de la altura.

Argumentos (A)

(A1) El volumen de los poliedros regulares puede obtenerse por descomposicion
y composicion de las formas que los componen.

(A2) Las formulas de volumen se justifican mediante el razonamiento y la logica,
que permiten deducir las relaciones entre las distintas dimensiones de un objeto
solido.

Cuadro 2 - Volumen como relacién entre dimensiones y formas

Fuente: elaboracion propia

El Cuadro 3 muestra los objetos matematicos asociados al significado parcial de

volumen en relacion con los indivisibles. Este significado se construye tomando como

referencia los objetos matematicos primarios que emergen de la problematizacion de encontrar

areas y volumenes de figuras generales a partir la particion infinitesimal. El principio de

Cavalieri juega un papel clave en este significado parcial, considerado un término medio entre

la cuadratura griega y el célculo integral.

Objetos primarios

Descriptores

Situaciones problema (S)

(S1) Medir la cantidad de sustancia requerida para la elaboracién y comercio de
bebidas alcohodlicas.
(S2) Calcular y demostrar el volumen de sélidos desconocidos

Elementos

(E)

lingtiisticos

(E1) Oral/escrito: aproximacion por subdivisiones.

(E2) Geométricos: figuras geométricas solidas conocidas.

(E3) Simbolicos: conjunto de los R+ para el uso de operaciones aritméticas/
algebraicas para justificar la aproximacion al volumen por subdivisiones.

Conceptos / Definiciones
(CD)

(CD1) El volumen es la medida de la cantidad de espacio ocupado por un objeto
tridimensional, que se obtiene mediante la aproximacion de la suma de volimenes
de formas mas pequefias y simples, y tomando el limite a medida que el nimero de
subdivisiones tiende al infinito.

(CD1) Pi () (CD6) Unidad compuesta

(CD2) Radio (CD7) Estructuracion espacial
(CD3) Diametro (CDS8) Estructura de capas
(CD4) Unidades de medida (CD9) Rectangulo infinitesimal
(CD5)Unidad ctbica (CD10) indivisibles
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Propiedades (Pp) 'y
proposiciones (Pr)

(Pp1) Conservacion por transformaciones isométricas.

(Pp2) Transitividad.

(Pp3) Aditividad.

(Pp4) atributos de los cuerpos geométricos

(Pr1) El volumen de la esfera es dos tercios del volumen del cilindro circunscrito.
(Pr2) El volumen se disocia de la forma del objeto.

Procedimientos (P)

(P1) Aplicar método de exhausion.
(P2) Aplicar formulas de poliedros y cuerpos redondos.

Argumentos (A)

(A1) El volumen de un cuerpo geométrico puede obtenerse al dividir dicho cuerpo
en formas mas pequeias y sencillas, cuyos volumenes se conocen o pueden
calcularse facilmente. Sumando los volumenes de estas subdivisiones y tomando el
limite, a medida que el nimero de subdivisiones se acerca al infinito, puede
obtenerse un valor preciso del volumen.

Cuadro 3 - Volumen en relacion con los indivisibles
Fuente: elaboracion propia

El Cuadro 4 muestra los objetos matematicos asociados al significado parcial de

volumen como una funcion. Este significado se construye tomando como referencia los objetos

matematicos primarios que emergen de la problematizacion de determinar el volumen de

solidos de revolucion a partir de la integral definida, introducido con los trabajos de Newton y

Leibniz.

Objetos primarios

Descriptores

Situaciones problema (S)

(S1) Calcular matematicamente el volumen de solidos que se obtienen al girar una
figura plana sobre un determinado eje.

Elementos

(E)

lingiiisticos

(E1) Oral/escrito: funcion positiva, aditiva, invariante.

(E2) Grafico: figuras del plano cartesiano, eje de las abscisas y ordenadas.

(E2) Geométricos: figuras de poligonos y solidos.

(E3) Simbdlicos: conjunto de los R+ para el calculo indirecto del volumen
(aritmético y algebraico).

Conceptos / Definiciones
(CD)

(CD1) El volumen de una regién en R3 es igual a la integral definida del 4rea de sus
secciones por planos paralelos a uno dado.

(CD2) El volumen de una regién R3es igual a la diferencia de las integrales
definidas de sus secciones por planos paralelos a uno dado.

(CD3) El volumen de un sélido de revolucion es la integral definida del area circular
cuyo radio es una funcion dada.

(CD1) Volumen por desplazamiento
(CD1) Limite

(CD2) Integracion

(CD3) Integral definida

(CD4) Unidad compuesta

(CD6) Estructura de capas
(CD7) Plano euclidiano
(CDS8) Funcidn

(CD9) Sélidos de revolucion
(CD10) Unidades de medida

Propiedades (Pp) vy
proposiciones (Pr)

(CD5) Estructuracion espacial (CD11) Unidad cubica
(Pp1) Conservacion (Pp5) Homogeneidad
(Pp2) Aditividad (Pp6) Monotonia
(Pp3) Linealidad (Pp7) No negatividad
(Pp4) atributos de los cuerpos

geomeétricos
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Procedimientos (P) (P1) Aplicar técnicas de calculo algebraico que involucran integracion para la
obtencion del volumen de los so6lidos de revolucion.

(P2) Calcular la integral definida sobre el area de sus secciones transversales a lo
largo de una direccion especifica (método por discos).

Argumentos (A) (A1) La integracion, es un método para hallar el area bajo una curva. En el caso del
volumen de un objeto tridimensional, la integracion se utiliza para sumar los
volumenes infinitesimales de las finas ldminas que componen el objeto.

Cuadro 4 - Volumen como funciéon
Fuente: elaboracion propia

Las configuraciones epistémicas elaboradas han evidenciado que ciertos objetos
primarios son transversales a los significados parciales de volumen, permitiendo su
articulacion. A estos objetos los hemos denominamos ideas epistémicas fundamentales (Figura
3), encontrandose entre ellas conceptos/definiciones (p.e., estructuracion espacial, estructura de
capas de capas, unidad cubica, unidad compuesta, unidades de medida), y
propiedades/proposiciones (p.e., atributos de los cuerpos geométricos, conservacion del
volumen, acumulacion y aditividad del volumen). Se evidencia que la estructuracion espacial
y estructura de capas son conceptos/definiciones vinculados a un proceso de visualizacion
presente en el significado de volumen como relacion entre dimensiones y formas, por ejemplo
en la utilizacidon de esquemas de estructuracion espacial al iterar capas a través de la altura de
un cuerpo geométrico. En el significado de volumen en relaciéon con los indivisibles, estos
conceptos/definiciones, asi como el proceso de visualizacion, se hacen explicitos al obtener
volumen de un cuerpo geométrico dividiendo dicho cuerpo en formas mas pequefias y sencillas.
De manera similar, en el significado de volumen como una funcion, la estructuracion espacial
y estructura de capas son conceptos/definiciones vinculados a la representacion de un so6lido
de revolucion donde, al mismo tiempo, se requiere de un proceso de visualizacién para
identificar la figura en el plano que genera dicho sélido.

Los conceptos/definiciones de unidades de medida, unidad cubica o unidad compuesta,
constituyen otras ideas epistémicas fundamentales, en tanto permiten conectar distintos
significados parciales de volumen. Por ejemplo, estos conceptos/definiciones hacen parte de los
significados de volumen como espacio que ocupa un cuerpo en relacion con otros objetos,
susceptible de ser medido; y de volumen en relacion con los indivisibles. En el primer caso,
estas ideas resultan importantes para integrar y coordinar unidades cubicas en un procedimiento
de iteracion (BATTISTA, 1999), y comprender la composicion de dichas unidades en relacion
con magnitudes unidimensionales y bidimensionales (longitud y area). En el segundo caso, las
ideas mencionadas resultan relevantes para la obtencion del volumen mediante la aproximacion

de la suma de volumenes de formas mas pequefias y simples.
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Figura 3 - Ideas epistémicas fundamentales de los significados parciales de volumen
Fuente: elaboracion propia

Los atributos de los cuerpos geométricos corresponden a propiedades/proposiciones
que constituyen otra idea epistémica fundamental, en tanto son transversales a todos los
significados parciales de volumen y guardan directa relacion con las propiedades del volumen,
como la conservacion y aditividad. Dicha idea se asocia con las descomposiciones, (equi)
composiciones y giros que se realizan sobre los cuerpos y figuras geométricas respectivamente,
y que permiten la obtencion del volumen por distintos procedimientos. Por ejemplo, el proceso
de medicion que involucra el procedimiento de exhausion en el caso del volumen como relacion

entre dimensiones y formas; y, el célculo en el caso del volumen como una funcion.

5. Discusion y conclusiones

El objetivo de este articulo fue caracterizar los significados parciales de la nocioén de
volumen y sus ideas epistémicas fundamentales, evidenciando su riqueza matematica en
términos de los objetos matematicos que lo conforman. La evolucién historica del objeto
volumen sugiere que el trabajo de Euclides sienta las bases para la medida volumétrica y la
visualizacion de la estructura de los objetos tridimensionales, en términos de las unidades de
medida, y para integrar la informacion de las tres dimensiones lineales de los objetos al razonar

sobre formulas de volumen. Hoy se sabe que esto tiene especial relevancia en la introduccion
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del volumen en los niveles educativos de primaria y secundaria, y en la construccidon cognitiva
de la estructura de las matrices de cubos 3D en los alumnos (BATTISTA; CLEMENTS, 1996).
El desarrollo del conocimiento sobre el objeto volumen permitié identificar distintos
significados parciales los cuales se integran, transversalmente, por ideas epistémicas
fundamentales referidas a conceptos/definiciones y propiedades/proposiciones, tal es el caso de
los atributos geométricos tridimensionales, la estructura unitaria de una matriz y de los
algoritmos que, a su vez, se ven vinculados con la estructura de capas y la formula de volumen
(HUANG; WU, 2019). Esto se ve reflejado, por ejemplo, en los trabajos de Cavalieri con la
introduccion de los indivisibles y, posteriormente, con el desarrollo del calculo integral.

El recorrido historico, y la construccion de las configuraciones epistémicas, sugiere
que las ideas epistémicas fundamentales se presentan como objetos que podrian favorecer la
representatividad y la conexion de los significados de volumen, tal y como se sugiere de manera
intuitiva en Rondero y Font (2015). En este sentido, estas ideas epistémicas fundamentales
podrian sustentar el proceso seguido para la obtencion de féormulas de calculo indirecto de
volumenes (p.e., a partir de areas y longitudes) siendo un puente entre el conocimiento de tipo
intuitivo y otro de tipo formal que transitan en espiral (en el sentido de BRUNER, 1970).

Los resultados presentados pueden tener implicaciones en el tratamiento que dan los
docentes en la ensefianza del objeto volumen y su medicidén en un contexto de aula. En este
sentido, los resultados sugieren que la resolucion de situaciones-problema que involucran la
medicidon/célculo de volumen necesita de una coordinacion entre distintos significados
parciales de volumen, a fin de desarrollar una compresion de los elementos subyacentes
(BATTISTA; CLEMENTS, 1996; CLEMENTS; BATTISTA, 1992). No obstante, y con miras
a su aplicabilidad en el aula, reconocemos la importancia de expandir este estudio mediante un
andlisis curricular que integre las ideas epistémicas fundamentales delineadas en el presente

manuscrito.
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