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PARTE 111

Capitulo 4

Fundamentos de estadistica
inferencial

1 analisis de datos estadisticos, como destacamos en el capitulo anterior,

comprende dos aspectos importantes, diferenciables, pero que se tratan al

unisono en un proceso de tratamiento, analisis e interpretaciéon de datos

obtenidos por muestreo estadistico: la vertiente descriptiva y la vertiente
inferencial. Se trata de responder a una cuestion fundamental: sen qué medida las
conclusiones que se extraen del andlisis descriptivo tienen validez! y pueden
extrapolarse en consecuencia al conjunto de la poblacién?

En el capitulo II.4 introdujimos diversos conceptos de muestreo estadistico al hablar
del disefio muestral de un estudio. Recuperaremos esos conceptos, muchos de los
cuales tienen un fundamento de conceptualizacion estadistica que abordaremos con
algo mas de detenimiento.

En este capitulo buscamos sentar las bases de una primera aproximacion al
razonamiento inferencial en el analisis de los datos cuantitativos. Se abordaran diversas
cuestiones que suponen el primer paso en el tratamiento inferencial considerando la
informacién de una sola variable. No obstante, la vertiente inferencial estara presente
en todo ejercicio de analisis en todas las técnicas estadisticas que trabajen con muestras
de la poblacién. En los capitulos siguientes de este manual se iran introduciendo las
extensiones de este tipo de razonamiento a medida que sean necesatias para el uso
completo y adecuado de cada instrumento analitico.

Inicialmente, los conceptos que se derivan del razonamiento inferencial suelen ser los
mas complejos y abstractos de comprension. Por ello intentaremos abordarlos de
forma didactica con el objetivo de alcanzar un conocimiento de sus fundamentos que
nos facilite la compresiéon basica de su sentido. Una vez asimilado el aprendizaje de
esos fundamentos veremos que se trata de un aspecto muy mecanico que se reproduce
sistematicamente en cada técnica de andlisis que trata con datos muestrales y que suele

1 Se trata de un tipo de validez especifica, la denominada validez externa, la que me permite establecer que mis
conclusiones son generalizables al conjunto de la poblacién sobre la base de la informacién que se dispone de una
muestra representativa estadisticamente de dicha poblacién.
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expresarse de forma sencilla en afirmaciones como “(no) es estadisticamente
significativo”, o bien “considerando un nivel de significacién del 5% (0,05) la prueba
de hipdtesis estadistica (no) es significativa”. En este tipo de conclusiones se traduce
el aspecto inferencial, establece la relevancia de una afirmacién descriptiva. Por
ejemplo, valida si las diferencias de ingresos salariales entre varones y mujeres que en
un momento se pueden observar en una muestra determinada, afectadas por un
determinado error, son significativas estadisticamente, o bien si esas diferencias no
permiten afirmar que sean suficientemente importantes como para ser extrapoladas al
conjunto de la poblacion, a pesar de que existan, pero resultan ser pequefias, pues estan
por debajo del error estadistico que podemos admitir con nuestros datos y que en cada
caso se establece. Veremos estos razonamientos estadisticos considerando diversas
térmulas que se aplican y calculan en cada caso, con el objetivo de comprender que
hay detras de cada posible conclusién inferencial. En el momento de la aplicacion de
las técnicas veremos también que de esta tarea se encargara el software estadistico y
nosotros/as nos dedicaremos tan sélo a interpretar sencillamente si se da o no
significaciéon de un resultado concreto.

El capitulo se estructura en cuatro apartados principales. En primer lugar se introduce
la tematica de la probabilidad. Las bases del comportamiento estadistico inferencial se
fundamentan en el concepto del azar, de la aleatoriedad, y en la idea de la probabilidad
de que se dé un determinado suceso. Cada suceso tendra una probabilidad mayor o
menor, y el conjunto de sucesos da lugar a una distribucion de probabilidades. Las
distribuciones de probabilidades pueden corresponder a nuestros datos o pueden
determinarse tedricamente desde un punto de vista estadistico. Aqui veremos diversas
distribuciones muestrales estadisticas que nos ayudaran a establecer la significacion de
los resultados del analisis de los datos: la distribucién normal, 1a distribuciéon de chi-
cuadrado, de Fisher, la t de student, entre otras. Veremos cémo interpretar
basicamente esta informacién que se utilizara de forma recurrente en todas las técnicas
estadisticas.

En segundo lugar veremos que la idea de probabilidad y de distribuciéon muestral son
la base de nuestras estimaciones. Todo ejercicio de analisis pretender afirmar alguna
caracteristica de la poblacion a partir de una parte de ella, la muestra. Al hacerlo comete,
necesariamente, por tener una parte del todo, un determinado error que se puede
calcular. El resultado que observamos es una estimaciéon muestral, llamado estadistico
muestral, que estima el verdadero valor poblacional, siendo el error el que establece el
margen de desviacion del valor muestral respecto del valor poblacional, llamado
parametro poblacional. Los estadisticos y los parametros son el mismo calculo,
efectuados en la muestra y en la poblacion, respectivamente, y pueden ser calculos tan
sencillos como, por ejemplo, un porcentaje o una media aritmética. Veremos por tanto
como un determinado resultado (un porcentaje o una media) se ve afectado por el
error estadistico y como nos conduce a hablar de intervalos de confianza, es decir, el
conjunto de valores (entre un minimo y un maximo) donde probablemente se situara
el valor poblacional. Es decir, el error que comentemos con una muestra nos obligara
a realizar afirmaciones descriptivas con un cierto grado de incertidumbre, de

variabilidad.

Una primera aplicaciéon del razonamiento inferencial de los estudios empiricos por
muestreo es el de seleccionar una muestra representativa de la poblacién y determinar,

Diposit Digital de Documents | UNB http://ddd.uab.cat/record /163560
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en particular, cual “debe ser” el tamafio de la muestra, es decir, la magnitud suficiente
del nimero de unidades (entrevistados/as, hogares, secciones censales, etc.) que
garantice la relevancia de nuestras conclusiones analiticas. Veremos como se calcula el
tamafio de la muestra y la relacién que se establece con el tamafio de la poblacién y el
error muestral.

Finalmente, el razonamiento estadistico inferencial persigue un objetivo fundamental:
establecer la validez de nuestras hipdtesis de investigacion. En este caso se trata de
expresatlas en forma de hipotesis estadisticas y realizar un contraste de hipotesis: entre
una hipétesis que afirma un estado de cosas, por ejemplo, existen diferencias de
ingresos salariales entre varones y mujeres, y la anulacion (falsacién) de la misma, es
decir, que no existen diferencias significativas. Veremos a lo largo del manual que cada
técnica de analisis introducira su particular prueba de hipétesis estadistica, por lo que
sera una cuestion recurrente en los préximos capitulos. Aqui realizaremos una primera
presentacion y veremos dos tipos de pruebas sencillas para el calculo de una media y
una proporcion. Asi pues, los dos primeros contenidos del capitulo constituyen un
bagaje conceptual instrumental destinado a resolver dos aspectos de la investigacion
cuantitativa: la necesidad de todo disefio de investigaciéon por muestreo de determinar
tamafio de la muestra, y establecer las bases del contraste de hipdtesis, objetivo
fundamental de la investigacién con datos estadisticos.

1. Probabilidad y distribuciones estadisticas

1.1. Conceptos y definiciones fundamentales

Del tratamiento de la informacion estadistica a través de sus diversos métodos y
técnicas se derivan afirmaciones y conclusiones basadas en criterios probabilisticos. La
estadistica constituye un instrumento de la investigaciéon cientifica que nos permite
inferir resultados y conclusiones, con el fin de describir fenémenos y validar hipotesis
que establecen generalizaciones respecto de una poblacién que es objeto de estudio,
que por estar basadas en muestras estaran afectadas de un cierto grado de
incertidumbre. Habitualmente estos resultados y conclusiones no son mas que
estimaciones de la realidad que comportan un determinado nivel de error que nos
llevan a enunciar que el fendmeno en cuestiéon analizado es mas o menos probable. Y
ello es asi dadas las dificultades de aseverar con total seguridad el comportamiento
social en un espacio y tiempo determinados y, en particular, dadas las dificultades de
predecir el comportamiento futuro por su imprevisibilidad.

En este sentido, la probabilidad se tiene que entender como una medida de
incertidumbre. En los estudios sociales empiricos es habitual recoger informacién de
naturaleza estadistica a partir de una muestra de la poblaciéon con la intencién de
extrapolar aquello que caracteriza a la muestra, al conjunto de la poblacién. El
denominado muestreo aleatorio o al azar es un concepto que se relaciona
estrechamente con el de probabilidad. Tal como hemos visto previamente, la inferencia
es el proceso de razonar a partir de una parte (de lo particular), que constituye la
muestra con respecto a un todo (lo general), que representa la poblacion. La validez de
este razonamiento dependera de cuan representativa sea esa parte, y por tanto, también

Lépez-Roldin y Fachelli | Metodologia de la investigacion social cuantitativa (@) ev-nc-no |



8 | HI. Andlisis

su nivel de error y la incertidumbre de las afirmaciones que se detiven?® El etror
siempre existira, e igual que la validez, es una cuestiéon de grado, muchas veces dificil
de precisar. Nos referimos al error en general pues el error estadistico en particular es
mas facil de determinar al basarse en férmulas que calculan unos valores que ponen en
relacién muestra y poblacién. Pero recordemos que junto al error estadistico esta el
error no estadistico o sistemdtico que tiene que ver con cualquier aspecto de
produccion de la informacion y, por tanto, de dificil determinacién y precision. Sin
embargo, el error estadistico es posible calcularlo con precision siempre que nuestros
datos se obtengan de una muestra representativa de la poblacion. ¢Cémo se obtiene
una muestra representativa? Uno de los procedimientos basicos es el denominado
muestreo aleatorio simple, donde los elementos de la muestra se eligen al azar de forma
que se garantiza que todo elemento de la poblacién tenga igual probabilidad de ser
elegido en la muestra (sea equiprobable) y que toda combinacion de elementos también
tenga la misma probabilidad de ser elegida.

En esa eleccion al azar siempre existira un grado de imprevisibilidad, una probabilidad
de acertar y, en consecuencia, de cometer un error, simplemente porque se dispone de
una parte del todo y porque cada posible muestra que pudiéramos obtener, al contener
elementos distintos, generarfa un resultado distinto. Un claro ejemplo de
imprevisibilidad que suele aparecer en los manuales de estadistica son los juegos de
azar. De hecho histéricamente los juegos de azar han motivado el interés por el estudio
de la probabilidad. Pero que algo sea imprevisible no es incompatible con conocer
coémo se comporta y bajo qué condiciones se da cierto comportamiento regular. Este
comportamiento precisamente se puede expresar en términos de probabilidad. Por
ejemplo podemos afirmar que “lo mas probable es que el partido socialista gane las
préximas elecciones” o que “es poco probable que alguien nacido en un barrio
marginal con una familia sin estudios y con problemas de desempleo tenga movilidad
social ascendente y alcance una ocupacion de director de una gran empresa”. En cada
caso, con los datos estadisticos, sera posible establecer esa probabilidad para una
poblacién en un espacio y tiempo fijados.

El concepto de probabilidad requiere una definicién para convertirlo en un
instrumento objetivable y aplicable en el trabajo cientifico. No es una tarea sencilla y a
lo largo de la historia de la estadistica se han propuesto diversas alternativas que
brevemente destacaremos. Primero, es conveniente precisar algunos conceptos basicos

de probabilidad.

En primer lugar cabe destacar que el concepto de probabilidad se emplea no para
referirse a sucesos particulares sino a un gran nimero de acontecimientos repetidos vy,
por tanto, se trata de una probabilidad que ocurre a la larga y respecto a una estabilidad
o regularidad que caracteriza a un fendmeno de una poblacién. La obtencién de una
probabilidad se concreta en el contexto de una operacion determinada que, en idénticas
condiciones, nos permite observar un comportamiento. En este contexto y

2 Se trata de un doble proceso deductivo e inductivo. Deductivo en la medida en que la teorfa del muestreo nos
permite razonar sobre el comportamiento general de una poblaciéon cuando se expresa en términos de una muestra
representativa y porque en cualquier proceso de investigacién, especialmente con metodologia cuantitativa, se
precisa definir primero conceptualmente la informacién que se analiza. Inductivo porque obtenemos de una
realidad empirica concreta, situada espacial y temporalmente, resultados que son extrapolados al conjunto de la
poblacién y que permiten generalizar, validar y teorizar un comportamiento social.
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condiciones es importante que se dé la imposibilidad de predecir o controlar cual sera
el resultado exacto del comportamiento.

La teorfa de la probabilidad es la modelizaciéon del azar. Mediante un muestreo
aleatorio, se trata de que actue el azar y que no exista la posibilidad de condicionar un
resultado. De esta forma razonar teéricamente sobre el comportamiento muestral y
aplicar el potente instrumental de la teoria de probabilidades para evaluar el margen de
error y el riesgo de nuestras estimaciones.

En el lenguaje estadistico, a la operacion de obtencion de la muestra aleatoria se
denomina experimento aleatorio. Un suceso aleatorio es cada uno de los resultados,
elementos o hechos observables a los que puede dar lugar un experimento aleatorio.
Los sucesos se suelen identificar con letras mayusculas (A, B, C,...). Por ejemplo, si
consideramos a la poblacién espafiola a 1 de enero de 2016 tenemos la distribucion
por sexo que aparece en la Tabla 111.4.1 donde V serfa el suceso Varén y M el suceso
Mujer. La nocién de probabilidad, que denotaremos con Pr, la podemos expresar a
partir de esta distribucioén conocida de frecuencias de la poblacion.

Tabla II1.4.1. Distribucién de la poblacion espafiola
segun sexo. 1/1/2016

Frecuencia Frecuencia relativa  Porcentaje

YV Varon 22.805.060 0,491 291
M Mujer 23.633.362 0,509 50,9
Total 46.438.422 1,000 100,0

Fuente: Instituto Nacional de Estadistica. Cifras de poblacién.

Si queremos elegir una muestra al azar de esta poblacion podemos responder a las
preguntas siguientes:
— ¢Cual es la probabilidad de que una persona elegida al azar sea varén?, es:

Pr(V) = 22.805.060 — 0,491
46.438.422
— ¢Cudl es la probabilidad de que una persona elegida al azar sea mujer?, es:
Pr(M) = 22.805.060 — 0,509
23.633.362

Las probabilidades se expresan como frecuencias relativas o tanto por 1
(proporciones). Sabiendo que el porcentaje de mujeres en la poblacion es del 50,9 la

probabilidad de ser mujer al elegir aleatoriamente una persona de la poblacion es de
0,509.

Otros sucesos aleatorios podrian ser: que salga un 6 en el lanzamiento de un dado, que
un encuestado elegido al azar nos diga que va a votar al partido comunista, o tener un
nivel de ingresos por debajo del umbral de pobreza, que se tenga conexion a internet,
o que el nivel de aceptacion de determinada politica municipal sea superior a 5 en una
escala de 0 a 10.

Lépez-Roldin y Fachelli | Metodologia de la investigacion social cuantitativa (@) ev-nc-no |
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Se suele emplear la expresion éxito aplicado a un suceso cuando éste ocurre, y fracaso
cuando éste no ocurre. Asi se habla de probabilidad de éxito y de probabilidad de
fracaso.

Un suceso es elemental si no es posible descomponerlo en otros mas elementales (tener
un hijo/a), y es compuesto cuando se puede descomponer en otros sucesos mas
elementales (tener 3 o mas hijos).

Se denomina espacio muestral, identificado por €2, al conjunto de todos los resultados
elementales posibles a los que puede dar lugar un experimento aleatorio®. Estos
resultados pueden ser finitos, infinitos numerables o infinitos no numerables.
Cualquier suceso aleatorio es un subconjunto del espacio muestral.

Un suceso se denomina universal o suceso seguro si siempre se da, si contiene por

tanto todos los resultados posibles. En este caso coincide con el espacio muestral {2y
se cumple que su probabilidad es uno:

Pr(Q)=1 Ecnacién 1
En el ejemplo anterior del sexo, el suceso “ser varén o ser mujer”, €s un suceso seguro.

De forma inversa, un suceso que nunca se da se denomina imposible, se identifica con
& (conjunto vacio) y se cumple que su probabilidad es cero:

Pr(@)=0 Ecuacion 2
Si consideramos el suceso “ser varon y ser mujer” es evidente que se trata de un suceso
imposible.

Estas ideas de espacio muestral y de suceso se puede representar de diversas formas.
En particular como puntos en el espacio y como conjuntos. En el Grafico 111.4.1 se
representa el espacio muestral por un conjunto €2, y un suceso A particular, que
constituye un subconjunto de Q. Se denomina suceso complementario o contrario de
un suceso A, con notacién AC, a otro suceso que contiene todos los elementos que no
contiene el suceso A, el suceso de que no ocurra A.

Grafico I11.4.1. Representacion de un espacio muestral, de un suceso
y del suceso complementario

3 Concepto desarrollado a partir de los trabajos de Von Mises (1931).
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En el ejemplo anterior del sexo de la poblacion espafiola podemos expresar el espacio
muestral asi: Q={V,M}, es decir, un conjunto formado por dos elementos, “ser varoén”
y “ser mujet”. Su probabilidad es uno menos la probabilidad de A:

Pr(AC) =1—Pr(A) Ecuacion 3

El suceso complementario de ser varén es ser mujet: VC=M, e inversamente, el de ser
mujer es ser varén: MC=C. El conjunto Q podria ser el de todas las edades de las
personas y un suceso A particular podria ser tener entre 18 y 30 afios. El suceso
complementario serfa entonces el de todas las edades de 0 a 17 y de 31 hasta la mas
alta.

La unién de dos sucesos A y B, es el suceso AUB que contiene todos los sucesos
elementales en A o en B, e implica que o se da A o se da B. Graficamente se representa
como en el Grafico I11.4.2. Siguiendo con el ejemplo anterior, A podtia ser el suceso
tener menos de 18 afios (ser menor de edad) y B tener de 16 a 64 afios (edad laboral
habitual en Espafia). La unién de A y B serfa el espacio muestral de todas las edades
hasta 64 afios.

Grafico I11.4.2. Representacion de la union de sucesos

La interseccion de dos sucesos Ay B, es el suceso AMB que contiene sélo los elementos
comunes a2 A y B, e implica que se da A y se da B. Con el ejemplo anterior la
interseccion entre los que tienen menos de 18 afios y los que tienen entre 16 a 64 afios
da lugar al suceso tener 16, 17 o 18 afios.

Grafico I11.4.3. Representacion de la interseccion de sucesos

Dos sucesos son incompatibles cuando son mutuamente excluyentes, es decir, no
tienen ningun elemento en comun. Por tanto, la interseccién entre ambos sucesos es

el conjunto vacio: ANB=(J. Es el caso de los sucesos tener menos de 18 afios y tener
mas de 65.
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Grafico I11.4.4. Representacion de dos sucesos incompatibles

Cuando se asocia la ocurrencia de un suceso con un espacio muestral € se esta
planteando un enunciado de probabilidad. La probabilidad se expresa como Pr(A).
Para definir la probabilidad de un suceso A, es decit Pr(A), se pueden adoptar
diferentes puntos de vista:

D

2)

3)

Definicion clasica. Es la definicion mas antigua y mas intuitiva. Establece que la
probabilidad de un suceso aleatorio A es el nimero de casos favorables dividido
port el nimero de casos posibles:
Pr(A) = casos favo r.ables Fonnsitn 4
casos posibles

Es una definicién de la probabilidad de ocurrencia que especifica basicamente su
forma de calculo. El problema que puede presentar es que no podria aplicarse en
el caso de desconocer los casos posibles. Por otro lado, es una definicién que
presupone que todos los elementos son igualmente probables, si no se cumpliera
esta condicion tampoco serfa aplicable.

Definicion frecuencialista. Se trata de una formulaciéon expresada en términos
empiricos. La probabilidad formal de un suceso se corresponde con su frecuencia
relativa de ocurrencia. Esta ocurrencia hace alusiéon a ciertos fendmenos cuya
frecuencia relativa en situaciones similares se aproximan a un valor fijo constante
al aumentar el numero de observaciones. Asi, la probabilidad se define como el
limite de la frecuencia relativa cuando el numero de observaciones crece
indefinidamente:

Pr(A) = !]!110 f(A) Ecuacion 5

Es una definicién vinculada a la ley de los grandes numeros: a medida que aumenta
el numero de casos, el valor de probabilidad converge hacia el verdadero valor.
Esta concepcion de la probabilidad no esta exenta de problemas matematicos, en
particular cuando no existe este limite. Por ello se ha propuesto un concepto
desarrollado axiomaticamente.

Definicion axiomatica. Kolmogorov (1933) establecié una definiciéon axiomatica
que debe cumplir toda medida de probabilidad a partir de una funcién de
probabilidad. Una funcién de probabilidad es una relacién de correspondencia que

para cualquier suceso A asocia un nimero P(A) del espacio muestral Q tal que:
— Pr(A) =0, la probabilidad es cero o positiva.

—  Pr(€©)) =1, la suma de todos los sucesos posibles es 1.
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— ANB=Z=Pr(AUuB)=Pr(A)+Pr(B), si la probabilidad de Ia

interseccion es el conjunto vacio, la probabilidad de la unién es la suma de
probabilidades de los sucesos.

De esta definicion se derivan las propiedades siguientes:
— 0<Pr(A) <1, la probabilidad de un suceso siempre se encuentra entre 0 y 1.

—  Pr(<) =0, la probabilidad del suceso imposible es cero.
—  Pr(A%)=1-Pr(A), uno menos la probabilidad de A es la probabilidad del

suceso complementario.

4) Definicion subjetivista. Se trata de medidas de incertidumbre basadas en la creencia
o en la valoracién que atribuye un individuo a un suceso dependiendo de su grado de
informacién y de la experiencia sobre determinados fendémenos dificilmente
cuantificables.

Trabajaremos con la primera definicién, por lo que consideraremos un espacio
muestral finito definido por los sucesos o posibles valores tomando muestras de
tamafio 1 de una poblacién donde todos los individuos tienen igual probabilidad de
ser escogidos en una muestra aleatoria. En ese caso las probabilidades son exactamente
las frecuencias relativas o proporciones poblacionales, como vimos anteriormente en

el caso del sexo de la poblaciéon (Tabla I11.4.1).

Una vez establecida la definicién de probabilidad podemos formalizar la definicion de
probabilidad de la unién y la probabilidad conjunta de dos sucesos.

La probabilidad de la unién de dos sucesos cualesquiera A y B es la suma de
probabilidades de cada suceso menos la probabilidad de la interseccion.

Pr(AUB)=Pr(A)+Pr(B)—-Pr(AnB) Eenaciin 6

La probabilidad conjunta de dos sucesos A y B es la probabilidad de su interseccion

ANB, es decir, la probabilidad de que se den los dos sucesos simultineamente. En
general la propiedad de la interseccion satisface:

Pr(AnB) =Pr(A)-Pr(B)si Ay B son independientes Ecnacion 7

Pr(AnB) = PI’(A)- Pr (B) si Ay B no son independientes Ecnacion 8

Cuando la probabilidad de un suceso es independiente del resultado del otro, estas
probabilidades se denominan marginales. En estas condiciones se cumple que:

— Pr(AnB)<Pr(A).
— Pr(AnB)<Pr(B).

El concepto de independencia es de crucial importancia en Estadistica y en la
investigacion pues, cuando se relacionan fenémenos a través de variables, se establece
la existencia o no de relaciones entre ellas. Por ejemplo, si los datos de ingresos son
semejantes entre varones y mujeres cabe concluir la independencia entre las dos
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variables, ingresos y sexo. En otras palabras, independientemente de si se es varon o
mujer los ingresos son iguales.

Junto a la idea de independencia otro concepto fundamental es el de dependencia o de
probabilidad condicionada. La probabilidad condicional de un suceso A condicionado
por un suceso B, expresada como Pr(A|[B), es el cociente entre la probabilidad conjunta
y la probabilidad marginal del suceso que condiciona:

Pr(AnB)
Pr(B)

Ecuacion 9

Pr(A|B) =

En la probabilidad condicional se considera el espacio muestral Q definido por el
suceso B, y la probabilidad que se considera se refiere a la parte del suceso B que
contiene el suceso A. En el ejemplo citado, la relacién entre ingresos y sexo es de
dependencia cuando la probabilidad de ser rico es mayor entre los varones que entre
la mujeres, es decir, a condicién de ser varon la probabilidad aumenta y a condicién de
ser mujer la probabilidad disminuye.

De esta definicion de la probabilidad condicional se deriva la definicion general de
probabilidad conjunta o de la interseccion:

Pr(AnB)=Pr(A|B)-Pr(B) Ecnacion 10

Si consideramos ademids Pr(B|A), se verifica que:

Pr(AnB)=Pr(A|B)-Pr(B)=Pr(B|A)-Pr(A) Ecnacion 11

Cuando los sucesos A y B son independientes, no se condicionan, no existe
interseccion, es decir, Pr(AnB)=4, entonces se verifica que:

Pr(AnB) Pr(A)-Pr(B)
Pr(B)  Pr(B)
Y de la misma forma Pr(B|A) = Pr(B).

Pr(A|B) =

=Pr ( A) Ecuacion 12

Pero cuando no se da la independencia se concluye que:

Pr(B|A)-Pr(B)
Pr(B)

Y de forma equivalente para Pr(B|A).

Ecuacion 13

Pr(A|B)=

A partir de estas relaciones se formula el Teorema de Bayes, de gran utilidad para
entender como se modifican las probabilidades cuando se introduce informacion
suplementaria. Es un teorema que ha desarrollado la llamada Estadistica Bayesiana y
es fundamental en Teoria de la Decision.

Si Pr(A) es la probabilidad a prioti de un suceso, cuando introducimos la informacion
del suceso B, el primero se ve modificado de forma que Pr(A|B) es la probabilidad a
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posteriori del suceso. Con el teorema obtenemos la probabilidad final (a posteriori) a
partir de la probabilidad inicial (a priori).

1.2. Distribuciones de probabilidad de una variable aleatoria

Cuando se consideran los valores de una variable como resultados obtenidos a partir
de una eleccién de individuos al azar, decimos que se trata de una variable aleatoria®.
Las variables aleatorias no son mas que la traducciéon de los sucesos aleatorios en
términos numéricos. Cuando se asigna un valor numérico a cada uno de los sucesos
elementales de un espacio muestral obtenemos la variable aleatoria.

Si consideramos la vatiable X definida como el voto en las elecciones, por ejemplo las
ultimas Elecciones Generales al Congreso de los Diputados en Espana, de 27 de junio
de 2016, cada suceso se define como el voto a cada una de las opciones politicas que
se presentan en las elecciones (Tabla 111.4.2).

Tabla I11.4.2. Resultados de las Elecciones Generales al Congreso de los
Diputados en Espafia, 27 de junio de 2016.

Partido Frecuencia  Frecuencia relativa  Porcentaje Escafos
PP 7.906.185 0,330 330 137
PSOE 5.424.709 0,227 227 85
UNIDOS PODEMOS 5.049.734 0,211 21,1 71
Ciudadanos 3.123.769 0,131 13,1 32
ERC-CATSI 629.294 0,026 2,6 9
CDC 481.839 0,020 2,0 8
EAJ-PNV 286.215 0,012 1,2 5
EH Bildu 184.092 0,008 0,8 2
CCa-PNC 78.080 0,003 0,3 1
Resto 336.393 0,024 2.4 0
Total 23.500.310 1 100,0 350

Fuente: Ministerio del Interior. Gobierno de Espafia.
Podemos asignar de forma arbitraria un valor a cada uno de los partidos:

PP

PSOE

UNIDOS PODEMOS
Ciudadanos
ERC-CATSI

CDC

EAJ-PNV

EH Bildu

CCa-PNC

Resto

OO0~ UTLHA LW~

—_

En este caso hemos efectuado una asignacién numérica arbitraria puesto que se trata
de una variable discreta de naturaleza cualitativa, en concreto se corresponde con un
nivel de medicion nominal. De hecho, la definicion de las variables aleatorias se
relaciona directamente con los tipos de escalas de medicion. Las variables aleatorias

4 También denominada variable estocstica o variable de probabilidad.
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mas sencillas son las variables discretas, aquellas que sélo pueden tomar un numero
finito de valores (o infinito numerable).

Ahora la cuestién que se plantea es la probabilidad asociada a cada suceso, es decir, la
probabilidad que tiene cada partido de ganar las elecciones.

Si X es una variable aleatoria de valores discretos X, X,,..., X, de la cual conocemos

las probabilidades de sus valores 7, 7,,..., 7, , decimos que tenemos una distribucion
de probabilidad de la variable X:

X T,
X1 /il
X2 m
Xk TTk
Total 1

donde se verifica que:

K
— La suma de probabilidades es 1: Z”i =1

i-1
— Cada probabilidad es un valorentre Oy 1: 0<7, <1

La funcién 7(X) que toma valotres 7, 7,,...,7, pata X,X,,..., X, se llama funcion

de probabilidad o funcién de frecuencia de X, es una regla que asigna las probabilidades
a los valores de la variables aleatoria. Mas estrictamente se dice que es una aplicacion

del espacio muestral € sobre el conjunto de nimeros reales R.

En el ejemplo sobre el voto en las FElecciones Generales, la distribucion de
probabilidades seria la que se ha presentado en la Tabla 111.4.2:

X; Partido T,
1 PP 0,330
2 PSOE 0,227
3 UNIDOS PODEMOS 0,211
4 Ciudadanos 0,131
5 ERC-CATSI 0,026
6 CDC 0,020
7 EAJ-PNV 0,012
8 EH Bildu 0,008
9 CCa-PNC 0,003
10 Resto 0,024
Total 1,000

La distribucién de probabilidad es analoga a la distribucién de frecuencias. Pero se
considera a las distribuciones de probabilidad que son teéricamente las distribuciones
de frecuencias relativas llevadas al limite, es decir, cuando el nimero de observaciones
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es muy grande. Las distribuciones de probabilidad se pueden ver como distribuciones
de poblaciones a partir de las cuales se obtienen, en muestras extraidas aleatoriamente,
distribuciones de frecuencias relativas.

En relacién con la probabilidad del voto en la Elecciones Generales de 2016 podemos
disponer de los resultados y de la distribucién de frecuencias de un sondeo electoral
realizado dias antes de la convocatoria a las urnas. El estudio 3141 del Centro de
Investigaciones Sociolégicas de mayo de 2016 arrojaba estos resultados de intencion
de voto (Tabla I11.4.3)>:

Tabla I11.4.3. Resultados de las Elecciones
Generales y sondeo del CIS.

X, Partido Elecciones CIS
1 PP 33,0 26,4
2 PSOE 227 23,0
3 UNIDOS PODEMOS 21,1 28,8
4 Ciudadanos 13,1 134
5 ERC-CATSI 2.6 2.8
6 CDC 2,0 1,6
7 EAJ-PNV 1,2 1,3
8 EH Bildu 0,8 0,8
9 CCa-PNC 0,3 2

10 Resto 2.4 1,9
Total 100,0 100,0

Fuente: Ministerio del Interior del Gobierno de Espafia y Centro
de Investigaciones Socioldgicas (CIS).

Como se aprecia, un cierto grado de discrepancia se pone de manifiesto en relacion a
los resultados del primer y tercer partido®.

Las distribuciones de probabilidad pueden representarse graficamente mediante un
diagrama de barras o un histograma de la misma forma que las distribuciones de
frecuencias relativas. En términos de probabilidad esta representacién de datos
poblacionales se denomina funciéon de probabilidades y nos indica cual es la
probabilidad de que la variable aleatoria sea igual a un valor determinado:

f(x)=Pr(x=x) Ecuacion 14

donde, para todo | el valor de probabilidad es mayor o igual que cero, es decir,
f(x)=0 vy la suma de las probabilidades es la unidad, esto es, se cumple que
max
Z f (x) =1. Si la variable aleatoria X es continua, es decir, puede tomar un niimero
min

infinito de valores (infinito no numerable’), se puede considerar como un caso limite

5 Los datos se calculan a partir de la pregunta de intencién directa de voto eliminando la falta de informacién: no
sabe, no contesta, no vota, vota nulo y vota en blanco.

0 Fueron unas elecciones donde se registraron generalizadas discordancias con los resultados finales, todas las
empresas demoscopicas compartieron esos errores de estimacion. Diversas razones podtian explicarlo pero
finalmente se produjo un cambio de ultimo momento en la definicién del voto.

7 En Teorfa de Conjuntos, a partir de las contribuciones de George Cantor (1874), se establece la distincién entre
conjuntos finitos e infinitos. En los conjuntos finitos existe un numero (natural) que establece cuantos elementos
contiene y esos elementos son numerables (por ejemplo, el numero de partidos que se presentan a las elecciones).
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de una poblacién donde el poligono de frecuencias llega a ser una curva continua cuya
ecuacion Y=7(X) se denomina funcion de densidad de probabilidades.

Ademas se pueden construir las distribuciones de frecuencias acumuladas. La funciéon
asociada a esta distribucién es la llamada funcion de distribucion, y nos indica cual es
la probabilidad de que la variable aleatoria sea menor o igual de un valor determinado:

F(Xi) =Pr(x< Xi) Ecuacion 15

Siendo una funcién no negativa, para todo i, F(X) >0, no decreciente y acotada entre

0y1, 0<F(x) <1.

Con el ejemplo del voto podemos representar el diagrama de barras con las
probabilidades asociadas a cada partido politico (Grafico 111.4.5), a partir de las
frecuencias de los resultados electorales obtenemos la representacion de la funcién de
probabilidades. Con esta informacion, si quisiéramos realizar un estudio postelectoral
sobre el comportamiento politico, tanto este grafico como la tabla de frecuencias nos
indican la probabilidad de encontrar una persona de cada opcién politica en la
extraccion de una muestra aleatoria.

Grafico 111.4.5. Diagrama de barras de los resultados de las
Elecciones Generales de 27 de junio de 2016

0,351

Probabilidad

Fuente: Ministerio del Interior. Gobierno de Espaiia.

Como la variable carece de la propiedad de la distancia y de la continuidad de sus
valores no nos es posible obtener un histograma ni un histograma de frecuencias o
potrcentajes acumulados. Pero si consideramos otras variables cuantitativas como el
numero de miembros del hogar o la edad de la poblacién, segin el Censo de Poblacion
y Vivienda de 2011, podemos obtener estas representaciones. La variable nimero de

En los conjuntos infinitos, que se definen por la negacién de los finitos, implican un proceso de numeracién que
da lugar a una secuencia que nunca se detiene. En los conjuntos infinitos se establece ademas la distincién entre
numerables y no numerables. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros naturales (1, 2, 3, 4, 5,...) es infinito y se
puede numerar, pero el de los nimeros reales (los que se expresan con decimales con una secuencia infinita de
digitos) es no numerable.
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miembros (Tabla I11.4.4 y Grafico 111.4.6) es discreta y disponemos de un numero
reducido de valores.

Tabla I11.4.4. Tabla de frecuencias del numero de miembros del hogar.
Espafa. 2011.

Nimero Suceso N Probabilidad
- . . Porcentaje (valor)  Probabilidad  acumulada
) de Frecuencia  Porcentaje acumulado

miembros Xi 7Z'(Xi ) F (Xi )
1 4.193.319 232 232 1 0,232 0,232
2 5.441.840 30,1 53,3 2 0,301 0,533
3 3.916.574 21,7 74,9 3 0,217 0,749
4 3.353.076 18,5 93,5 4 0,185 0,935
5 857.861 47 98,2 5 0,047 0,982
6 o mis 321.022 1,8 100,0 6 0 mis 0,018 1,000

Total  18.083.692 100,0 Total 1,000

Fuente: Instituto Nacional de Estadistica. Censo de Poblacién y Viviendas 2011

Grafico I11.4.6. Histograma e histograma de porcentaje acumulado del nimero de
miembros del hogar. Espana. 2011
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Fuente: Instituto Nacional de Estadistica. Censo de Poblacién y Viviendas 2011

Con estos datos nos podemos formular diversas preguntas:

— ¢Cual es la probabilidad de que los hogares espafioles tengan 2 miembros?
Pr(x=2)=x(x, =2)=0,301

— ¢Cual es la probabilidad de que los hogares espafioles tengan 5 miembros?
Pr(x=5)=7z(x, =5)=0,047

— ¢Cual es la probabilidad de que los hogares espafioles tengan hasta 2 miembros?
Pr(x<2)=F(x, =2)=0,533

— ¢Cual es la probabilidad de que los hogares espafioles tengan hasta 5 miembros?
Pr(x<5)=F(x, =5)=0,982

— ¢Cual es la probabilidad de que los hogares espafioles tengan mas de 2 miembros?
Pr(x>2)=1-Pr(x<2)=1-F(x, =2)=1-0,533=0,467

— ¢Cual es la probabilidad de que los hogares espafioles tengan mas de 5 miembros?
Pr(x>5)=1-Pr(x<5)=1-F(x, =5)=1-0,982=0,018

— ¢Cual es la probabilidad de que los hogares espafioles tengan entre 3 y 5 miembros?

Lépez-Roldin y Fachelli | Metodologia de la investigacion social cuantitativa [@) ev-nc-no |



20 | IIl. Andlisis

Pr(3<x <5)=F(x =5)—F(x, =2)=0,982-0,533=0,449
Pr(3<x <5)=n(x =3)+7(x =4)+7(x =5)=0,217+0,185+0,047 = 0,449

En el caso de la variable edad de la poblacién (Tabla II1.4.5 y Grafico 1I1.4.7)
disponemos de un mayor numero de valores y se puede dibujar una forma mas
continua de la distribucién de la variable.

Tabla I11.4.5. Tabla de frecuencias de la edad de la poblacion.
Espana. 2011.

Porcentaje Porcentaje
Frecuencia Porcentaje  acumulado Frecuencia Porcentaje  acumulado
0 478.660 1,0 1,0 51 665.900 1,4 67,8
1 482.635 1,0 2,1 52 654.340 1,4 69,2
2 505.265 1,1 3,1 53 628.680 1,3 70,6
3 515.480 1,1 43 54 616.640 1,3 71,9
4 498.480 1,1 53 55 570.065 1,2 73,1
5 497.885 1,1 6,4 56 551.320 1,2 74,3
6 491.085 1,1 7,4 57 537.275 1,2 75,5
7 476.840 1,0 8,5 58 525.735 1,1 76,6
8 469.935 1,0 9,5 59 517.065 1,1 77,7
9 452.275 1,0 10,5 60 490.905 1,1 78,7
10 451.880 1,0 11,4 61 486.250 1,0 79,8
11 458.795 1,0 12,4 62 500.620 1,1 80,9
12 434.640 0,9 13,3 63 511.400 1,1 82,0
13 424.605 0,9 14,3 64 466.255 1,0 83,0
14 428.745 0,9 15,2 65 453.400 1,0 83,9
15 423.775 0,9 16,1 66 469.965 1,0 84,9
16 429.740 0,9 17,0 67 449.530 1,0 85,9
17 433.640 0,9 17,9 68 428.405 0,9 86,8
18 456.525 1,0 18,9 69 364.885 0,8 87,6
19 457.450 ,0 19,9 70 359.645 0,8 88,4
20 496.130 1,1 21,0 71 412.995 0,9 89,3
21 504.220 1,1 22,0 72 279.800 0,6 89,9
22 502.775 1,1 231 73 308.780 0,7 90,5
23 503.400 1,1 242 74 348.725 0,7 91,3
24 509.165 1,1 25,3 75 391.535 0,8 92,1
25 563.680 1,2 26,5 76 358.815 0,8 92,9
26 586.300 1,3 27,8 77 350.015 0,8 93,7
27 608.010 1,3 29,1 78 351.415 0,8 94,4
28 637.490 1,4 30,4 79 333.175 0,7 95,1
29 683.100 1,5 31,9 80 304.030 0,7 95,8
30 700.780 1,5 33,4 81 286.100 0,6 96,4
31 755.465 1,6 35,0 82 253.855 0,5 96,9
32 775.135 1,7 36,7 83 228.490 0,5 97,4
33 811.995 1,7 38,4 84 203.670 0,4 97,9
34 842.640 1,8 40,3 85 180.635 0,4 98,2
35 820.660 1,8 42,0 86 157.885 0,3 98,6
36 829.345 1,8 43,8 87 138.250 0,3 98,9
37 820.255 1,8 45,6 88 116.955 0,3 99,1
38 803.555 1,7 47,3 89 99.020 0,2 99,3
39 811.625 1,7 49,0 90 76.910 0,2 99,5
40 773.085 1,7 50,7 91 61.040 0,1 99,6
41 770.260 1,7 52,3 92 42.840 0,1 99,7
42 756.695 1,6 54,0 93 33.135 0,1 99,8
43 763.800 1,6 55,6 94 25.545 0,1 99,9
44 769.305 1,7 57,3 95 19.760 0,0 99,9
45 719.850 1,5 58,8 96 15.580 0,0 99,9
46 732.195 1,6 60,4 97 11.140 0,0 100,0
47 735.945 1,6 62,0 98 7.620 0,0 100,0
48 712.670 1,5 63,5 99 3.720 0,0 100,0
49 700.790 1,5 65,0 100 6.505 0,0 100,0
50 649.845 1,4 66,4 Total 46.574.720 100,0

Fuente: Instituto Nacional de Estadistica. Censo de Poblacién y Viviendas 2011.
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Grafico 111.4.7. Histograma e histograma de porcentaje acumulado de la edad de la
poblacion. Espafia. 2011

Porcentaje de frecuencia
Porcentaje acumulado

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Edad Edad

Fuente: Instituto Nacional de Estadistica. Censo de Poblacién y Viviendas 2011.

De igual forma que en estadistica descriptiva calculdbamos una serie de medidas
estadisticas de resumen de la distribucién de una variable, con las distribuciones de
probabilidad de una variable aleatoria se pueden calcular las mismas medidas para
caracterizarlas. Nos centraremos en dos medidas, la media y la varianza, por tanto
aplicables tan sélo a variables medidas a nivel de intervalo o de razén, y que se obtienen
a través del concepto de esperanza matematica.

La esperanza matematica de una variable aleatoria es el valor promedio o valor
esperado E(X), denominado también momento de primer orden, que se calcula
mediante la expresion:

k
E(X)= Zﬂ'i X =L Ecuacion 16
i-1

y se interpreta como la media aritmética aplicada a una variable aleatoria, expresada en
términos poblacionales. Representa de hecho el valor promedio que se obtendria si
realizaramos de forma aleatoria un gran numero de veces una determinada
observacion. En esta férmula si se sustituyen las probabilidades 7, por las frecuencias

obtenidas en una muestra aleatoria de tamafio N, se obtiene la media aritmética X .
Cuando el tamafio de la muestra N aumenta, las frecuencias muestrales tienden a
aproximarse a los valores de probabilidad, e igualmente la media muestral tiende a
aproximarse a la media poblacional y conduce a interpretar que E(X) representa la
media poblacional.

Si se elige al azar una muestra de tamafio N de una poblacién suponiendo que todas las
muestras son igualmente probables, entonces se demuestra que el valor esperado de la
media muestral X es la media poblacional g

La varianza de una variable aleatoria, denominada también momento de segundo
orden, se define como el promedio o la esperanza matematica de las desviaciones
cuadraticas respecto a la esperanza matematica y se calcula mediante la expresion:
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Kk
Var(X)=E[x—EX)] = 7+ (x - 1)* =0 Ecuaciin 17
i=1

Se entiende de la misma forma como la varianza poblacional. A diferencia de lo que
sucede con la media, el valor esperado de la varianza muestral no es la varianza

1-02.

. . . n—
poblacional, sino este valor corregido por un factor:
n

Sobre los ejemplos que hemos visto del nimero de miembros y la edad, se presentan
en la tabla siguiente los célculos de la media (£¢) y la varianza (o*) poblacionales:

Numero de

. Edad de la
miembros del .,
hogar poblacion
Media 2,57 40,82
Varianza 1,578 508,48

En el caso de la variable numero de miembros el calculo se realiza de la forma siguiente:

k
E(X) =Z7zi - X =1x0,232+2x0,301+3x0,217 +4x0,185+5x0,047 + 6 x0,018 = 2,57

i=1

k
Var(X) =Y - (X — 1) =0,232x (1-2,57)7 +0,301x (2-2,57)7 +0,217x (3-2,57)* +
i=1

+0,185x (4—2,57)> +0,047 x (5—2,57)° + 0,018 x (6 —2,57)* =
=158

En promedio, pues, el nimero de miembros de los hogares es de 2,57 personas, y, en
promedio, la dispersion expresada a través de la varianza (la desviacién cuadratica) es

de 1,58.

1.3. La distribucion normal

1.3.1. Caracteristicas de la distribucion normal

La distribucion de una variable, como vimos en el capitulo anterior, puede
caracterizarse por una medida de tendencia central y por una de dispersion, y también
por su forma. Existen diferentes formas de una distribucién, una de las mas
importantes utilizadas en estadistica es la llamada distribucién normal, caracterizada en
particular por su simetria.

La distribucién normal es una distribucién teérica que marca un modelo ideal de
comportamiento con el que se comparan las formas de las distribuciones empiricas
obtenidas en los estudios de la realidad. Cuando se realizan observaciones a una
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muestra de una poblacién, en algunos casos, se encuentra que las distribuciones de las
variables observadas se aproximan a esta forma de distribucion tedrica. En ciencias
sociales no suele ser habitual, lo mas “normal” es que no se observen distribuciones
normales. Su utilidad se justifica por la importancia que adquiere en el terreno de la
estadistica inferencial, pues la distribucién de los estadisticos, como la media por
ejemplo, siguen una distribuciéon normal. Ademas, como veremos, otras distribuciones
tedricas, se derivan de ella.

Algunos ejemplos de comportamientos normales de variables empiricas observables
son el coeficiente (o cociente) de inteligencia, los test estandarizados de conocimiento,
la altura, el peso de las personas, el consumo de ciertos productos, entre otros. Los
errores de medicion siguen también ese comportamiento. La distribucion de todas las
medias que se pueden obtener de todas las posibles muestras de una poblacién, con
un mismo tamano dado, siguen igualmente una distribucién normal.

Grafico I11.4.8.  Distribucion del Coeficiente de Inteligencia
con media 100 y desviacion tipica 15
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La distribuciéon normal fue reconocida por primera vez por el francés Abraham de
Moivre (1667-1754). Posteriormente, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) elaboro
desarrollos mas profundos y formul6 la ecuacién de la curva, de ahi que también se la
conozca, mas comunmente, como la campana de Gauss.

La distribucién normal es una distribucion tedrica de valores estandarizados (valores
centrados y reducidos) que da lugar a una curva de probabilidad estandarizada con una
forma perfectamente simétrica respecto del centro de la distribucién y en forma de
campana (Grafico 111.4.9).
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Grafico 111.4.9. Forma de la curva normal (Campana de Gauss)

X

Mo =

El area bajo la curva normal se interpreta en términos de probabilidades, proporciones
o porcentajes de casos. LLa curva normal se caracteriza por tres aspectos:

— Es unimodal.

— Es simétrica, el area que queda por debajo de la curva se puede dividir en dos
mitades exactamente iguales, cada una de las cuales contiene el 50% de los
casos. Siendo una distribucién unimodal y simétrica coinciden la moda, la
mediana y la media en el centro de la distribucion.

— Esasintotica con respecto al eje de abscisas, a medida que aumenta el valor en
la escala de las abscisas la curva se aproxima al eje pero nunca llega a cortarlo.
Por ello, cualquier valor entre —o0 y +00 es tedricamente posible. El area total
bajo la curva es, por tanto, igual a 1.

La distribucién normal caracteriza tedricamente a las variables continuas, a aquellas
que pueden tener un nimero infinito de valores y donde cualquier valor fraccionario
es posible. No obstante, no todas las distribuciones empiricas tienen un rango infinito
de valores, y, por otro lado, la distribucién normal también puede emplearse como
modelo para representar medidas discretas, con un error minimo, siempre que el
namero de valores de la variable sea suficientemente alto.

La curva normal se corresponde con una expresion matematica®, su funcién de
densidad, donde intervienen la media () y la desviacion tipica (o) de la siguiente
forma:’

Y _1 %(%T Ecuacion 18

En la ecuacién, Y es la altura de la curva para un valor dado de X.

Cada variable que consideremos tendra su propia media y desviacion tipica, por tanto,
existen muchas curvas normales, una para cada combinacién de media y desviacion

8 1.a ecuacién matemitica fue dada por Laplace en 1874.
9 Esta ecuacion se corresponde con una funcién, llamada funcién de densidad de la normal.
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tipica. Se dice que una variable X sigue una distribucién normal de media 4 y varianza
02, y se denota como:

X ~N (/u’ (72) Ecuacion 19

con formas diversas que guardan las propiedades de ser unimodales, simétricas y
asintoticas.

LLa media indica la posicion de la curva, de modo que para diferentes valores de 1z el
grafico se desplaza a lo largo del eje horizontal. Por otra parte, la desviacion tipica
determina el grado de apuntamiento de la curva. Cuanto mayor sea el valor de o, mas
se dispersaran los datos en torno a la media y la curva sera mas plana. Un valor
pequeno de este parametro indica, por tanto, una gran probabilidad de obtener datos
cercanos al valor medio de la distribuciéon. Un valor alto aumenta las probabilidades
de encontrar datos mas extremos.

Grafico I11.4.10. Distribuciones normales segin diferentes medias y desviaciones

A

A

.

(a) Igual media y distintas desviaciones (b) Igual varianza y distintas medias

Por tanto, no existe una unica distribucién normal, sino una familia de distribuciones
con una forma comun, diferenciadas por los valores de su media y su varianza. De
entre todas ellas, la mas utilizada es la distribucion normal tipificada, que corresponde
a una distribucién de media 0 y varianza 1. Si nos fijamos en la ecuacion de la normal,

, . . L X-
el valor de X esta estandarizado mediante la expresion 7”, por tanto, podemos

substituitla por la puntuacion tipica Z:

7 — Ecuacion 20

As{ obtenemos la expresion tipificada de la curva normal que queda como:

Y = e2 Ecuacion 21

En este caso se dice que la variable X se distribuye normalmente con media 0 y varianza

1, o bien, Z~N(0,1). Asi pues, a partir de cualquier variable X que siga una
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L 2 ..
distribucién normal, X ~N (u,o ), se puede obtener otra caracteristica Z con una
X—u
o

distribuciéon normal tipificada, sin mas que efectuar la transformaciéon Z =

Cuando tipificamos en valores Z, conseguimos expresar las vatiables en unidades de
desviacién, donde la media de todas las Z es 0 y su desviacion tipica es 1. Si la variable
se distribuye normalmente (o es aproximadamente normal) esta caracteristica se
traduce en una propiedad de interés: el area que queda por debajo de la curva en el
intervalo de valores definido entre la media menos un valor dado de unidades de
desviacion tipica (14— 0), y, la media més un valor dado de unidades de desviacion tipica
(u+o0), es decir, en el intervalo (u— o, pu+0), incluye siempre el mismo porcentaje de
casos, ya que el area por debajo de la curva es constante e igual 1.

Asi, por ejemplo, como se puede observar en el grafico siguiente, entre la media y
mas/menos una unidad de desviacion, es decir, entre Z=—1 y Z=1, se encuentra el
68,27% de los casos o el drea por debajo de la curva, entre la media y mas/menos dos
unidades de desviacion, entre Z=—2 y Z=2, se encuentra el 95,45%, y entre la media
y mas/menos tres unidades de desviacion, entre Z=—3 y Z=3, se encuentra el 99,73%

de los casos.

Grifico IT1.4.11. Area por debajo de la curva de la normal
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(a) Area central (b) Area acumulada desde la izquierda

Mis adelante veremos el papel que juegan los valores Z de la distribucién y el
porcentaje del area asociado. En particular, valores entre —1,96 y 1,96 determinan el
95% central de la distribucion, es decir, que el 95% de la poblacion se encuentra en ese
intervalo, mientras que entre —2y 2 se encuentra el 95,45%. Si los valores son —2,58
y 2,58, entre ellos se se sitaa el 99% de los casos, mientras que entre —3y 3 el porcentaje
es del 99,73%.

Los intervalos, que denominaremos intervalos de probabilidad o intervalos de
confianza, se construyen a partir de la media g, sumando y restando el numero de
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desviaciones o. En los graficos siguientes se representan esos intervalos considerando
el 95% y el 99% del area central:

#t19. -0 1+2,58-o

©—19- -0 M #+19- o H—2,58-0 M H+2,58-c

El area complementaria o restante de los extremos, también denominadas colas,
acumula respectivamente el 5% y el 1%:

0,5% 0,5%

©—19- -0 M #+19- o H—2,58-0 M H+2,58-c

Veremos como estos porcentajes seran importantes para determinar la significacion de
un resultado estadistico, y determinaran en particular la region de aceptacion o rechazo
de una determinada hipotesis estadistica, afirmando esa conclusiéon con un 95% o un
99% de confianza, o lo que es lo mismo, con un 5% o un 1% de nivel de significacion.

El nivel de significacion se expresara con ay en tanto por uno: 0,05 o 0,01.

Por tanto, considerando una vatiable aleatoria X que se distribuye normalmente
encontraremos que la mayoria de los casos estan a una distancia de la media |X— ,u|

inferior o igual a un determinado numero de desviaciones:

|X _,U| <7.0 Ecuacion 22

Se consideran, como lo hace la literatura estadistica habitualmente, estos valores de
unidades de desviacién Z:

Si z=1,28 entonces la probabilidad o el porcentaje de casos es del 90%.
Si z=1,96 entonces la probabilidad o el porcentaje de casos es del 95%.
Si z=2 entonces la probabilidad o el porcentaje de casos es del 95,5%.

Si z=2,58 entonces la probabilidad o el porcentaje de casos es del 99%.
Si z=3 entonces la probabilidad o el porcentaje de casos es casi del 100%.

Graficamente, y de forma general para cualquier posible valor de Z, se puede
representar de la forma siguiente:
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= 1
|
(3

4 optio
x—py|<z-0

1.3.2. La distribucion normal y la designaldad de Chebychev

La desigualdad de Chebychev es un teorema estadistico que muestra unos resultados
de interés en relacion al comportamiento de las distribuciones estadisticas. De forma
sencilla establece que en una distribucién cualquiera de una variable aleatoria, como
minimo:

— E175% del casos estan a £2 desviaciones tipicas, entre y-20 y pu+20 .

— E189% del casos estan a £3 desviaciones tipicas, entre u-30 y u+3c.

— El1 94% del casos estan a £4 desviaciones tipicas, entre y-40 y pu+4o .

Como se muestra en el Grafico 111.4.12.

Grafico I11.4.12. Desigualdad de Chebychev
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Tal como hemos visto, en el caso en que la variable aleatoria siga una distribucién
normal estos valores se amplian y nos permiten ser mas precisos en el conocimiento
del comportamiento de la distribucién, cumpliéndose, como hemos visto, que:

— E195,5% del casos estan a £2 desviaciones tipicas, entre p-20y u+ 20 .

— E199,7% del casos estan a =3 desviaciones tipicas, entre y-3cy p+30.

— Casi el 100% de los casos esta a £4 desviaciones tipicas, entre u-4cy pu+4o .
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1.3.3. Calenlos con la distribucion normal

Estas caracteristicas y propiedades de la distribuciéon normal permitiran resolver
diversas cuestiones de probabilidad acerca del comportamiento de variables de las que
se sabe o se asume que siguen una distribucién aproximadamente normal. En particular
nos permitira resolver dos problemas practicos complementarios: determinar el
porcentaje de casos que se cortesponden con una valor determinado de Z, es decir, la
probabilidad de que ocurra una observacion dentro de los limites de area, y, de forma
inversa, determinar qué valor de Z se corresponde a un porcentaje o intervalo dado de
€asos.

Si @ es la funcién de distribucién (funcién de probabilidades acumuladas) de una
variable que se distribuye como una normal, con media 0 y varianza 1, es decir,
Z ~ N(0,1), entonces:

— la probabilidad que Z tenga valores més pequefios que Z es: P {Z < Z} =d(2)

De forma similar podriamos considerar!:

— la probabilidad que Z tenga valores més grandes que Z es: P {Z > Z} =1-d(2)

— la probabilidad que Z tenga valores mas grandes o iguales que Z es:
P{Z>17}=1-0(2)

- la probabilidad que Z tenga valores definidos por un intervalo entre @ y b es:

P{a<Z <b}=0(b)-D(a)

Para facilitar esta tarea no hara falta emplear la ecuacion de la normal para efectuar los
calculos, se utiliza la tabla de la distribucién normal (Tabla II1.4.6), o bien utilizamos
cualquier programa informatico (SPSS, R, Excel) o alguna aplicacién destinada
especificamente a ello!!, que da la correspondencia entre las puntuaciones Z y las dreas
o proporcion de casos por debajo de la curva. Los elementos de esta tabla o el calculo
que se obtiene son las probabilidades de que una variable aleatoria con una distribucion
normal tipificada tenga un valor entre —o0 y Z. Esta probabilidad representa el area

sombreada bajo la curva:
|

En los margenes de la Tabla 111.4.6 se encuentran los valores de Z: en las filas se
incluyen las unidades y el primer decimal, y en las columnas el segundo decimal.

107, probabilidad de un valor concreto es cero, sélo tienen probabilidad no nula los intervalos.
1 por cjemplo, se puede emplear la aplicacién “gauss.exe” desarrollada por Jordi Lagares,

http://www.xtec.cat/~jlagares/matemati. htm#ESTADISTICA, que utilizaremos a continuacién para obtener

también una representacion.
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La utilizacién de la tabla para determinar la proporcion de casos que estan por debajo
de la curva a partir de una variable X, distribuida normalmente, requiere los siguientes

pasos:
—  Determinar la media (1) y la desviacién tipica (o) de la variable X.
— Estandarizar la variable mediante: Z = X—u

o

— Localizar el valor de Z en los margenes de la tabla de la normal, el resultado de
cruzar la fila y la columna correspondiente nos dara el valor de la proporcion.

La tabla Tabla I11.4.6 contiene la probabilidad acumulada desde —oo hasta el valor
critico Z, y considerando como primer valor critico el que corresponden a la mitad de
la distribucién, es decir, al 0. Como se trata de una distribuciéon simétrica, a partir de
estos valores, los positivos de la distribucién normal, se pueden derivar todos los
demas.

Veamos un caso numérico concreto para ejemplificar el uso de la tabla de la normal.
Suponemos la distribucién normal de una variable X, por ejemplo los resultados de un
ejercicio de evaluacion, con notas entre 0 y 10, que arrojan un resultado de una media
de 5 y una desviacién tipica de 2, es decir, una normal N(5,4). A pattir de estos datos
nos planteamos las siguientes cuestiones:

1) ¢Qué proporciéon de casos tienen una evaluacion de 7 o superior? O lo que lo
mismo ¢qué probabilidad existe de obtener una nota 7 o mas?

— A partir de los valores de la media y la desviacién procedemos a calcular en
primer lugar la puntuacién tipica Z. En este caso se trata de considerar un area
en el intervalo entre el 7 e infinito. En primer lugar tipificamos el valor:

7 = ﬂ — E =1
o 2
Es decir, el valor 7 se encuentra a 1 unidad de desviacion tipica con respecto a
la media.

— A continuacién buscamos en la tabla de la normal el valor de probabilidad que

corresponden a Z=1. La tabla proporciona la informacién del area acumulada

entre —o0 y un valor dado a partir de la media. En nuestro caso, hasta 1 unidad
de desviacion es el valor 0,84134, es decir, se acumula el 84,13% del area que
queda a la izquierda, son los casos que obtienen hasta un 7. Como el total del
area es 1, la proporciéon que corresponde a obtener 7 o mas es la diferencia
entre 1y 0,84134, es decir, 0,15866. Por tanto, el porcentaje del area a partir
del 7 es del 15,87% de la curva. Existe una probabilidad del 0,15866 de
encontrar una evaluacion de 7 o superior. Graficamente corresponde a la zona
sombreada:
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Tabla I11.4.6. Tabla de la distribucién normal tipificada, N(0,1)
Probabilidad acumulada desde —oo hasta el valor critico Z

X8 0,50000 | 0,50399 | 0,50798 | 0,51197 | 0,51595 | 0,51994 | 0,52392 | 0,52790 | 0,53188 | 0,53586

R 0,53983 | 0,54380 | 0,54776 | 0,55172 | 0,55567 | 0,55962 | 0,56356 | 0,56749 | 0,57142 | 0,57535
WA 0,57926 | 0,58317 | 0,58706 | 0,59095 | 0,59483 | 0,59871 | 0,60257 | 0,60642 | 0,61026 | 0,61409
RN 0,61791 | 0,62172 | 0,62552 ] 0,62930 | 0,63307 | 0,63683 | 0,64058 | 0,64431 | 0,64803 | 0,65173
(W 065542 | 0,65910 | 0,66276 | 0,66640 | 0,67003 | 0,67364 | 0,67724 | 0,68082 | 0,68439 | 0,68793
R 0,69146 | 0,69497 | 0,69847 | 0,70194 | 0,70540 | 0,70884 | 0,71226 | 0,71566 | 0,71904 | 0,72240
WA 0,72575 | 0,72907 | 0,73237 | 0,73565 | 0,73891 | 0,74215 | 0,74537 | 0,74857 | 0,75175 | 0,75490
WA 0,75804 | 0,76115 | 0,76424 | 0,76730 | 0,77035 | 0,77337 | 0,77637 | 0,77935 | 0,78230 | 0,78524
(XN 0,78814 | 0,79103 | 0,79389 | 0,79673 | 0,79955 | 0,80234 | 0,80511 | 0,80785 | 0,81057 | 0,81327
N 0,81594 | 0,81859 | 0,82121 | 0,82381 | 0,82639 | 0,82894 | 0,83147 | 0,83398 | 0,83646 | 0,83891
N 0,84134 | 0,84375 | 0,84614 | 0,84849 | 0,85083 | 0,85314 | 0,85543 | 0,85769 | 0,85993 | 0,86214
IRE 0,86433 | 0,86650 | 0,86864 | 0,87076 | 0,87286 | 0,87493 | 0,87698 | 0,87900 | 0,88100 | 0,88298
A 0,85493 | 0,88686 | 0,88877 | 0,89065 | 0,89251 | 0,89435 | 0,89617 | 0,89796 | 0,89973 | 0,00147
SR 0,90320 | 0,90490 | 0,90658 | 0,00824 | 0,00988 [ 0,91149 [ 0,91309 | 0,91466 | 0,91621 | 0,91774
Wl 0,91924 | 0,92073 | 0,92220 | 0,92364 | 0,92507 | 0,92647 | 0,92785 | 0,92922 | 0,93056 | 0,93189
N 0,93319 | 0,93448 | 0,93574 | 0,03699 | 0,03822 | 0,93943 | 0,94062 | 0,94179 | 0,94295 | 0,94408
A 0,94520 | 0,94630 | 0,94738 | 0,04845 | 0,94950 | 0,95053 | 0,95154 | 0,95254 | 0,95352 | 0,95449
A 095543 [ 0,95637 | 0,95728 | 0,95818 | 0,05907 | 0,95994 | 0,96080 | 0,96164 | 0,96246 | 0,96327
Bl 0,06407 | 0,96485 | 0,96562 | 0,06638 | 0,96712 | 0,96784 | 0,96856 | 0,96926 | 0,96995 | 0,97062
N 0,97128 | 0,97193 | 0,97257 [ 0,07320 | 0,07381 | 0,97441 | 0,97500 | 0,97558 | 0,97615 | 0,97670
pX0 0,07725 | 0,07778 | 0,97831 | 0,97882 ] 0,97932 | 0,97982 | 0,08030 | 0,08077 | 0,08124 | 0,08169
PRW 0,98214 | 0,98257 | 0,08300 | 0,08341 | 0,98382 | 0,98422 [ 0,98461 | 0,98500 | 0,08537 | 0,98574
X3 0,93610 | 0,98645 | 0,98679 | 0,98713 ] 0,98745 | 0,98778 | 0,08809 | 0,98840 | 0,98870 | 0,08899
pXY 0,08928 | 0,08956 | 0,98983 | 0,99010 ] 0,99036 | 0,99061 | 0,09086 | 0,09111 | 0,99134 | 0,09158
PN 0,99180 | 0,09202 | 0,99224 | 0,99245 | 0,99266 | 0,99286 | 0,09305 | 0,99324 | 0,99343 | 0,99361
PXA 0,09379 | 0,09396 | 0,99413 | 0,99430 | 0,99446 | 0,99461 | 0,09477 | 0,09492 | 0,99506 | 0,09520
PXA 0,09534 | 0,09547 | 0,99560 | 0,99573 | 0,99585 | 0,99598 | 0,09609 | 0,99621 | 0,99632 | 0,09643
B 0,99653 | 0,09664 | 0,99674 | 0,99683 | 0,99693 | 0,99702 | 0,09711 | 0,99720 | 0,99728 | 0,99736
pX0 0,09744 | 0,09752 | 0,99760 | 0,99767 ] 0,99774 | 0,99781 | 0,09788 | 0,99795 | 0,99801 | 0,09807
PXN 0,09813 | 0,09819 | 0,09825 | 0,99831 | 0,99836 | 0,09841 | 0,09846 | 0,99851 | 0,99856 | 0,99861
EXN 0,99865 | 0,09869 | 0,99874 | 0,99878 | 0,99882 | 0,99886 | 0,09889 | 0,09893 | 0,99896 | 0,09900
KXW 0,99903 | 0,9906 | 0,09910 | 0,99913 | 0,99916 | 0,99918 | 0,99921 | 0,09924 | 0,99926 | 0,09929
kWA 0,09931 | 0,09934 | 0,99936 | 0,99938 | 0,99940 | 0,99942 | 0,09944 | 0,99946 | 0,99948 | 0,09950
kXY 0,99952 | 0,09953 | 0,99955 | 0,99957 | 0,99958 | 0,99960 | 0,09961 | 0,09962 | 0,99964 | 0,09965
EWR 099966 | 0,09968 | 0,99969 | 0,99970 | 0,99971 | 0,99972 | 0,09973 | 0,09974 | 0,99975 | 0,09976
EXR 0,99977 | 0,09978 | 0,99978 | 0,99979 | 0,99980 | 0,99981 | 0,09981 | 0,09982 | 0,99983 | 0,09983
EXA 0,09984 | 0,09985 | 0,99985 | 0,99986 | 0,99986 | 0,99987 | 0,09987 | 0,09988 | 0,99988 | 0,09989
EWA 0,99989 | 0,09990 | 0,99990 | 0,99990 | 0,99991 | 0,99991 | 0,09992 | 0,99992 | 0,99992 | 0,09992
EXN 0,99993 | 0,09993 | 0,99993 | 0,99994 | 0,99994 | 0,99994 | 0,09994 | 0,99995 | 0,99995 | 0,09995
EXN 0,99995 | 0,09995 | 0,99996 | 0,99996 | 0,99996 | 0,99996 | 0,09996 | 0,09996 | 0,99997 | 0,09997
N 0,99997 | 0,09997 | 0,99997 | 0,99997 | 0,99997 | 0,99997 | 0,09998 | 0,99998 | 0,99998 | 0,09998
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2) ¢Qué proporcion de alumnos han obtenido una nota inferior a 4?

— Calculamos la puntuacion tipica Z correspondiente al 4:

Zzﬂ:ﬁz_oﬁ
o 2

Un 4 corresponde a media unidad de desviacion por debajo de la media.

-4 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4

— Para determinar el valor de area de la normal que se acumula hasta —0,5
unidades de desviacién buscamos el valor de la tabla que corresponde al valor
tipificado positivo de 0,5, este valor es 0,69416. Como se trata de una
distribucion simétrica, el area por encima de 0,5 es la misma que corresponde
a por debajo de —0,5. Este valor se obtiene restando el total del area por debajo
de la normal, 1, menos el valor 0,69146, es decir, un area de 0,30854. En
consecuencia, un 30,85% del alumnado obtiene una nota inferior a 4.

3) ¢Qué proporcién de alumnos han obtenido un resultado entre 5y 7?
— A partir de los valores de la media y la desviacién procedemos a calcular la
puntuacién tipica Z. En este caso se trata de saber cudntos casos hay entre la
media 5y el valor 7 de la distribucién, por tanto, la tipificacion se expresa como:

En el caso de 7 Z:ﬂzﬂzl

X
|
"

&

Enelcasode 5: Z =—=;5:0
Es decir, como antes, el valor 7 se encuentra a 1 unidad de desviacién tipica
con respecto de la media, y 5 corresponde al valor de la media por lo que esta
a 0 unidades de desviacion.
— A continuaciéon buscamos en la tabla de la normal los valores de probabilidad
que corresponden a Z=0 y Z=1 para saber la proporciéon de casos que se
encuentran entre la media y una unidad de desviacion.

En el cruce de la fila correspondiente al 1 y la columna del 0,00, aparece el valor
0,84134, que es el area acumulada desde —oo hasta 1. La proporcion de drea que
se acumula hasta Z=0 en la normal tipificada es la mitad del 4rea por debajo de
la curva, es decir, 0,5, como se puede ver en la primera casilla de la tabla. Por
tanto, el area entre 0 y 1 es la diferencia entre 0,84134 y 0,5, el valor 0,34134,
es decir, el 34,13% de la curva. Esto es, el 34,13% de los alumnos obtienen una
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nota entre 5y 7, o lo que es lo mismo, existe una probabilidad de 0,34134 de
obtener una nota en ese intervalo.

Como hemos sefialado, también se puede tratar el problema inverso de determinar un
valor concreto que corresponda a una proporciéon dada de casos que estan por debajo
de la curva. Si @ es un nimero entre 0 y 1, el percentil ax100 de la distribucion N(0,1)
es el valor:

Zy tal que P{ZSza}:a
Si consideramos una distribucién N(z,6%), el percentil ax100 es el valor:
Xa tal que P{XSXQ}:OC

En este caso, a partit de una variable X, distribuida normalmente, se requieren los

siguientes pasos:

— Localizar la proporcién del area por debajo de la curva e identificar el valor de Z
correspondiente en los margenes de la tabla de la normal.

—  Determinar el valor de X, conociendo los valores de la media (1) y la desviacion
tipica (0) de la variable X, a partir de la expresion de los valores tipificados:

Z = RaSt’} , despejando X resulta que:
o

X=u+7-o.

Siguiendo el ejemplo anterior, podriamos plantear ¢a qué valor corresponde el 75% de
la distribuciéon? Un area del 75% corresponde aproximadamente a un valor de
Z=0,6712. El valor de X setda pues: X = u+Z-0=5+0,67-2=6,34.

Estos mismos calculos pueden realizarse con la ayuda del ordenador. Veamos cémo
serfa con el software SPSS. Los calculos se realizan con el comando COMPUTE
(Calcular en el mend Datos) y se utilizan palabras clave que identifican diversas
funciones tanto para la distribucion normal como para otras distribuciones. Las
funciones se especifican en un prefijo de la palabra clave y la distribucion se recoge en
un sufijo. Como prefijo utilizaremos principalmente la funciéon de distribucion
(Cumulative  Distribution  Function) CDF.d_spec(x,a,...) que devuelve una
probabilidad p de que una variable aleatoria con la distribucion especificada (d_spec)
caiga por debajo de x para funciones continuas y en o por debajo de x para funciones
discretas. Empleando la distribucion normal el comando de SPSS es:

12 Conla ayuda del ordenador se podra calcular de forma exacta.
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CDF.NORMAL (cant, media, desv_tip) y devuelve la probabilidad acumulada de que un
valor de la distribucién normal, con la media y la desviacion tipica especificadas, sea
menor que la cantidad cant!3. Si se considera CDFNORM(valorz) es el caso de una
variable aleatoria con media 0 y desviacion tipica 1.

Para realizar los calculos del ejemplo anterior es necesario crear primero una mattiz de
datos con una columna con los valores de la variable X (con los valores 4, 5y 7) y
ejecutar la siguiente instruccion a través del editor de sintaxis:

COMPUTE area=CDF.NORMAL(X,5,2).

o bien a través del menu Transformar / Calcular variable, eligiendo en el grupo de
funciones FDA y FDA no centrada la funcién de la probabilidad acumulada de la

normal:

Variable de destino: Expresion numérica. E
area _  |COFMNORMALGS2]
& X +

Grupo de funciones
Todo -
Aritméticas

FDAy FDA no centrada
Conversidn

Fecha/hora actual
Ciélcula de fechas

Funciones y variables especiale
CdfLaplace

CdfLnormal

[T

w

I¥]

COF.NORMAL(c, media, desv_tip). Numérico. Devuelve |a CdfLogistic
probabilidad acumulada de que un valor de |a distribucion

normal, con la media y desviacion tipica especificadas, sea Cdf.Negbin
Menor que c. \Cdf.NormaI

Cdf.Pareto
CdfPoisson
Cdf.5mod
Cdf Srange

(condicién de seleccién de casos opcional) Cdf.T

Cdf Uniform

-

[ aceptar |[ Pegar |[Restablecer|[ cCancelar |[ Ayuda |

donde se crea la variable area que calcula la proporcion del area o probabilidad
acumulada hasta el valor de X. El resultado se puede ver en la imagen de la matriz de
datos que se obtiene:

| X | area |
1] 30854
50000
7 84134

13 Otras funciones son IDF, funcién de distribucién inversa; PDF, la funcién de densidad de probabilidad; RV, la
funcién aleatoria de generaciéon de nimeros; NCDF, funcién de distribucién acumulada no central; NPDF, funcién
de densidad de probabilidad no central; SIG, funcién de probabilidad de la cola. Otras distribuciones son:
UNIFORM, distribucion uniforme; WEIBULL, distribucion de Weibull. BERNOULLI, distribucion de Bernoulli;
BINOM, distribucién binomial; GEOM, distribucién geométrica; HIPER, distribuciéon hipergeométrica;
NEGBIN, distribucién binomial negativa; POISSON, distribucién de Poisson; T, t de student; F, distribucién de
Fisher-Snedecor; CHISQ, distribucién de chi-cuadrado; LOGISTIC, distribucion logistica, PARETO, distribucion
de Pareto, entre otras mas.
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Con estos datos reproducirfamos los calculos e interpretaciones que comentamos
anteriormente. Para obtener el valor que corresponde el 75% de la distribucion,
ejecutarfamos la instruccién de la funcién inversa:

COMPUTE z=IDF.NORMAL(0.75,5,2).

que da como resultado 6,35.

1.4. La distribuciones t, F y

La distribuciéon normal es la principal funcién de distribucion estadistica, aunque
existen otras mas que se utilizan frecuentemente en diferentes técnicas de analisis de
datos. Presentamos de forma breve tres de las mas habituales: 1a t de student, la F de

Fisher-Snedecor y la de Chi-cuadrado (y?).

1.4.1. La distribucion t de student

La distribucion recibe ese nombre por el apodo que utilizé William Sealy Gosset
(1876-1937), estadistico y quimico que trabaj6 en la Cerveceria Guinness, para ocultar
su identidad en sus publicaciones. Se trata de una distribucién semejante a la normal
pero con mas colas, es decir, se hace mas plana. Se emplea en estadistica cuando no se
conoce la varianza poblacional y para estimar la media poblacional con muestras
pequenas. Existen diferentes curvas posibles que varfan segin un parametro
denominado grados de libertad (v )que expresa o depende del tamafio de la muestra N
(se calcula como v =n—-1)14

Grafico 111.4.13. Distribucién t de student
0.40 .

0.35
0.30
0.25
X 0.20/

0.15
0.10
0.05
0.00

14105 grados de libertad (degrees of freedom en inglés) es un concepto matematico que podemos asociar a la idea del
espacio de libertad en que una medida de resumen puede moverse y tomar diferentes valores (De La Cruz-Oré,
2013). Por ejemplo, podemos elegir al azar 3 personas jovenes, a condicién que en promedio tengan 20 afios, por
ejemplo 18, 20 y 21. En cualquier muestra, las dos primeras que elijamos puede tener las edades que queramos, por
ejemplo 18 y 22 0 21 y 22, pero la tercera no puede tener cualquier edad para que la media sea 20; en el primer caso
la persona debe tener 20 y en el otro caso 17. Los grados de libertad son el numero de casos menos uno, en este
ejemplo 2. Otro ejemplo que nos aproxima al concepto de grados de libertad es el conocido juego japonés del
Sudoku, donde se trata de ir colocando los numeros del 1 al 9 en sus casillas segin la informacién del resto de
casillas, los valores se ponen solamente cuando se reducen los grados de libertad (como mucho 9 grados de libertad)
a uno. En estadistica los grados de libertad se determinan por el nimero de casos de la muestra y también por el
numero de variables y valores, que no son mds que restricciones que tienen nuestros datos, siendo por tanto los
grados de libertad el numero de observaciones independientes.
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En un apartado posterior de este capitulo y en los capitulos I11.8 de analisis de varianza
y II1.9 de analisis de regresiéon veremos su aplicacion. En el Tabla de distribucion
tedrica de la t de StudentAnexo I se pueden consultar los valores de la tabla de la t de
student.

1.4.2. L.a distribucion F de Fisher-Snedecor

A partir de la contribucién de R. Fisher (1890-1962) y G. W. Snedecor (1881-1974)
contemplamos otra distribucién teérica utilizada en los analisis de varianza para realizar
comparaciones entre mas de dos medias. Se trata de una distribuciéon que no es
simétrica, a diferencia de las anteriores, y depende de dos parametros que definen los
grados de libertad V;yV,, configurando asi diversas representaciones de la curva.

Como veremos se trata de una distribucién similar a la de Chi-cuadrado.

Grafico 111.4.14. Distribucién F de Fisher-Snedecor

25 ,
vi=l, vo=1
vi=2, vo=1
2 r v1=5, vp=2 = |
v1=10, vo=1—
1.5 v1=100, v2=100
X
a
1
0.5 N \
h'hh___ |
Q
0 1 2 3 4 5

En los capitulos I11.8 de analisis de varianza y I11.9 de analisis de regresion veremos su
aplicacion.

1.4.3. L.a distribucion de Chi-cuadrado

Se conoce como la distribucién de Chi-cuadrado de Pearson (1857-1936) y como
distribucion tedrica permite la comparacién o contraste entre dos distribuciones
diferentes, y en particular para establecer la asociacion entre dos variables cualitativas
en una tabla de contingencia. Es una distribucién no simétrica que también se
corresponde con una familia de distribuciones dependiendo de los grados de libertad
v de cada caso.
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Grafico 111.4.15. Distribucién de Chi-cuadrado
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En el capitulo II1.7 de analisis de tablas de contingencia y I11.7 de analisis log-lineal
veremos su aplicacion.

1.5. La significacion de un valor de la distribucion

Las distribuciones estadisticas tedricas que hemos visto nos proporcionan la
probabilidad de que una variable que sigue una de esas distribuciones tenga valores
mas extremos que uno dado X. Un valor de una distribucién se valora en términos
probabilisticos como un valor muy extremo, es decir, poco probable, o como no tan
extremo y mas probable. El valor extremo del 5% se considera habitualmente como el
umbral a partir del cual cabe entender que el valor es significativo (menor o igual de
ese 5%) o no significativo (mayor al 5%). Ese valor del 5%, o del 0,05 en términos de
probabilidad, marca la separacién entre la regiéon de aceptacion (nivel de confianza del
95%) y la region de rechazo (nivel de significacion del 5%). Cuando hablemos de los
contrastes de hipotesis veremos co6mo se aplican estos conceptos.

En este tipo de razonamiento se pueden diferenciar dos situaciones en funcién de si la
distribucién es simétrica, como la normal o la t de student, o no es simétrica, como la
F de Fisher-Snedecor o la Chi-cuadrado.

En el primer caso la simetria permite realizar valoraciones de la significatividad a dos
colas (significacion bilateral o a dos colas), valorando los dos extremos de la
distribucion:

TR B B E—

0 a una cola (significacion unilateral o a una cola), valorando el extremo negativo o el
extremo positivo segun el signo del valor del que se trate cuando se establece la
significacion:
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o porque la distribucién, como la F de Fisher-Snedecor o la Chi-cuadrado solamente
tienen valores positivos.

2. Estimacion e intervalos de confianza

En la investigaciéon social siempre se plantea de manera genérica la necesidad de
indagar en el conocimiento de determinadas caracteristicas de una sociedad. En el
contexto de un estudio con datos estadisticos obtenidos por muestreo cabe plantear
una reflexion general que esquematizamos en el jError! No se encuentra el origen
de la referencia.. Inicialmente las caracteristicas que quieren ser estudiadas estan
definidas por los objetivos de la investigacioén y por una reflexion tedrica que ayudan a
precisar y definir el fendmeno de interés de estudio. Asi, por ejemplo, podriamos tener
interés en conocer el comportamiento electoral de una poblaciéon en las préximas
elecciones, o bien saber las caracteristicas de los potenciales usuarios de un servicio
social del ayuntamiento, o bien determinar la audiencia potencial de un canal de
television.

Grafico 111.4.16. Planteamiento de los estudios por muestreo estadistico

Objetivos de la investigaciéon ~=—— Poblaciéon N
(Fendmeno de interés principal) (Pardmetros)

Variable(s)/Valor(es) de interés

—Proporcidn de votantes a un partido Muestra n
—Niimero de usuarios de un servicio (Estadisticos)
—Audiencia media de un canal televisivo

Sila informacion que disponemos hace referencia a toda la poblacién, como es el caso
de los datos censales o, por ejemplo, en el caso de disponer del escrutinio de una
consulta electoral o de la informacién de todos los asociados/as de una organizacion,
entonces tenemos un conocimiento exhaustivo y cierto de las caracteristicas que
queremos conocet: el porcentaje de la poblacién ocupada o desocupada, la distribucion
de la poblacién segun su condicién socioecondmica, el nimero de jévenes
emancipados, el porcentaje de votos que obtiene cada partido politico en las elecciones,
etc.
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Esta informacién de toda la poblacién constituye un valor cierto, es el resultado de
contabilizar una caracteristica de todos y cada uno de los individuos de esta poblacion.
Sin embargo, no es lo mas habitual disponer de informacién exhaustiva de cada una
de las unidades poblacionales, al contrario, la investigacién social se nutre de estudios
y datos que son el resultado de la seleccion de una parte de la poblaciéon, una muestra
estadistica, fundamentalmente por el elevado coste econémico, de tiempo y recursos
materiales que supone llegar a tener informaciéon de cada unidad de la poblacién. El
objetivo final es el mismo, obtener informacién de determinadas caracteristicas de la
poblacién, pero se opta por la extracciéon de una muestra aleatoria de un conjunto de
unidades de esta poblacién con las que se estima aquella caracteristica poblacional.

Cuando procedemos de esta forma, decimos que hacemos estimaciones estadisticas
(calculamos estadisticos muestrales, como una media o una proporcién) de las
caracteristicas poblacionales (los mismo calculos referidos a toda la poblaciéon que se
denominan parametros poblacionales). Al ser estimaciones, los resultados o las
medidas que obtenemos estan afectadas por un determinado margen de error, por el
hecho de disponer tan sélo de una parte de la poblaciéon (la muestra) con la que se
quiere conocer un rasgo para todo el conjunto poblacional. Las estimaciones mas el
margen de error constituyen el intervalo de confianza. Sobre estas cuestiones tratemos
seguidamente.

2.1. Conceptos: parametros, estimadores y estimaciones

Consideremos una poblaciéon con N individuos donde el tamafio N de esta poblacion
es “muy grande” comparativamente con el tamafio de la muestra de tamafo N, que
suele ser la situacién habitual en los sondeos o en los estudios sociales por muestreo.
En términos matematicos se dice que esa poblacion es infinita. Desde el punto de vista
del analisis estadistico, identificamos la poblacién con una variable X de interés:
tenemos una poblaciéon de valores de la variable. Definamos a continuacion los
conceptos de parametros, referidos a la poblacién, y de estimadores y estimaciones,
referidos a la muestra estadistica.

2.1.1. Los pardmetros poblacionales

LLas caracteristicas que queremos conocer o estimar de la poblacion se denominan
parametros poblacionales: son los valores verdaderos que caracterizan a la poblacion
y que se suelen expresar en términos de algun calculo aritmético que afecta a toda la
poblacion.

Los parametros poblacionales son las caracteristicas de posicién, de dispersion, etc.,
mas relevantes de la variable, por ejemplo:

— La media poblacional de una variable numérica, un parametro de posicion central.
Por ejemplo, la media de visitas diarias a un centro comercial, la audiencia media
de un medio de comunicacion, el salario o los ingresos medios de un grupo social,
etc. La media poblacional de una variable X también se llama valor esperado o
esperanza y, habitualmente, se denota por u. Con un tamafio poblacional de N
individuos, la media es:
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La varianza poblacional de una variable numérica, un parametro que mide la

dispersion. Habitualmente, denotamos la varianza poblacional por I y por oala
desviacién tipica poblacional, sus expresiones son:

La expresion de la varianza cuando se divide por N—1: S* =

denomina varianza ajustada.

La proporcion (o el porcentaje) de presencia de cierta caracteristica de la poblacion.
Por ejemplo, la proporcion de los que ven cada dia la television, el porcentaje
favorable a la despenalizaciéon del aborto, el porcentaje de parados, etc. La
denotamos con P:

P:E o bien P:SXlOO
N N

La proporcion se puede considerar un caso particular de variable dicotomica y
utilizarla como una variable cuantitativa a través de una codificacion dicotémica o
binaria, que transforma los valores de una variable con tan sélo dos valores de
presencia-ausencia de cierta caracteristica. Por ejemplo, la variable cualitativa sobre
el nivel educativo (diferenciando tres valores: primario, secundario y terciario) se
puede considerar como una (o mas) variable(s) con solo dos valores, siempre en
relaciéon a cada nivel educativo: “Tiene nivel primario” vs. “No tiene nivel
primario”, “Tiene nivel secundario” vs. “No tiene nivel secundario” y “Tiene nivel
terciario” vs. “No tiene nivel terciario”. En los tres casos estos valores se codifican
como 0 (para el valor que niega una caracteristica A, es decir, la ausencia de A) y 1
(para el valor que refleja la caracteristica A, su presencia):

0, ausencia de la caracteristica A

1, presencia de la caracteristica A

Si P es la proporcion de casos que presentan la caracteristica A en la poblacion,
tendremos que:
p_ NUmero de individuos de la poblacion conla caracteristica A C

NUmero total de individuos en la poblacion N

siendo C el namero de casos con 1, los individuos que poseen la caracteristica A.
Con variables dicotomicas o binarias codificadas de esta forma es posible calcular
la media y darle un sentido. Se demuestra ficilmente que, para una variable X con
valores 0y 1, sumedia, i, es la proporcién P de casos que presentan la caractetistica
A. En efecto, como los valores Xi son solo 0 y 1, tenemos que:
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También se demuestra que la varianza de una variable dicotomica es el producto
de P por Q, donde Q es el complementatio de P (los que no presentan la
caractetistica A) e igual a 1-P, por tanto, P+Q=1. Operando la férmula de la
varianza:

N N
X-_ 2 X.2— 2
02_;( 4 _; A P-P' 4+ +1"-P*+0°-P°+---+0°—P*
N N N
_ A—NP?

N

=P-P?=P.(1-P)=P-Q

con Q=1-P (o bien Q=100-P si se consideran porcentajes).

De todo lo anterior deducimos que la proporcion es un caso particular de media,
e igual a P, con una varianza igual a PxQ.

Veamos un ejemplo a partir de los datos de la Tabla I11.4.7 sobre el nivel de
estudios de la poblacion espafiola segun el Censo de Poblacion de 2011.

Tabla I11.4.7. Nivel de estudios de la
poblacién. Espafia. 2011.

Grado Frecuencia Porcentaje

1 Analfabetos 729.860 1,6
2 Sin estudios 3.538.180 7,6
3 Primer grado 5.819.905 12,5
4 Segundo grado 21.508.105 46,2
5 Tercer grado 7.487.685 16,1
6 No es aplicable 7.490.990 16,1

Total 46.574.725 100,0

Fuente: Instituto Nacional de Estadistica.
Censo de Poblacién y Viviendas 2011

Sobre un total poblacional N de 46.574.725 personas, la proporcion de personas
que alcanzan el grado terciario es de P=0,161, el 16,1%. Por tanto, la proporcion
complementaria sera Q=1—-P=0,839, es decir, la poblacién que no tiene estudios
superiores. Centrando la atencién en este nivel educativo podemos considerar la
variable dicotémica X:

0, ausencia de la caracteristica, no tiene el tercer grado

1, presencia de la caracteristica, tiene el tercer grado
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La distribucion de la nueva variable es:

X Tercer Grado ~ Frecuencia Porcentaje

0 No lo tiene 39.087.040 83,9
1 Lo tiene 7.487.685 16,1
Total 46.574.725 100,0

Si calculamos la media de la variables dicotémica X obtendtiamos que
#=P=0,161 y la varianza seria 02=PQ =0,161x0,839=0,135 . Lo mismo
podriamos hacer con el resto de categorias educativas al convertirlas en variables
dicotémicas.

2.1.2. Los estadisticos muestrales

Cuando no se pueden tener las observaciones de toda la poblaciéon respecto de la
caracteristica de interés que se quiere estudiar, no conocemos la distribucion de la
variable poblacional X, y no podemos calcular los valores de los parimetros
poblacionales, nos encontramos en la necesidad de escoger una muestra aleatoria de
observaciones independientes para efectuar una estimacion de los valores de esos
parametros.

Denotamos por X1, ...,xn a los posibles valores de una muestra aleatoria de tamafio N.
Con una formulacién analoga a la de los parametros poblacionales, se definen los
mismos indicadores para la muestra, llamados estadisticos muestrales: la media
muestral X , la varianza muestral ¢, la desviacion tipica muestral O vy la propotcion
muestral P .

Tabla I11.4.8. Principales parametros poblacionales y estadisticos muestrales

Parametros Estadisticos
poblacionales muestrales
N n
Media Z X z X
= —IZl /] = Y = —i:
a N a n
N 2 C 2
Varianza Z(Xi — ) Z(Xi —X)
o_2 — i=1 G"Z — SZ _ =
N n-1
N n
Varianza Z(Xi - p)’ Z(Xi -X)?
ajustada g2t §2_g2_ist
N -1 n-1
P . C A c
I'OpOI'Clon P = — P = p = —
N n
. C A c
Porcentaje P= N =100 P=p=—x100
n
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Enla Tabla I11.4.8 se presenta un cuadro de resumen con la formulacién de las medidas
mas importantes. Obsérvese la diferente notaciéon empleada: los parametros se
expresan en letras griegas y en mayusculas mientras que los estadisticos contienen letras
latinas y minudsculas. Para simbolizar que un estadistico muestral estima un parametro
poblacional, se suele escribir el simbolo poblacional con un sombrero; por ejemplo,
[ =X que significa que la media muestral estima la media poblacional.

Para expresar que utilizamos un estadistico para estimar un parametro decimos que el
estadistico es un estimador del parametro. Los valores concretos que se obtienen de
una muestra reciben el nombre de estimaciones o bien estimaciones puntuales.

Por ejemplo, supongamos desconocida la media de ingresos u de la poblaciéon de un
municipio. Una estimaciéon de este valor se puede obtener tomando una muestra
aleatoria de sus habitantes. Pongamos que obtenemos una muestra de N=1.000
personas a las que les preguntamos por sus ingresos, y con las 1.000 respuestas u
observaciones calculamos la media de los ingresos. Supongamos que los ingresos
medios obtenidos fueran X =1.500€, la estimacién puntual de la media poblacional

~

es g =1.500€ . Tengamos presente que en otra posible muestra de 1.000 personas

hubiera dado unos ingresos medios diferentes, por ejemplo de 1.600€. De hecho, cada

posible muestra generarfa puntualmente un resultado distinto, lo que nos esta indicado

la existencia de una variabilidad y de que estamos cometiendo un error de estimacion.

Este es un aspecto crucial que retomaremos y nos conducira a hablar de estimaciones
y

por intervalos teniendo en cuenta el error que se comete.

Otro ejemplo se puede plantear con el estadistico muestral de la proporcion.
Imaginemos que hay elecciones al rectorado de la universidad y se presentan dos
candidaturas, A y B. Desconocemos el porcentaje de votos que obtendra cada
candidatura. Para estimar la intencioén de voto de la comunidad universitaria realizamos
un sondeo encuestando a 800 personas del censo del profesorado, estudiantado y
personal de administracion y servicios. Si los resultados muestran que un 25% se
manifiesta como partidario de la candidatura A y un 75% partidarios de la candidatura

B, en proporciones, tendremos que P, =0,25 como estimacién puntual de la

propotcion poblacional, Pa, desconocida, de la candidatura A. De forma similar
podriamos comentar el resultado de la candidatura B con la proporcién estimada en

este caso de Pg =0,75. Como en el ejemplo anterior, otra muestra habtia producido

estimaciones diferentes, si bien en este caso las diferencias son tan importantes que es
tacil concluir la victoria de la candidatura B. Cosa distinta seria si los porcentajes de
cada candidatura fueran préximos, por ejemplo del 49 y de 51 por ciento, en ese caso
las diferencias son tan pequefias que estarfamos dentro del margen de error de muestras
estimaciones y otras muestras podrian arrojar resultados distintos, incluso que los
porcentajes se invirtieran entre las candidaturas, habria que ser cautos en nuestras
conclusiones. Veremos cémo el margen de error nos ayudard a establecer cuando una
diferencia es relevante, significativa estadisticamente y cuando no.
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2.2. Distribuciones muestrales, margen de error e intervalo de confianza

Como hemos remarcado en los dos ejemplos anteriores, cada posible muestra de
tamafio N que podemos extraer de una misma poblaciéon da como resultado una
estimacioén particular del parametro. Por el hecho de disponer de una parte de la
poblacién, aunque sea representativa e incluso numerosa, cada estimacion del valor
verdadero (y desconocido) del parametro a partir de los estadisticos en la muestra, tiene
asociado un margen de error, error muestral o error simplemente, respecto del valor
real y desconocido del parametro. Por ejemplo, si estimamos el porcentaje de voto que
cierto partido obtendra las proximas elecciones a partir de una muestra del censo
electoral, obtendremos un resultado que puede estar mas cercano (si tenemos buena
suerte con la muestral) o menos cercano (si tenemos mala suerte!), pero que
dificilmente coincidira con el verdadero porcentaje de votos, que de momento, y hasta
que no se hagan las elecciones, es desconocido. El margen de error € es la diferencia
maxima entre la estimacion puntual obtenida en la muestra y el valor verdadero del
parametro poblacional.

El error muestral o margen de error de las estimaciones nos mide el grado de exactitud
o de precision con el que inferimos de la muestra a la poblacién. Este valor vendra
determinado por la variabilidad del estadistico, es decir, que el error se cuantifica
mediante las varianzas del estadistico considerado en cada caso. Como veremos esta
variabilidad se denomina error tipico del estadistico, y se corresponde con un calculo
que depende de la varianza y del tamafio de la muestra, ademas de otra caracteristica
como el nivel de confianza. Pero el error muestral se define simplemente como la
divergencia entre los valores de los estadisticos obtenidos en la muestra de una variable
y los existentes en la poblacion.

Si consideraramos por ejemplo el estadistico de la media, el error muestral serfa la
diferencia entre el valor muestral de la media, X, y el valor poblacional de la media,
M, es decir, X—u. Esta es una definicién de lo real pero no conocido, ya que el
parametro poblacional es desconocido y es lo que se quiere saber. Para solucionar este
interrogante, razonaremos en términos probabilisticos a partir del conocimiento de la
forma de la distribucion del estadistico. En este sentido, cualquier afirmacién para dar
cuenta del valor de un pardmetro poblacional desconocido a partir del valor del
estadistico que lo estima, tendra un grado de desviacion, de variacion al alza o de
variacion a la baja, que es el que mide el error de muestreo. De aqui se deriva una
relacion basica del muestreo y de las estimaciones estadisticas:

Valor poblacional = Valor estimado en la muestra + Error de muestreo
(Parametro) (Estadistico)

De esta forma, cada estadistico (X , P, etc.) debemos entenderlo como si fuera una

variable, en el sentido de que puede tomar varios valores segun la muestra que
consideramos (de todas las muestras posibles que podemos tomar de la poblacion).
Asi, todos los posibles valores que estiman el unico valor verdadero del parametro
forman lo que se llama una distribucion muestral del estadistico. Si bien jamas nos
dedicaremos a obtener todas las posibles muestras podemos llegar a conocerlas a partir
del conocimiento general de la “forma” de la distribucién del estadistico, pudiendo
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determinar, con una certeza suficiente, el margen de error que cometemos al hacer
estimaciones. Este es un aspecto fundamental que tenemos que considerar siempre en
cualquier estudio inferencial, ya que nos indica el nivel de precision de nuestra
estimacion, cuanto menor sea el error, mas precisa sera nuestra estimacion.

Cuando a una estimacioén puntual le afladimos un margen de error, sumando y restando
el error de muestreo, estamos realizando una estimacion por intervalos de confianza.
Mas adelante veremos cémo calcular o aproximar el margen de error asociado a cada
estimacion. Pero veamos un ejemplo para clarificar qué significa asumir un margen de
error y determinar un intervalo de confianza. Situémonos en el contexto del ejemplo
de las elecciones al rectorado con dos candidaturas A y B. Recordemos que la
candidatura A tenfa una estimacién puntual del 25% de los votos. Supongamos ahora
que el margen de error asociado a la estimacion del porcentaje de las candidaturas fuera
del 3%. Esto significaria que el valor poblacional se situarfa en un intervalo que resulta
de sumar y restar este margen error a la estimacion del porcentaje. Asi, afirmarfamos
que la candidatura A obtendra unos resultados que se situaran en una horquilla definida
por:
25% *+ 3%
es decir, en un intervalo entre el

22% y el 28%.
y que escribimos asi (22%,28%).

Cualquier valor puntual estimado es una aproximacién al valor poblacional
desconocido afectado por el error muestral, por lo tanto, esto no significa que el
porcentaje sea estrictamente del 25% en nuestro ejemplo, sino que sélo podemos
establecer un intervalo de valores, entre un minimo y un maximo, en cuyo intetior se
situara, probablemente el parametro poblacional. Y decimos probablemente porque,
como veremos, el afirmar sobre el intervalo se establece con un grado de probabilidad
o nivel de confianza, habitualmente del 95%, lo que significa que en el 5% de los casos
nos podemos equivocar, si bien es un nivel suficientemente bajo de incertidumbre que
garantiza la bondad de nuestras estimaciones. En consecuencia, tenemos dos fuentes
de incertidumbre, la del error de la muestra que hemos tomado (el candidato puede
obtener entre el 22% y el 28% de los votos) y la probabilidad de de equivocarnos en
esa estimacion, valorada en un 5%, de que el valor del paraimetro no se encuentre en
el intervalo que hemos definido.

El error muestral es un aspecto clave de los estudios por muestreo que debemos
considerar en dos momentos de la investigacion: antes de proceder a obtener la
muestra y de proceder a la recogida de informacion, en el que hay que determinar a
priori qué nivel de error estadistico estamos dispuestos a asumir junto a la decisién del
tamafo de la muestra, y después de obtener la muestra, para determinar el error
asociado a cada estimacioén o prueba estadistica de hipotesis que podamos plantear.

En este sentido, y como situacion frecuente de particular interés en la investigacion,
conviene tener presente la necesidad, que hay que prever como objetivo del disefio
muestral para garantizar un error muestral suficiente, si se busca realizar analisis
especificos y auténomos de colectivos o zonas geograficas. Considerar estas
subpoblaciones de forma separada implica trabajar con submuestras de la muestra
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original que aumentan rapidamente los errores muestrales y la validez de los resultados.
Por lo tanto, esto sera posible siempre que se haya previsto un tamafio muestral
suficiente.

2.3. Distribucion de la media muestral: el teorema central del limite

Como hemos comentado, los estadisticos (los estimadores de los parametros) son
variables: varfan en cada muestra de tamafio N que podamos extraer de una misma
poblaciéon. También hemos comentado que la configuracién de los posibles valores
constituye la distribucion muestral del estadistico. En particular, la media muestral X
es una variable: si consideramos las medias de todas las posibles muestras de
determinado tamafio de una misma poblacién (por ejemplo, la media de horas
trabajadas semanalmente en un territorio) y extraemos todas las muestras de tamafo
1.000 calculando las medias de todas estas muestras, entonces, la distribucién de todos
los posibles valores de estas medias es la distribucion muestral del estadistico X .

Esta distribuciéon muestral, para muestras de tamafio suficientemente grande, siempre
tiene una misma forma conocida que se deriva de un razonamiento central de la
estadistica que nos fundamenta la distribucién muestral del estadistico de la media. A
partir de este resultado podremos determinar el margen de error que podemos cometer
en cada caso.

Se trata del Teorema Central del Limite que afirma: si se extraen repetidamente
muestras aleatorias de tamafo N de una poblacién cualquiera, con independencia de la
distribucion de esta poblacién, a medida que aumenta el tamano de la muestra, las
medias muestrales que se obtienen siguen aproximadamente una distribucién normal

2
de media 4 (la media poblacional) y varianza o A (la varianza poblacional de la

variable dividida por el tamafio de la muestra).

Por tanto, si tenemos una variable X de una poblacién con media poblacional u y
varianza poblacional ¢? y escogemos muestras de tamafio N suficientemente grande
(por la ley de los grandes nimeros cuando N=>30), las medias muestrales (el estimador)

o 2
se distribuyen aproximadamente siguiendo una ley normal X ~ N (£, A ) con:

—  Media del estimador X : i

2
—  Varianza del estimador X : © A , que es menor a la varianza de la variable o? y
que decrece a medida que aumenta el tamafio de la muestra N.

— Desviacion del estadistico X , que se denomina error tipico de la media: %/F ,

y se denota por Oy .

El mismo razonamiento podriamos aplicar al caso de una proporcion. Como vimos,
la proporcion P es un caso particular de media para variables dicotémicas, y como tal
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tendra el mismo tipo de distribucién. Para muestras suficientemente grandes (cuando

NPQ>20) entonces: p"‘N(P'Pgé)

Estos resultados nos permitiran calcular o aproximar (con un grado aceptable de
certeza o confianza) el error que cometemos cuando hacemos estimaciones de medias
o porcentajes, y deducir el intervalo de confianza de la estimacion: el conjunto de
valores que esperamos (confiamos) que contenga el parametro poblacional. Veamos
seguidamente la nocién de confianza.

2.4. Conceptos de margen de error, nivel de confianza e intervalo de
confianza

Las estimaciones puntuales que se efectian en una muestra deben matizarse o

completar con dos elementos adicionales:

— Elerror muestral o margen de error, €, y el intervalo. Toda estimacion estd afectada
de un margen de error asociado a cada estadistico, que nos indica el grado de
imprecision de nuestra estimacion, es decir, en qué medida el valor que hemos
obtenido en la muestra puede diferir del valor poblacional. Escribiremos que el
pardametro pertenece al intervalo: estimacion + e.

— Elnivel de confianza. La certeza absoluta y el margen de error nulo solo se tienen
cuando se dispone de toda la poblacién, nunca con una muestra. Si quisiéramos
asegurar con certeza absoluta del 100% que el valor del parametro se encuentra en
el intervalo, tendriamos que ampliar muchisimo la muestra o bien considerar un
intervalo muy grande, lo que significa tomar un margen de error importante e ir en
detrimento de la precisién. Asi pues, un determinado margen de error tendra
asociada una certeza, llamado nivel de confianza, siempre inferior al 100%. Se
considera un buen compromiso aceptar una certeza cercana e inferior al cien por
ciento: 95%, 95,5% o 99% que son, por este orden, los niveles de confianza mas
utilizados. Precisamos mas detalladamente el significado del nivel de confianza. Un
nivel de confianza del 95% significa que, en el 95% de todas las posibles muestras
de tamafio N, la diferencia entre el valor obtenido con la muestra y el valor
poblacional sera inferior al margen de error. De manera equivalente: en un 95% de
todas las muestras aleatorias de tamafio N de la poblacion, el valor del parametro
estara dentro del intervalo determinado a partir de la muestra. Al valor de
probabilidad complementario del nivel de confianza se denomina nivel de
significacion, o también nivel de riesgo. Habitualmente el nivel de significacién se
expresa con la letra « y en tanto por uno, mientras que el nivel de confianza,
también en tanto por uno, serfa 1—ea. Si consideramos un 95% de confianza I —«
es 0,95, y el nivel de significacion ¢, 0,05. Es decir, un 5% de las posibles muestras
dan estimaciones malas en el sentido de que estan mas alejadas del valor
poblacional que el margen de error. Equivalentemente, en el 5% de muestras
restantes el parametro no estara dentro del intervalo que ellas mismas determinen.

A continuacién veremos, para las medias y las proporciones, como realizar los calculos
o utilizar los programas informaticos para calcular, o aproximar, el margen de error y
obtener el intervalo.
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2.5. Estimacién de la media poblacional

Para realizar una estimacion de la media poblacional y obtener el intervalo
distinguiremos dos situaciones experimentales. Una primera situacién, muy poco

frecuente, supone conocer la varianza poblacional o de la vatiable desconociendo la
media. Podrfamos disponer de la informacién de la varianza por estimaciones de un
estudio anterior. Una segunda situacion, la habitual, es desconocer el valor de la
varianza poblacional por lo que precisamos estimarla a través de los resultados
obtenidos en la muestra.

2.5.1. Estimacion de la media conocida la varianza

Hemos visto por el teorema central del limite que las medias muestrales tienen una
o 2 ,
distribucién aproximadamente normal: X ~ N (4,0 A ). Conocida la forma de la

distribuciéon podemos aplicar lo que vimos en el apartado 1.3 de este capitulo. Alll
razonabamos sobre la base de una variable aleatoria (como los ingtresos, la edad, etc.).
Aqui hablaremos de una variable particular: la de las medias que se obtienen en cada

muestra posible. Los valores X son ahora medias X muestrales y la desviacion tipica o
ahora es el error tipico Oy = % Siguiendo la Ecuacion 22 de la distribucion

normal:

X—u<z2-0,=\X—ul<z-9 Ecuacion 23
x-sl< 2o =lx-ul=z- /1
Concluimos que: en particular, con un nivel de confianza del 95%, cuando z=1,96, en

el 95% de las muestras la diferencia entre la media poblacional y la media muestral es

menor o igual que 1, 96'%/5 que es el error muestral €. La diferencia maxima o

margen de error para estimar la media poblacional, conocida la desviacién poblacional

sera:
e=7-0.=2-0, Ecuacién 24
A

En términos de intervalo de confianza diremos que la media poblacional 1 se
encuentra en un intervalo de valores definidos por la media muestral X mas, menos,

el error:
Xie:iiz-%ﬁ Ecuacién 25
n

el intervalo es:

|:Y—Z-%/—,7+Z-7 } Ecunacion 26
n Jn
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Habitualmente construiremos los intervalos asumiendo un nivel de confianza del 95%,

7=1,96, del 95,5%, 7=2.

Veamos un ejemplo para ilustrar estos resultados. Supongamos que queremos estimar
la media poblacional desconocida del salario medio mensual de un subsector
productivo, el hostelero pongamos por caso. De un estudio realizado con anterioridad
sabemos que la desviacion tipica del salario es de aproximadamente 600 euros.
Tomamos una muestra aleatoria de 900 trabajadores/as del subsector y les
preguntamos a través de un cuestionario de encuesta, entre otras cosas, su salario
actual. Calculamos la media salarial y obtenemos que es de 1.500 euros. Si
consideramos un nivel de confianza del 95,5%, el error de nuestra estimacion es:

e=2-0,=12-9 :2-60y =40
ox /Jﬁ 900

El intervalo que resulta es X € =1500%40, por tanto, [1460 , 1540]. Es decir, con
un nivel de confianza del 95,5% el salario medio de los trabajadores/as del subsector
se situa entre 1460 y 1540 euros mensuales, puede ser cualquier valor de ellos, esta es
nuestra estimacion por intervalo.

2.5.2. Estimacion de la media cnando la varianza es desconocida

Cuando la varianza poblacional no es conocida, como sucede habitualmente, se utiliza
la varianza (desviacion tipica) muestral S? y se sustituye la distribucién normal estandar
por la t de Student. La formulacién es semejante, tan sélo hay que sustituir el valor de
la Z por el valor de la t, y la o por la S. El intervalo viene ahora determinado por:

Xieziit-%/— Ecnaciin 27
n

Todos los calculos son semejantes, y necesitamos saber el valor correspondiente a la t
de Student. No obstante, mientras que el valor Z de la distribucién normal los podemos
fijar, en el caso del valor de la t depende del tamafo de la muestra, y se necesita una
tabla estadistica de la distribucién tedrica o utilizar un programa informatico que nos
proporcione el dato. Se trata de una distribuciéon que a medida que el tamafio de la
muestra crece el valor de la t se aproxima al valor de la Z; y con tamafio muestrales de
120 casos o mas las diferencias son minimas, a partir del tercer decimal. Por tanto en
nuestro caso podriamos considerar, para un nivel de confianza del 95,5%, el mismo
valor que en la normal, t=2.

Si quisiéramos obtener el valor preciso de la t con la ayuda del SPSS podriamos ejecutar
la siguiente instruccion:

COMPUTE valort=IDF.T(0.02275,899).

El resultado es —2,0028, redondeando a dos decimales, el valor —2. Veamos cémo
interpretarlo. En primer lugar, utilizamos la funcién inversa de la distribuciéon de
probabilidad (IDF) en relaciéon a la t de student (T) que devuelve el valor de la
distribucién t, dada una probabilidad acumulada p y unos grados de libertad gl. En
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nuestro caso consideramos ‘“estratégicamente” una probabilidad de 0,02275 que
corresponde a un nivel de confianza del 95,45% (y un nivel de significacion del 4,55%)
por la razén siguiente: el ordenador nos da el valor acumulado de la distribucién, hasta
el 2,275% del area que es el valor de la =—2,0028:

2,275%

\ / 97,725%

W [ R
—2,0028

Por tanto, este valor es considerando una cola. Nosotros queremos obtener el 95,45%
central de la distribucion a dos colas:

95 45%
2.275% / 2.275%

el L e
—2,0028 2,0028

’_

Los grados de libertad de la instruccion son 899, el resultado de gl=n—-1=900-1.
Como vemos, por tanto, si la muestra supera los 120 casos podemos asumir un valor

delatde 2.

2.5.3. Estimacion de la proporcion

El mismo razonamiento visto de cémo determinar el error y los intervalos de confianza
de una media se puede aplicar en el caso de la estimacién de una proporcién o de un

porcentaje P, sabiendo que siguen igualmente wuna distribucién normal

p~N(P, P%) . En este caso el error muestral sera:
e=7-0. =1- P(y Ecnacion 28
P n

Donde P es la proporcién poblacional desconocida y Q su complementatia e igual a
I—P. Elintervalo de confianza de la proporcion se encuentra en un intervalo de valores
definidos por la proporcion muestral P mas, menos, el error:

pte= piZ-P%— Ecnacion 29
n

_ .PQ .PQ Ecuacién 30
IR

Para realizar una estimacién de una proporciéon debemos resolver el problema de
determinar el valor poblacional de P y Q. Podtiamos optar por buscar informacion

y el intervalo es:
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que nos diera un valor aproximado, pero carece de sentido dado que justamente
nuestro objetivo es saber cuanto vale P. Alternativamente existen dos soluciones
sencillas que podemos aplicar.

La primera opcién consiste en sustituir el producto PQ por la estimacion de esta
cantidad a partir de la muestra, pQ; es decir, PQ se aproxima por pq, con =1-p. Como
hemos hecho una aproximacion, el intervalo de confianza y el margen de error que
obtenemos no son exactos sino aproximados y decimos que encontramos el intervalo
aproximando (o estimando) el error. En este caso las férmulas son las siguientes. Del
errof:

e=2-s,=12- p% Ecnacion 31

pte=p+z- ’p% Ecnacion 32

Una segunda opcién consiste en considerar el error maximo, sabiendo que siempre,

y del intervalo

pata cualquier par P y Q, se cumple que:

PQ< % Ecuacion 33

Entonces, se sustituye PQ por este valor miximo de V4, es decir, PQ se aproxima por
"a. Bste resultado se puede ver facilmente calculando y representando todos los
posibles valores del producto de P por Q (Grafico 111.4.17). El maximo valor de todas
las combinaciones posibles de P y Q se alcanza cuando P=0,5 y Q=0,5, cuyo producto

PQ=0,25, es decit, ¥a.

Grafico 111.4.17. Determinacion del valor maximo de PQ

P Q PQ PQ
0,00 1,00 0,0000
0,05 0,95 00475 0,25

0,10 0,90 0,0900

0,15 0,85 0,1275

0,20 0,80 0,1600 0.20
0,25 0,75 0,1875 '
0,30 0,70 0,2100

0,35 0,65 0,2275 0,15
0,40 0,60 0,2400

0,45 0,55 0,2475

0,50 0,50 0,2500 0,10
0,55 0,45 0,2475

0,60 0,40 0,2400

0,65 0,35 0,2275 0,05
0,70 0,30 0,2100

0,75 0,25 0,1875

080 020  0,1600 0,00

085 015 01275 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
090 0,10  0,0900

095 0,05 00475 Valor de P

1,00 0,00  0,0000
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Decimos que calculamos el intervalo de maxima incertidumbre o de maxima
indeterminacion. Este supuesto es el que se asume también habitualmente en los
sondeos electorales y encuestas sociologicas en el momento de determinar el tamafo
de la muestra donde, como veremos a continuacién, también se plantea el
conocimiento del parametro poblacional de la varianza.

En este caso las formulas son las siguientes. Del error:

—7.6 —7. Ecuacion 34
e=2-s,=12-, f %n

+a=—p+7. Ecunacion 35
pre=pxz \/%fn

Apliquemos en un ejemplo lo que acabamos de comentar. Retomamos el caso de las
candidaturas donde con una muestra de N=900 personas habiamos encontrado una
proporcion muestral de partidatios de la candidatura A del 25%, p=0,25, siendo
q=1-p=0,75. Para determinar el intervalo calculamos el margen de error aproximado
considerando un nivel de confianza del 95,5%, por tanto, Z=2:

e o 050757 _
e=7-5,=2- %600 =0.0144

Es decir, un error del 1,44%. El intervalo de votos favorables a la candidatura A sera,
a partir de:

y del intervalo

pte=0,75+0,0144

en proporciones: [0,7356 , 0,7644], en porcentaje [73,56% , 76,44%]. Cualquier valor
de ese intervalo sera el resultado previsto dado el tamafio de la muestra, el error
asumido y el nivel de confianza. Esto es, a partir de las respuestas de 900 personas,
con un nivel de confianza del 95,5% y asumiendo un error maximo del 1,44%, la
candidatura A obtendra un porcentaje de votos que se sitda en una horquilla entre el
73,6 y el 76,4%.

Para determinar este intervalo, pero ahora asumiendo el supuesto de maxima
indeterminacién, calculamos el error de esta forma:

e=2-5, =2 ¥4 =2-[¥. 900 =0.0333

dando un error mayor del 3,33%, siendo el intervalo: pte=0,75%+0,0333, en
proporciones: [0,7167 , 0,7833] y en porcentaje [71,67% , 78,33%].

¢Qué opcidn es mejor, el intervalo aproximando el error o el intervalo de maxima
indeterminacién? Nos inclinamos por el primero, el intervalo estimando el error es
menos amplio, por tanto, es mas preciso, y por consiguiente es preferible en este
sentido. No obstante, el otro intervalo me proporciona “mas confianza”. Con todo, si
disponemos de muestras grandes y para valores de proporciones ni muy pequeflos ni
muy grandes, los calculos de intervalos son similares.
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3. Error muestral y tamafio de la muestra

En este capitulo nos hemos planteado el problema de la estimacién de un parametro
de la poblacién a partir de la extraccion de una muestra aleatoria. Al efectuar la
estimacion a través del estadistico sabemos que asumimos un riesgo y que tenemos un
margen de error. También hemos sugerido que el margen de error tiene una relaciéon
inversa con el tamafo de la muestra: cuanto mayor es la muestra N menor es el error

tipico Oy = %E Hasta ahora hemos asumido tamafios de muestras sin valorar si

eran suficientes para obtener estimaciones precisas, con poco margen de error. La
cuestioén que nos planteamos ahora es ¢qué tamafio de muestra es necesario para tener
una muestra representativar

La pregunta no tiene una respuesta automatica, pero se podtia resumir diciendo que
depende del margen de error que queramos asumir, es decir, de la calidad o de la
precision de nuestras estimaciones. Para ser mas precisos y tener un menor margen de
error, necesitamos mas observaciones muestrales.

Margenes de error del 2% o del 3% son, por ejemplo, aceptables para estimar
porcentajes en las encuestas. Un error superior implica a menudo que el estudio asuma
excesivos margenes de error. Imaginemos que damos unas predicciones del resultado
electoral con un margen de error del 5%. Supongamos que las estimaciones de voto
para el partido P1 son de un 40%, para el partido P2 de un 35%, para el partido P3 del
12%, y para el partido P4 un 5% (el resto hasta el 100% puede corresponder a otros
partidos minoritarios que no consideramos).

En estas condiciones, el margen de error del £5% significa que nos moveremos en un
intervalo de 10 puntos porcentuales de variacion; estarfamos en la situacién siguiente:
el partido P1 obtendria entre un 35 y un 45% de los votos, P2 entre un 30 y un 40%,
el partido P3 entre un 7% y un 17%, el partido P4 entre un 0 y un 10%, graficamente
podriamos representarlo de esta forma:

<« P1
«—> P2
+«—>» P3
+«—» P4

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 95 de voto

Es evidente que estos intervalos no son satisfactorios para ninguno de los partidos y
no satisfacen las exigencias de precision que se deben esperar de un sondeo: no se sabe
qué partido ganara, tanto P1 como P2 pueden alcanzar la primera posicion los dos
mayoritarios podrian ganar (P1 podria obtener un 37% y P2 un 38%, por ejemplo); al
partido minoritario con esperanza de voto escasa se le pronostica un intervalo que
seguro conocia antes del sondeo, pero ademas se indica que lo mismo obtiene un 0%
que un 10%. En el mejor de los casos incluso adelantarfa al tercer partido en disputa,
como sus intervalos se cruzan, tanto uno como otro podria estar por delante. Se trata
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pues de resultados muy imprecisos que invalidan cualquier ejercicio valido de
estimacion y prediccion de resultados.

Para que no sea asi debemos reducir el error muestral, lo que significa aumentar el
tamafio de la muestra, y también los costes del trabajo de campo. Pero mantener un
nivel de error bajo o aceptable implica considerar tamafios de muestra suficientemente
elevados a partir de 800, 1.000 o 2.000 individuos, cuando no mas dependiendo de los
los objetivos de la operacion estadistica. Por tanto, la decision final de qué tamafio es
necesario dependera, sobre todo, de los recursos econdomicos de la investigacion. Por
mas que queramos ser cuidadosos en nuestras estimaciones, si no disponemos de estos
recursos, tendremos que ajustarnos a muestras mas pequefas y errores mas elevados.
Sin embargo, debemos procurar que fuera dentro de unos limites tolerables.

Determinar el tamafio de la muestra es una decision que debe tomarse antes de
extraerla, cuando se disefia el estudio. Para determinar el tamafio de la muestra se debe
definir el tipo de estimacién que se desea realizar. Distinguiremos aqui el caso de la
media y el de la proporcion, pero podria ser la estimacion de un numero total de casos
o de una razén o cociente.

3.1. Tamafio de la muestra para estimar una media

Analicemos primeramente de qué depende el error y cémo es esta dependencia.
Hemos visto que la expresion del margen de error tenfa la férmula siguiente en el caso

de una media:
e=2- 7
Jn

Vemos que el error € depende inversamente del tamafio de la muestra N: cuanto mayor
sea la muestra (mayor es el denominador), menor sera el error (menor sera el cociente).
En cambio, depende directamente del nivel de confianza: al aumentar el nivel de
confianza, mayor es Z, que es un factor multiplicador, crece el error. Por ello, se suele
considerar una confianza del 95% (o del 95.5%) y no del 99%. Finalmente, el error
también es mayor en funcién de la varianza poblacional. La varianza es un parametro
que esta dado y no lo podemos controlar; por el contrario, si que podemos disminuir
el error si aumentamos el tamano de la muestra.

Para determinar el tamafo de la muestra, podemos aislar N en funcién de € y del resto
de parametros de la expresion anterior. De este modo, si fijamos un nivel de confianza
Z y un error maximo € (nivel de precisiéon), dada una varianza, podemos determinar el
tamafno de la muestra necesaria para tener aquella precision en la estimacién mediante:

n= o Ecunacion 36
El resultado de esta operacion debe ser siempre un numero entero, ya que para la

muestra debemos extraer unidades enteras de la poblacion. Por ello siempre
aproximamos el valor resultante al entero inmediatamente superior.
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Veamos un ejemplo de determinacion del tamafio de la muestra. Consideremos que se
busca determinar el consumo medio de unidades de cierto producto. Se sabe, segin
las estimaciones de estudios anteriores, que la varianza poblacional del nimero de
unidades de consumo se sitia en un valor de 100 unidades. Lo que queremos es
determinar el tamafio de la muestra necesaria para realizar la estimacion de la media de
unidades consumidas. Asumimos un nivel de confianza del 95,5% (z=2) y fijamos un
margen de error maximo de 2 unidades del producto. El tamafio de muestra que se
obtiene es de 1.000 individuos:

72.0%  2%.1000
e 2

n= =1000

3.2. Tamafo de la muestra para estimar una proporcion

Ahora consideraremos el caso de determinar el tamafio de la muestra cuando se trata
estimar una proporcion. La expresion del margen de error cuando estimamos una
proporcion poblacional, para el caso de maxima incertidumbre o indeterminacion

(cuando P=Q=0,5), es:
e=z |V

Despejando N en funciéon del resto de parametros, resulta que el tamafio de
la muestra necesaria, para tener una precision fijada en el estimacion, se calcula
mediante:

n= z Ecuacion 37

Si ademais considerdsemos un nivel de confianza del 95,5%, es decir, z=2,
la expresion se simplificarfa atn mas: N= % 2, expresion que evidencia la

relacién inversa entre el tamafio de la muestra y el error, si bien esta relacion
inversa es mas que proporcional, ya que el error esta elevado al cuadrado. Esto
significa que aumentos progresivos de tamafio de muestra disminuyen cada
vez menos el margen de error, hasta un punto tal, que una disminucién del error no
vale la pena si no es a costa de anadir grandes cantidades de individuos en la muestra.

La Ecnacion 37 se generaliza para el caso de considerar cualquier valor P y Q con la
expresion:

2
n= z”-PQ Ecuacion 38
Ejemplificaremos estos calculos con la informacién de un sondeo elaborado por el

Instituto Opina con motivo de las elecciones nacionales al Parlamento de Catalufia de
2003, publicado en el diario El Pafs, donde se adjuntaba la ficha técnica siguiente:
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ELECCIONES EN CATALUNA Sondeo de Opina para EL PAIS

FICHA TECNICA

La encuesta ha sido realizada por el INSTITUTO OPINA. Realizacion del trabajo de campo: 31 de octubre, 1y 2 de
noviembre de 2003. Ambito geografico: Catalufia. Recogida de la informacion: mediante entrevista telefonica. Universo
de analisis: poblacion mayor de 18 afos residente en hogares con telefono. Error muestral: El margen de ermor para el
tolal de la muestra es de +2,14% para un margen de confianza del 95% y bajo el supuesto de maxima indeterminacion

(p=0=50%). Procedimiento de muestreo: seleccion polietapica del entrevistado: unidades primarias de muestreo
(MUNICIP]OSI selecdonadas de forma aleatoria proporcional para cada provincia. unidades secundarias (HOGARES)
mediante la seleccion aleatoria de nimeros de teléfono. Unidades ultimas (INDIVIDUOS) segiin cuotas cruzadas de SEXO,
EDAD y RECUERDO DE VOTO GENERALES 2000.

Tamano de la muestra: 2.100 entrevistas, 900 en la provincia de Barcelona (290 en Barcelona ciudad, 256 en el area
metropolitana, 354 en el resto de la provincia). 400 en la provincia de Girona (53 en Girona ciudad, 347 en el resto de la
provincia). 400 en la provincia de Lleida (126 en Lleida ciudad, 274 en el resto de la provincia). 400 en la provincia de
Tarragona (78 en Taragona ciudad, 322 en el resto de la provincia).

Ponderacion: el total de la muestra se ha ponderado para otorgar a cada una de las provincias su peso real dentro del
conjunto de |la poblacion de Catalufa. De 900 en la provincia de Barcelona a 1.594 (514 en Barcelona ciudad, 453 en el
area metropolitana, 627 en el resto de la provincia). De 400 en la provincia de Girona a 185 (25 en Girona ciudad, 160 en
el resto de la provincia). De 400 en la provincia de Lleida a 122 (38 en Lleida ciudad, 84 en el resto de |la provincia). De
400 en la provincia de Tarragona a 199 (39 en Tarragona ciudad, 160 en el resto de la provincia).

Como se puede leer en la ficha, se ha realizado una encuesta con una muestra
de 2.100 personas mayores de 18 afios en Catalufa. El margen de error ha sido
del 2,14% para un nivel de confianza del 95% (z=1,96) y bajo el supuesto de
maxima indeterminaciéon (P=Q=50%). Estos datos son el resultado de aplicar

la férmula del calculo del tamano muestral:
2 2
Ne Z F: Q =1,96 0,520,5 ~ 2100
e 0,0214

El mismo resultado se obtiene si hacemos los calculos en porcentajes:
?.P-Q 1,96%-50-50

= = 2100
e’ 2,147

3.3. Ajuste por finitud en las férmulas del tamafio de la muestra

Tanto en el caso de la media como de la proporciéon hemos asumido implicitamente
que no era relevante otro parametro: el tamafio de la poblaciéon. De hecho hemos
procedido asumiendo que la poblacién era infinita (100.000 y mas unidades) y las
férmulas anteriores no precisan introducir el valor de la poblacion. No obstante,
cuando la poblacién se considera finita es posible introducir un factor de correccion

por finitud.

Al hablar de poblaciones (o universos) se establece la distincion entre una poblacion
finita y una infinita. Desde el punto de vista del muestreo, la distincién se basa en la
importancia relativa que tiene el tamafio de la muestra en relaciéon al tamafio de
poblacién. Si el tamafio de la muestra es muy pequeflo respecto al tamafio de la
poblacion (habitualmente se admite que represente menos del 5%) se suele considerar
infinita la poblacién. En cambio, si la muestra necesaria es considerable en relacién a
la poblacién (por encima del 10% se suele considerar necesario, y entre un 5% y un
10% recomendable) entonces la poblacion se considera finita y se deben utilizar
factores de correccion de poblacion finita. Igualmente, se considera que una poblacion
es finita a toda poblaciéon formada por menos de 100.000 unidades, e infinita a la que

tiene 100.000 o mas.
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El factor de correccion por finitud tiene en cuenta la relacion entre el tamafio de la

. : ’N -n . ,
poblacién y el tamafio de la muestra con la expresion: N1 Al introducir este

elemento en las ecuaciones anteriores (Ecuacion 36 y Ecnacion 38) se obtiene la férmula
para determinar el tamafio de la muestra con poblaciones finitas en el caso de la media:

2 2
n= 2”0 -N Ecuacion 39
(N-1)-e*+12°-0°

y en el caso de la proporcion:

2
n= z”-PQ-N Ecuacién 40
(N-1)-e*+2°-PQ

3.4. Determinacion del tamano de la muestra: resumen
En la determinaciéon del tamafio de la muestra se conjugan cuatro elementos:

1. La amplitud de la poblaciéon o universo, en funcién de si es finita (menor de
100.000 unidades) o infinita (mayor o igual a 100.000).

2. El nivel de confianza adoptado Z.

3. El error muestral de la estimacion €.

4. La varianza o desviacion tipica de la poblacién o

En funcién de estos aspectos, y dependiendo de si estimamos una media o una
proporcion, se concretan las férmulas de la Tabla I11.4.91. Primero aparecen las cuatro
férmulas que hemos visto y después esas mismas despejando el error en funcién del
tamafo de la muestra, expresion practica pues muchas veces, de lo que se trata, es de
fijar el tamafio segun el presupuesto disponible y se mira el error que implica.

Tabla 111.4.9. Formulas del tamafio de la muestra

(a) Tamafio de la muestra en funciéon del margen de error

Tamafio en funcién Poblacién
del error Finita Infinita
Media n= 2o N n:ﬁ
Parametro ( (N-1)- e +2°-0° ¢
z*-PQ-N 72.PQ
Proporciéon n= (N —1)-62 472, PQ n= e—z

1550n expresiones en condiciones del llamado muestreo aleatorio simple (MAS).
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(b) Margen de error en funcién del tamafo de la muestra

Error en funcién Poblacion
del tamafio Finita Infinita
. 0'2
Media Z: e=2z-,—
Parametro n
’PQ N-n PQ
Proporcion Zo —- e=7. |—<
oporcid N_1 .

3.5. Tablas para la determinacién del tamafo de la muestra

A continuaciéon aparecen varias tablas destinadas a facilitar la determinaciéon del
tamafio de la muestra sin tener que realizar manualmente los calculos a través de las
expresiones que hemos visto. Se presentan las tablas de tamafio de la muestra en
funcién del error muestral, tanto para poblaciones finitas como infinitas, y también del

error en funcidén del tamafio de la muestra.

Estas tablas de calculo del tamano y del error se adjuntan en un archivo Excel que se

puede encontrar en la pagina web del manual con el nombre FormulasMAS.xlsx.
Igualmente se incluye una primera pestafia con todas las férmulas de la Tabla I11.4.9
que facilitan el calculo automatico del tamafio y del error introduciendo los valores de

los diferentes parametros en el caso de la estimacién de proporciones:

Poblaciones finitas

Poblaciones infinitas

z-PO-N

721-P

"T(No)-é+2-PO

n=

el

e=2z-

PO

n
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2
NUmero de unidades de la muestra (n), con una poblacién finita (N<100.000), para un nivel de N :%
confianza del 95,5% (z=2) y bajo el supuesto de maxima indeterminacién (P=Q=50%) (N _1)'9 +2°-PQ
Margen de error (e)
Poblacién (N) 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 7,5 10,0
1
250 244 237 227 1 216 204 191 179 166 154 104 71
500 476 449 417 ' 381 345 310 278 248 222 131 83
1.000 909 816 714 : 615 526 449 385 331 286 151 91
1.500 1.304 1.121 938 774 638 529 441 372 316 159 94
2.000]  1.667 1.379 @ | 889 714 580 476 396 333 163 95
@ m e T e e =
2.500 2.000  1.600 1.250 : 976 769 615 500 412 345 166 96
3.000 2.308 1.791 1.364 1 1.043 811 642 517 424 353 168 97
3.500 2593  1.958 1.458 1 1.098 843 662 530 433 359 169 97
4.000 2.857  2.105 1.538 : 1.143 870 678 541 440 364 170 98
4.500 3.103  2.236 1.607 | 1.180 891 691 549 445 367 171 98
1
5.000 3.333  2.353 1667 1 1.212 909 702 556 449 370 172 98
6.000 3.750  2.553 1.765 : 1.263 938 719 566 456 375 173 98
7.000 4118 2.718 1.842 | 1.302 959 731 574 461 378 173 99
8.000 4.444  2.857 1.905 1 1.333 976 741 580 465 381 174 99
9.000 4.737 2975 1.957 : 1.358 989 748 584 468 383 174 99
10.000 5.000 3.077 2.000 : 1.379 1.000 755 588 471 385 175 99
15.000 6.000  3.429 2.143 1 1.446 1.034 774 600 478 390 176 99
20.000 6.667  3.636 2.222 : 1.481 1.053 784 606 482 392 176 100
25.000 7.143 3.774 2.273 1 1.504 1.064 791 610 484 394 177 100
30.000 7.500 3.871 2.308 | 1.519 1.071 795 612 486 395 177 100
1
35.000 7.778  3.944 2333 ! 1530 1.077 798 614 487 395 177 100
40.000 8.000  4.000 2.353 : 1.538 1.081 800 615 488 396 177 100
45.000 8.182  4.045 2.368 1 1.545 1.084 802 616 488 396 177 100
50.000 8.333  4.082 2.381 | 1.550 1.087 803 617 489 397 177 100
100.000 9.091 4.255 2.439 ; 1.575 1.099 810 621 491 398 177 100
) o ) 72-PQ-N
Namero de unidades de la muestra (n), con una poblacion finita (N<100.000), para un nivel de N=-————————
confianza del 99,7% (z=3) y bajo el supuesto de maxima indeterminacién (P=Q=50%) (N _1)'e +2°-PQ
Margen de error (e)
Poblacién (N) 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 50 7,5 10,0
250 247 244 239 234 227 220 212 204 196 154 118
500 489 476 459 439 417 393 369 345 321 222 155
1.000 957 909 849 783 714 647 584 526 474 286 184
1.500 1.406 1.304 1.184 1.059 938 826 726 638 563 316 196
2.000 1.837  1.667 1.475 1.286 1.111 957 826 714 621 333 202
2.500 2.250  2.000 1.731 1.475 1.250 1.059 900 769 662 345 206
3.000 2.647  2.308 1.957 1.636 1.364 1.139 957 811 692 353 209
3.500 3.029  2.593 2.158 1.775 1.458  1.205 1.003 843 716 359 211
4.000 3.396  2.857 2.338 1.895 1.538  1.259 1.040 870 735 364 213
4.500 3.750  3.103 2.500 2.000 1.607 1.304 1.071 891 750 367 214
5.000 4.091  3.333 2.647 2.093 1.667 1.343 1.098 909 763 370 215
6.000 4.737  3.750 2.903 2.250 1.765  1.406 1.139 938 783 375 217
7.000 5339 4.118 3.119 2.377 1.842  1.455 1.171 959 797 378 218
8.000 5.902 4.444 3.303 2.483 1.905 1.494 1.196 976 809 381 219
9.000 6.429 4.737 3.462 2.571 1.957 1.525 1.216 989 818 383 220
10.000 6.923  5.000 3.600 2.647 2.000  1.552 1.233 1.000 826 385 220
15.000 9.000  6.000 4.091 2.903 2.143  1.636 1.286 1.034 849 390 222
20.000 10.588  6.667 4.390 3.051 2,222 1.682 1.314 1.053 861 392 222
25.000 11.842  7.143 4.592 3.147 2273 1711 1.331 1.064 869 394 223
30.000 12.857  7.500 4.737 3.214 2308 1.731 1.343 1.071 874 395 223
35.000 13.696  7.778 4.846 3.264 2.333 1.745 1.352 1.077 877 395 224
40.000 14.400  8.000 4.932 3.303 2.353  1.756 1.358 1.081 880 396 224
45.000 15.000 8.182 5.000 3.333 2.368  1.765 1.364 1.084 882 396 224
50.000 15.517  8.333 5.056 3.358 2381 1772 1.368 1.087 884 397 224
100.000 18.367  9.091 5.325 3.475 2439  1.804 1.387 1.099 892 398 224
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2
Nimero de unidades de la muestra (n), con una poblacién infinita (N2100.000), para un nivel de confianza del 95,5% (z=2) y diferentes z 'PQ
valoresde Py Q. e
Valorsde PiQen % (P +Q =100)
Margen de| P= 1 2 3 4 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
error (e)] Q= 99 98 97 96 95 90 85 80 75 70 65 60 55 50
0,1 39.600 78.400 116.400 153.600 190.000 360.000 510.000 640.000  750.000 840.000 910.000  960.000  990.000 1.000.000
0,2 9.900 19.600 29.100 38.400 47.500 90.000 127.500 160.000 187.500 210.000 227.500 240.000 247.500 A 250.000
0,3 4.400 8.711 12.933 17.067 21.111 40.000 56.667 71.111 83.333 93.333 101.111 106.667  110.000 ' 111.111
0,4] 2.475 4.900 7.275 9.600 11.875 22.500 31.875 40.000 46.875 52.500 56.875 60.000 61.875 | 62.500
0,5 1.584 3.136 4.656 6.144 7.600 14.400 20.400 25.600 30.000 33.600 36.400 38.400 39.600 I  40.000
I
0,6 1.100 2.178 3.233 4.267 5.278 10.000 14.167 17.778 20.833 23.333 25.278 26.667 27.500 | 27.778
0,7 808 1.600 2.376 3.135 3.878 7.347 10.408 13.061 15.306 17.143 18.571 19.592 20.204 | 20.408
0,8 619 1.225 1.819 2.400 2.969 5.625 7.969 10.000 11.719 13.125 14.219 15.000 15.469 15.625
0,9 489 968 1.437 1.896 2.346 4.444 6.296 7.901 9.259 10.370 11.235 11.852 12.222 12.346
1,0 396 784 1.164 1.536 1.900 3.600 5.100 6.400 7.500 8.400 9.100 9.600 9.900 10.000
1,5 176 348 517 683 844 1.600 2.267 2.844 3.333 3.733 4.044 4.267 4.400 ! 4.444
2,0 99 196 291 384 475 900 1.275 1.600 1.875 2.100 2275 2.400 2475 |
2,5 63 125 186 246 304 576 816 1.024 1.200 1.344 1.456 1.536 1.584 | 1.600
3,0 44 87 129 171 211 400 567 711 833 933 1.011 1.067 1.100 | 1111
3,5 32 64 95 125 155 294 416 522 612 686 743 784 808 1 816
I
4,0 25 49 73 96 119 225 319 400 469 525 569 600 619 | 625
4,5 20 39 57 76 94 178 252 316 370 415 449 474 489 | 494
5,0 16 31 a7 61 76 144 204 256 300 336 364 384 396 1 400
6,0 11 22 32 43 53 100 142 178 208 233 253 267 275 1 278
7,0 8 16 24 31 39 73 104 131 153 171 186 196 202 | 204
8,0 6 12 18 24 30 56 80 100 117 131 142 150 155 1 156
9,0 5 10 14 19 23 44 63 79 93 104 112 119 122 | 123
10,0 4 8 12 15 19 36 51 64 75 84 91 96 99 | 100
15,0 2 3 5 7 8 16 23 28 33 37 40 43 441 44
20,0 1 2 3 4 5 9 13 16 19 21 23 24 25 ] 25
I
25,0 1 1 2 2 3 6 8 10 12 13 15 15 16 | 16
30,0 0 1 1 2 2 4 6 7 8 9 10 11 11 1 11
35,0 0 1 1 1 2 3 4 5 6 7 7 8 8 1 8
40,0 0 0 1 1 1 2 3 4 5 5 6 6 [ 6
] . ” . . ) _ . 7-PQ
Nimero de unidades de la muestra (n), con una poblacién infinita (N>100.000), para un nivel de confianza del 99,7% (z=3) y diferentes = _x
valoresde Py Q. e’
Valorsde PiQen % (P +Q=100)
Margen de|[ P= 1 2 3 4 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
error (e)] Q= 99 98 97 96 95 90 85 80 75 70 65 60 55 50
0,1 89.100 176.400 261.900 345.600 427.500 810.000 1.147.500 1.440.000 1.687.500 1.890.000 2.047.500 2.160.000 2.227.500 2.250.000
0,2 22.275 44.100 65.475 86.400 106.875 202.500 286.875 360.000 421.875 472.500 511.875 540.000 556.875 4 562.500
0,3 9.900 19.600 29.100 38.400 47.500 90.000 127.500 160.000 187.500 210.000 227.500 240.000 247.500 I 250.000
0,4 5.569 11.025 16.369 21.600 26.719 50.625 71.719 90.000 105.469 118.125 127.969 135.000 139.219 | 140.625
0,5 3.564 7.056 10.476 13.824 17.100 32.400 45.900 57.600 67.500 75.600 81.900 86.400 89.100 |  90.000
I
0,6 2.475 4.900 7.275 9.600 11.875 22.500 31.875 40.000 46.875 52.500 56.875 60.000 61.875 | 62.500
0,7 1.818 3.600 5.345 7.053 8.724 16.531 23.418 29.388 34.439 38.571 41.786 44.082 45.459 45.918
0,8 1.392 2.756 4.092 5.400 6.680 12.656 17.930 22.500 26.367 29.531 31.992 33.750 34.805 1 35.156
0,9 1.100 2178 3.233 4.267 5.278 10.000 14.167 17.778 20.833 23.333 25.278 26.667 27.500 27.778
1,0 891 1.764 2619 3.456 4.275 8.100 11.475 14.400 16.875 18.900 20.475 21.600 22.275 22.500
15 396 784 1.164 1.536 1.900 3.600 5.100 6.400 7.500 8.400 9.100 9.600 9.900 !
2,0 223 441 655 864 1.069 2.025 2.869 3.600 4.219 4.725 5.119 5.400 5.569 |
2,5 143 282 419 553 684 1.296 1.836 2.304 2.700 3.024 3.276 3.456 3.564 | 3.600
3,0 99 196 291 384 475 900 1.275 1.600 1.875 2.100 2275 2.400 2475 1 2.500
3,5 73 144 214 282 349 661 937 1.176 1.378 1.543 1.671 1.763 1.818 | 1.837
|
4,0 56 110 164 216 267 506 717 900 1.055 1.181 1.280 1.350 1.392 1.406
4,5 44 87 129 171 211 400 567 711 833 933 1.011 1.067 1.100 1 1111
5,0 36 71 105 138 171 324 459 576 675 756 819 864 891 1 900
6,0 25 49 73 96 119 225 319 400 469 525 569 600 619 625
7,0 18 36 53 71 87 165 234 294 344 386 418 441 455 : 459
8,0 14 28 41 54 67 127 179 225 264 295 320 338 348 | 352
9,0 11 22 32 43 53 100 142 178 208 233 253 267 275 1 278
10,0 9 18 26 35 43 81 115 144 169 189 205 216 2231 225
15,0 4 8 12 15 19 36 51 64 75 84 91 96 29 1 100
20,0 2 4 7 9 11 20 29 36 42 47 51 54 56 | 56
25,0 1 3 4 6 7 13 18 23 27 30 33 35 36 : 36
30,0 1 2 3 4 5 9 13 16 19 21 23 24 25 1 25
35,0 1 1 2 3 3 7 9 12 14 15 17 18 18 18
40,0 1 1 2 2 3 5 7 9 11 12 13 14 14 I 14
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Determinacién del margen de error (e), segun el tamafio de la muestra (n)y diferentes valoresde Py Q, para un e=7. E
nivel de confianza del 95,5% (z=2) con una poblacién infinita (N>100.000) n
Valorsde PiQen %(P+Q=100)
Tamafio de la| P= 1 2 3 4 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
muestra (n)| Q= 99 98 97 96 95 90 85 80 75 70 65 60 55 50
25 4,0 56 6,8 78 8,7 12,0 14,3 16,0 17,3 18,3 19,1 19,6 199 1 20,0
50 2,8 4,0 4,8 55 6,2 8,5 10,1 11,3 12,2 13,0 13,5 13,9 14,11 141
75 2,3 3,2 3,9 4,5 50 6,9 8,2 9,2 10,0 10,6 11,0 11,3 115 1 115
100 2,0 2,8 3,4 3,9 4,4 6,0 71 8,0 8,7 9,2 9,5 9,8 99 ! 100
150 1,6 2,3 2,8 3,2 3,6 4,9 58 6,5 71 75 7.8 8,0 81 : 8,2
200 1,4 2,0 2,4 2,8 3,1 4,2 50 57 6,1 6,5 6,7 6,9 7,0 : 7,1
250 1,3 1,8 2,2 2,5 2,8 3,8 4,5 51 55 58 6,0 6,2 63 ] 63
300 1,1 1,6 2,0 2,3 2,5 3,5 4,1 4,6 50 53 55 57 571 58
400 1,0 1,4 1,7 2,0 2,2 3,0 3,6 4,0 4,3 4,6 4,8 4,9 501 50
500 0,9 1,3 15 1,8 1,9 2,7 3.2 3,6 3,9 41 43 4.4 4.4 : 45
600 0,8 1,1 1,4 1,6 1,8 2,4 2,9 33 3,5 3,7 3,9 4,0 4,1 : 4,1
800 0,7 1,0 1,2 1,4 1,5 2,1 2,5 2,8 3,1 3,2 3,4 3,5 3,5 | 3,5
1.000 0,6 0,9 1,1 1,2 1,4 1,9 2,3 2,5 2,7 2,9 3,0 31 31, 32
1.200 0,6 0,8 1,0 1,1 1,3 1,7 2,1 2,3 2,5 2,6 2,8 2,8 291 29
1.500 0,5 0,7 0,9 1,0 1,1 15 1,8 2.1 2,2 2,4 2,5 2,5 261 26
——————————————————————————————————————————— L &
2.000 0,4 0,6 0,8 0,9 1,0 1,3 1,6 1,8 1,9 2,0 21 2,2 22 1
2.500 0,4 0,6 0,7 0,8 0,9 1,2 1,4 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0 20!
3.000 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 1,1 1,3 15 1,6 1,7 1,7 1,8 1,8 ! 1,8
4.000 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,9 1,1 1,3 1,4 1,4 1,5 1,5 1,6 : 1,6
5.000 0,3 0,4 0,5 0,6 0,6 0,8 1,0 11 1,2 1,3 1,3 1,4 14, 14
I
7.500 0,2 0,3 0,4 0,5 0,5 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,1 1,1 1,11 1,2
10.000 0,2 0,3 0,3 0,4 0,4 0,6 0,7 0,8 0,9 0,9 1,0 1,0 101 10
15.000 0,2 0,2 0,3 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,7 0,7 0,8 0,8 08! 08
25.000 0,1 0,2 0,2 0,2 0,3 0,4 0,5 0,5 0,5 0,6 0,6 0,6 06! 06
50.000 0,1 0,1 0,2 0,2 0,2 0,3 0,3 0,4 0,4 0,4 0,4 0,4 04V 04
Determinacién del margen de error (e), segun el tamafio de la muestra (n)y diferentes valoresde Py Q, para un e=7 E
nivel de confianza del 99,7% (z=3) con una poblacién infinita (N>100.000) n
Valorsde PiQen %(P+Q=100)
Tamafio de la| P= 1 2 3 4 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
muestra (n)| Q= 99 98 97 96 95 90 85 80 75 70 65 60 55 50
25 6,0 8,4 10,2 11,8 13,1 18,0 21,4 24,0 26,0 27,5 28,6 29,4 29,8 1 30,0
50 4,2 59 7,2 8,3 9,2 12,7 15,1 17,0 18,4 19,4 20,2 20,8 211 1 21,2
75 3,4 4,8 59 6,8 7,5 10,4 12,4 13,9 15,0 15,9 16,5 17,0 172 1 173
100 3,0 4,2 51 59 6,5 9,0 10,7 12,0 13,0 13,7 14,3 14,7 14,9 ! 15,0
150 2,4 3,4 4,2 4,8 53 7,3 8,7 9,8 10,6 11,2 11,7 12,0 12,2 : 12,2
200 2,1 3,0 3,6 4,2 4,6 6,4 7,6 8,5 9,2 9,7 10,1 10,4 10,6 : 10,6
250 1,9 2,7 3,2 3,7 4,1 57 6,8 7,6 82 8,7 9,0 9,3 94 95
300 1,7 2,4 3,0 3,4 3,8 52 6,2 6,9 75 7,9 83 8,5 86 1 87
400 1,5 2,1 2,6 2,9 3,3 4,5 54 6,0 6,5 6,9 7,2 7,3 751 75
500 1,3 1,9 2,3 2,6 2,9 4,0 4,8 54 58 6,1 6,4 6,6 6,7 : 6,7
600 1,2 1,7 2,1 2,4 2,7 3,7 4,4 4,9 53 5,6 58 6,0 6,1 : 6,1
800 1,1 1,5 1,8 2,1 2,3 3,2 3,8 4,2 4,6 49 51 52 5,3 | 53
1.000 0,9 1,3 1,6 1,9 2,1 2,8 3,4 38 4,1 4,3 4,5 4,6 47 47
1.200 0,9 1,2 1,5 1,7 1,9 2,6 3,1 35 3,8 4,0 4,1 4,2 43 43
1.500 0,8 1,1 1,3 1,5 1,7 2,3 2,8 3,1 3,4 3,5 3,7 3,8 391 39
——————————————————————————————————————————— =
2.000 0,7 0,9 1,1 1,3 15 2,0 2,4 2,7 2,9 31 3.2 33 33 1 4
2.500 0,6 0,8 1,0 1,2 1,3 1,8 2,1 2,4 2,6 2,7 2,9 2,9 30!
3.000 0,5 0,8 0,9 1,1 1,2 1,6 2,0 2,2 2,4 2,5 2,6 2,7 2,7 ! 2,7
4.000 0,5 0,7 0,8 0,9 1,0 1,4 1,7 1,9 21 2,2 2,3 2,3 2,4 : 2,4
5.000 0,4 0,6 0,7 0,8 0,9 1,3 1,5 1,7 1,8 1,9 2,0 21 21, 21
1
7.500 0,3 0,5 0,6 0,7 0,8 1,0 1,2 1,4 1,5 1,6 1,7 1,7 1,71 1,7
10.000 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,9 1,1 1,2 1,3 1,4 1,4 1,5 151 15
15.000 0,2 0,3 0,4 0,5 0,5 0,7 0,9 1,0 11 11 1,2 1,2 121 12
25.000 0,2 0,3 0,3 0,4 0,4 0,6 0,7 0,8 0,8 0,9 0,9 0,9 09! o9
50.000 0,1 0,2 0,2 0,3 0,3 0,4 0,5 0,5 0,6 0,6 0,6 0,7 07V 07
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3.6. Relacion entre el tamano de la muestra, de la poblacion y del error

Finalmente incluimos un apartado con un analisis ilustrativo de las relaciones que dan
entre el tamafio de la muestra y el tamafio de la poblacion asi como entre el tamafio de
la muestra y el error muestral.

En el primer caso una representacion grafica del tamafio de la muestra en funcién del
tamafio muestral (Grafico 111.4.18) dibuja una curva que pasa por el origen de
coordenadas con un comportamiento asintético que nos pone de manifiesto una
relacién directa y un comportamiento creciente (a medida que aumenta el tamafio de
la poblacién necesitamos mas muestra para un determinado nivel de error muestral)
pero no es un comportamiento de proporcionalidad, de crecimiento lineal. Al inicio,
con poblaciones pequefias, se requiere un nimero importante de elementos de la
muestra, y a medida que crece el tamafio poblacional los elementos muestrales
requeridos crecen notablemente, pero a pattit de un determinado N los incrementos
son cada vez mas reducidos, hasta llegar a un momento en que los aumentos de N no
producen aumentos en el tamafio de la muestra. A partir de entonces la poblacién es
infinita.

Grafico I11.4.18. Relacion entre el tamano de la muestra y el tamano de la poblacion
Poblaciones finitas, e=2%, z=2, P=Q=50%
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En particular, al pasar de una poblacién 1 a 1000 la muestra necesaria pasa de 1 a 714,
mientras que de 1000 a 2000 tan sélo necesitamos aumentar la muestra en 397, y de
2000 a 3000, el aumento es de 253, progresivamente la necesidad de nuevos elementos
en la muestra disminuye hasta estabilizarse a partir de 100.000 individuos.

Un comportamiento similar se da entre el error muestral y el tamafio de la muestra en
el sentido de que tampoco se trata de una relacién proporcional lineal. Error y tamafo
tienen una relacion inversa, a medida que aumenta el tamafio muestral se reduce el
error. Pero el tamafio N es inversamente proporcional al cuadrado del error de
muestreo, lo que implica que cualquier pequefio incremento de unidades en la muestra,
cuando éstas son pequefas, producen un reduccién muy importante del error
cometido, pero llega un momento en que las reducciones son cada vez mas pequenas
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de modo que reducciones minimas del error suponen incrementos muy elevados del
tamafio de la muestra.

Grafico 111.4.19. Relacion entre el tamafio de la muestra y el margen de error.
Poblacion infinita, z=2, P=Q=50%
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En particular, al pasar de un tamafio de 1 a 100 se reduce el error del 100% al 10%,

una reduccién de 90 puntos porcentuales, pero al pasar de 100 a 200, la reduccion es
tan solo del 3%.

4. Contraste de hipoétesis

La inferencia estadistica es el ejercicio de extrapolar un resultado obtenido en una
muestra a toda la poblaciéon. Hasta ahora hemos visto un tipo de problema de la
inferencia estadistica: la estimacién puntual de parametros mediante intervalos de
confianza. Se trataba de determinar el error estadistico asociado a la estimacién de una
media o de una proporcioén y, vinculado a ello, también la cuestion de la determinacion
del tamano de la muestra para efectuar estas estimaciones. En todos estos casos hemos
razonado desde el estadistica inferencial para dar significacion y precision a los
resultados de estos calculos. Pero existen otros tipos de cuestiones y resultados que
requieren asimismo un razonamiento inferencial y que son fundamentales en la
investigacion cientifica. Nos referimos a las pruebas estadisticas destinadas a contrastar
o validar hipétesis.

Una hipétesis no es mas que una afirmacién o enunciado fundamentado que se
establece provisionalmente como respuesta a una problematica de investigacion. Las
hipétesis estan formadas por conceptos que se relacionan entre si, y estan destinadas
a orientar la investigacion. Las hipétesis pueden ser desde generales y tedricas hasta
concretas y operativas. Aqui nos referiremos a las hipotesis estadisticas, que son la
expresion concreta de hipotesis operativas de investigacion.

El contraste de hipétesis estadisticas se plantea cuando queremos inferir, a partir de
una muestra, un enunciado poblacional. Se trata, por tanto, de determinar si, en
términos de probabilidad, podemos aceptar o no una determinada hipotesis referida a
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una caracteristica de la poblaciéon con los datos obtenidos en una muestra. El contraste
mide la probabilidad de que un determinado resultado de un calculo realizado en la
muestra (el valor del estadistico muestral) sea fruto del azar y no significativo para
extrapolarlo al conjunto de la poblacién, o, por el contrario, el resultado sea
significativo y generalizable a la poblacion a la que se refiere.

Las hipotesis estadisticas se formulan en términos de una doble distincién: la hipotesis
nula y la hipétesis alternativa. La hipétesis nula (Ho) afirma una determinada
caracteristica, comportamiento o valor de la poblacién, mientras que la hipdtesis
alternativa (Ha) niega la anterior, es decit, no se da esta caractetistica, comportamiento
o el valor es diferente, mayor o menor.

Todo contraste de hipotesis implica tomar la decision sobre si hay evidencias
significativas para rechazar la hipétesis nula y, por tanto, considerar como buena la
hipétesis alternativa, o bien no hay evidencias significativas para rechazarla, no
podemos falsarla, y nos tenemos que quedar con la hipétesis nula. La decision se toma
siempre en términos de probabilidad, es lo que llamaremos como nivel de significacion
del contraste. La significacién mide la probabilidad de obtener un valor del estadistico
mas extremo o igual que el obtenido en la muestra si la hipotesis nula es cierta: si supera
determinado nivel, por ejemplo, como es habitual, considerando el nivel 0,05, entonces
aceptaremos la hipétesis nula; si no supera este nivel, entonces, rechazaremos la
hipétesis nula y aceptaremos la alternativa, puesto que consideramos que la
probabilidad de obtener un valor como aquel es muy pequefia.

Ahora bien, cuando tomamos una decision en un contraste, podemos correr el riesgo
de equivocarnos. En estadistica se definen formalmente dos tipos de errores en el
contraste de hipotesis:

— Elerror de tipo I, con la probabilidad asociada &, que se comete cuando se rechaza
la hipétesis nula y era cierta. Se concluye que la prueba estadistica era significativa
pero en realidad no lo era.

— Elerror de tipo 11, con la probabilidad asociada £, el que se comete cuando no se
rechaza la hipdtesis nula y era falsa. Se concluye que la prueba estadistica no era
significativa pero en realidad si lo era. asociada 1-f se conoce como el poder o
potencia del test.

Estas son las diferentes situaciones que nos podemos encontrar en un contraste:

Decision estadistica
Se acepta Hy | No se acepta Hy
Es cierta Hy Correcta Error Tipo 1
Es falsa Hy | Error Tipo I1 Correcta

Realidad

En la practica, solo controlamos que la probabilidad & del error de tipo I sea pequena.
Esto crea una asimetria entre las dos hipotesis: cuando hacemos un test, miramos si
hay evidencias significativas para rechazar la hipo6tesis nula. Si no hay evidencias, no la
podemos rechazar y aceptamos como cierta la hipdtesis nula, aunque eso no quiere
decir que se haya demostrado que sea cierta; simplemente no hay evidencias de que sea
falsa.
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El contraste de hipdtesis da lugar a la realizacién de un test o prueba estadistica cuyo
resultado determina el rechazo o no de la hipétesis nula. Hay una amplia variedad de
pruebas que nos permiten contrastar hipétesis, de hecho, cualquier resultado de un
analisis de datos estadisticos tiene implicado algiin contraste de hipétesis con la prueba
correspondiente que da significacion al resultado.

Los contrastes de hipdtesis pueden plantearse en relacioén a un solo parametro de una
poblacién, con parametros de dos poblaciones o de mas de dos. A partir del proximo
capitulo veremos cémo van apareciendo cuando se plantean diversas hipotesis
relacionales entre dos o mas variables: cuando se comparan dos medias poblacionales
o mas de de dos, cuando se determina la asociacién entre dos variables cualitativas,
cuando se establece la significaciéon de un coeficiente en un analisis de regresion, etc.

Todos los contrastes de hipotesis se basan en las distribuciones de probabilidades de
los estadisticos. En los contrastes veremos que estas distribuciones se basan en la
normal, en la t de Student, en la F de Fisher-Snedecor o en la distribucién de Chi
cuadrado.

Para realizar el contraste de una hipétesis estadistica siempre se sigue el procedimiento

siguiente:

1. Formulacién de la hipoétesis.

2. Cilculo del valor del estadistico muestral.

3. Determinacién de la significacion.

4. Decision sobre la significacion del estadistico, aceptando o rechazando la hipétesis
nula.

De hecho se trata de un procedimiento cuya aplicacién es muy mecanica y
habitualmente se limita a ver si el valor de la probabilidad es menor o igual a 0,05 (es
significativo —existe diferencia entre los valores testeados—) o por encima (no es
significativo —no hay diferencia entre valores testeados—), a partir del dato que nos
proporciona el software estadistico en una tabla.

Cuando en una prueba estadistica se utiliza la distribucién de probabilidad de la
poblacién considerada, se dice que la inferencia o la prueba es paramétrica, cuando se
hace uso exclusivamente de la muestra, la prueba es no paramétrica.

Para acabar este capitulo veremos dos pruebas estadisticas sencillas destinadas a
establecer la significaciéon de una media y de una proporcion.

4.1. Prueba estadistica de una media

El propésito de la prueba estadistica es evaluar, a partir de una muestra escogida al
azar, si la media muestral X es igual o no a un cierto valor poblacional y que se
considera como un comportamiento tedrico dado. Para dar cuenta de la prueba
sigamos los cuatro pasos que hemos comentado.
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1. Formulacion de la hipotesis.
El test de una sola media establece como hipdtesis nula que la media muestral es igual
a la poblacional, lo que implica que la diferencia entre X y £ es pequena y se debe a
un efecto aleatorio por el hecho de haber escogido esta muestra al azar, y como
alternativa que ambas medias difieren suficientemente como para que se deba a una
fluctuacion aleatoria. Las hipotesis nula y alternativa se expresan formalmente en los
términos siguientes:

Ho: 1=1wo

Ha: 110

Es decir, si la media poblacional es un determinado valor o (hipétesis nula Ho) o bien
es un valor distinto (hip6tesis alternativa Ha). Si es un valor distinto no establecemos
si es mayor o menor, por ello el contraste se denomina a dos colas pues no afirmamos,
en el caso de que no sea igual, si el valor de la media es superior (positivo) o inferior
(negativo).

Alternativamente podriamos formular un contraste a una sola cola afirmando bien que
el valor de la media poblacional sera mayor o menor a uno dado:

Ho: u<uo Ho: p>uo0
Ha: 1> o Ha: u<uo

Consideremos como ejemplo ilustrativo el caso de la asistencia media al cine durante
el afio, tomando como indicador el nimero de veces que se asistié a una sala de cine.
Segun los datos mas recientes disponibles del sector audiovisual la media de asistencia
es de 2,5 veces al aflo. Realizamos una encuesta sobre habitos y practicas culturales y
obtenemos que la media obtenida en una muestra de 2.000 personas es de 2,8. Nos
preguntamos si este valor muestral difiere significativamente del dato poblacional, y
establecemos la hipétesis de que difieren y que se esta produciendo un aumento de la
asistencia como resultado de la recuperacion de la crisis.

2. Calculo del estadistico muestral.

Para realizar el contraste de la hipétesis planteada debemos calcular el estadistico

estableciendo la forma de la distribuciéon del mismo. En este caso el estadistico

compara dos valores, la media muestral X y la media poblacional z, evaluando si son

iguales, o lo que es lo mismo, si su diferencia X — z¢ es cero. La forma de la distribucion

de este estadistico es la distribucién normal o la distribucion t de student, que depende

de la situacion:

— Con muestras pequefias y conociendo la varianza poblacional as{ como con
muestras grandes (a partir de 30 casos) se considera que la distribucién es normal:

_Xou _X-p

e Ecuacion 41
% T

Donde o es el error tipico del estadistico de la media, e igual a % sila desviacion

z

tipica poblacional es conocida, o bien igual a % si la muestra es grande y se usa

la desviacion tipica muestral.
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— Si la muestra es pequena y la varianza poblacional es desconocida entonces se

considera: la distribucion de la t de student y el error tipico S; toma en cuenta la

desviacién tipica muestral %

X—u X—u
t= S— = S— Ecunacion 42
< IR

En nuestro ejemplo se trata de valorar si la diferencia entre X=2,8 y ©=2,5,
X—u1=0,3, es estadisticamente significativa, es una diferencia que se puede
extrapolar a la poblaciéon. Como el tamafio de nuestra muestra es muy grande, 2.000
individuos, podriamos considerar que el estadistico sigue una distribuciéon normal, si
bien dado el tamafio muestral el valor no diferira del calculo con un estadistico t 19.
Del estudio sabemos que la desviacion tipica muestral de la variable, del numero de
veces que se ha ido al cine, es de 0,8. Con estos datos construimos el valor del
estadistico t:

—X,u 2,8-2,5

/ Jn /2000

A este mismo resultado podriamos llegar con el software SPSS si dispusiéramos de la
variable en una matriz de datos, aplicando el procedimiento de contraste de una media
implementado en el software estadistico. Para ello se ejecuta el procedimiento del
menu Analizar / Medias / Prueba t para una muestra, donde se trata de elegir la
variable de la que se calcula la media y la desviacién, pasandola al recuadro de la
derecha, y que se comparara con el Valor de prueba 2,5:

Variables de prueba:
Opciones...

=16, 766

& Ponderacion & Cine
otstrap...
Valor de prueba:
[ Aceptar ][ Pegar ][Besiah.lecer][ Cancelar ][ Ayuda ]

En opciones no es necesario especificar nada, consideraremos el valor por defecto del
95% de nivel de confianza.

@ Prueba T para una muestra: Opciones M

Porcentaje del intervalo de confianza: %
Valores perdidos

® Excluir casos segin andlisis
© Excluir casos segun lista

[Com:inua.r] [ Cancelar ] [ Ayuda ]

16 Como vimos, a medida que aumenta el tamafio de la muestra la distribucién t se va aproximando a la normal.
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Tras ejecutar el procedimiento se obtiene este resultado:

Estadisticas de muestra tnica

Media de
Desviacidn error
M Media estandar estandar
Cine 16000 28000 80000 00653
Prueba de muestra iinica
Valor de prugha= 2.5
95% de intervalo de confianza
Diferencia de de la diferencia
t al Sig. (hilateral) medias Inferior Superior
cine |\ 16766/ 13as [\ 000/ 30000 2649 3351

3. Determinacion de la significacion.

Establecida la hipétesis y calculado el estadistico se trata, en tercer lugar, de valorarlo
en términos de probabilidad para determinar posteriormente si es significativo: si la
diferencia observada es relevante o no. La probabilidad asociada al valor del estadistico
t se puede consultar en una tabla tedrica (que se puede obtener también con el software
estadistico) o mediante los resultados que se obtienen con el software estadistico donde
ademas del valor del estadistico que vimos antes nos proporciona la probabilidad
asociada y otros datos de interés.

En el primer caso el valor t=16,766, con v=n-1=2000-1=1999 grados de libertad,
determina una probabilidad acumulada del 100% pricticamente, dejando un 0% a la
derechal’:

-/ /—
0 1,96 16,766

Como realizamos un contraste a dos colas esa probabilidad debe aplicarse al extremo
derecho y el izquierdo:

17 Este valor se puede obtener ejecutando la instruccién de SPSS: COMPUTE p=CDF.T (16.766,1999).
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pero como es practicamente cero se concluye igualmente que la probabilidad asociada
a la hipotesis nula es inexistente.

Este mismo resultado se puede observar en los resultados obtenidos con el SPSS,
donde la probabilidad de 0,000, es decir, de 0 a 3 decimales, es la significacién en un
contraste bilateral o a dos colas.

4. Decision sobre la significacion del estadistico.

Con este resultado nos queda finalmente extraer la conclusion de la prueba aceptando

o rechazando la hipdtesis nula. Bien sencillo:

— Si la probabilidad es mayor a 0,05 (sig. = 0,05) se acepta la hipétesis nula, nuestra
media muestral, 2,8, no difiere de la media poblacional, 2,5.

— Sila probabilidad es menor o igual a 0,05 (sig. < 0,05) se rechaza la hipétesis nula,
y se concluye que nuestra media muestral, 2,8, difiere significativamente de la media
poblacional, 2,5.

Como en nuestro caso la probabilidad observada es de 0,000, menor a 0,05,
concluimos que podemos rechazar la hipdtesis nula y afirmamos que las medias
difieren, o afirmamos que las diferencias son significativas, por tanto, que se produce
un aumento en la asistencia al cine en la actualidad.

En términos formales la prueba estadistica considera el valor de significacion «,
habitualmente con a=0,05, y se plantea en estos términos!8:

Si Pr(to) > & aceptamos la hiptesis nula, es igual a la media poblacional.
Si Pr(to) < a rechazamos la hip6tesis nula, no es igual a la media poblacional.

También se podria plantear en términos de los valores del estadistico:

Si to <t aceptamos la hipétesis nula, es igual a la media poblacional.
Si to >t rechazamos la hipdtesis nula, no es igual a la media poblacional.

Donde t es un valor teérico que se fija, considerando una probabilidad o nivel de

significacién de @=0,05 y considerando los grados de libertad v=n-1 de cada caso, si
bien cuando el tamafio de la muestra es muy grande, a partir de un valor superior a
120, este valor se corresponde con el de la normal, 1,96. En este caso, por tanto, todo
valor observado del estadistico superior a 1,96 implica rechazar la hipdtesis nula,
conclusion a la que llegamos en nuestro ejemplo pues: 16,766>1,96.

Nuestra estimacion muestral difiere de la poblacional en tres décimas porcentuales:
X—pu= 2,8—2,5=0,3. Como se trata de una estimaciéon puntual podemos construir

su intervalo de confianza a partir de la diferencia entre las medias, el valor 0,3, y
sumando y restando el margen de error, donde consideramos una t=1,96: que
corresponde a un nivel de confianza del 95% a dos colas:

X+t-s, =0,3i1,96-0’y2000 —0,3+0,0351

Btyesla expresion del estadistico observado con los datos de la muestra.
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Por tanto, el intervalo [0,2649, 0,3351]. Estos mismos resultados se obtienen con el
software SPSS.

El intervalo no contiene el valor cero indicando que la diferencia entre la media de la
muestra y la de la poblacién no es cero, que es una diferencia significativamente distinta
de cero. Para el calculo del intervalo, el valor de la t que aparece es el que corresponde
a la distribucion tedrica de t de student considerando un nivel de confianza del 95% y
1999 grados de libertad en un contraste a dos colas (donde hay que buscar el valor
correspondiente a una probabilidad de @=0,025, ver Anexo I), es decit, el valor 1,96,
que coincide con el valor Z de la normal.?”

La tabla tedrica proporciona el valor acumulado, que para el 97,5% del area se
representa de esta forma donde solo aparece una cola:

/

1-0=0,975

a=0,025

/

1,96

En nuestro caso consideramos dos colas y el 95% del area (que implica un 5% de
significacion, es decir, 0,05, que repartido entre las dos colas es 0,025) el intervalo se
situara entre el —1,96 y el 1,96:

—1,96 1,96

A pesar de que hemos dedicado cuatro paginas a dar cuenta de este contraste de
hipétesis, en resumidas cuentas, se trata de cuatro pasos sencillos:

Formulacién de la hip6tesis: la media muestral 2,8 difiere de la poblacional 2,5.
Calculo del valor del estadistico muestral: una t de student con to=16,77.
Determinacion de la significacion: la probabilidad asociada es 0,000.

Decision sobre la significacion, aceptando o rechazando la hipétesis nula: como

e

0,000 < 0,05 rechazamos la hipétesis nula y concluimos que la media muestral
difiere del valor teérico poblacional.

19 Este valor se puede obtener ejecutando la instruccién de SPSS: COMPUTE t=IDF.T(0.975,1999).
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4.2. Prueba estadistica de una proporcion

Aqui de nuevo se plantea una prueba estadistica similar, se trata de saber si la
proporcién muestral P se corresponde con la proporcion P de la poblaciéon que se
considera como un comportamiento teérico dado. La proporcidn es un caso particular
de media como vimos y la estimacién de una proporciéon poblacional también se
comporta como una normal (con muestras suficientemente grandes, siempre que
NXpP=5) que nos ayudard a determinar si la proporcién muestral, a pesar de diferir de
la teorica, se debe a las fluctuaciones del azar, generando diferencias no significativas,
o bien obedece a una diferencia cierta. Aplicamos el contraste en las cuatro etapas que
hemos visto.

1. Formulacion de la hipotesis.

En general se establece como hipdtesis nula que la proporciéon muestral es igual a la
poblacional, lo que implica que la diferencia entre P y P es pequefa y se debe al azar
de la muestra elegida, y como alternativa que ambas proporciones difieren
suficientemente como para que se deba al azar:

Ho: P=Po
Ha: P£Po

Para ilustrar la prueba estadistica podemos tomar como ejemplo la estimacion del nivel
de abstencion de las proximas elecciones, después de que en las celebradas unos pocos
meses antes no condujeron a la formaciéon de un gobierno y tuvieron que convocarse
de nuevo. En estas condiciones nos preguntamos si el nivel de abstencionismo sera
similar al de las ultimas elecciones o bien sera distinto. También podriamos matizar
nuestra hipotesis afirmando que cabe esperar un mayor nivel de abstencién. Sabemos
que el porcentaje de personas que se abstuvieron en las pasadas elecciones fue del 30%.
Realizamos un sondeo preelectoral a una muestra representativa de 1.000 personas con
derecho a voto y obtenemos un porcentaje de abstencionistas del 31%. Cabe plantearse
pues si nuestro resultado nos indica que aumenta el nivel de abstencién o por el
contrario el cambio no es significativo y se deben a fluctuaciones aleatorias. Por tanto,
se plantean en este caso las hipotesis nula y alternativa siguientes:

Ho: P=30%
Ha: P£30%

2. Calculo del estadistico muestral.

Si la proporcion muestral P pertenece al intervalo de probabilidad tedrico se considera
que la diferencia entre P y P no difieren significativamente, mas alla de una vatiacién
aleatoria. En ese caso no se rechaza la hipétesis nula. En caso contrario, si la
proporcién observada en la muestra P se sitda fuera del intervalo, se considera que la
diferencia entre P y P es significativa y se acepta la hipétesis alternativa.

Para efectuar esta comparacion calculamos el estadistico z:
p-P p-P

VA .,
Ecuacion 43
S, py
n
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En nuestro ejemplo:

- 0,32-0,30

\/p/ \/0307000_’

3. Determinar la significacion.

La probabilidad asociada al valor observado de z=1,38 de la normal, la N(0,1) es
0,91621 segun la tabla de la normal (Tabla II1.4.6). Es decir, el valor 1,38 deja a su
derecha un area del 8,38%, esto es, la probabilidad de obtener un valor del estadistico
mas extremo o igual que el obtenido en la muestra si la hipotesis nula es cierta es de

0,0838:

1,38

Como estamos realizando un contraste a dos colas, este valor de probabilidad debemos
multplicatlo por dos, es decit, 0,1676 y plantear el test en estos términos:

138 138

Por tanto, la probabilidad asociada al estadistico es 0,1676.

4. Decision sobre la significacion del estadistico.
El contraste de la hipdtesis se establece en los siguientes términos:

Si Pr(z) 2 a aceptamos la hip6tesis nula, es igual a la proporcion poblacional.
Si Pr(z) < a rechazamos la hip6tesis nula, no es igual a la propotcion poblacional.

Considerando el nivel de significacién habitual @=0,05, como hemos obtenido una
probabilidad supetior: 0,1676>0,05, concluimos que debemos aceptar la hipdtesis
nula?’. En otras palabras, la probabilidad de que se dé la hip6tesis nula es 0,1676, un
valor que se considera muy alto y nos conduce a no poder rechazarla, por lo que el
31% de abstencionismo obtenido en nuestra muestra es equivalente al 30% vy, en
consecuencia, cabe esperar un nivel de abstencionismo similar en las préxima
convocatoria electoral.

20 .o mismo se podria concluir afirmando que el valor 1,38 es inferior a 1,96.
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4.3. Razonamiento estadistico de una prueba de hipotesis

Cualquier prueba de hipétesis, como lo acabamos de ver, se plantea en términos de
dos afirmaciones: la hipdtesis nula y la hipétesis alternativa. Sabiendo la distribucion
teorica del estadistico que permite realizar el contraste de hipotesis obtenemos un valor
al cual se le asocia una probabilidad. Cuando esta probabilidad es inferior a 0,05
concluimos que la prueba es significativa se acepta la hipdtesis alternativa.

El Grafico 111.4.20 ilustra el razonamiento estadistico que se realiza. Tomamos el
ejemplo de la estimacion de la proporcién que vimos en el apartado anterior. Sabiendo
que el estadistico de la proporcion se distribuye como una normal se considera el
intervalo de probabilidad (flecha doble de color negro) que se construye a partir de la
proporcién poblacional P (marcada con una redonda o circulo negro) y los distintos
valores muestrales que dan lugar, en cada muestra, a un valor distinto estimado P (se
presentan en el grafico 4 muestras con diferentes valores de p marcados con una
redonda o circulo granate). Esta variabilidad de posibles valores se expresa en términos
de unidades de desviacion, de desvios hacia la derecha y la izquierda que en el grafico
se expresan por €. En relacion a la proporcion poblacional se establece asi el intervalo
de probabilidad, en particular, sabiendo que en el 95% de las muestras estos valores se
sittan entre —1,96 y 1,96 unidades de desviacion, lo que en el grafico esta expresado
de forma genérica como P—e y P+e, marcando los limites del intervalo.

Cuando estimamos una proporcion en la muestra y este valor cae dentro del intervalo
de probabilidad (como en el casp de p de la primera muestra que aparece en el grafico)
significa que las diferencias entre el valor muestral y la proporciéon poblacional, p—P,
es pequefia, esto es, se considera que no es estadisticamente significativa. Todo valor
de P que se obtenga en cada posible muestra (redondas de color granate en el grafico)
es un posible valor que puede caer dentro del intervalo de probabilidad y se valorara
como igual al poblacional y se acepta la hipdtesis nula. En cambio si cae fuera de ese
intervalo querra decir que es diferente y se rechazarfa. Las muestras 1, 2 'y 3 dan lugar
a tres estimaciones que caen dentro del intervalo de probabilidad, coinciden con la
proporcién poblacional, son valores distintos porque se obtienen en muestras distintas
donde las diferencias se deben a las fluctuaciones del azar, pero no a verdaderas
diferencias. En cambio, la muestra 4 da lugar a un valor que se sitda fuera del intervalo
mostrando que no es igual a la proporcion poblacional.

Por otro lado, en cada posible muestra, obtenemos un valor concreto de P, y, sabiendo
que se distribuye normalmente, podemos construir un intervalo de confianza (flecha
doble de color azul) que se obtiene sumando y restando el margen de error €. Este
intervalo nos permite garantizar que en el 95% de los casos nuestra muestra contendra
la proporcién poblacional.
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Grafico I11.4.20. Representacion de una prueba de hipotesis
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Anexo I. Tabla de distribucion teorica de la t de Student

Probabilidades o (asociadas al valor critico en un contraste a una cola)

0,10 0,075 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001
3,078 4,165 6314 12,706 | 31,821] 63,657 318,309
1,886 2,282 2,920 4,303 6,965 9,925 22,327
1,638 1,024 2,353 3,182 4541 5,841 10,215
1,533 1,778 2,132 2,776 3,747 4,604 7173
1,476 1,699 2,015 2,571 3,365 4,032 5,893
1,440 1,650 1,043 2,447 3,143 3,707 5,208
1,415 1,617 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785
1,397 1,592 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501
1,383 1,574 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297
1,372 1,559 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144
1,363 1,548 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025
1,356 1,538 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930
1,350 1,530 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852
1,345 1,523 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787
1,341 1,517 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733
1,337 1,512 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686
1,333 1,508 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646
1,330 1,504 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610
1,328 1,500 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579
1,325 1,497 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552
1323 1,494 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527
1321 1,492 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505
1319 1,489 1,714 2,069 2,500 2,307 3,485
1,318 1,487 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467
1,316 1,485 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450
1,315 1,483 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435
1,314 1,482 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421
1,313 1,480 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408
1,311 1,479 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396
1,310 1,477 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385
1,309 1,475 1,694 2,037 2,449 2,738 3,365
1,307 1,473 1,691 2,032 2,441 2,728 3,348
1,306 1,471 1,688 2,028 2,434 2719 3333
1,304 1,469 1,686 2,024 2,429 2,712 3319
1,303 1,468 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307
1,302 1,466 1,682 2,018 2,418 2,698 3,296
1,301 1,465 1,680 2,015 2,414 2,692 3,286
1,300 1,464 1,679 2,013 2,410 2,687 3,277
1,299 1,463 1,677 2,011 2,407 2,682 3,269
1,299 1,462 1,676 2,009 2,403 2,678 3,261
1,296 1,458 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232
1,204 1,456 1,667 1,994 2,381 2,648 3,211
1,202 1,453 1,664 1,990 2,374 2,639 3,195
1,201 1,452 1,662 1,987 2,368 2,632 3,183
1,200 1,451 1,660 1,084 2,364 2,626 3,174
1,289 1,450 1,659 1,082 2,361 2,621 3,166
1,289 1,449 1,658 1,980 2,358 2,617 3,160
1,287 1,447 1,655 1,976 2,351 2,609 3,145
1,286 1,445 1,653 1,972 2,345 2,601 3,131
1,285 1,444 1,651 1,969 2,341 2,596 3,123
1,283 1,442 1,648 1,965 2,334 2,586 3,107
1,283 1,441 1,647 1,963 2,331 2,582 3,101
1,282 1,441 1,646 1,962 2,330 2,581 3,008
1,282 1,440 1,646 1,961 2,328 2,578 3,004
1,282 1,440 1,645 1,961 2,328 2,577 3,003
1,282 1,440 1,645 1,961 2,327 2,577 3,002
1,282 1,440 1,645 1,960 2,327 2,577 3,002
1,282 1,440 1,645 1,960 2,327 2,576 3,001
1,282 1,440 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090
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Cada valor de la tabla hace referencia al valor t que deja un area (probabilidad) a la
derecha del mismo, igual al valor de la columna:

Por ejemplo, el valor 1,963 se corresponde con la linea v=750 grados de libertad y la
columna de probabilidad o nivel de significacién a=0,025.

1-a=0,975

0=0,025
\i

1,963

Este valor es el que corresponde a un contraste a dos colas considerando una
significacion del 0,05, dejando a cada lado el 0,025:
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