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CONCEPTO DE ORDEN: OPUESIQ, PROPIC,; TOTAL, PARCTAL, ESTRICTO ¥

e

DIRIGIDO,
T e

X _..troducir un orden en un conjunto determinado es introducir una
relacion binaria transitiva, basta que sea transitiva para que se pueda con-
siderar como orden,

Esta relacidn binaria la denotaremos en la siguiente forma &) b
que se lee "a sigue a b".

Cumpliéndose que si a” b A b } c =) a > c. Que es la prg
@i& transitiva. Dar un orden es que sea conexo o no, @s decir que dados dos
pares de elementos del conjunto X podran estar o no en relacion, pero cuando
lo estan, es transitiva dicha relacion.

Por ejemplo, la divisibilidads a divide by en notacidn: a l b
en Z, podemos deeir que 4 sigue a 2 y a - 2, o sea que 4 es divisible por 2
y-zo

En cambioy el cero sigue a todos ya que ocualquier nimero multi=-
plicado por cero s ceroy, por lo tanto el cero es divisible por todos.

O sea que b | a ('Q divide a g._) podremos decir que a » b ocuando
a es divisible por b .

Hay orden trivial .-

V(asb) € X xX =) aRb este orden es triviael ya que da-
do cada par de elementos siempre estan en orden,

Orden ciroular.=-— b

No transitivo.=

Si digo b > a, cuando estd situado en
la circunferencia en un arco que es menor que 180°
en sentido directo, para podsr precisar cuando si=
gue O No, ¢
- © sea;, b M a y c > b en cambio ¢ no sigue a  sino al r¢
*
vés que a > c. A
Bjemplo: considero el ng igual ‘%, dste no es un drden en gens -
ral porque no es Iransitivo.

2/ TATA2 £ 242

Orden opuesto.=-

&g cuandoy a < b y diremos a precede b.

‘0 soay a<b(£)defb>a

No es evidente que siendo b }» a transitiva, la relacidn a < b,
también lo sea. BEs un teorema, pero cuya demostracidn que si a< b A D 23

a < cy os ficil de realizar basédndose en que es transitiva el orden de se~-
guir.

En el campo complejo C podemas dar el signiente ordens

Z, > Z, (Egdsf R(7,) ;:R(Zz) Es -transitivo,




Matn arq_o L 346 -

Si tengo Z ¥ Z,y ¥ la parte real
de Z, esta a la derecha de % o coincide con
2 ellay, diremos que Z1 >rZ

9T Pero pasa que Z, = Z, 3,2 > Ly
gin coincidir o sea que esta relaclon no es a~
simétrica. Bg decir se da que

z1>z2_/\z2>z1/\z29!z1

Otro ejemplo es ordenar los nimeros
complejos por su modulos

17 % (Sgee |%9] = |%2 ]

Es rdacidn binaria transitiva o sea que es un orden pero no es
asimétrico, porgue dos puntos en la misma circunferencia con centro en el
origen uno sigue al otro sin que coincidan,

Podemos aplicar una relacidn de equivalencia que convierte en a-
simétrico cualquier orden transitivo.

Podemos deciry que desde el punto de vista del primer orden, que
tomamosy en el campo complejo, todos los puntos que estan sobre la misma ver
tical son equivalentes.

0 analogamente en el segundo waso; todos los puntos que estén en
la misma circunferencia respecto a una definida proximidad al origen en va=
lor absoluto son tambien equivalentes.

Se puede demostrar gque:
(a=12) v (ah® Abpa

es relacién de equivalencia a E b o sea que establecida und Felacidn bina-
ria trangitiva; lo que hemos llamado orden, en un conjuntoX, log pares de
elementos que cumplen con la condicidn a la vez de ser o bien iguales, o bie
a >- b /A'b > a, son pares de elementos que estén en relacions .reflexiva, si-
métrica y transitiva, '

"

Entonces es relacidn de equivalencia.

Ve

Orden propio,
Es el que sea transitivo A asimétrico.
Dentro de estos Ordenes propios pueden sers
Reflexivo Ya =—=> a > a Ejemplo (>
Irreflexivo Va ::>a>4 a " (>)
y los que no sean ni reflexivos ni irreflexivos.

La propiedad asimétriosa, la significacidn que tiene en los orde—
nes reflexivo e irreflexivo es la siguiente, .

En sl pri.mero seris
ay>bAbra —> a=0D
En ¢l segundo seras

a>b —> b/%' a por definicidn de irreflexivo
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Orden estricto.-—

Es el que sea transitivo y tricotomico, donde

Lineal afb==>ay>bVb)a
tricotomico {::} Irreflexivo
AsimStrico

El orden ademas puede ser total, significa que sea transitivo
llneal, en el sentido de que cada dos elementos que no sean iguales siemp:
estén en relacidn.

Q también puede ser parcial, que sea siempre reflexivo y asim
trico; tambien transitivo. Significa que no todo par de elementos tiens q
estar en relacion.

La inclusidn de conjuntos es ejemplo de orden parcial, porque
gsiempre un conjunto esta contenido en otro. ;

También es la implicacion entre propoﬁ@ionas.
La divisibilidad da un orden parcial.
El orden total reflexivo es un caso particular del orden parc:

Orden dirigido.-

. Tiene 1% propie@ad de ser transitivo con tener propiedad de
rceccion o composicion también llamada de Hedth—Eedtk; que dice: Respecto
dos elementos,; aungue no scan comparablGS, siempre existe un tercer eleme:
que sigue a los dos.

& } B A G >‘? — > o ¥ transitivo
V(pB) e DxD =>1y€ D2 yra Ay B

Podemos comparar esto con una cuencaa fluvial, por ejemplo.

o

Para %y P no son comparables; pero cn
cambio hay posicidn 7y que siigue a Xy a B,

Tieno importancia en aplicacidn al oal
culo integrals

su
d pondremos dada :
///,fﬁﬁkk“\h__,,,///q una funcidn de- {/
terminada en
un intervalo

asb
'. . 4 ) i o ( ? )‘
a0 1 b . .
I i | . Y consideremos una §ubd1v
o‘ - - .
e ] B gion del intervalo de integracion.
a P b | | [ b )
! Pl
i } T b Entonces se comparan subd
: ] 1 . - - ' - .
! ) PR ;nl-i -y giones sucesivas en el sentido siguie
» . ) -
5 b se llamara refinamiento de una partic

aquella en que consarvando los puntos
subdivisidn de la 12 podremos agregar
t1ros.

Es un orden porgque cumple

L [ Sa——— S SS— SE———
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propiedad transitiva, entre refinamientos.

Ademés tiene la propiedad de direccidn, pues dada otra particiodn
por e jemplo B, puede considerarse oira ¥ que sea refinamiento de las dos pri
nmeras.

Ejemplo en las sucesiones que dependen de dos indices, m,n,
Diremos que:

S >S5 (=

mn, Mgy No j)def-m > m, A B >ng

es decir sean sucesiones doblese

Y ocurrira que dados dos elementos cualesquiera de la su0951on
doble por e jemplo, 2,7 con 3,5 siempre existe una tercera, tomando dos {ndi-
ces mayores que ambosy; que sigue a las dos.

Esto es también con conjunto dirigido segun los indices dobles,
que lo podemos generalizar a indices cualesquiera.

Igual ocurre con la inclusidn, siempre, dados dos conjuntos cua-
lesquicras; no tienen porque ser en general comparables.,

Pero tomando el vacio entre la familia de conjuntos, siempre exi
- -
te un tercero que esgita contenido en los dos.

. Igtfalmente en la divisibilidad, siempre existe un mﬁlti‘ﬁ%éﬁdel
minimo comin miltiplo, que es miltiplo de los dos.

A veces en lugar de tener un conjunto dirigide se tiene lo que 1
A - P
maremos una aplicacion dirigida, es:

m

p — R(0C) 3 v, E(86CT) Aaed

en

R, C significan la recta real (o el plano complejo) acabados o compactos.
Igualmente, en lugar de pomer u ; ponemos u(x) y sé;é

uﬁx) = x -+ X y
o '
Entonces podemos decir que, o si estd mas proximo a %y si
coincidir ocon él, para el concepto por eggm- )

plo de limite.

Y podréd resultar que aunque haya . ‘ . Xg .
dos gue no sean comparablesy; porque equ:r.d_ls-ben, g . 2
siempre habréd un tercero que se encontrarid mas 2 "0 1
proximo a x o’ el x3 por ejemplo.

Esto no permltlra estudiar unificadamente el concep‘to de 1limite «
las aplicaciones dirigidas que por egemplo comprendera el llmlte funcional
por la derecha, ¢ por la izquierda, segin sca la aproximacion que hayamos to
mado., .

CGOTLS Y hﬁTREMUS DE UN CONJUNTO x<T PrrCTaLbiwNDd ORDENADO.

-

hp £ X es 'Icr. elemento(mlnlmo) de X (= ) p VxEXp <
Cotas nniversales 1

uE€ X es Ultimo " (méximo) de X (=) Ve I=>x-

def
Por ejemplo:
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En la inclusidn de conjuntos, en gque I no es el conjun‘to total,
gino que es la familia de los subconjuntos del conjun-to total I,. Entonces
existe un primer elemento que es el conjunto vacio, porque como es compara-
ble con todos los demis. En cambio si son la familia de subconjuntos del con
,junto total, que es el H., tendremos que el total ,incluye a todos ellos, es
el Ultimo elemento, o elemento maximo en la relacidn de 1nclu51on.

En la divisibilidad entre nimeros hay un 1er.elemento, que es el
ne entero divisor de cualquier nlmero, que es el 1, O sea 1 divide a toda
ne az 1 |as

En camb:.o hay un numero entero gue es divisible por todo mimero
que es el cero, y éste es el dltimo elemento en la divisibilidad.

p'E X es minimal deK( def ﬁxe;{gx<p~af\x}gp! A x?tp=(siel or
den es total p' = p)

u'c % eg maximal deK(E)def g xeXsu'<x A u' #x (si total u' =

k =21 es cota inferior de X (g) X

def X _-:’}K"(x

=
K< I es cota superiordex (= )d,c,f eX =>x<K

Llamaremos imfimo : i a la codda inferior maxima, que se suele es
cribir en la forma siguiente ( infimo de X = infX ) o extremo inferior de
X = extr inf X = o = extr z{) E)d*f eés cota inferior maxima, si cumple
las dos condiciones ”

11) X &€ X =>1<zx con lo cual gignifica que es cota inferior

Fz) k 2z & K.--—-—)’ k{x =>k<1i, con lo cual vemos que es cota 1nfer10r
maxima.

En cambio:
Supremo S que se designa por (sup. X 0 extremo superior de X =

= extr supX = extr X ) es (E)def cota superior minima;, si cumple las dos pr
riedades.

JSJE) X € X ==>x < S cota superior

L 52) Ve £ esx<XK—=>8<K ocon lo que vemos que es cota supe-
; rior minima

y s . : —
. Por la ley as:.métrlca, en un orden propioc si existén los Se i s
unicos,

Supongamos; que hay dog supremos, S‘I ¥y 82 que se comportan como
tales con arreglo a lo dicho anteriormente.

3 Si 8, es supremo respecto a 8, que sera cota superior, se verifi.
caréd que S, < 82.

Decimos lo mismo con S.; o sea si S es supremo respecto a la co-
ta superior S 17 tendremos que S -< Sqe

Es decirs

[ = J—— _ F— .
8, < 5, A S2< S, =) 8, = S8, ©por la ley asimétrica.
Ejenplo.

Suponiendo que la X sea un subconjunto de los puntos racionales (
con la relacion =< que es un orden parcialy pueden o no existir la S o i.
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?
\1 + :) > n€ Hf

Vemos que la i existe y vale i = 2,

1l

Suponemos X

En cambio el supremo no existe en Q) pues en Res S =8 §é’ Qe

En R, recta_acabada y completa; o sea acabada en (= o < x =< +
+00) los Sy 4 de X C T existen siempre.

Batonces estas mismas definiciones se suclen dar en la forma si-
guientes '

Se llama i = inf X = gyiy X & un numero que cumple las dos
condiciones siguientes: T

11) TEX = i < x
I) i==-o0 V ¥ed>0 =>Jx€X I x <i+ ¢

0O sea i es cota inferior; porque para todo x estd a la izguierda
ahora bien, para un nimero e, el i +¢ ya no es cota inferior.

Se llama S = extremo superior deX = sup X cuando cumple las
condiciones:

S‘f) - xe X =>x=<8
Ls‘z) “S=+ 00 VVYedo=>dzxex 3 S-e<x

Q0 sea 5 es cota superior de £ pero cogiendo un € > Oy el S -~
ya no es cota superior.

Es la misma definicion que dimos antesg pero aplicada a la rela=
cidn "menor que,

Un con,]unto£ <R se llama acotado superiormen te cuando ( )def
1K &R 22X < [~ o

Un conjunto X @& R se llama acotado inferiormente - ( ) Jdk &R
LK CTr k, +o0 g
; ¢
Para demostrar que exisgten siempre el Sy e i, por ¢ jemplo el S,

pueden haber tres casos.

def

119) Que el conjunto X sdlo esté compuesto del ekemento ~0dy O S
£ = {—- =} entonces vemos, evidentemente, que ticne un supremo y un inféei:
Pior que son -0,

22) Que X no esté acotado superiormente, entonces S = + 0,

39) Supongamos que X esté acotado superiormente, y hagamos le si.
guienta olasificaciodn,
* : .
L = {K X E£[=~wyk ]} 4 d por hipotesis ya que hemos supuesto
que e sta acotado superiormente.

A=R-3" 4§

Entonces, en esta cortadura ol elemento de separacion es el supr
mo, Debido a la importameia dol supremo y del imfdémbor, ,algunos autores to-
‘man, sus ex:.stenclas como condicidn para introducir el nimero real, como por
ejemplo el algebra de Brikhoff-Maelannec.




Mate arge = 351 -

Basta postular la existencia del supremo, para que como congasuer
cias, quede como teorema la existencia del infimo,

En la recta real pueden no ser accegibles los supremo e infimo, -
s - = T

0 geay; sl los extremos son accesibles, la i podemos llamarla minima = p o]
primer elemento,

En cambio S podria sor maximo = u o Ultimo elemento.

Entonces se suele designar:

p=maximo d¢ X 4 u = minimo de X,

Por ejemploy, en la recta real, el conjunto de nimeros reales co=-
rrespondiente al intervalo (031 abierto en O y cerrado en 1 tienen siempre

infimo y supremo, el fnfimo es el cero, y el supremo es el 1.

Pero el infimo no es accesible en el conjuntoX, en cambio el su
Id .
premo sl que es accesible,

Para un conjunto arbitrario X de numeros enteros ordenados se=
gin la lelSlbllldad puede ocurrir que un par de esos NUmMeros tenga un mul'l'.:.-
plo comiln, o que en ese subconjunto X S Z no tenga un miltiplo comin.
Entonces no tendran supremo estos pares de numeros.

Si ocurre que para cada par de elementos, existe el supremo y el
infimo; de ese par de elementos de un conjunto ordenado parcialmente, ese
conjunto se llama reticulado.

Ejemplo. En la inclusidn, < , tendremos:

El supremo de un par de elementosdA , B es la unidén de ambos

Sup. {_ﬁ.,ﬁ } = A UB

En cambio:

E1l {nfimo {A i B"}

Vemos pues existen los dosy, el S8 y el i. -

s . o
A NB o sea es su interseccion.

En la implicacidn tendremos igualmente, !

supremo '{P: q} = DP\Va, viene dado por la alterna'tivé.f
El infimo { by q} = pAq, es la conjuncidn,
(

Para la divisibilidad en Z es sup {a,b} = m.c.m (a;b) = a U b,
mientras es inf {a,bj. = m.cede [ ayb] =anhb,

En oon;un’cos de esgte tipo ordenados pa.rclalmenta, tales que cada
par tenga supremo e infimo se llaman reticulados o reticulos (en :|.ngles "1at-
titee" y en eleman "verband'),




