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i 25.- QUDEN.CION DN CONSUNTOS, 

i CONCEPTO DE ORDEN: OPUESIO, PROPIC, TOTAL, PARCIAL, ESTRICIO Y 

DIRIGIDO, 

. L.troducir un ordeu en un conjunto determinado es introducir una 

relación binaria transitiva, basta que sea transitiva para que se pueda con- 

siderar como orden, 

Esta relación binaria la denotaremos en la siguiente forma a > t 

que se lee "a sigue a b', 

Cumpliéndose que si a> b.A bÈ c =) 8 ) c. Que es la pré 

@46 transitiva. Dar un orden es que sea conexo o no, es decir que dados dos 
pares de elementos del conjunto X pod:ran estar o no en relación, pero cuandc 

lo estén, es transitiva dicha relacddn, 

Por ejemplo, la divisibilidads a divide b, en notación: a Jb 
en Z, podemos degir que 4 sigue a 2 y a — 2, o sea que 4 es divisible por 2 

¥ — 26 

En cambioy el cero sigue a todos ya que oualquier número multi- 
plicado por cero es cero, por lo tanto el cero es divisible por todos, 

O sea que bla (b divide a a) podremos decir que a $ b cuando 
a es divisible por b , : 

Hay orden trivial.— 

V(ayb) € X xX =) a Rb este orden es trivial ya que da- 
do cada par de elementos siempre estàn en orden, 

Orden ciroular,— b 

No transitivo.=— 

Si digo b ) a, cuando estd situado en 
la circunferencia en un arco que es menor que 1802 
en sentido directo, para poder precisar cuando si- h 

gue O no, c 

O sea, b } a y c ,\ b en cambio c no sigue 'a O sino al ré 

vés que a Y c, h 

Ejemplos considero el m8 igual ‘7(, éste no es un drden en gene - 

ral porque no es transitivo, 

2/ TAT/2 do efe 

Orden opuesto.— 

&g cuando, a < b y diremos a precede ba 

"O seay a<hb (E)a.ef b> a 

No es evidente que siendo b » a transitiva, la relación a £ b, 
también lo sea. Es un teorema, pero cuya demostración que si ad b A b E 

a X c, es fàcil de realizar baséndose en que es transitiva el orden de se— 

QUiT , 

En el campo complejo C podemos dar el siguiente ordens 

z, Y 29 (Aqee R(24) =R(z,) — Es transitivo. 



Mat. arq. — 346 - 

Si tengo Z, y Z,, y la perte real 

de 7, esté a la derechd de 2, o coincide con 
45 2 

ella, diremos que Z1 yZ . 

Pero pasa que Z, Ò Z, y Za > Zy 
sin coincidir o sea que està relaclon no es a- 

simétrica. Es decir se da que 

Zy D 2y A Z0 > 2, NGy / 2 

Otro ejemplo es ordenar los números 

complejos por su modulos 

By P 2y (Daer I = |22 ] 
Es rdación binaria transitiva o sea que es un orden pero no es 

aslmetrlco, porque dos puntos en la misma olrcunferencla con centro en el 

origen uno sigue al otro sin que coincidan. 

Podemos aplicar una relación de equivalencia que convierte en a- 

simétrico cualquier orden transitivo, 

Podemos decir, que desde el punto de vista del primer orden, que 

tomamos, en el campo complejo, todos los puntos que estén sobre la misma ver 
tical son equivalentes. 

O andlogamente en el segundo vasoj todos los puntos que estdn en 
la misma circunferencia respecto a una definida proximidad al origen en va- 

lor absoluto son también equivalentes. 

Se puede demostrar ques 

(a- b) V (a b A b a) 

es relación de equivalencia a E h o sea que establecida unà ,;'.’elacién bina- 
ria transitiva, lo que hemos llamado orden, en un conjunto X, los pares de 

elementos que cumplen con la condición a la veg de ser o bien iguales, o bie 

a > b A b )a, son pares de elementos que estén en relacións. reflexlva, si- 

métrica y transitiva, . 

= Entonces os relación de equivalencia. 

- Orden propios L 

Es el que sea transitivo A asimótrico, 

Dentro de estos órdenes propios pueden ser: 

Reflexivo Va =) a>a Ejemplo (3 

Irreflexivo Va :}a} a " (» 

y los que no sean ni reflexivos ni irreflexivos. 

La propiedad asimé trioca, la s;_gnlfmoaolon que tiene en los orde- 

nes reflexivo e irreflexivo es la siguiente, 

En ol primero serd: 

a»bAbra —> a=b 

En el segundo serd: 

aY b E b}' a por definición de irreflexivo 
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Orden estricto.— 

Es el que sea transitivo y tricotdmico, donde 

Lineal a/bzyaxlbVb)a 

tricotómico &= Irreflexivo 

Asindtrico 

Bl orden ademàs puede ser total, significa que sea transitivo 

line_al, en el sentido de que cada dos elementos que no sean iguales siemp: 

estan en rolación, 

Q también puede ser parcial, que sea siempre reflexivo y asim 

trico, también transitivo. Significa que no todo par de elementos tiene qi 

estar en relacion. 

La inclusión de conjuntos es ejemplo de orden parcial, porque 
siempre un conjunto esta contenido en otro. 

. Tambión es la implicación entre propot'ïèíones. 

La divisibilidad da un orden parcial. 

El orden total reflexivo es un caso particular del orden parc: 

Orden dirigido,— 

. Tiene 1% ;propíeqàd de ser transitivo con tener propiedad de 

rección o composición también llamada de Nuòfb—ESsètb, que dice: Respecto 

dos elementos, aungue no sean comparables, siempre existe un tercer eleme 

que sigue a los dos. 

d>5A5>7:>“ y transitivo 

V(wp)e pxp SoJdjye D3 r XAy B 

Podemos comparar esto con una cuencia fluvial, por ejemplos 

Para Xy P no son comparabless pero en 
cambio hay posición y que siigue a Xy a B 

Tiene importancia en aplicación al cél 
culo integrals 

Su 
/—\/ pondremos ’dada 

| una funcion de= 
terminada en 
un intervalo 

ag Dje — í L (@D 
a i i T ) : i 

i i | i . Y consideremos una subdiv 
par — - B sión del intervalo de integracion. 

a do li ida . 
lda A Entonces se comparan subd ooy : : R iara 

-—}—4—\“—+——4——-,y7l_L d Y siones sucesivas en el sentido siguie 

se llamard refinamiento de una partic 
a b 

aquella en que conservando los puntos 

subdivisión de la 18 podremos agregar 
tros. 

Es un orden porque cumple
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propiedad transitiva, entre refinamientos. 

Ademés tiene la propiedad de dirección, pues dada otra partición 
por ejemplo B , puede considerarse otra y que sea refinamiento de las dos pri 

meras. 

Ejemplo en las sucesiones que dependen de dos Índices, myn, 

Diremos ques 

S an, >Smo’no (E)def m )mO A n >nO 

es decir sean sucesiones doblese 

Y ocurrird que dados dos elementos cualesquiera de la suces:.on 
doble por e jemplo, 2,7 con 3,5 siempre existe una tercera, tomando dos Índi- 
ces mayores que ambos, que sigue a las dos. 

Esto es también con conjunto dirigido según los Índices dobles, 
que lo podemos generalizar a Índices cualesguiera. 

Igual ocurre con la inclusión, siempre, dados dos conjuntos cua— 

lesquiera, no tienen porque ser en general comparables. 

Pero tomando el vacío entre la familia de conjuntos, siempre exi 

te un tercero que estd contenido en los dos, 5 

Igualmente en la divisibilidad, siempre oxiste un múltiffei del 
mlnlmo común multlplo, que es multlplo de los dos, 

& veoes en lugar de tener un conjunto dirigido se tieme lo que l 

maremos una aplicación dirigida, ess 

i D —— R(00) 3 U«'í(aí)/\aen 
en 

R C significan la recta real (o el plano complejo) acabados o compactos. 

Igualmente, en lugar de poner ug ponemos u(x) y sárá 

ufx) 2 x .x f 
@ [ 

Entonces podemos decir que, x, si estí més préximo a xg i 
coincidir con él, para el concepto por e_]gm- 

plo de limite. 

Y podré resultar que aunque haye *3 
dos que no sean comparables, porque eq_ua_d;sten, $ 1 M 

siempre habrí un tercero que se encontrarà mis 2 0 1 
proxlmo a x o' el 13 por ejemplo. 

Esto no permltlra estudiar unificadamente el concepto de límite : 

las aplicaciones dirigidas que por eJemplo comprenderé el llmlte funcional 

por la derecha, ¢ por la izquierda, según soa la aproximación que hayamos to 

mado, 

COT4LS Y EXTREMOS DE UN CONJUNTO XE1 PLRCIALMENT A URDmNADO. 

SP € X es ler, elemento(mínimo) deX(E)def Vxexsp < 
Cotas universales ( 

mu € X es último " (màximo) de X (z)def VrE —Na 

Por ejemplos 
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En la inclusión de conjuntos, en que I no es el conjunto total, 
sino que es la familia de los subconjuntos del con_]unto total I,. Entonces 
existe un primer elemento que es el conjunto vaclo, porque como es compara— 

ble con todos los demés. En cambio si son la f amilia de subconjuntos del con 

Jun‘no total, que es el ï1, tendremos que el total incluyc a todos ellos, es 

el último elemento, o elèmento màximo en la relación de inclusión, 

En la divisibilidad entre números hay un ler,elemento, que es el 
no entero divisor de cualquier número, que es el 1, O sea 1 divide a toda 

ne az 1 |a. 

En ca.mblo hay un numero entero que es divisible por todo número 

que es el cero, y éste es cl último elemanto en la divisibilidad. 

p'E X es minimal deX (=) def :áxex_gx(}fmf\x)ép' A x# p'(siel or 
den es total p' - p 

u'e % es maximal deK(E)def g zefsu' <x A u fx (si total u' - 

= I es cota inferior de x (g) x. X =%k <x def & 

xeX =) x<K EX < XE I es cota superiordeX (=) =7 dof 

Llemaremos inmfimo : i a la codda inferior màxima, que se suele es 
cribir en la forma siguiente ( Ínfim de Z - infX ) o extremo inferior de 

Z = extr inf X = o = extr X) (Z)dü’ es cota inferior màxima, si cumple 
las dos condiciones S 

11) X .E È D i 4 £ O con lo cual significa que es cota inferior 

F2) k oVz e £ k«\ X =>k<i, con lo cua.l vemos que es cota :Lnferlor 

màxima, 

En cambios 

Supremo S que se designa por (sup. X O extremo superior de X = 

= extr supX = extrX ) es (= cota superior mínima, si cumple las dos pr ) 
piedades. def 

ás,!) x € X => X < 8 cota superior 

L 32) VEE X es x L E V 84 E —ocon lo que vemos quebes cota gupe- 
@ rior minima 

P d3 " z 3 1. 
. Por la ley asimètrica, en un orden propio si existèn los Se i s 
unicose 

Supongamos; que hay dos supremos, S.l y 32 que se comportan como 

tales con arreglo a lo dicho anteriormente. 

. Si S1 es supremo respecto a 32 que serd cota superior, se verifi- 

carà que S1 R 32. 

Decimos lo mismo con S,3 o sea si S es supremo respecto a la co- 

ta superior S p tendremos que S < S.]. 

Es decirs 

&, == - s e 8, <8, A Sz< 84 =)> 84 =8, por la ley asimétrica. 

Ejemplo, 

Suponiendo que la X sea un subconjunto de los puntos racionales ( 
con la relación = que es un orden percial, pueden o no existir la S o i, 
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/ 1P ) 
Suponemos X = 1 + -—} 3 nE€N 

n/ - 

Vemos que la i existe y vale i = 2, 

En cambio el supremo no existe en Q, pues en R es S - 6 É Qe 

En R, recta acabada y completa, o sea acabada en (= o sz < + 

4 o0) los S, i de X C R existen siempre. 

Entonces estas mismas definiciones se suelen dar en la forma si- 
guientes : 

Se llama i = inf X = egir X a un número que cumple las dos 
condiciones siguientess T 

11) XE => i = £ 

I) == V W e>0 =>Jx£X D x <1+ € 

O sea i es cota inferior, porque para todo x esté a la izquierda 

ahora bien, para un número e, el i +¢& ya no es cota inferior, 

Se llama S = extremo superior deX = sup X cuando cumple las 
condicioness 

SST) -xe X =>x=s 8 

Ls‘z) Sa d o VVYed>o=>dzxex D s-e<x 

Q sea S es cota superior de X pero cogiendo un € ) Oy el S - 

ya no es cota superior. 

Es la misma definicidn que dimos antes pero aplicada a la rela- 

ción "menor que "e 

Un conjuntoX € R se llama acotado superiormente cuando ( )def 
JKERDX Cl-og K] 9 

Para demostrar que existen siempre el S, e i, por q;,jemplo el S, 

pueden haber tres casos. 

l”) Que el conjunto X sólo esté compuesto del elemento —oo, O s 

X = {— oo entonces vemos, evidentemente, que tiene un supremo y un inféic 

P$or que SON — o0, 

22) Que X no esté acotado superiormente, entonces S = 4 o0, 

39) Supongamos que X esté acotado superiormen te, y hagamos la si: 

guienta olasificación, 

A*= {K DR S [~k ]} 4 ¢ qpor hipétesis ya que hemos supuesto 
que està acotado superiormente. 

A RA 44 

Entonces, en esta cortadura ol elemento de separación es el supri 

MO, Debido a la importamcia dol supremo y del imfémbor, algunos autores to- 

man, sus ex:Lstenc:Las como condición para introducir el número real, como por 

ejemplo el àlgebra de Brilhoff-Meelanne, 
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Basta postular la existencia del supremo, para que como consacuer 
olas, quede como teorema la existencia del Ínfimos 

En la reota real pueden no ser accesibles los supremo o Ínfimo, 

O sea, si los extremos son accesibles, la i podemos llamarla minima = p o 

primer elemento, 

En cambio S podría ser miximo = u o Ultimo elemento, 

Entonces se suele designars 

p- màximo de X , u - mínimo de X, 

Por ejemplo, en la recta real, el conjunto de números reales co- 

rrespondiente al intervalo (O 1J abierto en O y cerrado en 1 tienen siempre 

Ínfimo y supremo, el Ínfimo es el cero, y el supremo es el 1. 

. Pero el infimo no es accesible en el conjuntoX, en cambio el su 

premo si que es accesible, 

Para un conjunto arbitrario X de números enteros ordenados se= 

gin la dlv:Ls:Lb:LlJ.dad puede ocurrir que un par de esos números tenga un mult:.- 

plo común, o que en ese subconjunto X C Z no tenga un múltiplo comúne 
Entonces no tendróún supremo estos pares de nimeros. 

Si ocurre que para cada par de elementos, existe el supremo y el 
:mflmo, de ese par de elementos de un conjunto ordenado parcialmente, ese 

conjunto se llama reticulado. 

Ejemplo. En la inclusión, < , tendremoss 

El supremo de un par de elementosd , B es la unión de ambos 

sup. {A, g } 

En cambio: 

A UB 

El Ínfimo {A 38 } = A NB o sea es su intersección, 

Vemos pues existen los dos, el S y el i. 

En la implicación tendremos igualmente, 

supremo {Py q} s PVa2 viene dado por la alternativa: 

El {nfimo IE q} = pAgq, es la conjuncidn, 
i 

Para la divisibilidad en Z es sup {a,h} = mec.m (ash) = a Ub, 

mientras es inf Ía,b} E m.ceds [ayb] = a n b. 

En oon_]untos de este tipo ordenados pa.rc:.almente, tales que cada 

par tenga supremo e {nfimo se llaman reticulados o retíoulos (en inglés "let- 

tibec" y en alemàn "verband"), 


