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32.~ PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS — INFINITESIMOS — TEOREMAS DE
BOLZANO Y BATRE — PROPIEDAD D.

Maximos y Minimos en D (cerrado y acotado). Para el caso de fun—
ciones de una variable el recinto se convierte en un intervalo cerrado y acg
tado. El teorema dice: Para una funcion continua el supremo de los valores
funcionales en un recinto cerrado y acotado D es finito y acfesible. Anéloga—
mente para el infimo.,

dx_ =D Az =T> ¥ % eb =>m=12(z ) < 2(z) s £flxy) = U

Generelizacion de Baires

Basta que la funcidn sea semicontinua superiormente para que ten
ga maximo, en D cerrado y acotado, y para que tenga minimo basta que sea semi
continua inferiormente o sea,

EDyVied = £f(3) « £(%y) = M = R finito

Lo andlogo para semicontinua inferiormente.

Hay varias demostraciones y mediante el lema de Borel ya mediante
los puntos de Weierstrasse.

Esto Ultimo significa que en una funcidén cualquiera tal que esté
definida en un recinto acotado X existen puntos tal que en todo entorno de eg
te punto el supremo de valores funcionales coincide con el supremo en todo el
conjunto X.

para f(x,y) cualquiera definida en un conjunto X acotado.

o

=>1 Xy = VU-}E. = > sup 7(x) = SUp £(X) £ R
xeclU=- NX xeX
1

e

Se obtienen por dicotomia.

Dividimos en cuatro: en unoc al menos ha— 4

bra un punto en que el supremo coincide con el supre—
mo total si son mas de uno elegimos el de la izquier—
da y el de abajo, entonces lo dividimos en cuatro, y




-
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sucesivamente asf, por dicotomfa voy determinando un encaje de intervalos
que nos da el punto ¥y aungue puede ser que no pertenszca a X ya que X no
tiene porqpe ser cerrado, pero es un punto propio, en donde por la manera

de elegir el encajes; en todo entorno, del punto obienido llegaré a haber u-
no de los cuadritoss; entonces para log puntos X que estan dentro del entor-
noy el supremo por la mancra de elegir los cuadritos, coincidiria con el su-
premo de f(x).

Demostracudén del teorema deBoire,

Si X = D eerrado y acotado =—=> gﬁ €D A £(x) semicontinua su-
periormente,

= Ve>0 =y ¥ = sup _ £(x)=sup. £(x) = f(;,M) + EER
x&D XEDNU =

La misma bhipdtésis por eoxhaueidén (&€ - 0) nos dice que sera,
M < f(xM) AM=sup => U= f(xM) O« g e
Ejemplos Para ver que todas las hipétesis son necesarias,
v =% +y ocontinua en y= x° en D (no acotado) no tiens miximo.
Otro ejemplos

u = on x° + y2 < 1 oontinua en D,pues
x - 1 D

en (0,1) no sc anula el denominador o sea x=1
esta fuera del conjunto,

Bg
£
continua y no
. & 3
tiene maximo
I d .
porque el recln

s

40 no es cerrado.
(1,0

El teorema de Bolzano es pguy util \
"si.una funcidn de una variable es continua ///
en un intervalo cerrado y tiene valores opues— \\\\\\
tos en los extremos, existe un punto interior
en el cual se anula la funcidn:

S SR,

f(x) contfnua en[a,b] Af(a). f(b) ¢ 0 =

= ¢ € (ab) 3 £(e) =
se demuestra por dicotomia en demostracion constructiva.

Ls funcidn de Dirichlet no se cum~—
ple aunque pasa de =1 a +1 lo que ocurre es que
no es continua.

[

Propiedad D (Darboux). Dice que si
. K Py
//* una funcion es continua en un intervalo cerra-—

do ayb junto con un valor cualquiera del ine

1 tervalo funcional [f(a), £(b)] implica exista

L/] WAL un punto del intervalo cerrado en que la funcidn
vale N,
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Pues £(x) =N cambio de signo al pa—
sar de x=a a X = k.

e ¢
Una funcion continua toma todos los
valorss intermedios. Esto no es una propiedad
¢ .
caracteristica como podemos verlo por unos e=—

jemplos:e
a b Bjemplos:
O six=20
£(x) 1=-x si 0% x <1

1 six= 1 ¥
Esta funcidn +oma todos los valores
.

intermedios y no es continua pues tiene un sale-
to en a y otro en b.

Vamos a dar una funcidn discontinua y que tome todos los valores
intermedios una sola veg.

/ 1 1 4
| xslx=x, racional ¥ O v —Af ——)=
2 2.4

. -

o(x) 1 2 t=12K
T = 0N £(0) = W2 T T 270N

: 4
; A ]
1 -z six=xz irracional X, b ox X

Toma todos los valores interm¢dios una sola vez y no es nunca
contlnua° Cualquier valor funcional que demos, si el valor es racional cor-—

tard en un punto racional a la recta y = x y si es irracional lo cortara a la
otra recta. \

El tomar todos’ los valores intermedios es caracterlstlco para la
continuidad de funciones mondtonas.

Teorema: Si f(x) s mondtona oreciente en [a;b JA toma todos los
valores intermedios => Bs continua en [a,b] q

En efectos Al ser mondtona creciente f(x):i}_} 1{mites laterales
™ on todo z € [Lasbl]

| aplics

= £(x,+) A valores intermedios =>
N ’
f(xo—) = f(xo+) = f(xo) = ocontinua en x .
Limite izquierda igual a limite derecha. d.qg.d.

CONTINUIDAD UNIFORME, Y EQUICONTINUIDAD: TEOREINAS DE CANTOR ¥
HEINE.- Que wma funcion sea continua en cada punto significa que cuando 1a
x varia muy poco la funcion tamblen varia muy poco. O sea que para e >0
arb1trar109 se puede hallar un numero pos1t1vo §=6(e). Este § depende :

ademds de x. Cuando no depende de x y si solo de ¢ se dice que la funcion
es continua wniforme.

i
Parg u =~ — continua en (031] se ve que el b no puede ser siem—
b'd

pre el mismo sino gue cuando nos acercamos al origen el § tendrad que ser me-
NoTe
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EntonBagodgbe énda es continua uniforme.

Heine did el concepto de la conti-

nuidad uniforme. Se dice que una funcion es con

tinua uniformemente en X E)
def.
[ V e)O:?/\_?{S(E:)BE',;" e X A e A
Al =<8 =| £(x1) - £(z") [ <8 1=
<:>[\/S>O:>3 §(e)> 03 x'x"&eXA

AT <oy {TFHTINE] =¢ ] :

Tomando x' fijo, se ve que una fun—

. & %
cion continua uniformemente es continua en cada
punto de X, pero el reciproco, puede no ser cierto.

Teorema de Cantor. Una funcgion continua en un recinto D cerrado
y acotado eguniformemente continua en D,

Demostracidn: Se basara en el kema de Borel. Haremos correspon—
der a cada uno de los puntos del recinto cerrado y acotado Dy el entorno de
continuidad, bastard un nimero finito de e stos entornos para cubrir todo el
recinto y tomar el minimo de éstos.

£(x) conib{nug en D=V ;‘:k & T)':/\36k =<Sk (8’-3;k)'> 03 |x - ;kl <8y
= e =283 - 2(®7)] < =
l 7 chl ! Tk 3

5'§.3 YE - §£ I(EE o sea hacemos corrsspon—

) 4

Sea entonces Vl =
e

der a Ek un entorno |, de radio 1/4 del U, => Basta un mimero finito de entor-

nos para incluir el conjunto; esto ess il

We iy N

3V1’V29°°°'°°vm E 55‘ LJ Vk

s k.-:' 1

entonces como tengo m entornos ya existird un minimo.

1 1
6=mino S 6170.00059 —— 6
4 4 "

con lo que para cada par de puntos que estén eni y difieren en menos de 6
. 5 & . . .
cumplen la condicion de conhtinuidad uniforme.

\/;v ;{'ng"ﬁ/\ ;'—;"<<S: > X! V' AT V Y
FETA R BTN ATy, > T e T AT eT, =

I 1 o
=B Sl AR > oy A =" -z | < " Sy TP
::>|§£1 — ;kzlsl ;iﬁ - X' I?? - x|+ |z -§£2| =

-

1
4
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= nix. {5k19 5k2}_—_-> Gy € UV F, € UF )=

| £(z') - 2| = [2(®") - f(§k1)| + lf('§k1) f(':?kz)l + lf(Ekz) - £(z") [<e
Ceqode 8/3 6/3 8/3

Bguicontinuidad, Teorema de Heine. Es f(x,y) equicontinua en

X=X, uniformemente respecto a y &V si por definicion
chlm . £(x,y) = f(xo,y)<§V E> 0> 168(e)" independientemente de vy €Y
J

-2, |28 AVy E Yéif(x,y)—f(xo,y)l <&

Acaso f(x sy) no continua en y.

El teorema 29 de 1limites repetidos nos dice que si la funcion
f(x y) es continua en y = y, es decir

lim
=3, f(xo’y) = £ (“O’y0>
(- 7 e cumple la hipdtesis de que ’ lim
y se cump ip sis q K Uyo = xl < f(my) = f(xo,y>
U= 0
yeUy,

lim

entonces por dicho teorema 3~ P f(x,y) = f(x09y0)<=-> continua en P_e

Querra decir que para agegurar la continuidad respecto a las dos
variables podemos estudiar la continuidad respescto a cada una de las varia —
bles,

Teorema de Heine.-~ Es el reciproco de Sste,

&

p
Si £f(x,y) contimua en a = X sa; A b = X Eb

E: . o
=y =b; A x -X, & (ao'saj):?

13
- Hxy) (j—= £(x s y) m

A cada punto le correspondera un entorno de Ay %o M
X tal que cuando x se aproxima a X , se da la oondlclon
d¢ que f(x,y) difiere de f£(x y) en menos de €. Habra una & que dependerd no
tan s6lo del valor de ¢ sino de la altura en que nos encontremos, tendremos
cada uno de los puntos de esta vertical encerrado en un entorno, cuyo infimo
podra. Ser cero, pero como es cerrado; podemos aplicar el lema de Borel, bag=~
tara un nimero flnl‘to para cubrlr la vertical, entonces habra un minimo de B
tog & y e ste minimo servira para todos los puntos.

DISCONTINUIDADES ‘FUNCIONALES.

ber 1imite en dloho punto., Pero puede que el valor de la funcidn en dicho pun—
to0 no coincidira con el limite. A veoes en dicho punto no exiete la funcidn y

|

!

sivitable. Para ser una tuncidn continua en un punto tiene que ha-
entonces podemos darle el valor del limite.

e R T Y T L L |
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Existe discontinuidad evitable cuarndo:

E %lf; £(x) o £(a) se evita cambiando el valor f en a 3 f(a) = ;{l-im-; £(x)
2
x° + x |
-&jemploy, @ = ——— =x + 2 si x40 u - 2 six -~ 0

X

Asi obtenemos el verdadero valor, a veces este verdadero valor
. 2 .
no es el que corresponde a la naturaleza de la funcion, Ejemplos

= 1=x°] en [ =1,1] ’

La grafica de la parte entera de | o
1 - x2 en el orifen es +]. Evitando la discon- .
tinuidad en x = O => u =0 en [-1,1]. =1 i
[0 1\
i Una funcidn se llama puntualmente dis
continua si en todo intervalo parcial tiene pun—
tos de continuidad. Ej. s
P 1
£l— J=— A f(xi) =0 Continua en x; irracional A discontinua en
@ f a
b P p ‘
X, = — Que los puntos X, = —— sean discontinuos es inmediatos como en
a a

todo entorno de puntos racionales hay puntos irracionales con valor ceros la
. . & . & .

oscilacion de la funciodn es 1/q° Estudiese porque es continua en los puntos

irracionales.

La discontinuidad tiene caracter puntual. Una funcidn se llama
toﬁalmente discontinua si todos los puntos son de discontinuidad. Ejem. pfune
cion Dirichleb .

Digcontinuidad. Una discontinuidad en x g R se llama de J§ es=
pecie cuando existen limites laterales distintos. .

Ejemplos La funcidn parte entera, la funcidn sgxx, funaién manti-—

st Se llama regular o normal cuando el valor de la funoiéhvenuel“puqton(xo)
s ..el promedio )

f(xo-) + f(xp+):

2

f(xo) =

Se llama de 22 especie cuando no existen limites laterales.
Se llama mixta si existe algﬁn 1{mite lateral y no ambos.

. . . . ¢ & gt L . . .
Iy Discontinuidad infinita si algin limite superior o inferior,; es
+ infinito. ;

INFINITESIMOS E INFINITOS. COMPARACION;— Para fiunciones de vae

riables tambien ocurre ques .
P 2(3) = A= () - £(X) -A » 0 pera® - 3
->

—

Un infinitésimo es una fuuncidn +al que para x - a el 1{mite
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tiende a cero. Una funcidn puede ser de infinitdsimo no sdlo en puntos ais-
ladosy, sino en conjunto, tal una linea.

Ejemplos

. n
4 = cos (x° + v2) es infinitésima en x° + yo =
2

Para cualquier punto de dicha circunferenciay, cuando el punto P
SO « .
se acerque al punto el limite de la funcidn coseno tiende a cero.
Para comparar infinitésimos hay que comparar varisbles en un en-

3 . . ) 3 . . 3 >
torno’de un punto. Para comparar infinitésimos introducimos una notacidn
muy comoday; que es la siguientes

£(x)

¢ (%)

£f=0(g) parax - a

si 3A>0A3U29 < K

(E)def.

(E>not. £ del orden de g.

Méas estrictamente si existe el 1imite del cociente y vale cero,

es decirs
i £(3)
. ] lim b _ - ol P
51 J X - & g(E) = L (z)def. = O(g) bara & = B (_)nO'b.

f es del orden infinitesimal de Se

Se dice que f es equivalente a g, en notacidn.

lim f(;) - -
Bs £ ~g (=) = = 1 variables equivalentes para x - a
def, Xsa =
g(x)
Esgo es una relacidn de equivalencia pues cumple las'prOPiedades
reflexiva, simetrica y transitiva. "
s f(X) A
. lim — -
=T = = ~ '
Si i = A ¥O<_9f Ag para X - a :
g(x) I
Igualmente,
_ Para X - a serd f = O(1X=>f acotado en el entorno del pun—
10 ae.

También se dice,
f=0(1)X=>f infinitésimo
en cambio,
f A= ~A#0
No hay que confundir 0(g) con o(g), refiriéndonos con O(g) no a
una funcidn determinada sino a una cualquiera de una familia de funciones
(del orden de g).
Ejemplos 0O(1) + {0(1) = 0(1) 4indica que la suma de dos funcio-

nes acotadas en un entorno del punto a da una funcidn acotada en sl entorno del
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punto as
Ejemplos
f=0(x) sips2
f(x)=x3+3x2 Parax - O £f=0(xP) sip«2
£ ~3 x2
f = O(xp) sip =3
Para X » o £=0(x") sip >3
& ~x3

\
Comparacién de infinitos e infinitésimos.- Lo haremos respecto

al infinitésimo tipo. Bl infinitesimo tipo ®s el h(x) = x = a /\ sus poten—
cias hP Ap > 0.

Para X oo €1l infinitésimo tipo es h(x) = x"1 y sus potenciase
Bl infinito principal

H(x) =

en el caso de que a fuera punto propio si fuera impropio, H(x) = x. Bsto
para el caso de funciones de una variable para dos variables serias

h=x~-a ANk=y-=0> Infinitésimo tipo r=+\/h2+k2;

en el caso de n variabless

h., = x, = a. Eeg.—\r=+\/2h

Dos infinitésimos son del mismo orden en el caso de ques

g = 0(¥) A ¥ = 0p) (£nfinitdsimo) .
o=0()A v=0(e¢  (infinitos) )
Se dices L
¢ es de orden superior a ‘P(E)def. ¢ = o(¥)
E1l infinito ® es de orden inferior ¥ (E)def.,
o = o(¥)
El infinitésimo , ¢ o v bF |
de orden p cuando mismo orden <:>
El infinito @ & yuP

| _ cp/hpll
C‘.)_—:Ik,K(nereales>O)3 er%@O(k( {l <K

| o/

Infinitésimo ¢ Q= o(n?)
' de orden guperior a P (r_-—.-)def,lsuﬁeriox 4 tode g P
SURSLIOL . -

Infinito o Co(P)
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Pueden no ser de orden p y ser de orden superior a todo g < D.

Infinitdsimo z ¢ =0 (uP)
,\  por lo menos de ordsn P(E)def
Infinito d | 5P- 0 (@)
Entoncess Si q < p=>¢ = 0 (b3) pues —2- = -2 pP20 , ¢
n% n?
g P
Si p< g =>H = 0(@) pues = g P N 0
® & '
Por ejemplo tenemos la funcidn
X sen j—‘ = 0 A ¢
x
§ b Iy TR DR S

Este infinitésimo no es de tfer., orden pero es por 1o menos de
. 5 ®
ler. orden. Pues cumple la condicica de K poro no la de k.

Isualmente para infinitos.

1 1
=1 A :
sen —_—— 5 x para x - O eps infinito por lo menos de ler. orden sin

x s
ser de ler. orden.,
Igucimente para funciones de 2 variables,
cyh + ok = 0(r) por lo menos de ler. orden pues
ST L ey pe goy |
< _—
no de .lers orden ¢ ,h +c k=0 A r+0

L

Con los de 29 orden ocurre,

W v -

2 g2 2
c1h + 2 0211k + c3k = 0(r<)

Ll ~ - - . . . . s
s ademag del orden infinitesimal de Ty es de orden supsrior al 12 y por lo
menos de 22, Si es una formz definiday
2
¢S - c,c, <O
2 173
la forma tendrad extremo y nc se anulars gque sea un infinitésimo exacta—
mente de 29 corden.

Teorsma 12, Si & un infinitésimo so le suma uno de orden superiae
. . . . S . . .
sc obtiene un infinitosimo equivalents 2l primero.

Y- olok=de + ¥ o
Aindlogaments resulta con los infinitos (pero ahora inferior)s

\P = O(®><I> P o+ 1‘? s (ﬁ.
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Demostracidn en infinitdésimos.

+ ¥ ¥ X Q- % X
Directos ————— = 1 + — . 1 3 Reciprocos -1 - =1=— =0
¢ & 0 ¢ ¢

) o . . - . 3 . » .
La condicion necesaria y suficiente para que 2 infinitésimos
sean equivalentes es que su diferencia sea un infinitésimo de orden superior,

Teorema 292. El orden de una suma de un ne fijo finito de suman=-

des
. . . & . :
infinitesimos
infinitos
#
mexn . ..
es el del sumando que lo tenga ) - s siempre que Este sea Unico. Es—

( mayoxr
te sumando se llama principal,

ORDENES FUNDAMENTALES DE INFINITUD.,- Lag funciones,

logaritmo potenclal exponencial . '"oncial exponencial
infinitos (10@;b z)™ %P a* £ E
(b >y md>o) (p > o) (a > 1) (k > o)
infinitésimos
) (1ogb x)™¢ x ¥ a x X-kx

para X - + o5 pero cada infinito (por ejemplo) es de orden inferior al si-
guiente, asis

El infinito exponencial a* (a > 1) es de orden superior al in=
finito potencial xP (p > 0) por grande que sea p.

Demostracidn: Poniendo,

]

p si p es entero .
= => n=-~- [~p] o
: [p 1+ 1 s p no es entero

i

y aplicando la regla de Bernoulli - L'Hopital a veces gl cociente x"f)/}a:x se
tiene, i

D Pl 1) _
lim X lim px* i _ lim plp=-1)(...)(p r=1+1)=o
X =+ X aX X =+ X axlna x—++l>oax (lna>nxl’l-p
queda asi demostrado x* = 0(a*) por grande que sea p. Igual ocurre con,
m m
(log, =) (log, =x) 0 %
—— = ———— -+ O =>(log, )" = o(x")
X (p*) log,*

Ve > 0 va a ocurrir que para X -» + o Sea

X. 1lh X x ln x In X
- 4 O /\

1+ ¢ - €
x X x

Esto se puede ver haciendo que x - 0" AV p> 0 (por pequefio
que sea),
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D _ ~1 *
> x& =6 (1n x)'(?—‘)——_—r— = - —— =0
1n

Ocurre que para todo P por pequerio gque sea
las curvas van siendo infinitésimas. Dando un punto
cualquiera por encima de 1n~!x podemos dar una curva
xP que pase por el punto. Sin embargo el cociente de

ordenadas

X

ILn'"1 x

Igualmente pasa con a -1/x - ©(x*) para x - o*
Por grande que sea p tenenos :Lnfan.teSJ_mos de orden po-
tencial tan pequefo co-

mo queramos. Sin embargo el exponencial mas

Pequenio.

Finalmente es facil demostrar
= ik\x a-1/x
= o<
ax g J
>

INFINTTOS NO COMPARABI®S,

d= x° . sen“x + x + 1 ( El cociente de uno
5 ¥ otro no se puede decir que tienda a cero o a ine-
=x" cos"x + X J finito.
1) x + 1 1
X = nNn=) — = 5 = - + 0
¥ X" +x X
1 ®  x° +x+1 | 1
P
x = n+-—‘-7t=>—=———-————=,x+‘l+~
/ 2 ¥ X x
¥
/ - OO0
n:s muy prac'tlco hallar limites
por sustitucidn de infinitésimos equivalen—
te s,
Por ejemplos 1 .
- 1
. P 2 2
14m .“bb X = X _ lim cos X _ lim sen” X ) 1 =50E 2 =
x -0 X3 x =0 3 X2 x 0 3 x2 0952 - 3
1 ; g x - X X = X
- X ~ — XB, En cambilos i —_——— f ——— = 0 aunque tg X7 X
x 0
3 1 3 1 3
— X e T
3 3

porque tg x no es factor, sino minuendo,



1 = cos x x2/2 1
5 > = para x = O
pra b’ 2
In (1 + x) 1/x
Para x =0 es ——— = 1n (1 + x) “~Inme=1=>1n(1+x) "~
x
a¥ -1 1n a*
= - = 1ln a
X X
1
Para x = — resulta como corolarios
m
lim B e
S m(\/a—1)=lna
Es [’(1 +x)m-17;" m (1 +x)%=m.1n (1 +x)~ m
i l .
3 : 3
¥ X
X = X o= +o(x4) — ¢ o(xﬂ)
X = S6n X 3 6 1
También o 5 - 25 2
z(1 = cosx) x 3 x3 3
x - o(x’) e 4o 0 ()
2

para x - 0.




