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SOBRE EL CAUCULO APROXIMADO DE LAS INTEGRALES 

DEFINIDAS 

F. Sunyer i Balaguer 

l - Como es sabido, el desarrollo de una integral definida, según el mé- 

todo de Tuler-Maclaurin, es en general divergente, de tal modo que, sieni 

@a+h) el intervàlo de integración, no es posible encontrar un dominio fi 

nito D , tal, que la integral definida en el intervalo (a a:4)de toda fun. 

ción holomorfa dentro de D , pueda ser ap;oximada &« voluntad por el méto- 

do de “uler-lMaclaurin con un número flJO de intervalos parciales, Mas aur 

existen funciones enteraa cuys.lntegral definida tampoco puede ser ap» xj 

muda & voluntad por este procedimiento, De esta olase de funciones dare- 

mos dos ejemplos es esta breve nota, , 

Por otra parte, existen funciones cuyas integrales defin%das pueden 

ser calculadas, éor el procedimiento anterior, con un error fifiior que cus 

gquier número dado, a _pesar de tener su desarrollo de Vuler-\fic vaurin di- 

"¢ esta cluse de funciones tambien daremos un efiemfllo. 

2 - Como sea que todo lo dicho referente al metodo de Euler-MacTaurin, pt 

de tambien Gplicurse a las fomulus que el profesor G, Giraud espone en ur 

Nota (), fórmulas que contienen como cuso particular la de Éuler-üacnauri 

nosotros díscuti?emos_qirectamente las expresiones dèl profesor Giraud, 

puesto que los resultados obtenidos, seran naturalmente vàélidos para el m 

tòdo de Suler-Maclaurin, 

3 - La primera fórmula del profesorAGiruud (que esdïa única que nos ocups 

remos, pues todos los resultados pueden tambien aplicarse a la segunda 

() Giraud.- Sur deux formules applicubles uu calcul numèrique des intègre 

leg (U B. baris 1924 Tam 1783 oo 2 99171



fórmula) da como expresión aproximuda de la integral, 

a+h 

I= /00 2x 

la siguiente: 
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El error de esta expresión viene dado por 
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(a+ LE 4) ¥ arr (C) da 

'Para le definicióm de las funciones ‘f y de las constuntes V., Xy Bm n 

consúltese la nota del profesor Siraud. Nosotros nos limiteremos ú obser. 

var, que la fórmula (1) se requee Pard 45, / , & la fórmula de Tuler-iac. 

Taurin, que las constantes 6’”’/ 22 s GUANdO 24 permunece coastante mien. 

tras n axi_ienta indefinicamente, son equivalentes a (%%-É;';' , donde € 

es una constante que depende del valor de 44 , y Tinalmente, que las pro- 

piedades de las funciones. Y , anúlogas a las propiedades de los polinomi 

de Bernoulli, permiten escribir la siguiente igualdad. 

a Pt$ /(u'w . Y GREL) P L 

(zi) f (a EE d) para O da (4) 277 hd (e-04) 
-/ 

, 

Se trata pues, de averiguar el comportamiento, pura distintas funcior 
LS 

f’(x) , de lu expresión: 

Í Br P+ %AHJ f(uwz) 
(P T (;u-el)/ 

cuando P — — 

Supondremos en todo lo que sigue, que el intarvalo (4 a 7 / J és U 

segmento del eje real, 

4 - la funcióndefinida por la serie de potencias 

— aRn 
Z (2n) x 4" (K <7)



es una función entera, Tomando Í(X) iguel a esta función, digo que: 

‘Si K >0, el valor de la expresión (2) tiende el infinito, cuando P — — 

siguiendo unu sucesión creciente cualquiera de números enteros, 44 per- 

munecèendo constante, En efecto, recordando el walor asintótico de 8,,,,, 

y Siendo en este caso, para todo valor real de X , 

/r«lhs!) K(2P+2) 
(= (ep+2) 

tendremos 

K(2P+d) 
e PHS 2P+S , (2PHR) (LP+2) 2P+ 

lEs 477 1 aro b =16y +) 

lo que demuestra nuestra afirmacidn, 

Otro ejemplo de esta clase de funciones, puede obtenerse del siguien- 

te modo, 

Sea 

g ia Ly S 
: '(fim [,\ / _/k'—!_ (X')), 

donde K es un entero positivo y siendo .f,;{/(x{%x . Si.CU4J es igual a 

U , cuando ‘Y es finita e igual a una cantidad finita cuslguiera cuando 

U es Vlnfínita., entonces, la función definida por la serie 

h H - H 
in 
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m=0 

es entera, y tomada en lugar de /[X) , haréd que la expresión (2) tienda 

al infinito cuando P o Siguiendo una sucesión ereciente cualquiera de 

números enteros, m permanegciendo constunte. 

Por lo tanto, en el caso de la función representada por la serie (3) 

asl como en el caso de lu representada por la serie (4), es posible en- 

contrar un aúmero f,,_ — O' , Jdependiente solo de 7m , que satisfega a 

la siguiente desigualdad 

ÍI’“’\/P/764,.,



para cualquier velor de P ' 

%8 mas, dividiendo el intervalo de integración (4 4a44/, en ;f inter- 

valos parciales de longitud J , representando cada integral parcial por 
4 

ls expresión (1) correspondiente, y sumando, el valor absoluto del error 

. . dert 
podrà representurse por la expresión (2) dividida por / . For 

lo tanto, purs las funciones (3) y (4), podri encontzerse un número 

mo dependiente solamente de 7v y de / , que satisfaga a é =8 m, d i É 

— Y l é,, II X P/ 4 

para cualquier valor de P 

5 - Ts evidente que, wun cuando el error no tienda a cero al tender P al 

infinito de un modo cualquiera, puede suceder que &l tomar P una determi 

da sucesión creciente de números enteros, el error tienda & cero, contra- 

riamente & lo que sucedia en las funciones (5) y-(4), para las cuales nin 

guna sucesïón de valores de P , hacia tender la expresión (2) à cero. 

Un ejemplo de este comportamiento, distinto como acabamos de decir de 

de las funciones (3) y (4), lo da la siguiente función 

o 
X 27 S . 

X & à ( . 
i=0 l I 

donde m: es una sucesión de fAifimeros enteros, los cuales, satisfacen a la 

siguiente igualdad 
m 

Ng T 4 ) 

Digo que, para P=77; -7 la expresión (2) tenderd al infinito, cuand 

crezea indefínidámente, mientras que para Ps 274 — la misma expresión (2) 

tenderd a cero quando d — o= 

Claro esté, que huy que suponer el intervalo de integración, interior 

ul circulo de convergencia de la serie (5), pues, este circulo es la fron 

tera natural de la función definida por dicha serie (esmbepuedeztemestfem 

según un teorema de J, Hadamard)



La primera parte de huestra af irmación, se demuestra fàcilmente de 1 

siguiente manera: Sea /(x) la función (5); la derivada 4 P f2 de 

f CX) es en este caso, sobre el intervalo (4, 4 4 /Jmayor que %%ÉÉÀLJ y 

recordando la expresión usintótica de B Mm,n , el error serà mayor qu 

c %%_/_ taett 
(L™= 

Para la demostración de lu segunda parte se procederà del modo sigui- 

ente: 

Es facil deducir primeramente las siguientes desigualdades, cuando X 
41)0(4)1/1'( 

@ sobre el segmento (4, a + /) 
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entonces resulta que la expresién' (2) debe ser menor que la expresión si- 

guiente 

. dnt 
da (C,_ (dr +4) Ém_»,i;) 7 K4«ü,—zw(—z 

LS 

y como estu tiende a cero cuando 4 —3 es , en virtud de. la igualdad a que 

satisface la sucesión de los m, , la segunda parte de nuestra afirmación 

queda tambien demostradae


