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SOHRÉ UI‘RFSULTADOS RELACIONADOS CON LOS. TRORFMAS DF o 

PICARD LANDAU Y SCHOTTKY V SOBRE UN CRITERIO DR 

CASI-NORMALTDAD 

' 

F. Sunyer Balsguer 

Sen tam mumereses lesg resultades relscionados eon leg teoremag de 

Pieard, Lamdsu y Fchottkv, que ferman ya una rama sumameptr gemplefs de ) 

la teeria de fumciemes. A este desarrelle han eontrituido pederesamente 

1-5,m0t060| deseuriertes per R. y F. Vevenbisna y la teeria de las r-m1; 

lise mormales de P. Mentel. En este artieule dem.skrlremop up-s.rosilt-- 

des, pertenecientes s esta rama, que hemes ;htenidn utll!z-ndo“pr»ciea- 

merteblon’mat-dol anteriermente citades v la teoria de Jeg familisg mor- 

Antes de entrar em materla, me es grate expresar mi {érfidscimionto al 

Prof, Jesé Va Ortg por las deliendezas que de el venge reeihiende v pir 

les facilidades que me eemsede en la consulta de lihres v rev!nÉ;Q, per- 

mítíuud}wa, de este mede, seguir mis trahs jos con el winimd‘de %1f!|u1—‘ 

L 

tades. 'Asimigme, apreveche esta ecasien para vacer eenstar mi pecoÇsei- 

miente al Pref. 7. Vadamard per las atemetenes que ra temide nara conmíige. 

y per las frages alentederas que me ha dirigide per red'ae de. mi pri-. 

me F. CarFema. qa N aaaa 

1. Resumen de metseiones clasiens - Aunque las metsclenes de Pelf N 

Nevanlinna sen suramente cemeeidas, ne ereemes sesm del te'e imutil re- 



petir aqui las dtfluieiono- de Jas expresioereg 

y mas aun, si se tlene en euenta que tendremes que utilizarlas cun;' 

tiquamente. 

Ses un-%gunoion de la variable compleja , meremorfa en o1 etreule 
: e 

(dende pued: temer un valer isfimite, es decir, el eíroulo puede 

cemprender la totalidad del plame ecmpleje). Fmpezaremes definiende 

(para cuslquier l eeme el mumere de peles que tieme la funcion en el 

deminie , contando eada pele un murere de veeces igusl a su erdem de 

multiplieidad. Per lo tamte, le netacien representara el numere 

de Éaisel de la eeuacien en 

) - 
eomprendides em el demiunie cerrade , Cada ralz siende contada tom- 

tas veces ceme su ordem de multiplieidad imdiea. 

Cusnde ne hay que temer confyiiinsn respecte a 18 funelen — a que se 

refieren estas expresienes, suele eserihirge v en lugar de 

y " respeetivamente, 

La expresien (que suele eserihirse, eunrde me puede Au? Tuger 

a confueienes, ) se define mediante la siguiemte tgualdad 

Naturalmente la definieton de la expresion v fo 10 qué“?n le 

misme . ) se ohtiene suhstituvende en la iguslded preoedeátn 

Y. oO per v I regpectivomcnte, È 

La definicien de (que igual que las anterieres puede eserihirse 

) s= ehtieme por 

dende I es igual a si v a eere si 

de mede 



B
 

De mede semejante 

Finalmente llegemes a la definicion mas impertante, que es la de la 

funcien (que se eserihe tambien © ). Fste definteten es dada per 

la fermala 

y —psMmisme 

Las prepiedades de esta funuíolllon_lumnme-te interesantes, pere ten- 

drinmoq Quresalirnes eomp]et-meite del tema que mes hemes prepueste, ai 

quisierames tan sele emunciarlas. Fl lecter al eual ‘nterese su estudie 

podre consultar 1a ebra de P. Nevanlimna "Le theereme de Pisard-Nerel e+ 

la theerie des fonetiens meremerphes” dende,ademas, emcentrerg urs exten- 

LT )ibli;grnfin. 

2. Primeramente vames a demestrar un cerelarie (e mejer diehe, un case 

partieular) de un teerema de Vevamlinna; este es =1 siguiente: 

Teerema I - Dada una funeion mnromnrfi, no eenstante v cuatre vale- 

res distintes Y en impisibhle emeontrar un mumere tel que para 

" tede gea satisfeehs Ja siguiente desigualdad: e9 %1 

eon e independiente de . ?_ 

La efecte, supengames que el teerems me sea cierte, es deeir, qu- exis- 

tan çultkc valeres distintes v pata los cusles sea pesihle en- 

eentrar des numeres positives b 4 teles que para tede , se eurmpls Ja 

desigusldad (1), entemees es faeil demestrar la existemcia de otres des 

mumeres pesitives Yy que tienen la prepledad de que ta@o sotige 



façe a 

y €om mayer metive, :e-!-ndo en euents que es siempre pesitive o 

mula, setisfeee a 

y per le tamte 

Ceme ses que segun un tesreme de R. Yevanlinma () la expresien que fipura 

en el primer miembre de la desigualdad smterier es siempre j oueds de- 

mostrade atb absurde el teerema. 

3. Obtendremes a eentinuacien un criterie de casi-nermalidad pere fe- 

L 

milise de funciones meremerfas: pere entes ya'fip de der mever gemerslidad 

2 puestre exuneiade, dehemes definir slpumss mueves netaciones. 

Representaremes per el numere del rak'~s de la eeuneion 

pertenecientes al deminie ® a su frenters, cada raiz s'ende eentads ten- 

tas veces como indica su erden de multiplieidady 

En segunde lugar, ses un deminie sivplemente conexo: efectuando la 

representacion cenforme ( ' ) de este dominte sahre q 

un eireule representaremes per el deminie que por d}t%l trens- 

[ 
L 

“Finalmentecon indicaremes el erdem de la primera derivade de 1s 

ferraeion correspende al etreule 

funeion que ne se anmula en , es deeir el grade resneeteo a 

del prirer termime del degarrolle Tavler de . 

(Vense R. Nevanlinna - ZEur Theerie der neremewphewunktiewen (fects Vat. 

T. 46, 1925). 



Una vez definida estas muevas netaciemes puede va enunelarse el eritò-' 

rie de easi-n-rmalidad de que hemes hablade al primeipio de este mumere, 

Teoremall - La familia de funciones meremerfas en un deminie 

simplemente conexe, sers casi-normal en este misme dominmie si es pesible 

en eontrEr uc punte interier a v euatre valores v tales que 

las funoioicu de la familia satisfagan a las tres nondielona; siguientes: 

18 es un punte regular para tedas estes funelenes. 

Pa las cl:tifilda- 

sen meneres que una cantidad igual pare euslquier funeion de la fvfiilil 

3% para tede 

dende e imdependiente dE 

Cen estas condieiones la femilia sera mermal en N 

Demestraciem - Pengames entonces s legremed demestrar que 

la familia de funeienes es cesi-mormal en el eireule hrabremes demes- 

trade que tambien le es la familia en 
" 

De le eerrespendeneia emtre estes dos femiltias resultan rnaif“hnte les 

. t . 

(),Cuande una de las hey que suhstituir en el emuneiade la %xnro-isn 

per 

Ademas la primers cond'een de este tesrems pedria suprimirse, pere he- 

mes supueste que es un punte de helemerfia devide a que sim ests eondi- 

eion hubiesemes tenide que compliesr el emunciade flàs peta
ciones. 



L igualdades 

Siguiende el metede emplesds per F. Nevanlimma () y temiende en cuemte 

les tres primeras igualdades (2) y la segunda condieion de muestre tesre- 

me, puede demestrarse que para (con —eenstante) 

dende es ura constante fimita que denende uniecamente de 

y : ya fortieri . B 

Determinemas mediante 

de donde se deduee 

y de aqui 

Ademas siendo definida de esta forma y segum un resu’tade elasice de 

12 teeria de lag funciemes crecientegs \ ' 

n7a 

excepte en ung serie‘gs intervales . Fstos intervales possen 13 prepiedsd 

h 
- 

() vease F. Nevanlinma - Uber die Amwendung einer Flesse unifermisierender 

Tremzendenten gur Untersuchung der "ertuerteilung emelytiseher Tuwktiemen 

(Aeta.Vat.T. 50,1927 pag.159-188). Tambien pedris llegarse s una fermuls ò 

pareeida medisute la aplicacien del segunde teerema fundarental de T, 

Nevanlinma (Vegse 1; ebra eitada "Le theereme de Picard-Rerel ete. eapitul 

le IV) pere su demestraciem resultaria menos natura
l. 



siguiente: la varimeien tetal de en les intervales en les cusles 

es mener que . 

Estes ultimes relzelemes permiten transfermar la desiguslded (3) en 

valide pars excepte en les !utervales - 

ks fecil e partir de las dofiniaional‘quo hemes dade, dedueir que 

y terniende en cuenta la tercers eondieion del tesrems que tratames de de- 

mestrer, puede eserihirge la desigualdsd (3) en le ferms 

velida come (3) para excepte en les intervales repetidsmente sefial 

Representemes ahera per la mayer ralz real de Ja eeuscion en 4 

resulta faell ceonvencerse de que\ 28 una funeion no decreciente de 

Em efecte, la expresion es no deereciente; seg pues 

entences sera satisfechs la desigusldad 

v per lo tente w5 

Coms ses que es una funcien ereciente de dige que pl%l 0- 

ra,satíisfecha. h 

dende sers definids por 

En efe:te, dos cirqunstancias pueden presentsrarc: 18- " y 28 

Fn el primer case la (4) sera satisfecha pueste que 
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Fm o) 29 case, evidentemente tiene que pertenecer a una de les interva- 

les , pere siende sen el intervale ‘ existiran nececarismente va- 

leres de exterieres a les puests que la varigetion de en es 

'mayor meyer que le veriseion total de este misra expresiem en los tnterva- 

les euyes puntes serm superieres 8 .SeR une de estos valeres en les 

eusles es satisfeehs la (3): segun le definieten de se ttere 

y reecerdande que . queda demestrade que temb-ien en este case vale 

la (4). 

Corme que la funeiem es independiente de la funeion pertteular que 

se considere, mientres esta pertenezea a ls familis que estames conside- 

rande, la desicueldad (4) demuestre que lag sen pare — fíija v 

mener que acotadas en conjunte, v, por lo tamte, tambtien lo seran lag 

y caBirtsme las . v Ja familta de las j 

sers, pues, casi-maermal em el eireule y segun hemes dighe tamhten 19 se- 

ra la familia de las en ’ 

Ademas, aPtiemds de que las gon acotadas en canjupte, se demu- 

estra “scilmente medisnte lss definiciones dadas em el mumere 1l,extsten- 

nia'do un valer igual pars tedas las funclenes v tal qu" 

M Y,per l9 tamt:, 
q 

y de aqu& se deduee 1wmadilpamente, que 18 familie de las eg èomél en 

unt entorno del erigen, y este demuestre la ;xlsthnein de un o; el eual 

lllflmi7il de lag funcienes es nermal, 

Em la demostracion de este tesrema hemos supueste que es finita, es 

facil cerse cuenta de que em case contrarie “astara razonar sebre 

en lugar de sobre " para que temblen quede demestrade el tafrewn. 

4, Pgsemos a la demestrseion de uns exteneion del teerema de Tandsu 



em el cual emtrs core ceondicien determinante le mísma relacion entre lag 

que ha inmtervemide en les des teeremas anterieres. 

Teoreme III - Sea 

una funcion meremorfa em el eireule v tel que para 

donde y . Futenees no puede setrrepasar una elerte con- 

tided finits que depende solamente de Y 

É- etres termimes, el tesrema afirma la existeneia de un mumere 

tal que teda funeien euyo desarrel e Tavler es el origen 

empieza per el binorie 3 O bien ne es meremerfa en el deminie 

e biem existe para egte misma funeien un veler do que ne setis- 
faee a la 
faee £ 1a (1). 

€1 el teerems fuese false, podris fermarse uns sucesion infinite de 

funciones 

. de mede que la funeien satisfaciere a leg ooidinlolos del teerems en 

el eireule de redie «Ses I un mumere ar ritarie: entopces el teorems 

II demuestra que la sueesien (5) es csi-mormal en el ectreule ; mef em — 

que, podra extraerse de la suecesien (5) une nueva sucesion lliftrmawo-te 

convergente en el eireule exeepte en las preximidades de;un nnmero 

" 
finite de puntes. Ademas segun hemos diehe en el transeurse de 1- dereg- 

tracion del misme teerema II las expresienes 

sen memeres que un mumere independiente v de aquí se deduee segun un 

resultade cemecide de la teeris de les femílies cesi-nor
melea, que el 1i- 

mite de le ultima sucesien es una funeien meromerfa en el m'sme elr- 
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eule 

Ahers blem, segun el teorema II, la sucesten (5) sere mermal en el orie 

gem, y per consiguiente 

este imdiea que ne es constante, 

Firalnente, resulta de la arhitrariedad de que la funcien eg mé— 

remerfa en cualquier domimie finite del p]l;. complejes v aplicande alguner 

mes resultades cenocides puede verse que ests misma fumeien sat!sfece pa- 

ra cualquier finite a 

le que segun el teerema T es imposíble. Queda pues demestrade el teorema 

5. Vespues de tede le que antecede, se sigue casi immedistemente uns 

generalizeeion del teerema de Sehettiy en el misme septíde que la gepera- 

lizacien -ntçrior del teorema de Landau, s saber: 

Teerema IV - Cea 

uns funcien reremerfa en el cireule v tal que pars 

donde y Fatonces dades dos mumeres pesitives ;,.T . 

existe etre mumere que sele depende de v ;t-! que 

t 
en les puntes interieres sl cireu"e \ v exterieres a les gireules de 

radie centradog en les peles de sera satisfeeha Ta desigusldad 

Un efecto, las funciones cuve desarrolle Tayler empiezs por 

y que satisfacen ademas 8 la (1) en forran, segun el tegrera TT, uns 

familis essi-mormal en el eircule . al misme tiempe, el eitrde teo- 

rema II mos indica que ests mísÉu familie es normal en un cireule sufi- 

cientemente pequefio cemtrade en el erigem. Por lotante,siende las funcio- 
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nes iguales a pars esta familis no puede admitir la constente infin 

rita come funcion limite; queda pues demostrade nmuestre teerema com sole 

aplicar el resultade siguiente debide a Momtel () 

Teerema - Ses ums feamilia casi-normal em re admitiende la conpstente 

imfipita come funcion limi‘e, a tode domínie acetade eompletamente in- 

terior e v a tede pesitive corresponde un numere . que limite 

el medule de euslquier funcien de Ja f-mllii en tode punte de exterter 

a los circules de radie que tienen po} centre les peles de esta funejoen. 

€. Utilizerde un preeedimiente semejante al empleado hasta aqui, de- 

mestraremogs un resultade relacionado con los anterieres.Fl precedimiente 

seguids pera su demestrecien, con pequeiias veriseiemes, og el mikme que 

ha empleade P. "entel para demestrsr varies teeremas relacionades con 

el tema qve nes interess. . d 

El resultade que vemes a demestrer es un teorems que perteneee s Ja 

esfers del tecrera de Tardau. 

Taorera V - Sea una funcion meremcrfa en ¥ que pogeeo las gi. 

gulentes propiedsdes: 

12 es lelemorfa y me se esula en el cireule 

pe : . 
L i 

32 ; 

' 
4% Existe ún valer ' tal que 

Cen estas cuatre eondiciones . no pueds sebrepasar un limite que sols- 

() Vesse P. Vomtel ,- Sur les familles quasi-nermeles de fonctions seslv- 

tiques (Bull, Cac. Vat, de France T. 52 - 1924 pag. 105 
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mente deperde de Y 

Fn efeete, si este limite ne existiese podrismes encentrar une funcion 

que tuviese Jas propiedades requeridas per el teorema para 

Es evidente eptonces, que la sucesien es casi-nermel en 

eualquier deminie finite del plame eompleje y ademas es mormal en 

Se pgede extrnnr,.p\gn, de Ja sucesien snterier etra que ses uiifarmce 

mente comvergente en cualquier deminie acetade, exceptuande un mumere fi- 

mite de puntes. “egum los tectemes clasiees de la teeria de las familiss 

c-ni-normaléu, la funeion limite de este suceston sera meremarfa en 

tode doríinie finite del,plane complejo v peseers -il-melto eeres, 

peles y unes (een ) sera pues, segun el teerems de Pleard, 

una fraceion recienal, Este fraccion mo sera constente, pueste que em el 

eireule {oma el §enoa una vez el valer i mientras que pare 

es diferente de este veler. 

Ademas, segun 1a comdlecen (4), 

y Come ses que es igual 2l coctente de un pelinomio de grade divte 

dido por etre de grade a el valor de sera igual 8l mever de les pumere 

res y 3 y las des de-igu-ldídes anteriores no pedran ser satisfechas 

a la vez, Avíi es que, supeniende que el teorema no se zumpï;,'ïg_lléga a 

un ahsurde, ‘ 

7. Fvidentemente enm la maver perte de les teeremss lnteríorèl wedrien 

variarse algunas de les condieones sin qu:e el teerema peróieno\uu eoree- 

ter, (eome veremos en las netas =l finsl de este artieule) v que la eon- 

dieion determinante del carmeter y que estsblece uma relselen entre estes 

tecremas es: la desigualdad (1) em les teeremes T, ITT v TV, la ecendinion 

33 ex el teorema II y la cendíeul 42 en el teorera V. Tanbien en les ne- 

tes intredugiremes moéifielsivnel a este condieion Jeterminante, pere , 
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ceonservende 21 earacter de dsnigunld:d entre las exprestones para 

diferentes valeres de . L a 

Sir predender wgotur,'ní miche menes, estes des elases de madtfiegetonei 

nes, e;ñalnrnmal las mas immediatas, pero litau, en lag des primerga uotná 

haremes una erservecien de carecter distinte. Fa la pBr'mera, deremes uns 

demestrecion direeta del tearema III: mientras que en 1s segunds indiesrem 

mes las relacienes de algumes de muestres ti.remaa een les de Pleasrd, 

Landau y Schettky. 

Nots I Sea 

una fuacion que satisfaee a tedes las condicones impuestas en el teorema 

III. boíglmnl entonces sigulends el nisme precedimiente de F, 

Nevanlinna eitade en el mumero 3 se demuestira para la desigualdsd 

dends me dependemmes que de Y . De asta degigusldacd, re- 

eordende la (1) y peniende, per e'emple, y se deduce 1a 

Ademas, por el misme precedimiente utilizede en a1 pumers T puede de- 

mestrarse que eusnde es mayer que un mumere fijo, en glrflicultr ra 

eusndo s 
L 
1 

dohde depende selameste de y . Per le tante, 21 menss una 

de las dos desigusldades sigutentes sera satisfechs 

que es el resultade que queriames obtemer, 

A peser de que ésta demestracier es mas direeta v mas símplè que la q 

que hemes deds en 9l'mumere 4, hemes apside me ohstante, que debi:mi: dar 



primeramente la que esta tasgda en el teerems TT, pues, hace sehresslir 

O mes sum le relacien existente entre las teeremes TTI, IV, y V, 

Mets IT F1 teoremra T contiene come ess9o partieular el primer teerems de 

Pieard; ve que g1 

ín desigualdad 1) sera evidentemente satisfeehs para euslquier veler de 

El teerema afirma pues en nertieulsr, que para las grsndes valeres de 

las (6) no pueden ser satisfechas: lo cual es el teorema de Piel}d. 

Del misme mede, los teeremas TII v IV ecntienen come eíu; pertieular, 

respsetivamente, el tesrems de Landau v una comecida genera"igaeien del 

teerema de Sehettiy. 

Nota TII En el teorema I puede surstituirse la desigusldad (1) por la 

siguiente 

dende es nurero fije eulquiers; es neecesarie pers suhstituir al misme 

tiempe la expresiem no ecmstante per ne racienal, 

El teerema ssi tr-nsfc%mado, contiene cemo case partieular el segunde 

teorems de Picard para funciones cor un s919 punte ;1ngu1ar esenciol ve 

que sj se suáono que para tede eflnlnntisreohal les 

y se tema I la desigualdad (1) queda ev'dentemente sotisfeehe, 

Neta IV Si em el tegrema ITI en lugar de suvemer — y fljlniípe sup9- 
cdaa 

pe solamente i 

L N 

entences = 

Nota V Repr'sentçuoi, siguiende a Nevemlinna, por el numere de 

raiceg de " pertemscientes 81 eireulo cada raiz siende eore 

tada una sola vez imdependientemente de su erdem de mutiplieidad, 



Tm el tesrema I puede substitulrse entonces la desigualdad (1) por 1a 

sin que el teereme pierds su velidez. 

Ta misme substitueien puede efetuarse em los teoremas II v IV, pueste ' : 
que el precedimiento de R. Vevanlinms permite ebtener en lugar de la (3) 

ls 

F
R
E
S
P
E
 R
S
 

donde se deduce de de la misma forma que se caleuls o partir de 

Utilizando la demostracion expuests em la meta I, partiemde pere de 13 

desigualdac 

se demuestre fncilneíte que en el teerems ITI pueds temblen guhstitulrge 

sin que deje de ser valida; la desigualdad (1) per la (1). 

Neta VI Utilizamde la demestraeion empleads em el mamero 4, =i hien eon 

algune medificneiones, pueden suprimirse en les teornfiau TII v IV Tas ecen- 

dicienes pere al misme tiempe tiene que substituirse le desi- 

gueldad (1) per la 

/Mejorlndc 11geramg5te las formulas de R, y F. Nevemlinms hewèí;podièo 

obteuer'e;te ultime ;Qanltudo mediante una demoairucion dlraatl{a-;! tguel 

a la que figura en la neta I. . oa 9 

Nota VII En los tesremas T, IT, TIT y TV pueden emplesrse en lugar de 

lo destgueldad (1) le siguiente 

con — entere cuslquiera. 

Nets VIII En la demegtraeion de los teorcmas I, IT, III, Y TV hemes 



dedueids de 1a designslded (1) 1 

y 8 partir de ella hemes obtenido los resultades deseados: por lo tente, 

sl en diehos teoremas 44 substituye la (1) per 13a desigusldad wltimsmewte 

eserita,ge ehtendrean unas ge;srqlízneícuen que enmpre-çgrnn les taeremas 

del texte coro cases partieulares; &1 hien alquman de lss generslizacies 

mes dadss en las netas ne estersn cemprendides en ellas. 

Per diversas razenes hemes ereide que dehismes der primeramnete los 

teeremas en la ferma que le hemos heche; ne igreramde sin embarge el jne 

teres que tiene sefialaresta genersli-selen, 

Pera el teorema I hubiese sido inneceseria ests observecien, pues, la 

go;ormlizneion ehtenida por este precedimiente es el resultade de P, 

Nevanlimma del cual hemes %}eho que el tesrema T mo ea mes que um eerela- 
) . Pé . - ‘. : . & 

rie. 

Barcelons 17 de merze de 1942, 4 

csecescesesesossssesoscn 
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: Las p,nl-tárns subravadas en negre dehen estar eseritss em ne- 

greta y las subrayadas em reje en eursiva. 

Las letras escrites en reje sen del alfabete griege 


