SOFRF'UNGE RESULTADOS RELACTONADOS CON TLOS TEORFMA® DF .
PICARD LANDAU Y SCHOTTKY Y ®CBRE UN CRITERIO DE

CASI-NORMALTDAD

)

F. Sunyer Ralaguer

Sen tam mumereses les resultades relseiensdes eon les teeremas de
Pleard, Landsu v Fehottkv, que fermem va una rama sumamemte gempleis de \
la teeria de fumclemes. A esie desarrelle ham eentribuide pederesamente
les metedes deseuriertes per R. y F. Vevendinne y la teeris de las fami-
liss mormales de P, Momtel., Em este artieule demestraremes umes resulta-
des, pertemeciemties a erta rama, que hemss ;htenido utilizende precica-
mentclloa'metodos artariermente citades v la teeris de leg familiag ner-
meles. |

Amtes de entrrr em materia, re es grate expresar mi sgradecimiente 21
Pref. Jese V2 Orts per las deliemsdezas que de el veage reeiviende v pér
las feeilidades que me eomeede em 1o conculta ﬁa_libroa v reviniiﬁ, per-
mitieud;ve, de este mede, seguir mis trahe jes cem e) minire Ade é{?*eu?-‘

. tades., ‘'Asimisme, ﬁproveaho esta ne;sion nars racer eenstar mi %eg@ﬁggfs

miente &1 Pref. 7. fadamard per laa.ateneinnaﬁ qu# ta temide nara acermige
y per las frases alentadqraa'quﬁ me ha dirigide per med'eefer de mi pri-.
me F. Carhema, - ot | |

1. Resumen de metscienes elssicas - Aurque les metscienes An Pelf W

Nevanlinna sen suramente cemeeidas, ne ereemes sesm del te'e ftvutil re-



petir aqui las defimicienes de Tas expresienes
vy mas aun, si se tilene er eusmia que temdremes aue ut!?iz-rlnn.cua-
tiasuamente.
Ses upe fumeien de 1lz varisble ceompleja , meremerfs em 21 cireule
L ]

‘dende pued~ temer un valer isfinite, rs decir, el cireule puede

eemprender ln tetalidad del plane eomple jeo ). Fmpezsremes definiende

(peara cuslquier ) eeme 1 mumere de peles que tieme la funcien en el
deminie , contande eada pele un mamere de veces iguel a su oerdem de
maltiplieidad. Per le tamte, 12 netacien repregentars 1 ramere

de fni&es de la ecuacien en

7 _
eomprendides en el demiunle cerrade , cada ralz siende comtads tom-
tas veces ceme su ordem de maltiplieidad indieca.

Cuznde me hav que temer eolfujidnen respecte & 19 “unelien a qu- se

refieren estes expreslenes, suele rserihirse v rn lagar de
Yy “respeetivamente,
Le expresicm_ (que susele eserihirge, eunrde me puede Apr lugsr
a confueienes, ) se define medisnte la siguiemte igualdad
Naturalmente 1a definieien de la exprecion | o 1o que aa lo
misme . ) se ehtiene subrstituvende en la iguelded preeeﬁeite
Y. = per Y regspeetivemrnte. L
La definiciern de (éue 1gual que las anterieres puede eserihirse

) 8= ehtieme per

dende es igual a si v a eaere ai

de mede



N

De mede seme jante

Finalmente llegemes a la definicion mas impeortante, que =8 1p de la
funcien {que se eserite tambien ' ‘. Fate Aefinieien ea Aadn per

ls fermala
Yy ;‘ﬂsmﬁsmn

Las prepliedades de esta funsien’aon_sumnmente 1utafasantaa, pere tem-
drinmo§<Q$esalirnoa eamp}etnmpita del tema "ue mes hemes pfopaeato, ai
quisierawmes tam sele emuneiarlas. Fl leeter al eusl ‘nterase su eatudie
pedrs comsultar la ebra de P, Vevanlinmna T~ theereme de Pisard-Narel e+
1s theerie des fenetiems meremerphes” dende ,ademas, eneentrers ure exten-
ca '1bliegrafis.

2. Primeramente vames a demestrar un cerelarie (e mejer dieche, un csase

partieular) de unm teerema de Veverlimna; este es o1 gipuiente:

Teerema I - Dads una funcien meremarfa, me econstante v cuatre veloe-
res distintes v ea imp sible emceontrar un mumere t2l que para
tede gea satisfeehs lp siguiente desipgusldad: eo a
'
een e irdependiente de L

-

*m efecte, supengames que el teeremsa ne sea cierte, e« deeir, qu- exis-
tam custre valeres distintes B 4 pata los cusles sea persihle en-
eentrar des nureres paaitiven v talea que pars tede - me eumpls la
desigusldad (1), entenees es faeil demestrar la existemain de otres Ades

sumeres pesitives v que tiemenm le# prepledad de que ta@o aptine



foce e
y eon maver metive, :enﬂandc en euenta que ea siempre pesitive o

mla, netisfsee a

y per le temte

Ceme sea que segun un tesrems de R, Vevanlimma () la expresiern que fipura
en el prirer miembre de la decsigualdad amterier es siempre : oueds de-
mostrade at absurde el teerema.

3. Obtendremoa 2 eentinuacien un ceriterie de casi-nermalidad pars feo-

milise de fumcienes meremerfas: pere entes va:fin de dsr mever gemerslidad
2 nuestre esuneisde, debemes definir slpgunss wuevas neteavienes.

Representaremes per el mumere del rak ~s de la eeuneion

pertenecientes 81 deminie ® 8 su frentera, cads raiz siende eentade ten-
tes veces coeme indies su erdem de multiplicidady
*a segunde lugar, sesa un deminie sirplerente cenexe: efectuende le

representacion cenforme . { . ) de este deminie séhre
e‘,»"

un eireule representaremes per el deminie que peor aﬁéﬁa trens-
[

I
“Finralmenteeon indicaremes el srdenm de la primers derivads de ls

ferraeien coerrespernde al eireule

funeien que ne s€ amrala en , @8 deeir el grade resneete =

del prirer termine del desarre’le Tavler de .

()Vease R. Nevenlinma - Zur Theerie der reremeypheunktienen (lets Vat,

T. 46, 1825).



Una vez definida cstas muevas netaciones puede wva emuneiarse el erite-"

rie de easi-n rmalidad de que hemes hablade al prineipie de este wamere,

Tesremall - La familia de funcieomes meremerfas em unm deminie
simpl’emente cenexeo, sers casi-nmormal en este misame dominie si es pesihle
en eontrer un punte interier a v euatre valeres 7 tales que
las fumcieics de ls familia satisfagan a las tres nendieioneﬁ csipuientes:

12 es un punte regular para tedas eatss funelenes.

78 Ja= cantlidsdes

ger mwemeres que una ~antidad fgual pare eualquier funeion de la femilie

2 para tede

dende e imdependiente 4¥

Cen estas cendiciones le familia sersa nermal en ()

Demestrscien - Pongames entonces 8! legramed demestrar que
ja familia de funeciones es cegsi-normel en el eireule hrahremes demes-
trade que tambien le es la familie en

i

De le eerrespendeneia emtre estes dos femilins resultan fnai?*@nte las

% [

(), Ousnde une de las heay que subhstituir em el emunecinde la anranim:
ner
Ademas in srimers cond'een de este teerems pedria supriwmirse, pere he-
moes supueste que es unrn punte de helemerfia de ide a que sin estes eewndi-

eienm huhiesemas tenide que corpliesr el emunciade ¥lids metecienmes.



1gusldades

Siguiende el retede emplesds pasr F. lNevanlinma () v temiende er cuemte
las tres primeras igualdades (2) v la segunde cerdlcien de muestire teere-

me , puede demestrarse que para '(eon censtante)

dende es una constante fTimita que denende unmiecamente de

¥y $ya fortierd
Determinemas medliante
de dende se deduce

vy de aqui

Ademae siende definida de esta feorme v seguam unm resu” tade elasice de

12 teeris de lag funcienes crecirmtes 'y
é‘ )

-~

excepte en una sarieﬂfe intervales . TFstes imtervales poseoeqn Te prepiedsd
B

-

() vease F. Mevanlinna - Uber die Anwendung einer Klgsase unifermisierender
Tramzendenten pur Untersuchung der ‘ertuerteilumg emelytischer Tuwktienen
(Aeta."at.T., 50,1927 pag.159-188). Tamhien pedris llegarse s une fermuls o
pareeids redisunte la aplicaeien del segunde tererema fundgrental de T,
Nevanlinra (Vease 1; eobra eitada "Le theereme de Picard-Rerel ete. eapitul

le IV) pere su demestiraciem resultsris menes nataral.



sigulente: la variseien tetal de en les intervales en lesg cusles
es mener que

Fastes ultimes relzeliemes parmitem transfermar la desfguelded (3) en

L4

vealide pare excepte en les Intervales -

ks feeil ¢ partir de lss definieieres que hemes dade, dedueir que

v teriende en cuentes la tercers eendicion del tesrems qu-~ tratemes de de-

mestrar, puede eseriblirse le deaiguslded (2) em 12 forms

velida come (3) para excepte en les intervales repetidsmente sefialsdes
Reprecsentemes ahera per la mayer ralz real de le eeuscion en .

resulte faell cenvercerse de que‘ 2g ung funcionm ne decreciernte de

Fm efeete, la expresiem eg noe deereciente; ees pues

entences sera satisfechs la desigusldad

v per le tsnte | f:
Coms ses que es uns funelen ereciente de dige que papa LT

' 1
ra. . satisfechs ' : .

-

dende sers defirida por

")
1

Em efe-te, dos eirgunstanciss puedem presentsrsc: 1*° " v

Fan el primer case la (4) sera sstisfecha pueste que



oD

’

Fm 2 77 case, evidentemente tiene que pertenecer 2 une Ade les interva-
les , pere siende ,en el imtervale exietiran nececarismente va-
leres de exterieres a les pueste que la variacien de en en

maysr meyer que lsz verlseiomn tetal de este misrme expresiom em loe Interve-

lee cuyes puntes ser superieres a .Sen une de estos veleres em les
cusles es ~atisfeehs la (3): segun le defirieien de se tiene
v reeerdande que , queds demestresde que terrien ronm este nasge vale
12 (4).

Corms que la funeiem es independiente de la funeien pertieular que

ge eansidere, mientras esta pertemezes 2 le familia que esinmoa conside-
rande, ls desizsveldad (4) demuestrs que lag sen pars fijn v
mener que acetadas en conjunte, v, per le tamte, tartierm lo sersm lss
v_*n#imismo las . v la familia Ae las

.sera, pues, casi-mermal em el e¢ireule Yy segun hemes dighe tamrlen le ae.
ra la familia 42 las en

Ademas, artiends de que las _ 89"n acotadhs =n canfunte, se demu-
estra "scilmwente medisnte lss definicienes “adas em el mumere l,existen-
eia de un valer 1gual pare tedas Jas furnclieones v tal qu-

v,per le tamt:,

y de aqui se deduce 1wwediaﬁame:te, que ls fnmilit de las e %amel en
un“enteorme del erigen, v eate dermusstra la existeneis de un en o) eusl
la familis de las funciemes es nermal,

¥a la demﬁstracian de este tesrema hemes supueste que es finfts, es
faeil “arse cuenta de que en case contrarie “astara rszemar sebre
en lugar de sohre para que tanmbiem quede demestrade el taeorewa,

4, Pasemos a la demestrseion de una extenciom del teerera de Tandewn



en ¢l cuel entre ceore cendielien determinonte la misme relseion entre las

que ha imtervemide em les des teeremas anterieres.

Teerema III - Fea

una funeion meremerfa em el eireule v tel que para
dende y . Fantenees no puede gerrepasar uns elieris con-
tided finite que depernde golamente de v

In etres termimes, el teorema afirma la existenelas de un mumere

tal que teda fumneien cuve derarrel e Tavler em el erigen

empieza per el bimerie : o hien ne es meremerfa en el deminie
@ bien existe para este misma fumciem un valer de e ne sptis-
faee a la '

fsee = 13 (1).

.

S1 el teerema fuese f:lao,lpoﬁria fermarse uns sucesion infinite de

funeiones

. de mode que la fumelen satisfaciere a loas condieciones del teerems en
el eireule de redie . Sea um numere ar' riterie; entervces el teorems
II demuestra que la sueesiem (5) es esi-mermal em el eireunle ;M rel em

que, pedra extraerse de la suecesien (5) una nueva sucesioen unirérﬁameute_
! .
eemvergente en el cireule exeepte en las preximidades ﬁeLun nmeTe

fimite de puntes. Ademas segun hemes diehe en el transeurse de le demes-

traeion del misme teerems II lae expresienes

SeR MeRneres Jué WA numere independiente v de aqui se deduee segur un
resultade cemecide de 1a teerie de lss femilies cesi-wmermsles, que el 1i-

mite de le ultime nucesion eg ung funeien raromerfsa en €] m'ame ciy-
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euls
Ahers biem, segun el teorema II, la sucesien (5) sere mermsl en el orf.

L]

gem, y per consiguiente

este irndieca que ne ¢s constante,

Firalmente, resulta de ls arritrariedad de que la funcien fs me-
remerfa en cualquier dominie firite del plnﬁo compleje: v aplicende algune;
nes resultades cenccides puede verse que ests misms funaioﬁ sat!sface pe-

ra cuslquier finite a

le que azepgun el teerema I es Iimpesible. Oueds pues demestrede el teeramws
6. T'espues de tede le que sntecede, se sigue casi immedistamente ure
generalizeeion del teerema de Sehettky em o) migme sertide que le geners-

lizaeien snterier del teerema de Lendau, e seher:

Teerema IV - Cea

uns funcien meremerfa en el cireule v tal que rars
‘ 1
donde v Fatences dades dos mumeres pesitives . v
existe etre mumere que sele depende de v 121 aue
ot
en les puntes imterieres sl cireu'e \ Y oxterioeres & les g¢ireules Ae

-

radie centrades en les peloas de gera apticsfeeha e Aesigusldad

'n efecte, laas funcliones cuve desarroelle Tayler empiezs per
v que satisfacen ademas 8 la (1) en ferman, segun el teerema TT, uns
femilia essi-normal en el eircule . 81 migmeo tiempe, el elitsde teo-
rems II mos indica que ests misma familie es mormal em un eireule sufi-

eientemente pequefis ceatrade en el erigem. Por le tamte,siende las funecie-
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nes igusles = pare esta fnmilii-n» puede admitir 1s conctsnte infin
nita cems funcier limite; queds pues demostrade nuestre teerema com sole
aplicar el resultsde siguienie debide a Momtel ()

Teoremra - Ces uma femilia cesl-nermal em ne admitiende la coretonte
lefinita come funcien limi‘e, 2 tode demimie mcetade eompletarente iu-
terior e v a tede pesitive ecorrensponde un mamere que limite
el medule de cuslquier fumcien de la Pamili; en tede punte de exterieor

a los circules de radie que tiemen por centre les peles de ests funeien.

6. Utilizerde un preeedimiente seme jante 2l ermplesde hasta aqui, de-
mestreremog un resultade relacienade com los anterieres.Fl precedimiente
seguide para su demestraselen, cen pequefiss veriseieomes, cs el mhfme que
ha empleade P. “ertel pars demestrsr varics tesremas relscionades cen
el temg Tve mes interesa., d

F1 resultsde que vemes a demostrear es ur teerems que pertensee s e

eafetrs del teorems de Tardesu.

Taorera V - Cea una funeiem meremcrfa en v que posee lag ai-

gulentes prepiedsdes:

1% es lelemorfa v me se pwula en el cireule
re _ b - '
33 .
[
4% Fxiste an valer " tal que

Cen matas cuatre eondiciemes . me puede sehrepasar un limite cue soles-

() Vesse P, "cmtel - “ur les familles quasi-nermeles de fonctions aullﬁ-

ttques (Rull, “oe¢. “at, de France T. 52 - 1974 pag. 106

“#
[
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mrente depende de ; Y

Fn efeete, sl este limite ne existiese podrismes encontrar une funeion-
que tuviese las prepledades requerides per el teerama P8 TR

Fs evidente entaﬁces, que lg sucesien es cagi-uormsl em
eualquier dominie finite del plamne eompleje y ndemas es mormal en

Se puede extreer, pues, de ls sucesicn snterier etra que ses uﬁifmrmew
mente comvergente en cualquier deminie acetade, execeptuande wun mumere £1.
mite de puntes. “egunm les teobemes elaciees de la teeria de las familiass
casi—n@rmaléa, la funecien limite de eate sucesion sers meromorfs en
tede d@rinio finite del,plane cermpleje v peseers solameunte eceres,
peles v unes (een ) sera pues, segun el teerems de Pleard,
uca fraceisn reecioernal, Fste fracciom mo sera ecenstsnte, pueste que en &)
eireule tems ol ﬁanos uns vez el veler 1 mientras que pare
'es diferente de este veler.

Ademas, segun la cemdicen (4),

y come ses que ' es ilgual 21 oociﬂntﬁ de un pelinomie de grade Adivie
dide por eotre de grade s ) valer de gera igunl 8] mever de les mumers
res \ 4 : ¥ las des desigualdades snteriores ne poedran ser satisfechas

8 la vez. Acvl es que, supeni ende que el teorema ne se cump1;,‘h§‘11éga f
ur ahsurde. "%

7. Fvidentemenie en la maver perte de les teeremss anterioréa pedrien
veriarse rlgunas de lgs eondieones sin qu- el teerema pardieno'uu eoree~
ter, (eceme veremos em las netes =l finsl de éﬁte artieule) v que la eowm=-
dieler determinante dcl_caracier v que estsblece uma relpcien entre estos
tesremss es: la desigualdsd (1) em les teeremes T, ITT v TV; la eendicien

38 en el teerema II y la cendieer 42 em el tcorema V. Tawhiem en lss ne-

tes imtredueiremes medificacivones a ests condieion determinante, pere
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eenservende 21 caracter de Adesigualdad entre lns.exprssionoa para
I Zsiewing valaves A | |

Sir predender agetar, m! muehe menaa, cgtns des elases de madifisaciene
nes, séﬁalaremas lag ras immedisatas; pere aitna, en las Jdesg primera=s netas
haremes ura ehrservesclem de carpeter distinte. Fm la primera, deremes une
demestreclion direeta del tearema ITI: mientras que en ls segunds irndiesrew
mes las relacienes de algumes de muestres teoremas com los de Plesrd,
Lnndau v Sehettky.

Nots I 8ea
une funeiem que satisfaee a tedes lag econdiceones 1mpuautua.on el teerema

. III., Pengamos entonces sigulends el nisme precedimiente de V,

Nevenlinma eitade en el mumere 3 se deruestira para la desigualdsd

dendse pe dependemmas que de .Y o« De msta desigusldsd, re-

eordsrde 1a (1) v poriende, per e ‘'empls, v s¢ deduoe leo

Ademas, psr el misme precedimiente utilizede en A1 pumers * puede Ade-

mestrarse que euande es mayer que un mumere fTije, en ynrﬁigullr
eusndo |

'

5
dohide depencde selamente de v . Por le tarte, 21 mepees una

de las dos desligusldades siguientes sera satisfechs

que es el resultade que queriemes cocbtener.

A peser de que ésta demestracier es mas direeta v mas girmple que la q

que hemes deds en ol ‘mumere 4, hemes apride ne ehstamte,q e debiames dar
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primeramente la cue esta hTassds en el teereme TT, pues, hace sehregalir
mee suw le relscien exismtente entre log teeremes ITI, IV, v V,
Mets IT F1 teorems T certieme eome csse partieulsr el primer teerems de

Pleard: ve que aft

1a desigualdad 1) sera avidentemente satinfeehs para euslquier veler de
k1l teerema afirms pues en nertieulsr, que pars lea grandes valeres de
1:§ () me pueden ser satisfeehas: le cuel eas el +teorems de Picafﬂ.

Tel mismi mede, los teeremas TIT v IV ecntienen ecome cose portieulsr,
raspaetivamen;a, el tesrems de Landsu v una conecidna gemera’izaciem del
teerema de “ehettky.

Neta TII Em el teer~me I puede surstituirse la desigusldad (1) por 1la

siguiente

dende as nurero fije eulquiers; em necesarie pere suhstituir a1 misme
tiempe la expresiem me ecmstante per me reaciensal,

.El tesremra sgi transfofmado, contiene coms case partieular el segunde
teorems de Picard para funcienes e¢om um zale punte aiagﬂlar egencisl wve

que si se supene que para tede s-m satisfechas lss

y se tema la desiguslidad (1) queds ev'dentemente =stisfeechs,

i

Neta TV €1 em ~l teorema TTT en lugar de suvoenmer v fijuajfye sAPO -

re solamente _ ;
I
entences :
Nets V Reprrsentemes, siguiende a Nevemlinna, per el mumere de
- raios de | ' pertemesciontes ¢} eirenle esds raiz siends eore

teds una sola vez independientemente de su erdem de matiplieidad,
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m el teorsma I puede substituirse santonces ls desigualdad (1) per 1a

sin que el teereme pierds su velidez.
Te misme substituelion puede efetuarse em los teoremss II v IV, pueste

que el precedimiento de R. Wevenmlimms permite ehtemer em luger de la (3) |

ls

donde s® deduce de de la misma forma que se caleuls o partir de
Utilizende la demsstirscier expuesta em la mota I, partierde pere de 1la

desigualdad

ge dermuestra facilmente que en el teerems TIT pueds tamhien suhstituirse
sim que deje de ser valida;-la desigualdad (1) per 1a fl\.

Neta VI Utilizerde 1la demestraeion empléada em el muamere 4, si hiem eon
algune medificaeiones, pueden suprimirse en les teeremas TII v IV Tas con-
dicienes per; ql miame tiempe t!eme que suhstitnirse 1s desi-
gualdad (1) per le

Ve jerande 1igsramento las fermulas de R. v F. Nevemlirne hem@i:podido
obtener:e;te ultime resultede mediante une damas£r¢ei.m dirﬂatniclai feuel
2 1s que figurs em la neta T, L

Nots VII Fm les teoremas T, IT, TIT v TV pueden emplesrse en lugar de

1ls desigueldad (1) la siguiente

eon entere cuslquiers.

Nets VIIT Fn la demesirseienm de les teercomas T, IT, III, v TV hemes




I

dedueide de 12 desigusldsd (1) 1le

y 8 partir de ells hemes ebternide los reaultsﬂoa'ﬂeseldns; poer le tsmte,
21 emn diehes teoremas 44 substituye 12 (1) per 1la Adesigusldad nwltimsmewnte
eserita,ge ohtendren unas generalizaciones que eomprenderar les taeremasn
del texte core cases pnrtiouiarga: €1 hiem alounan de las generslizacies
nes dades en las metas ne estarsm cemprendidas en ellas.

Per diversas razenes hemes sreidq aue: dehiameas der primeramnete lns
teeremeas en la formea que le hemse heehe; re igerorsrde gin emharge el ine-
teres que tiene sefialaresta ganerali*aeién.

Pars el teorema T hubiese eide imneceseria ests observecien, pues, la
gererslizacion oertenida por este precedimiente es el resultsde de 7,
Nevanlimma del cual hemss q;eho que el teerema T mo ea mag que um eorelm-.
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