
VAIORES ASINTOTICOS DE IAS VUHCIONES ENTERAS 

Lonas AD INFIUITUM 
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INTRODUCCION 

T 1907 Denjoy 8 () lemzo lo hipotesis de que el mumero maximo 

de valores agintoticos distintintos y finitos que podí_n tener una fun~ : 

eión entera de orden finito era de y el mismo tiempo demostro 

esta hipotesis enm un caso perticular, Iuego Carleman demostro en el 

caso general un resultado muy aproximado a la hipotesis de DenJoy.Fí—l 

nalmente ARlfors 1 deméstro to%elmen'-:e el resultodo previsto por 

Denjoy, completendolo con la efirmación de que el numero meximo de va- 

lores asintoticos denende asimismo del indice de rotacion de las cure 

ves en las cuales la fumción se apromima a dichos valores esinteticos. 

Diversos, autores, entre ellos liacintyre £ \_y Gz'\ms_ky 8 , han 

obtenido diferenteg complementos al resultado qué acabanos É.g_ se'ñalar; 

pere haste ahora, segun ereo, no se ha estudiado la mlaeión; entre el 

numero maximo de valores asimtoticos y las velocidades con ;)_ue la fun- 

cidn se aproxima o dichos valores, En el Capitulo I de esta memoria 

estudiaremos precisamente esta relación, empleamdo para medir _ls. velo- 

cidad de apromimeción de lo función aunrvalor agintotico, la moción 

de tino de dicho valory noción Que definimos en uma memoria anterlor 

me ereo muy aproniada para este objeto (). 8 y 

Tos velores asimtoticos de las funciones de orden imfimàto han 

sido bastante menos estudiades y eh general los resultados obtenidos 
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no son aplicables,0 carecen de interes, para ciertes clases de fun- 

ciónes, En el capifilo II abordaremos este tema utilizando el metodo 

que en el capitélo I nos permite obtener resultados muy precisos, No 

obstante este metodo para el orden infinito, comó era de suponer, no 

nos permite obtener uma precisión semejante, 

Finalmento entes de terminar la imtrodueción deremos GÈ enuncia- 

do de un resultado de Milloux en su forma mas precisa, que puede obs 

tenerse sicuiendo el razonamiento empleado por R, Nevanlimna 6, page 

96-100 3 pues este resultado lo utilizeremos .contímamente en el cur 

so de les demostraciones contenidas en esta memorim. Su emunciado es 

el siguientet 

TEOREMA MH.- La función holomorfa eu el circulo VOr 

rifica en este : 10 circulo, la desigualdad 

y Si, ademas, en una curva coutimua que partiendo del origen llega has- 

ta la circunferencia 4 , lo función viene acotada por 

tendrémos en todo el circulo 



CAPITUIO I 

Orden finito 

1,1l.- Una funeión entera sera llemada de orden y de ti- 

po 1 del orden precisado , cuendo 

conde es el maximo de en la circunferencia 

En tn brobajo suterior definimos el tipo de un velor asintotico 

nición incluia valores 8, Canpitulo IV ,pero en dicha menoric lo G 

que no erem propiamente agintobticos; como ahore nos proponemos. tratar 

umicamente de verúaderos valores asintoticos, debemos varier ligera- 

mente la definición, 

Diremos cue tiende al infinito siguiendo una curva continua, 

euando los valores que toma pueden represontarse por , ÈcS 

dende es une función continve para todo velor reci y positivo de 

8 QUe pars estos valores de puece tomor valoree complejos y que 

finalmente cnmple lo condición 

e log: curves co:a'bír-,uáís que tie Bepres 

enden al infimito y que verifican (pvede: no existitúincina) 

conde es pnue función entera do tipo 1 del orden precisado , 

si 



diremos que es un valor asintotico de tipo I de . 

De igual modo, representando por el conjunto de valores de 

(puede no existie ninguno) toles que 

(1.1.1.) 

direnos que . es un volor esintotico rsàïal ée tigo de . 

En mi nomoris citede 8 definie osimisno los valores asintoticos 

cagi radinlies, pero este clase resulta totaluente irmeceseria, pues me 

segun puele Geducirse de los rezcunanientos contenidos en ol n. 4,2 de 

8 y eu perticular de las formulas (4,22) y (4,23) de lo misma memo- 

ria, lo existencis de un valor esintotico casl rodial de ti e , 

pone loa existencia de un : del misno tino () 

t
 

»2¢= Immezabenos por estudiar la relaciór ontre el I_mdero de va= 

lores asimtoticos rediales y los tipos de los mismos, el res“\_;ui_.taólo en 

este caso es intuitivo, pero tal vez por este motivo, el as"él_zdio de 

este coso nos nommitira comprender mas facilmente los detalles del cn 

30 general, 

TIOREA I.- 9i la funcidn entera de orden y de tipo l da 

orden precísado - tiene los valores esintoticos radiales , , 

qees cuyos tivos son, respectivamente, , socees , Se cum~ 
' 

plira 



Demostración,- Ses el erguiento corresponciente () al valor 

agintotico y suponganos que estos hayen sido nunerados de manera 

que 

Sea 

puesto que pera cualquier valor de , Segun resulta del 

hecho do que es , las prople- 

dades comocións de 

tendrenos .5oa pues el valor c 0 tal que 

representara el meximo velor que verifice 

Evidentemente, segun lo que acabamos de establecer, se verificaran 

È 

Por otra parie, aplicando el procedimienmto hàbitual, puesto que 

y pasando al limite si es nmecesario, resulta 



y por consicuiente, tendremos 

cuando esta desiguelded debo escribirge 

Sunando estes desigueldades p: los diferentes valores de Pee 

sulta Pimaluente 

donde j esta desigualdad transformade debidemcnte cs la g- 

firmacidn del teorena, 

=
 

Os volores a voticos no «~ En cl cugo gencrel, o sea 

son rodicles, o nejor dicho, puefen no ser rodiales, la precisión del 

teorcne de Demjoy-Carlemon-Ahlifors regulta nos complicado, Su emuncias 

do es el siguieutet 

TEORWA IL,- Si lo función entera de orden y de tipo l 

del orden precisado tiene los valores esintoticos 8 s weey 

cuyos tinos son, resnmectivemente, , 3 eues 7 òqyo dndia 

ce de rotación es , Se cumplira £ 
[ 
h 

x 

donde es una Puneió: que Gefinirenos y que ve: 

dond e es una Con nte numerica. 

Demostracidne~ Segun la definición de Ahlfors 1, noge 27 el ine 

dice de rotación de una curva viene expresado por 



por lo tento, como cuiera que en muestro ceso los velores asintoticos 

y sus tipos vienen definidos como ¢l extremo inferior de un funcional 

en m conjunto de curvas, podris suceder que loÈ indicesde rotación de 

les diferentes curvas de no tuviesen relación entre si y no perni- 

tiesen, pues, la dofinición de un Mfmiim indice de votoció: del valor 

Sea n velor esintotico de tino y sean y dos 

curvas de s si 

¥ ) BOX: ble mellar Qús sucebl ¥ gue 

) 

y que 

1 
È 

~ A partir del punto . L 

sigamos la curvo hasta el punto ‘ 

( regresando o sl guiendo le curva d . Evidentemente esta 



8 

curve rodes el origen y, puesto que a partir de un valor de es exe 

terlor a cuelquier cireulo fijo, queda demostrado que, con las condi- 

e(‘nfiés supuestes, contendrs en su interior cualquier dominio acotado 

(asimicmo a partir de un valor de ). Ademes, como 

X 

lo función seria acotada en todo el plano complejo, Por consi- 

nte, c€omo suponemos que no es identica a una coustante, de- 

be verificarse . 

Cono el ~nierlor razonaniento es velide asinismo cuando el valor 

de correspondiente a la curva es Gistinto del que correspone 

de 4 podenon allrmer que el incice de potación es iguel para to- 

ncidn. Este ulòino egiree dos los velores asintoticos de una micna 

bo Ua procedimiento mucho mo fue deacstredo ya por AhIfors 1 meci 

dLA 
D Das 

de sus tipos, es iguel para todas ellus. 

Despues de estas considerneidnes nobre el indice de rotnailfn, es 

posible entrar de ilenmo en la Cenostreción propiomente dicha del to0- 

vena 1II, Sos z on 

.t 4 
a fin de coincidir dentro m posible con les moteciones de Ahlfors, 

- x 

representaremos, comtrariemènte a la costumbre, la porte regl de 

por y su parte imaginaria por s es decir 

Ahora biem, cuelculere que sea el valor de ' dadas las hipo- 

tesis del teorema, c'istiren ol menos curvas ropresentedas por 



—— 

tales que 

vy que para suficientemente grandes se cumple 

(1,3,1) 

donde , Sea un valor cualquiera de talcue si 

se cumplan lag desigualdaces (1,3,1), y efectuemos le trensformación 

de veriables defi: 1 por () 

(1,3,2) 

esta trensformación efeetua la renresentación conforne de la faja 

í 

sobre el eiw y dcl 

Por lo tento, dada le eleccidn de stira una curva que désde el 

origen llega hasta la circunforencia en la cual se cumple 

{14543) 

. : X 
Adenns, puesto que es de tipo 1 del orden precisadó— 

teniendo en cuenta loc dos transformacioncs de veriables, y %’í » ¥ 

e 

por consiguiente , G5 suficientenento grande, en el cireulo 

tendreros 

(1,3,4) 

Les desigualdedes (1,5,3) y (1,5,4) son de la forma de las hipotesis 

n el teorema X, por lo o
 que nto, aplicando este teorema 

veremos finalmente que en el circulo 



N 

se cuuplire ia desicueldad 

(1:).3)3) 

Por otra parte, las proniedades de los ordenes Precimados permiten 

denostrar facilmente que 
g 

ntenente grande la desigualdad (1,3,5 

iente en el circulo i 

(1,3,7) 

de (1,5,21, 5)y (1,3,6) y (3,3,7) deducirenos Iac'tit íte“«gme. eli- 
a 

ido converientemente el valor de y sl es suficientenedte grem- 

de ez el 

{1,5,8) 

8se ¢ 

en el segmene 

. 81 como 



el megultado contiuun siendo valido, 

Ahora bien, sea do fejo comprendide entre las curvas J 

). Nosotros su~ 

sido enteblecida de forna 

paees no tougan ningun u 

dos de ellas, lo cual es posible segun puede 

Sea el conjuibto formado por la súma de los 

segnentos (1,3,0 tona la totalicsd de los valores reales 

positivos; si de se suprinen los pumbos que pertenecen a — o & 

obtendremos unàfaja que llanaremos para la cuel, y del misge modo 

que Anlfors deline para 1, nir la Punçión 

el maxino de t enda 

repetir para . peses el raz 

~27 J puesto que cvidentemente 

llegaremos c la desigualdac 

or oa 
2 

4 
L 

~0 sea 

Como cquiera que es una fumción coutinua y puesto que es ar= 

itraria, resulta fimalmente
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1 el teorema, Ademas, la desicualdad que es 1o 

monte de lo defintición de à results faci 

Del teorena II se sigue 

COROLARIO,- Una función entere de orden y de tipo 1 del orden 
, 

precisado , Duede tener exatemente valores asintobicos fini- 

tos distintos, unienmente cuando el indice de rotación y los tipos de 

estos vnlores son nulos, 

1,44~ Grunsly 5 complemento ol tcorema do Denjoy~Carlenan=phlfors 

introduciendo, cn lugar dol orden cl orden ir L L * 

ar del indice de rotaci 

aesto al princi munero anterior resulia facil 

para todas las curvas de y 

icntos contenie 

dog el teorena siguienteg " 

' 
TEOREMA III.e doi , Ce Ripo 1 

L 
del orden precisado y ¢e orden inferior , ticne los valores 

agintoticos , seuas , GUyOS tipos pespectivos son , , 

D , Pesulta 

ida amteriormente, utilizando les Curves: donde es la cantidad d 

que intervienen en lo definición de los tivos de los valores agintotia 



cos de . 

De este teorena se pigue immeciatamente el siguiente 

COROTARIO .. Una fumciórn enters de orden , de tipo l dol orden 

precisado y de orden inferior , tener exnctamente Ve 

volores asintoticos finitos dist y ’\ pera 

cunnéto rogulta que 3 

pero 

procecinicntos dc 

B,e Tambien en los interesantes resultados de Magintjre 4 pue- -
 

den introducirse los tipos de los velorcs asimtoticos, En cfecto, sea 

no de los curves que intervienen cn la Cefiricion Col tipo Cel 

velor esintotico , es decir unc de les curvas de . DNepresente= 

erior de la longitud en el plano de mos por el extremo à 

er pmto de con cuclquier pune 

to do tener puntos comumes con ningune de las 

y see 
l . 

' 

. . i 
- Por rie, renpresentando por el : 

cuando podrenos Gefinirilo 

los 

donde estos limites se refieren a cuando las curvas
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verian de cunlquier modo, con la sola condicidn &e que o tíenda a 

pars 

Con estas noteciones y aplicando los metodos de Macintyre junto 

con los muestros contenidos en el n. 1,3, podemos demostrar el gigui- 

ente teorema. 

THOREAIV.- Si la función entora de orden , de tipo 1 del 

orden precisado y de orden inferior é ie log Velores as 

toticos , o W%y , cuyos sod j' i, suees 

tendrenos 

J 

) domosteación linitondonos al ese 

,E 2. v Tr 

trar que cuando 3 wero creo probable que median= 

te otro que los tcòremas dnte- 

co Bastitue riores contimuan gi 

ye por otra que ve: cuando . È 
L 

d. bservacidn II,- Si en los teoremas II, III y IV sabemos que algue 

nos de los velores esintoticos son radinles, para los valores de cor 

puede ponerse 

1,75= Del tcorema II y agimismo del teoreme de Anlíors se deduce 

cidn de los velorer osintoticos de uma función e 



viene acotado indepencien entera de orde: 

En renlidad el teorema II nós da la acotación mos precisa 

En el ennituld IT omplearenos el teorema M pare acotar la rotacidn 

l de las cumvas en las que tna función de ordon i 11to pormanece aco— 

tada, 

1,84~ R. Tovenlimma 7, prge 95 afirma Bion on’il soit vraisem-.- 

blable que toute velous Ce défeut positif soit tne veleur asyàptoti- 

queg lo récinrocuc m'ect pos vraie y efinde mos cbejo Pour Qu'íffs/oít 

ainsi, il faut cue le convercence ait lieu dons des domeines assog Xme 

lorges et cn'elle soit d'une intensite cui corresponde 2 la croissame 

ce de lo fouction crracteristique . 

ute que la u
 

los metodos anteriores permiten efirmar que es sufic 

intensidad csen crende pare que los dominios seon sufigicntenmente oxe 
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- CAPITUIO II 

Orden infinito 

241a= Como sabemos, cu cl ceso del ovdom infinito pueden existir 

lores asintoticos y, segun hace observar ya Milloux 5 

6llo inpone que en el estudio de los mipmos hobra necesided de acoter 

l superio mte ¢l modulo do lus — g inferiormente los valores 

mediante contidndes variables que deponces de » Ademes, ig al que 

Milloux, corsiderercuog en lucar de verdaderos velores asínüot'leos, a 

numero úe curvas interiores 2 una corona circuler en les cuales la 

Tmeión se ‘suficientenente e los , Sin necesided del que 

estes curvas pueden extenderse hasta el inv/i d ito de modo que la fune 

ción biendo hrein . Em ests direeción illoux 5. obtuvo el resule 

tado s ente 

TEOREMA «~ Sea unn funcion entera de ordem infinito. En gua 

general es inposible que en la coroma circular 

an un munero mayor que 

de curvas en cada una de las cuales es iuferior a ! . 
L - . L 

¥ talos que sobre sea satisfecha le desigualdad n 

con 

donde la constente Gepende del velor que se tome pera la . 

Desgraciadamente cuando 
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la acotación dada por el teorens anterior plerde cu valor, puesto que, 

en este caso, le acotac ión no proviene del hecho de la proxinidad del 

valor de la Punción a deterninedos valores constentes, sino de que el 

numero nozimo feemmémmemm posible de valores que verifican 

es ir princr micmbro de 1o desien 1000 ( (2,1,1)e Por otra pare 
t 
te, ser nogtrnrenmos en une nots al final del presente tx‘fbsjo, 

ereg Ge orden iufinito pore lis cua= existe una clase de funcio 

les los velores de que cuuplen (Z,1,1) uo con excepcionales, gine 

toéo lo contrario, puesto gue la d ertir de un , D 

idereciones éc ~
 

e e Estas con 

dercr de muevo el problena el numero de velores o 

3434 
L1111T0e el orden 

2,8e~ Ios resultados que obtenenos a continuación se siguen del 

Bl md teorema H veciante u: procedimiento semejante a la priacre parte de 

donostrneión del teorena II, es decir, 1a »narte en que se demues= 
. , 

cia de los . Me percee probable que con otrè}metodo 

los resultados que obteudremos podrien precigarse; amb 
4 

migno porece nosible que ci en lugor de cersiderar logs comings unlca= 

"nente en el interior de una corona circuler, considcrasemos caminos 

, extendiendose hosta el infinito, la acogéción del numero de valores 

asintoticos dismimuiria, tal veg notablezente. Sin embargo, hasta el 

precente no comozeo metjodo alguno que permita hacerlo, 

Mn priner 1'1" ar demostraremos el 
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TROREA VIe- Sen una funeión entere de orten infini%o. Si 

existen curvas que atreviesan la corona 

tales que sobre se cumple \ 

donde las son constantes que verifican 

entonces tendremos 

donde depenúe de y . 

Deuostración,- Nfectuenos de muevo lo trensforaceión 

y congamos 

Sea aGemosg formade de corte. la recta 

que en el n, 1,3 00 n 
L 

L 
. L 

Ha en el circulo ‘s enton= 

(2,2,2) 

se cumple 



£248,3) 

Por otra »narte, es facil cenostrar que 

se curpie 

208, COMO 8 DOS 1"ble, y J y por lo teuto si supon 

nde, la ultima desigualdad para dos valores de suficienten 

ción que segun el teorema cumplen las eou la co 

L segnentos definicos por (2,2,4) uo tendren 

en comun lo cual demuestre que 
I z 
- 

4 
L 

lo cual deruestra el teoremae l 

Toda cleccidn determinada de la fumción dara lugar a un co= 

relario del teorema auteriorg nosotros mos limitaremos a enunciar y 

COROIARIG ,- Con las mismas hinotesis que en el teorema VI y .toname 



É 
&
 

T
S
 

'
 

deara 

es fia excepto en unr 

5 VI perg depende tam- nite.Le cons 

bicn de y . 

conoeido teorenn de Borel los valores de 

iita; ae 

plicando estc resultado al teorema VI en el cual sc debernine co- 

mo en el corolurio, regulta cste denostrado. 

2y3.- 91 g0 utiliza la mocion de orden para regularizar y acoter 

el crecimiento t0, puede emunciarse un 

ipe 03 Ordenes, Í_:_g_dieáre— 

caso,que nos'parece el nos i_Ínteresan— 
t 

L te. 
" 

Si es una función decerecionte tal que 

existe slenpre para toda fPimción entera de orden in: 

funeidn mo decreciente tal que esecriblendo 



Be E 

La función se llama gererolmente oròdcn de i ecul seguire- 

mos estr costrmbre no lemebomos or- 

.A pegar de ú 

8 y aenorias (por cjemplo Veliren 10, 

PA Ga LT =33 streción puesto cte querenós, que tan- 

ER, adenas otra propledad que nos sera necesarie en 

Punción lineal para y construyganos 

condiciones 

Evidentemente la es creci= 

, tiende ol infinito cuando 



y sen el merino de 

pare los velores de 

renos, DVecto cue 

que cumplem 

te que 

2aE - 

Con estos ordencs podemos enunciar un teorena soncjonte al VI, 

si existen curvas 

une fuución eutera de orden infinito 

que atrviesan la corora 
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teles que sobre se cumple 

donde las son constantes que veri: 

ndo eIl cuene 

Mo curso que la demostraci 

de la cual cue - 

1 
1 

" ¥ cO tiende a , Pogulta neloente cl teoe 

Tena, 

Egte- Sea una eutera de orden infinito (lg 7 

anetrica de une curva continua que 

cular supondremos que « Vamos a acotar el crecimiento de. 
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camente del de 

Como a portir do un valor de lo cumve no puede contener curves 

función cerrades 

seric un comster ralided que 

conerslidad les 

on simplificar la 

demosteeción 
j 

J 

Supongenos que cuumple y 

t2,2,1) 

E qUr gL 

moror velor do » tencremos 

B-: Con lo misma nmotaci i se cumple 

cl priner caso evicentemente es posible hallar una vucesióm de 

situados sobre la curva y cuyos ergunentos forman 

una n momotons y verificen 

von gobre la cuvrva al menos dos pumtos cuyos argae" por lo tanto, er 

mentos difieren de una cantidad superior a y cuye distancia eg ire 



En el segundo coso existire uns su puntos sigsue- 

0 una succsion no- “arve, CUYOS arguneirbos i 

notons, y 

la sumosición que le curva no se corta o 

s 
ve o no dos puntos gi- 

tundos contlded supe- 

rior o dis a 6 : as0 es inferior a 

En restuen sieapre cera posible haller dos puntos J situados 

sobre ir cuive, Guyos asrgunentos dificren de una critided suporiór à 

y que verificven 

el cireulo de centro y de radio ' 

ieded de los ordenos, se verifica 

esta curve segun las hipotests se cumple 

amto finslmente lo existencia de 

y de racio què depende unicenente de 

y , en cl cual 



Del mismo modo se nuece demostraz lo evistencia de otro eirculo 

S¢ cun de centro y (e racio e ¢l cual le asimismo la (2,4,2) 

x Poz lo t 

(2,4,3) 

el Grozo de curva 

10 egtos dos puntos formera un circuito cerredo que 

rodenrs el origen y sobre el cual se verificara la (5,4,48). 

utenente un c tienpo {2y ,.1) 

Dos lo tarto, pues 

si con y para los 

cunlen 

M " 

dorde existivia una sucesion Ge circuitos eermz«ïos 

tales cue curlouler donminilo acotado Gel pieno complejo seri fl:nterior 

a tocos cllos a partir de un valor de que depende unmicanonte del do- 

ninio clegido,y ademas, sobre estos circuitos la función cumpliria la 

2,4,2) lo cuni demostraria que es una constonte, contrariamens 

te a lo cuc hemos suntuesto, En consecuencia hemos demostraco el sigui- 
' . 

ente teor 

es una función entera no constante do o= 
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. que tiex 

propiedadeg, 

to, entonces a pertir de dn valor 

camente del orden 

nece acotada sobre la curva contimua 

de 

27 



NOTA 

En el n. 2,1 hemos afirmado la existencio de uua clase de funcio- 
. 

nes enterss que a partir de vn velor de verifican le deèigueldad 

x
g
 

(2,1,1). £ continuación demostraremos la existencia de tales funcio- 

nes, o nejor dicho de funciones que verifican desigunlòdados mucho mas 

CEOLNILÀ,- Dada una ;u;.cíá'"u ositiva uo decrecienie, , t2l que 

P que sea 

para 

remos ias sucesiones y Denostreci 

, PONE para 

pora 

¢z el monor de los enteros 

dada, pucs, , lo sucesioues y queden p9r 

este procec 

Sea 



evidentemente puesto que 

on entera, 

Egeribonos 

Em cousccenoneia, de (1 

ntervelos en log c 

ral pere 

s existe siempre 

es Layor 

29 

lón es una funcie 

or de se cumplira 

pozs lo nenos un entge 

les la veriación de 

. Xra 
que un cierta Constan- 

Gue verifica (2) y:! tal gite 
l 



c demostrar, En reslidad en la ul. 4 a
 

lo cual es el teorema que tretamos 

time desiguelcad hemos supuesto 

pa
 

£
 

EE
 

iced de la de= 



C
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Notas cue deben ficurer ol pigde pegina 

(Je- Ios primcipclos resultados de este cnnitulo fueron comunicados 

a la Acadenie des Sclences P01l eu sus _(«}—.R. 2 

cuseseroea 

canente es cierto cuondo y no cuando, 3 pe- 

raente el caso en que . ro = nosotros nos interesa porticula 

sesesassraecases 

()¢~ Cuando el velor asintotico es radial el extreno iufcrior es ad- 

canzado para un valor detorminado de — 73 peroso em (1,1,1) he- 

mos escpito en lugar de 

seaeneogoemsoces 

acar H . 

" 
absolutamente necesaria, unicomente que 

[ 
uneidn que definiremosproxinemen~ 

ceveussevosssoos 

- 

(e~ Tambien aqui polriamos precindir de este transforneci 

haremos en el munero 24,4 

sasscsnsevevsaws 

(),- Ios ragoncnmientos siguientes pueden aplicarse asimismo cuando 
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