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INTRODUCCION

T 1907 Denjoy £ () lanzo 1o hipotesis de-éﬁe gl_ﬁnmorn naxino
de valores asintoticos distintintos y finitos que poais tener une £
cidn entera de orden finito era de vy ol mismo tlempo demostro
ecta hipotesis er un caso perticular. Tuegp Carleman demostro en el
caso general un resultado muy aproximado a la hipotésis de Denjoy Fi=
nalnente AR1fors 1 demostro totelmente el resultodo previsto por
Denjoy, completendolo con la afirmacidn de que el numerd meximo de vo-
lores asintoticos depende asimismo del indlce de mobacion de lag cur-
ves en los cunles la fumeidn se apromima a dichos valores asinteticos.

Diversos, autores, entre ellos lincintyre 4'ﬂy Grunsky $ , hen
obtenido diferentes cemplemenbos al resultado cue acahamos‘égfseﬁal&m
pero haste ahora, segun ereo, no se ha estudiado la_ﬁﬂﬁcién;ehtre el
nanero maximo de valores asinbtoticos y las velocidades con ;ue la fun-
cidn se aproxima o dichos valores, ¥n el Capitulo I de esﬁalmomoria
estudiarenos precisamente esta relacifun, empleando para me&ir la velo-
cidad de aprorinscidn de le runeidn aun valor asintotico, la mocidn
de tino de dicho valowr; nocidn due definimos on unn memorie anterlor

8 ¥ aque e?eo'nuy apropladn para este objeto ().
Tos volores asintoticos de las funciones de orden infindto han |

aido bostonte nenoe estudiades y en general los resultados obtenidos
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no son aplicables,0 cereceun de interes, para clertas clases de fun-
cidres, En el cavitulo II aborderemos este teme ubtilizando el metodo
que sn el capitilo I nos permite obiener resuliados muy precisos, o
obstante este metodo para el orden infinito, como era de suponer, no
nos permite obtener una precisidn cemejante.

Finalmente entes de Serminer la introducceidn doremos adk enuncia-
do de un resu,fedo de Milloux en su fOTmA MoS precisa, gue puede obs
tenerse siguiendo el razonoamiento emplieado por R, Nevanlinna 6, pasge.

96100 3 pues este resultado lo utilizaremos contimianente en el cur-

TEOREMA M.~ Ia funcidn holomorfe ei el circulo Ve

rifica érn este nmismo ecireulo, la desigualdad

y si, ademas, en unn cuyrve counbinua gque nertlendo del origern llega has-

ta la circunferencia , » le funcidn viene acotada per

sendrenos en todo el cireculo




CAPITUIO I

Orden finito

1,1.= Une funeidn entera sern llemada de orden y de ti=-
po 1 del orden vrecisado . cuendo
coxifle es el naximo de en la clrcunferencila

w1 trnbajo anterior definimos el tino de wn velor asintotico

8, Capitulo IV ,pero ea dicha memoris lo definicidn incluia valores

gue no eran proplamente asinsoticos; no ahors nos proponemos. trataw

miconente de verdaderos valores asintoticos, debemos varler ligera-

. - . P
nente la definicion,

Direnos qué tiende al infinito sigsuiendo una curva continus,
ando los valores cue toma pueden represcnitarse por  ', ﬁmﬁ
2onde an une funeidn conbtinuve para todo velor resl y positivo de
s Que para estos valores de nuede tonar valores coaplejos v qué
finnlnente cmmple le condicidn - o
e‘ -

il V=

. de leog curves combin aés que tiw
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Representando por 1la

enden al infirito y que verifican (puede no exisbirsincomo)

- - . ; o S a— — | . _ = = . 1
conde es pne funcidn entera de tino 1 del orden precisado - "
si



diremos que es un volor asintotico de tipo de .
De igual modo, representando por el conjunto de valores de

(puede 1no existdr ninguno) teles que

wn velor asintotico redlal ée tipo de .

]

direnos que . ©

En mi cemoris citede 8 definis esinisno los velores asintoticos

=t
[-.l
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casl radinles, pero este clase resulla totolmente ilrreceseria, pues M

-

segun puele Ceducinge de los rezcnanientos contenidos en el ne 4,2 Qe

8 y en particulay de las formulas (4,22) y (4,23) de lo nisria nemow

ria, lo existencis de un velor esintotico casi ralial de tipo o
porte lo existencla de un vulor asiatotlce radial del nmisno bine ()

1,24= ImmezoPenos por es sbudiar la relacidn cntre el nunero de va=
\

lores asintoticor radiales y los tipos de los mismos, el reaultado en.
este coso es intuitivo, pero tal vez por este motivo, el esjudio de

&
ecte coso xos nornitirn comprender mas facilmente los detalles del caw

80 general,

PEORENA I.- Si la funcidn enteres de orden  y de tipo L del
orden precisado tiene log valores esintoticos radioles s s
i oy cuyoe tivos ¢ od, respectivanente, ’ g eevy » S€ Cul=
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Demostracidn.- Ses el erguacntc correspondiente () al valor
agivtotico v supongamos cue estos hoyarn sido nunerados (e manera
aue
Sea
puesto que © para cualauier valior de , Seguu resulte del
hecho .dc que es de $ipo 1 del ordenr precisado s &S proplec-
dades conocidno le nos perniten aflrmar que pora
tendrenos .3ca pues el valor ninimo Hal gue
mientras gque representara el meximo valor ¢gue verlfice
I\
L

Evidentedente, segun lo que acabamos de establecer, se verificaran
1.

Por otra wnarie, aplicando el preocedimiento hbbitual, puesto que
2 ? -

y pasande el limite si es necesario, resulie



g por consiguiente, tendremos

cuando gto desigualdsd debe escriblirse

w1endo estas desigualdades pars los diferentes valores de re=-
sultas Tinalmente
donde 1 esta desigualdad transfornade debidemcnte es la a=

firnacidn del teorena,.

- -

1,5a~ En ¢l coso generel, o sea cucndo los vnlores asintoticos ng
son radicles, o nejcr dicho, puelen no ser rodiales, lu precisidsn del

teorcns de Denjoy-Conrlenaon-Ahlfors resulba mos conplicado. Su emunclas
. I

TEORWA Il,- 8i lo funcidn entera de orfen y de tipo 1
del ordexr vprecisado tiene los valores csintoticos s s &Héy

cuyos tinos son, resvectivenente, ’ s esey s 7 égyo indi-
ce de rotacidn es , Se cumplira \

P O S

-

¥ . P ] . = i =)
donde esc unn fwiclon gue delfinirenos ¥ que verifica
donde eo une congtonte numicrica.

e

Denostrucidne.- Segun la definicidn de Ahlfors 1, Doge 27 el ine

dice de rotecidn de una curva viene expresado POF



por lo tento, como culera que en nuestro caso los velores asintoticos
y sus tipos vienen definidos como el extremo inferior de un funcional

en wn conunto de curves, podrin suceder que lob indives de rotacidn de

lag diferentes curvas de no tuviesen welaocidn entre si y no perni-
tiesen, pues, la definieidn de un #fmirmr indice de rotocidy del valor

2 - . ] . . - N &
asintoitico,., Por conslguiente antes de enpezer lo demostracidn propia-

0

mente dicha Jdel %seorems, debenmcs demesctrer que el indice de rotacidn
de los diferentes curvas de es slenpre el nisno y puede, por con=

el valor asintotico corres-

]
Q
=l»
Ow
e
=2

sigriente tomarce comnc indice fe rot

nondierte.

Sea wmn volor esintotico de tipo y sean i dos

curvas de s sl

W4 s Be¥u posible Liailar Gus gucetlones 5 tules gue
: i

y ave "~
;
I

~ A partir del punto '

sigames la cumweo hasta el »unto

regresando a sl guiendo la curva d . Dvidentemente esta
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curve roden el origen y, puesto que a partir de un valor de es ex= .
terior a cuslguler circeulo fijo, queda demosiralio gque, con las condi=-
eﬁﬁés supuestas, contendra en su interior cualquier dominio acotado

(asimiemo a partir de vn velor de ), Ademas, como

\
1o funeidn seria acotada en todo el plano complejos Por sconsi-
gulente, como suponemos que no es 1ldentlca 2 una counstante, de-

be verificarse -

Como el ~nterlior raponaniento es velido asinismo cuando el valor

de correspondiente & la curva es disbinto del gue COXrTesSpOiL=
de » polenon alirmar aue el indlce Ce vobacidu es igual pars fo=

dos los volores asintoticos de una micna Cuncidn. Bste uliinmo egﬂr&w
mo fuve dedcatrado jo por Anlfors 1 nmedicnbe un procediniento mucho
mas alnple, I realidad si se supone lo exlstencia de dog 0 mas valoe
rez nsintobicos distintos, ek mismo procediniento de Ahlfors permite
ya denostrer que el indice de rotacidn do lag éurves gue inbervienen
en la definicids de sus tipos, es igusl parn‘ﬁodas ellos,
Despues de estas considerreidnes schre ol indice de matnoifn, oa

posible eutrar do lleno en la Cemostracidn propiomente dicha del tcow-

rena II, Seo . S )

a fin de coincidir dentyo w];-posible con lss notaciones de Ahlfors,
L B I
representaremos, conlraricmente e la costumbre, la porte real de

por ¥y su parte imaginaeria por , es decir

Ahorn bien, cualcuiera que sea el valor de - dadas les hipo=-
tesls del teorema, e istiron ol menosn curvas representedas por



taleg cue

y que para suriclentemente grandes se cumple

(1,3,1)

donde » Sea un valor cualquiera de talcue =i

se cumplan lae desigunldedes (1,3,1), ¥ efectuemos lr trensformecidn

{145,2)

estn transformacidn efectua 1o revreosentacidn conforne de la

o)
N
]
o
o

de voriables definide por ()
|

sobre el civecilo coil corresponlencia del pumibo TF del
Por lo tombo, dndn le eleccidn de existira wna curva que désde &l
origen llega hasta lz eircunferencic en la cual se cumple
(15,8

Adenns, puesto gque es de tipo 1 Cel orden precisadg—

teniendo en cuenta lag dos transformacioncs de variables, y ?i » ¥

por consiguiente s o8 suficientenente grande, en el eireuwlo

e

e tendrenos

Las deslguanldades (1,5,3) y (1,544) son de la forma de los hipotesis

-

que intervienen en el teorema II, por lo tonto, aplicandc este teorema

veremog finolnente que en el cirenlo



ge cuwlire Lo degifueldad

(1}@5)

Por otra parte, las propiededes de los ordenes precisndos permiten

denosvrar facilmente que

-

por consicsuiente, si es suficienterente grande la desig a&l&ﬂ& (1,8:5
L] ]

ge cunplira cvidentenente er el eirculo

i

de (1,5,2), (1,3,5), (1,3,6) vy {},3,7) deducirenos faéllnente que, eli-

e
gisnfdo counveulentenerte el valor de y sl es suficientenernte gram-
de en el segnente rectllingo t

1.
. _
(1,3,8)
se cuaplira la Cesigualdad
lo cunl denuesira que sl el nazimo de en el segnEie
to {1,3,3) tiende 2 0 cuendo o S1 como




el resuliado cortinun siendo valido,
Ahora bien, sen
( debe internretorse como

quec lag irEgmrrTRY

punto gue sea interior a

dos de ellas, lo cual es

lo foje comprendide entre las curvas y

)« Hosotros su-
cotobleclda de forma
o ‘G-’?l"l-?"&'!l ningon pmse

DOE 7'ble segun puele

demostrarse focllnente. Sen el conjunto formado por lﬂ stima de los
segunentos (1,5,0) cuando toma la totalided de los valores reales
positivos; ni de se suprinen los pumtcs que pertenecen a° o0 a
N obtendremos wdlaja que llancren para la cuzl, y del nisge modo
que Ahlfors deline nare 1, vodromos definir la funcidn
El hecho Ce gue el naxino de t enda ¢ 0O gn cuanfle
- » pernite reopeblr para s sevey el roczonoaiento i’
Ahlfors 1, pag. 21-27 g puesto gue evidentementbe
legaremos ¢ la deslgualdad
N
[
18
-0 Beq :
Como auiera cuc es une fumeidn coutbinua y puesto que cg ar=
bitraria, rernulte finalnente
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ane es lo afirmenidn del teoremn. Ademas, la desisunldad

-

resulte Pacilnente de lo defindeidn de n

1=+

Del teorema II se sigue

COROIARIO,~- Una funcidn eate%# de orden v de tipo 1 del orden

precisado » Duede tener exntﬂmcnte valores asintobicos fini-

tos distintos, unienmente cuando el indice de “cduciOﬂ v loe tinos de
stos vnlores pon nulos,

rr

Lo= (uns’zy 3  complenenio ol tecorena de Denjoy~Carlenan=phliors

1~2

introduciendo, cn lucor del ordem , ol orden inferior

5 = . . ” -
¥y, en loger del indice de rotacion, 1o cautidad

Despues de 1o cxpaesto al principio del numero anterior rssulita facil

L, - ot o ey o, -~ o 0 - - e A e a
Genoostrar gue oste cantidad es igucl narn todas las curvas de hj
s S, , dem oy S An - wy ey Ay e D o W B — 4 et gt 4 =i [ -
[L2MND, gie Tohien oo Imael wnara 95850 logs voloroo dolntoficons Sn wowm
10 P 'g—q YT o T
1END [E.ES {/-—'._.r.n. C‘_¢..a'?_._ @

Lolicrndo,vacs,loe nmetodos de Grunsly y los rasonand htos COﬁweni*
en el n. cnterlior es facil demnostrar el tecorema sigulen te!'

!

]
O
[
C

V

¥

TEOREI™A III.~ S1 1n funcidn enters e Jiﬁ o, ﬁei%ipo L
Eeﬂ orden preccisado y e orden inferior s tlone los valores
agintoticos F; seees » cuyos tipos respectivos son . ’
seey s Tesulta |

=k

dounde es la cantided definide anmteriornente, utilizando las curvas .

que intervienen en lo definicidn de los tinos de loe valores asinteti«



cog Qe _ .

De este teoreno se migue inmediatamente el siguiente

COROIARIO .- Una funcibn enters de orden , de tipo 1 del orden
precisado v de orden inferior y Duede tener exmctamente Ve

volores osintoticos finitos

¥\ pera

L)
o
sy
. )
H]
o
Q
&
2
1
(=)
el
Q
H
D
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]
2
ck
e
i g
=
o
we

yico ¥ se deduce innedliate

1,5,- Tanbien en los interesantes resultados de lasintyre 4 pue~
~os (e los velores acintoticos., En cfecto, sBea

e de los curves aue intervienen cn la Cefiziclon del tipo del
velor esiztotico , es deeir uno de lsc curvae de . Depresente=
moE DOY el exireno inferior de la longitul en el plano de

A

de les curvos cue unen curlouier pinbo de con cuzlauier pun-

to Ce gin bener puntos comunes con ningune de las
v see
" )
."ﬂ_..._
!
. : P . I
n Por otra parie, represencanto oy el .

cuando biende al infinito sigviendo la curva podrenos ¢efinirlo

I—J

02

tes me refieren a cuando las curvasg
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verian rle cunlquier modo, con la sola condicidn &e que | tienda a
pars |
Con estas noteciones y aplicando los metodos de Macintyre junto
con los muestros contenidos en el n. 1,3, podenos demostrer el siguie

ente teorema.

TROREAIV.~ 81 1a funcidn enbera de ordenn 4 de tipo 1 del
orden »reclsado v de orien inferior , tleune log velores asine
toticon . sovsy s CUyos tipos respectivos sod |, peses

tendrenos

Pe cete teoreno tompoco daremos le donos »ecifn linitondonos al ese

auen: indicnde nutes del enunciado,

- - - — - - -
lyle~ UObparvaclin T,« To dcfinicion gae domnas da nexite dennad
e 1 e cuand B ey e s IO XA ‘Dq'b"l ane meaim
ol Que uando s Dero creo probable

L T

Loy ey ‘%’— el AP maraa o oy 11 The - Sz t
te 0L g UJL 2 \--u (.C il L_.U-L Se10on :.‘\.-CL'—" iy Wt L ’-T_L..O .-l.-.O;_; wi Ofem CLasy {111 (SE

riores continuan slendo validos sl la lefinieidn de se 'sUstlta-
ye por obtra que verifigue euando . ';

« Observacidn II,- Si en los teoremas II, III y IV sabenos aue aLgt-

nos de los velores asintoticos son radianles, para los valores de.  cor
? ——

ly79= Del veorema II y aslmipmo del teorene de Ahlfors se deduce

. +

que el indice fe rotzcidon de los velorec asintoticos de una fincidn e



entera de orden viene acotnldo independientenente del vanlor de nor

Fn renlidad el teorema II nos da la acotacldn mos precisa

En el ennituld II omplenrenos el teorena I para acotar lao rotacidh

de las curvas cn las cue una Ffuneidn de oricu 1wiv;;Lo DETNANECE aCU=~
t

1,84~ R. Tevenlimns 7, prge 95 afirms Biem qu’il solt vralsem--
blable que toute valenr Ce défrut positif soit ume veleur eoynpboti-
cuey 1o réeiprorue r’ect poe vrele ¥ ofinde mam shejo  Povr cn’iiVeolt
aingi, il Paut cve ls comvergsence 2it lieu dons des domeines aéaez‘iﬁk

lorges et "n’elle soit @"ume intemsite cul corrvesnonic o la crolsmsan~

ce (e lo fouectior crracteristioue .
Tos nmetodos anteriores permiten afirmar que es suficicate que la

intensidnd sen gwvrnde pare oue los doninios seon sufisicntemente ox-

tersos, es decir, podemos afirmer que

ATYY T T r T - a - 23 - - * 2] 2 L
TTOLINA Ve~ Tedo volor asintotico de ttipo pocitivo de une funcion

ntern de oxricn ¥y Cc orden precisado g o asimismO(un vas
e L
lor éc &efecto positivo. v 5
t
L.
L ‘.
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CAPITUIO IT
Orden infinito

24la= Como snbemos, cn el ecso del oxden infinido pueder existir

infinidnd de vrlores asintoticos y, ceoun hace observar yo lilloux 5

L St SN L0 AL D 4

-

miepnogs hobra necesldad de acotar
/

[

€1llo inpone nue en el cstudio de lo

guperiornente ¢l nodulo de las g Iinferioruente log valores
medionte cantidndes varinbles que Jdepender. de » Ademeg, igual cue

Milloux, coxmilderercnos en lugnr de verdaderos velores asintotices, €

nunero de curvas interiores 2 una corors circuler cen leg cuales la

Twneidn se aprozing suficientemente = los » Bin neccecldad de' gque

estes enrvas puelien extenderce h&sta el Invinilto de modo que la fune

F - i . o - 2 B s B - PR _ _
slendn hrein e Il e0bn dirveeccion LIilloox D obtuwvo el regsules

TRORMIA «~ Seo wne fancion entere de orden infinito, En pam

ceneral eg inposible cue en la corona circular

eriston un uwIero ANyor que

3
de curvas en cala una de los cuales es lunferior at .
: i
¥ tales que sobre sea satlsfecha la desigualdad
con
donde 1a 00“~*::¢o depende del valor gque sc tome para la .

Besgracicdanente cuando
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le acotacidn dada por el teorene anterior pilerde su valor, puesto que,

te eoso, le acotoeidn mo vproviene del hecho de la proxinidad del

n

eIl CF

valor de 1o funeldn o determinedos valores constentes, sino de que el

m posible de valowes que verifican

ame™0 nowinoe Srenresrmen

s inferior 2l princr micmbro de 1o desigunldad{(Z,1,1)s Por otra pap-

G QL i LR
ot
[¥]

te, cegun denomlrnrenos en unc nots al finel del precente trabejo,
eriote unn clase Ge Lfunciones enteres de ovden infinito pore Iﬁﬁ cua=
les los valores de que cunplen (Z,1,1) 2o con cxcepcionales ciLo
2l 3
todo lo contrario, puesto gue la designnldad pe cumple o porbir ?e1ﬁ1
s V1 w £

valor Ce e« Dotae considersclones Genvestran lo neceslded Qe comptie
dercr de uuevo el problema el numero fle velores nesintoticos pora el

AT PRI

cog l:.el O:PF C_ﬁ. i Ll Liis LU e

8,0~ Ios resuldodos que obbtenemos o conbinuacidn se siguen del

N

teorema II nedicnte un procedimiento semejonte a la primcrs parte de

1la denontroeidn del teorenn II, es declr, 1o narte en cue se Gemues=
tro 1o oriectoncin de los « e porece probable que con otfé}peﬁédo
demoatracifn los reoulhndos cue obtendremos podrian prociﬁé&se; o
misno parece vosible cue si en lugey de cersidersr loe camiﬂés unlca=
"mente en el interior de tme coromna circulsr, consiaorasemos éauinﬂs
_extendiendose hoeba el infinito, la acodécidn del numcro de valores
asintoticors disminuiria, tal vez notablexente. Sin enbargo, ﬁﬂsta el
precente no conozgeo nesodo elgono que perniia hacerlo.

. &y s N - [ ; - w7 T duem A .
T priner lugar denostraremos el rectliado siguiente.



18

TIORIIA VIe~ Sero una funeion entera de orflen infinito. Si

exigten curvas

tales que sobre se cumple \
donde las son constanbes que verifican

entonces tendremos

donde depecude de F e

Deroakvaes L NP ndrgarymer 3 "Y1 T 1= Erans e "r
CAOZ (XACLOI,y= wielvdellog dec nueve e LIl O._ i "-? o
¥ monoamnos

Sea ocdemos el nunto en gue le transformade de

» DPongemos, igual cue en el ne 1,3 €0
Deel)

[ahi akhintmTet 2 = el Nelalala 1 (=]
& aplicuecnos el teorecna II 2

o ¢l cireculo

ces resulta cue para

(2,2,2)

S5 cur

3
1=

e



£248,3)

2or otra narte, es fa

Por 1o tanto, =i escribimos como en e
o o : o oy - e R

(IG {a..-,..),l), :2,(-_’1-..‘} :_T (9.:3.&))' ..‘..C'l-_‘- -

{2,2,4)

g€ curnie

si suponenos, cono es posible, 7

suficientemente grande, la vltina des

gera incompatibie con 1o

N

por lo tente, los segmentos de

en zomn o cual denuentra

que

deruestra el teoremo,

Toda ecleccidn determinada

rolario del teowvena anbteri

ors

demostrar el ciguiente

COTCIATRIC o=

on

do

e an A
iini

de

nosotrog nos linitorenos

la T

1 ecani

taaa

SJuLO

. 2
vnelon

que en el

paxa

19

e § e
por 1o touid

dos valores de

dn

KR
Le )

cuaplen las

dos por (2,2,4) no tendran puntos

e TR I

o lusar & un co-
a enuneclar y

eorenn VI y_tonan-.



I

DS

se verificenra

excepte en unmre “suceeidn ntervalos donde le voriscidn de - es fi=
nite.Le conateute e distinte e ia del teorema VI pere depende tam~

bicn de g .

Domonﬁrociéa.w Seem 1wy conweldo teorenn de Dorel los valores de

narn los cunles

L 8 v o e, ey - PR g 5 "
13 Intervalos cuys suno es finlta; ae

oy

5 W . — e o g 1
espan C-\’Ji..u"?_dltzO‘“ en Una SuceisSloll |
&

plicando estc resultado al teorema VI en el cua sc Cehernina co-

mo en el corolorio, resulba cste demostrado.

oz . 94 =o ntilize la moclon de orden nara recularisar y acober
n -, .« ¥ S . - e =
el crocimisnto de una funcidn de orden infinito, puede enunciarse‘un
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