{Resumen)

SOBRE UNOS CASOS EN QUE LA DESIGUALDAD
FENDAMENTAL NE MANDELBROJT SE PUEDE PRE_
CISAR

Por Fe Sunyer Balaguer

Cuando la sucesibn { }-‘%% de los emmpnentes es tal gue Y, (1/A, )<e
en lugar de la desigualdad fundamental de Mandelbrojt (Séries adheére
tes. Régularisation des suites. Aplications, chap.IIT) se puede escry
bir

1) | |8, l</TRQ, TR g li(s, yR) €M
donde A -
o

con qk(#ﬂqﬁ(l-*tf' A,)s las otras notaciones sien@o les mismas que en
1libre de Handelbrojt.

Las desigualdades a que satisfacen los polinomics @mxizx en la con
elusién f de aigunos de mis teoremas (Collectenea Liath, t. 5, teore
m&s I y V) tambien pueden modificarse en la misma forma t;ue la desi-
gualaad de landelbrojte | ;

si la sucesidn { }\Mi satigface a una condicién cuyo énunciade det
llade daremos en el trabaje, y que produce una cenvergencia rapida y
regular de >»(7/ h.. o se Aemuestra que

L. (AR

L B

R=o0 \)Lﬁ)‘
donde el signif‘icade de L (;‘fR) £ el misme que en el 1libro de Mande

= ( F\ = ;,;,"

brojte Por lo tante, cuande R es suficientemente pequena, la desigus
dad (1) es més precisa que la de Mandelbrojt e igualmente para las ¢

sigualdades de mis teoremas.



SOBRE UNOS CASOS EN QUE LA DESIGUALDAD
YUNDAVENTAL DE MANDELBROJT SE PUEDE
PRECISAR

por ¥. Sunyer Balaguer

Mandelbrojt |1] () al tratar de la apreximacién de funciones med
ante sumas parciales de una serié de Dirichlety supone que la suces
én f)\,,,§ de leos expeonentes es de densidad superior finita. Cuande e
lugar de esta hipotesis, se admite la hipotesis mis restrictiva de
que la serie gz>’ (’ﬂ/)\,n) cémrerge rapida y reﬂ larmente (condicibn
del n? 6) las conclusiones y las otras hipetesis de Mandelbrojt pue
den precisarse de forma muy interesante. Este es lo que nos prepene
mos demostrar en esta Memoria.

Al misme tiempe estudiaremos la precisidén que ba,j.a la misma hipe-

tesis puede lograrse en unos resultadoes que obtuve hace anos |2|.

. le= A pesar de que son sumamente conocidas, para mayor comodidad
del lecter, daremes en pﬁ_mr lugar algunas definiciones debidas a
Mandelbrojt.

Sea pues 3 )\M% una sucesidén tal que

O<A{4)\,L<'"'< )\m<'”1, M)\M:Qa
N = o2 ]
entonces la funcidn de distribueién N()) de esta sucesion es el va
méximo de los n tales que A, < A « A partir de esta funcién se def

nemns
D() ) = N(A)/A

llamada funcidén de densidad de{ )\%% s

(f) Los niimercs entre parentesis angulares remlten a la lista biblio
grafica del final.

R



D’= 1im D())
que se llama densidad superior y la funcibén de densidad superior
' D(N) = W D (x)
Asimisme se definen come sigue las:

A
D(N) = )\_j D(x)dx

que se llama funcidn de densidad media,
} D'= 1im D))
llamada densidad media superior, y la funeién
D (N)
: qué.._llamaremes funeidn de densidad media superior de s )\ % .

it

extremo D(x)
X2z x

A contimuacidén definiremos dos netacionesyasimisme de Mandelbrej
que si bien no necesitameos para la obtencién de nuestre tesrema,ynos
serfn ﬁtiles pa.fra comparar nuestres resultados con los del repetide

Prof. landelbrojte. Las netacio~es que nos interesan sen las siguien

tes: 3
A (50 =B; (%+ i,} )
LR)=[ 2N (r)ar l*‘
.4

2,- Por otra parte como en la totalidad de este trabajoe supondre
mos que la sucesidn { M ae g verifica la condicidn 3 (7/)  )<=- podem

definir las siguientes funciones y sucesiones



g, (2) = T (+z/)) =2, b 2"
Q (R = j g (et (z>0)

» A‘I«L
- AL
Sllrew
Los resultades conocides de la teoria de las funciones enteras per-
‘miten demostrar Pacilmente que de la convergencia de la serie)’ 7/
se gsigue la convergencia de la integral que define Q K(R) para cualw=

quier valor pesitive de R. Ne insistiremcs, puesy; sebre elle.

Se= Bara peder comparar mejor nuestro teorema con el resultade d

Mandelbrojt supondremos que la funcién considerada puede representa
 se con une determinacidén logaritmica per medie de las sumas parcial
de una misma serie de Dirichlet, es decir, supondremos le siguiente
Sea /| un deminie del plane & =0+it cuya interseccidn cen el senmi-
plane 0 > (0, ne es mula para ningin valer finite dade de J,. Sea ¥
una funcién holemorfa y uniforme en/\ . Sea{ dmguné sucesién de ni-
-meres complejos, y k un entere positivo. Supengamas que para x sufi-

cientemente grande se verifique en/

_— s -A7 -4 (X) :
extermo ext,remc |P(s) = ; de " j<e 7™ ;
= K L

donde p, (x) es una funcidén no decreciente que tiende a +o-(esta fun-
cién puede ser igual a + <o para x suficientemente grande). Entonces

diremes que las sumas

P 4
de "

"

-\[\ll;

con m~k, representan ¥(s) en /\ con una precisién logaritmica P, (¢



Pinalmente, antes de enunciar el teorema debemes dar la siguiente
definiciéns

. .
Hipotesis A, (g( 0), p( 0)s{ ), s dommm.~ Sea lim g(U) = gy si_exi
te una funeidn continua ne creciente h(0); gon lim h(0) = h; tal

0<h<g, log @ UTh(0))< PO )+Uawe (U ooy 0 >0;)

oc

, o
IP(0) = log Q (Th(0))| exp '«?j x| gp=—o
__ g(x) - h(x ¢

diremes que las“f‘_uneienes g( )y p(0) y la sucesidn ; A, § satisfact
2 1a hipotesis £8(0)s D(0)sf ), 5 Do

4.- Ahora ya podremos enuneiar el teorema siguiente:

TEOREMAe = 1'*{)\ § es una sucesién tal que 0<A <-)l <LSAS
¥ > (@/0) ) <==3 /\ es un deminie del gla:ne 8 = d’ +it definide per
5 >4 |t|<@(0), donde g( ) es una funcidn contimua, @ variacién
acotada y tal gue g(0) >0, 1im g(0)> Ce '

22 7(g3) es una funcién helomorfa en /\ y se pu ede pmlegggr anal

ticamente a lo largo de un canal de anchura O >0 cualguiem desde
hasta el circule c(s, s TR) (dende C(s,sT) representa el cireule |s -

f;r)a

3% La sucegién {dﬁ §x el entm pesitive k sen taleg gue las sum

= A7 T o12
>4 e Tgen mzk,re_greaentg F(s) en /\ con una precisién logari
-/

mics P (T e

si g(O’), p (0) ¥ la gucesién { A %gat.isfacen a la hipetesia
A7(€(0)y B (05§ ) 2) resulta



Conclusién of o= |
18, l<reQ, UTRIQ (s, yR) @™

dende li(s,yR) = max |F(s)](s<C(s,yR)).
Conclusién S .~ Existe una sucesién de pelinemies

- &F o “A,7
%‘ffw(a) —12 ae ™" 2
que converge uniformemente hacia F(s) en tede deminie cerrade inter:

al deminie de helomorfia de F(s) y estes polinemies verifican
¥ (8,)]< /U RQ, (T RIM(S, yR)
¥ &’=6""d con lim 0™= /., '

Demostracidn.- La demestracién de la cenclusidn ¢ es casi igual
1la demestracidn de la desigualdad fundamental de Mandelbrejt [1, tec
rema 3.7.1 |, pere utilizande emlugar del lema 3,3.VII de Mandelbre
el lema siguiente:

Lema l.- Sea @ (8) una funcién helemerfa en el circule C(s'y/[R)

que en este misme eiweuls verifiecs la desiguzlded | ¢ (s)l< Me Si
X7 (/2 )<oeos la _gerie |

Z_bf)ﬁﬁmj(a) . o .

‘converge uniformemente en tede circule C(s',/Tr),Ceen 0K P< Ry y en

: : |
el representa una funcién ho_lomorfa#) (8) gue satisfacé a ia design
2t _

aldad ;
| ¢, (eM)]< /TR, VTR

Demostracién.- 4 pesar que la demestracidn de este lema es casi
igual a la del lema 3¢3.VII de Mandelbrojt la daremes porgue es su-
mamente corta. Kediante las desigualdades de Cauchy



| #wl(s)lfm o
(TR - T )"
resulta
19 (< = v 18 (e = = m e -
(TR -)TP)"

= M(/TR = ﬂ’r)j e"“ﬂﬁﬁfrm‘lk(t)&b =

o

=M{UTR = /T)Q (/TR = JT)

de donde resulta; cuande r tiende a cere,
| §, (sM)]</FQ (I RIM
con lo cual termina la demostracién del lema.

La cenclusién S se demuestra per un metode muy semejante al que
utiliza para demostrar winsemmwemwi lo conclusién P del teorema I ¢
mi Memeria [2]. Con tede y esta semejanza daremos sus lineas genera
128y pues las dif‘erénciaa entre las dos demestraciones requieren al
guna atencidn.

K )
En primer lugar si definimes las b;’:lmediante la igualdad.

Ll

'. W(lﬂ/)\u) ==bv, 2™

£k :
ge sigue o -
(K k) Ky (k)
(1) b =b =1, b, .=b, (n=1)
g , 2 :
(2) 1im b = O.
m=oe PN

)
Por otra parte definimes los ceeficlentes E‘ hpar la igualdad

— m LK)
// (+2/) ) = ZAE‘%:“
"P\#K M !



tendremos

“m LK) ,:.‘-j.f %) i & .
(3) [aZﬁ s“j[z. b z"‘} =S 2™
e ", P R

My ¥

Dade un nfimero pesitive p suficientemente pequene sera posible
definir un dominie A, que se aleje hasta el infinite, que sea comg
tamente interier a /| y que la distancia de sus puntes a la frente
de /\ sea superier a {O . |

Sea S un deminie cerrade cempletamente interier al deminie H de
helemorfia de F(s); evidentemente pedremes unir S a A , mediante ur
canal cempletamente interier al dominie H. Entences si llamsmes S,
a la unién de Sy del ceamal y de /) 4 resulta que serd pesible hall
un R <p tal que si s €5,y la funcién F(s) serd helemorfa en C(s,
¥ ademls es facil deducir, pmwx pueste que F(s) esta reprezentada ¢
eon una cierta apreximacién legaritmieca, que esta funcibn F(s) se

holemorfa y acetada en
E = U C(Bg JR)
-fg:g
y por leo tante, pedemes definir la cantidad
M(E) = extreme |F(s)|.
ey
Ahera bieny sl escribimes
7)/() = § 'bm 7 s)
. ) e

seglin el teorema de Cauchy, para s €S,, teniende en cuenta las de:

gualdades (1) resultara

(K?

" d ]
(2) ' b, |7 {s) )< b, ——2mmii(E)
(/TR)



y en censecuencia, recerdande las definicienes dadas en el n? 2, pa

8& S, tendremos

(8) | ‘fﬂ(')lé“(E)f(ij e‘"“(i bf:)r"j dr =/[RQ, (/TR)U(E).

La (4) demuestra que la serie que define 7&;_9;) es unifermenente
convergente en s-y en my para scS, y m entere pesitive. De este se
deduce que 7ib(s) son helemorfas en la tetalidad del deminie de hels
morfia de F(s), pueste que el deminie cerrade S puede ser un deminig
cerrade cualquiera con la sela cendicién de ser interier al deminie
de holomerfia de F(s).

Por otra parte, recerdande la (2) resulta

1im 7 (8) = 7(e)

la convergencia siende uniformes para sc S, ©.
De la identidad (3) se sigue inmediatamente /,

p ” 2 (K ) ;
= I,N m aJ [
Ademés si hubiesemos desarrellade la demestracién 7e la cenclusidn !

hubierames viste que se cumple la igualdad

per leo tente, segiin la teeria de las equaciones diferenciales, resu:
tara finalment§

Cﬁ Segfin se nota facilmente este d@emuestra alge més que lo que afim
ma el teorema, pueste que S,es la unidén de un deminie cerrade con o
que se aleja hasta el infinite.



2T em) i) A7
¥ (a) = Sa, e 46 qe "

n eR

deonde

m At 21 - O 1
6 = q" 2P, A

K

k)
De la definicién de q‘; y de la definicién de las énm resulta facilm
te
i)

m 6, =1

ML= o0

le cual termina la demestracién de la cemclusién B, pueste que la
acotacidn dsda en la cenclusién para Xk les (s} resulta ge (5) c
ande en lugar de E se tema simplemente C(s, 9/TR)»

Se~ De este teorema, pueste que las }fv(s) son funcienes enteras,
resulta inmediatamente el siguiente corelarie.

Cerelarie.~ Con las hipetesis del teorema results gque elndeminie
holemerfia de F(s) es simplemente conexe.

Este misme resultade vale si a las hipetesis del teerema I de mi
Memeria citada [2| se anade la cendicién D= Q.

Ge= La diferencia principal entre las hipetesis SmmmmSwdmrwhEwE
" dei teorema de este trabaje y las admitidas per Mandelbhjt, es que
nosotros MMMEMMENNE supenemes que la serie = (1/)) es tenvergente,
mientras que, seglin Hémes diche en la intreduceién, iandelbrejt sup:
ne unicamente que la sucesién )\ , 3 es de densidad superier finita.
continuacién demostraremes que cuande la convergencia de la serie
> (A/)N) es rapida y regular, e mejor diche, cuande W(} ) (funcid
de aistribueiin de la sucesién {)\Mj) erece lenta y regularmente, :
restantes hipetesis y las conclusienes son més precisas que las cor

respondientes de landelbrejt tl,tecma 3e7.1 ] y del teorema I de I



liemoria cisada anteriormente [2].
Antes HOONGRNGHGE de preceder a demestrar los resultades que acal

mos de mencienar, debemos dar una definicién y demestrar un lema.

Definicién de la condieién B.- Si existe una funeidn pesitiva V(

tal que .
1im N(ND - 1
A=cP V(}\)

Y. gue para un valer de P:.z/a' y para N suficientemente grande, la
Vi) '

| | AF N

see_una funcién no creciente de ) ., entences diremgs gue la sucesi

g A gverifiea la cendicién B.

Aoy, |
Lema 2.~ Si la sugegi?ﬂﬁé%lﬁgg la condicidn B, entences

1im M = o (r>0)
r=c° g, (r)

y per le tente .

}r L Y
1lim -------L"( =

= oo (R>0)
R=0 qk(ﬁﬂ)

. Demestracién .- Sea W, () = N()\) cuande A< ) 9 ,“y OO0
| N, (2\) =N(\) - 1 cuande ) > ), + FEntences la definicién de q,(r)
y pueste que de la cenvergencia de 5 (1/)) se deduce ;3.35 (W(Xx)/)
'= 0, resulteri

o
“ - . (A)
leg/| qf{(r)l =f log (1+§)6R£()\) = an
- 4]

)N+

Y de mede semejante



- - - ¢ o
leg |'Ak(r)| =j 103(1-1- %)dgk(%) & Z?Hx()\)d)\
| , ?

s A IXN+EY)
Por le tante -
iag !“‘" , [ ] LA
q (r) )\()\-t-r) )\()\-l-l’)

y pueste que la cantidad interior a les parentisis angulares es posi
va para A< (1 + |/2)r; para cualquier valer de 7<1+ )/ 2; tendremes

(r) ®r  op r |
@  leg el >j —— - ]ch)\)ah,
- Lg (m 7P AN+ A (A +m) }

Dade que suponemos que la sucahinn{ )\ g verifica la cendicidn B,

si r es suficientemente grande; para ) > 7’ r, tendremes

N, (A)
1 ‘€<V(/\ ) <1+

Gonde (& es una cantidad pesitiva determinada pere tan pequena ceme
se quiera.tn consecuencia, si eseribimes 6 =1+ V2, pueste que la
cgtiaa&'qne en (§) es iirl;eriar a2 log parentesis angularés es negalin

para)>(1+ /2 )r, se seguira i
I

/](r) r
]j [ {1 - EIVERIa N
o Jyr Lh et A

oc Qi'i’ ' " _I
+j [ - (L+EIVN\)A A
o A (A+PD) /\()\-l-:r')_;

y per las prepiedades de V() y despues de efectuar un cambio de W




/\ 1

riable} resulta

vien [ [T af | xf
- oFf (f xHD x| Xt
7

Y ? 7 P
+ z - GX - j 2 - = we!3X | »
gf x(x*+1) x(ﬁl)] ¢ x(x“+1) x(ml)]

7
¥ haciendo tender r al infinite, puesto que 7 ¥y & pueden tender
haciacere, resulta Pinalmente

| ., _
) 1im 198 [ﬁdr)/gﬁtr)l JTB . J[0 ‘

oo 'V(er) sen/{]ofz." 'senﬂ/f

/qg( )

log qK(r)

y como qne per hipetesis ]0<. 2/3, resudtard

S Sl

sen]’fp /e sen )[70

y per le tante,ya que V(O r) crece indefinidamente cuznde T =doo; S
sigae de (7)
N )

1in e = oo

P=o” chr)

L. e

que es 1a primera parte del lemz 2.
| La segunda parte del lema s¢ seguiria inmadiatamentei_de las prepi
daﬁqb de la transfermacién de Laplace, pero puede 6.educ§[rsa directas
meqie- del giguiente mode: Tomemos r, suficientemente grande para que

cusnde r> :-D se verifique
/

Ne®>0q, (0



donde { ) es un niimere determinade tan grande como se quiera. Ahora, ;

esto que g (r) es una funcién creciente de r serd pesible elegir R,
qie pars tede R<R,y se cumple

oo 7
f qk(r)s'm-ér;-Qj qk(r)em& drs
A 0

per leo iante, pPara R<R_y

L(R) (2
>._.__
QK (R) I =

[}

%pueste que {) puede ser tan grande come se guiera

L (R)

11]3“ = o0

R=0 Qu (R)
le cual termina la demestracién del lema.

7+~ Gome siempre en este trabaje centinuames suponiende que la ser
(1 N) es coenvergente entonces si se cumple la hipetesis A%glo)
p( 0y { A\ g) de Mandelbrejt [1,pag.74] de la existencia de la funcié
h{ () ee deduce faciimmte que puede determinarse otra ﬁmcién h, (0)
:
1.

que verifica lim ho(o') =0y

(8) leg L, (Th, (0 N<p(0) + M

| | . |
(9) J |p(0) = leg L (fCh,(0))|exp (- %jg(,) f‘g':h tﬁ) g B

o diche de otre mode, en el case que estamos considerande pedemos su-
pener que en la hipetesis A (g{ 0)sp( 0‘),{ M. g ) la constante h es



igual a cere. Lo misme sucede cen nuestra hipetesis Ac;}(g(O’ )o2( O )y

§ A3 e Par 1o tante, lo misme al tratar de la hipetesis A““que &
__;a hipetesis A;K ’ supondremos en adelante cue lim h(0) = O.

Ahera bien, si la sucesién 3 ). § cumple la condieién B definida ¢
el n? 6, pueste que seglin el lema 2 a partir de un valer de O se WV
rifiea 5

Q(Th(0)I<L, (Th(0))

(5) se cumplire

si se ecumple las (8) y (9),
asimisme
log Q (TR(0N<p{0) + U

- o
- . - -]._ dx - -
j [p(0) = leog Qg‘”““’””“"( 2j g(x) - h(x) )‘w -

e sea que con la condicién B, cuende se cumple la hipetesis A“’se cu
ple asimisme A,”, es decir en este case muestra hipetesis es menos (
& lo sume igual) restrictive que la de Mandelbrejt. No podemos desce
tar la posibvilidad de gue gean equivalentes; pues no hemos encontrad
ningln ejemplo en que se cumpla la AJ’y ne se cumpla la A% Creo se-
ria interesante averiguar si sen o ne equivalentes. ,,,ﬁ_

"Por otre lade el lema 2 permite demestrar imediatanéente que cua
do R es suficientemente pequenz y cuende se cumple 1z ce;ﬁdicién B se
verifican |

J(RQ, (JTR)q, </TRL,(/TR)

(3) En (8) '(9) supenexlms de mieve escritas cem h( ) en lugar dé
h (0o ), puests que, segin hemes diche supenemos ya que lim h(0) =



JTRR( JTR) < JTRL (/TR

es deeiry que la desigualdad de la cenelueidn O dmmm del teoremas es
més pmcisa gee la fundemental de Mamdelbrojt, y que la desigualdad
de la conelusidén ﬁ es mis precisa que la desigualdad correspondiens
te del teorema I de [2].

Bo= Igual que hicimes con los reagitadcs de Mandelbrojt en ¥ [2]
pedemos suponer en el tecrema de este trabajc que la funcién F(s) en
lugar de venir representada gpem cen una funcién legaritmica por las
sumas parciales de una migma serie de Dirichlet; esta representada
con la misme precisién legaritmica por unes sumas de exponencialesy
¢ polinemies de Dirichlet,

P (s) = e ™7

eualeaqizie:-a, cen la sola condicidn de que para el valer de k que ir

terviene en ol tesroma 4 &5 im«e@enaiente de ms entonees lag conel

K
giones o y [> se cumplen iguaf}ﬁ'enta. Y esta uvltima condicion de la
independencia de d; no se cumple, la conclusidn ﬁ cen‘t.ima, gin
__granﬁas variaciones, siende valida; come resulta razonand& cgmo la &
mostracién del teorema 1T de ¥EME [2]. '

Per etra parte, en el teerema de este trabaje y en .La generalisa-
cibn de que acabamos de heblar se pvede sustituir la preeisién lega-
ritmies por la l-precisién legaritmica que definimes em la seceidn ¢
de [2] y las conelusiones del teoreme continuan siende validas cen ]
geras variscienes.

Finalmente, lag observacienes que hemes efectuade en el n? 7 sob:

la comparacién de las hipetesis A‘K)y Af:; y sobre la precisién de las



B

desiguaidades de las conelusiones, pedram repetirse integramente pas
las generalizuciones del teorema senaladas en este nimers.
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