
(Resumen) 

SOBRE UNOS CASOS EN QUE LA DESIGUALDAD 
BUNDAMENTAL DE MANDELBROJT SE PUEDE PREL 

CISAR 

Por Fe Sunyer Balaguer 

Cuando la sucesión { )\n% de los exgpnentes es tal que Y, (7/A, )<< 

en lugar de la desigualdad fundemental de Mandelbrojt (Séries adhére 

tes. Régularisation des suites. Aplications, chap.IIT) se puede escr 

bir 

| $3)] ldkléf(RQK(/rR)q;M(s, sR) M 

donde 
c 

=10, A )\“ o QK(R)=J g, (wat 
9 

con qk(9=JZK(1+t/)\4), les otres notaciones síençe les mismas que en 

1ibre de Mandelbrojte 

Las desigualdades a que satisfacen los polinomios REXXz en la con 

clusión É de algunos de mis teoremas (Collectanea Math. t. 5, teore 

mas I y V) tambien pueden modificarse en la misma forma "fzfue la desi- 

gualdad de liangelbrojte — A 

Si la sucesión { )\M% satisface a una condición cuyo dnunciado det 

llado daremos en el trabajo, y que produce una convergencia rapida y 

Oregular de 3.(1/ h. , se demuestra que 
I L-KLMR) = co (R>0) 

%/M Q (ff{/ ST 

donde el signif'icade de L R(JÚR) es el mismo que en el libro de Mande 

brojte Por lo tanto, cuando R es suficientemente pequena, la desigua 

dad (1) es més precisa que la de Mandelbrojt e igualmente para las ó 

sigualdades de mis teoremas. 



SOBRE UNOS CASOS EN QUE LA DESIGUALDAD 
FUNDANENTAL DE MANDELBROJT SE PUEDE 

PRECISAR 
por ¥, Sunyer Balaguer 

Mendelbrejt 1] (’S al tratar de la apreximacién de funciones med 

ante sumas parciales de una serie de Dirichlet, supone que la suces 

én í Àm% de los exponentes es de densidad superior finita. Cuando e 

lugar de esta hipotesis, se admite la hipotesis més restrictiva de 

que la serie hZC’M/ÀM) converge rapida y regularmente (condición i 

del n2 6) las conclusiones y las otras hipotesis de Mandelbrejt pue 

den precisarse de forma muy interesante. Esto es lo que nos propone 

mos demostrar en esta Memoria. L 

Al misme tiempe estudiaremos la precisión que bajo la misma hipo: 

tesiè puede lograrse en unos resultados que obtuve hace anos 12]e 

- le- A pesar de que son sumamente conocidas, para mayor comodidad 

del leetor, daremos en primer lugar algunas definiciones debidas a 

Mandelbrojte x 

Sea pues3 )\«% una sucesión tal que on 
- 

OA EA s Jaa Na £ 
no 4 

entonces le función de distribución N( )) de esta sucesión es el va 

méximo de los n tales que A, S A . A partir de esta función se def 

nens: 

D(XN ) = NCÀ )/À 

llamada función de densidad de§ )\,__% $ 

ó Los números entre parentesis angulares r-enuten a la lista biblio 

grafica del final. 



D'E lim D(A) 
que se llama densidad superior y la función de densidad superior 

D'(X) = extreme D (x) 
Asimisme se definen como sigue las: 

A 

D(N) = Xy' D(x)dx 

que se llama función de densidad media, 

i B'= 1im 5(3) 
llemada densidad media superior, y la función 

D'(x)s e;t’zx-;-í- D(x) 

' que llamaremos función de densidad media superior de{ )\, 3 - 

A continuación definiremos dos notaciones,asimismo de Mandelbrej 

que si bien no necesitamos para la obtención de nuestre teama,nés 

scráh utiles pare comparar nuestros resultados con los del repetide 

Prof. Mendelbrojte Las notacio-es que nos interesan son las siguien 

) 
tess 

A GR :«U« (%L 

ch/?)=ff’”/\xcm%% 

1 . : i 
/]K—AK(ALÀK) Ó 

2.- Por otra parte como en la totalidad de este trabajo supondre 

mos que la sucesión { ), Jverifica la condición S/A )E o podem 

definir las siguientes funciones y sucesiones 



gta =[] @) cS é 

- Q. (R ‘—‘j O'Nq‘(t)dt (R>0) 
o P 

Aa 
=T =5 

hi m dR Í)\,:/\“Í 

Los resultados conocides de la teoria de las funciones enteras per- 

‘miten demostrar facilmente que de la convergencia de la serie’’ (// 

se sigue la convergencia de la integral que define Q k(R) para cuale 

quier valor positive de R. No insistiremos, pues, sobre elle. 

Bee Bara poder comparar mejor nuestro teorema con el resultado d 

Mandelbrojt supondremes que la función considerada puede representa: 

se con una determinación logaritmica por medie de las sumas parcial 

de una misma serie de Dirichlet, es decir, supondremos lo siguiente: 

Sea /| un dominie del plane & =p+it cuya intersección con el semi- 

plane O — O, no es nula para ningún valor finite dado de O, . Sea F 

una función holomorfa y uniforme en/\ . Seaj d, 5una sucesión de nú: 

meros complejos, y E un entere positive. Supongames que para x sufi- 

cientemente grande se verifique en/4 : X 

Cx) i 
exterme extreno lr(8) - Z ae x 1< ek i 
m =K h 

donde p, (x) es una función no decreciente que tiende a 4 o-(esta fun- 

ción puede ser igual a 4 co para x suficientemente grande). Entonces 

diremes que las sumas 

con m>k, representan F(s) en À con una precisión logaritmica B, (¢ 



Pinalmente, antes de enunciar el teorema debemos dar la siguiente 

definicións 

Hipotesis &, (8(O), p(O),Í )\, bommm.~ Sea lim 8(0) = g si exi 

te una función continua no creciente h(0), gon lim h(0) = h, tal 

O<h<gy log Q, (/Th(o))< p(o*)-rf(w (M <oy O >0;) 

L . 

lpí0) - leg Q. (/fh(o‘))l exp -—/————d&—— doe — 
(x) = h(x) " 

diremes que las funciones g(0), p(O) y la guçesión { À, % satisfac 

a la hipotesis AÍ;Íg(D"), p(o’),{ )\“f Je 

de- Ahora ya podremos enunciar el teorema siguiente: 

TEOREMA« = l’{)\ § es una gucesión tal que 0<\,<A.<- SA S 

L' U/a) SA esun inie del plane s = Ó +it definide per 

6 >4s |t|<E(0), donde 8(0) eg una función contimua, a veriación 
acetada y tal gue g(0)>0, lim g(0)> Oe 

92 F(s) es una función helomorfa en /\ LS g«dé pi'ologggr' anal 

ticamente a lo largo de un canal de anchura ó >0 cualguiert desde 

hasta el circule C(s,,/7 R) (donde C(s,s7) regreaunt,a el círculo |s - 

La 3 

88 La sucesión /d, 3 Y el entere positive k son tales gue las sum 

ád;e—)\”'ís_i_n_ m>k,representan F(s) en /\ con una precisién logari 

SM
è 

mica p CO ja 

si g(u), p, (0) y la sucesién í À jsatisfacen a la hipotesis 

A EO B (005§ ) 2) resulta 
n 3 



Conclusión d o= I 

18 lET UTRIQ (s, 3 B 

gende l(s,,E) = max [F(s)] (sEC(8,91R))e 

Conciusión É .- Existe una sucesién de polinomios 

AL -2 e 2 

que converge uniformemente hacia F(s) en todo deminio cerrado inter: 

al deminie de holomorfia de F(s) y estes polinomies verifican 

1 (e CR, (T RM(s, R 
q a cO" dkeon lim 917 7/, 8 

Demostración.- La demostración de la conclusión 0/ es casi igual 

la demestración de la desigualdad fundamental de Mandelbrejt [1, tec 

rema 3.7.1 |, pere utilizande emlugar del lema 3.8.VII de Mandelbr 

el lema siguientes 

Lema l.- Sea ¢ (8) una funcién helemerfa en el circuls C(s',/CR) 

que en este migmo cireule verifica la desigueldgd f¢(s)!< Me Si 

X (1/ ) Soos 1a gerie 

emy LK}Q ( ) I \“Í 

converge uniformemente en todo círcule C(s',/Cr),cgen Oé P<LRy LS 

el representa una función holou-rfa4) (s) que sagisfaec a is desigi 

aldad 

19, (s')|</fRQK(/7/R)!!- 

Demostracióne- 4 pesar que la demostración de este lema es casi 

igual a la del lema 3.3.VII de Mandelbrejt la daremos porque es su- 

mamente corta. Mediante las desigualdades de Cauchy 



ni 

(TR = CrT 
i6 ln 

resulta 

.. , n! 
14, @< = 5. 16 7)== m : " 

(TR a JC ry" 

E M(TR - }Tx-)), I g (et = 
o 

S HUTR = /7)Q (TR = IP) - 

de donde rg'uultai cuande r tiende a cere, 

1§, NLR U 
con le cual termine la demostración del lema. 

La cenclusión /B se demuestra per un metode muy semejante al que 

utiliza para demostrar mimimeaeemamà la conclusión B del teorema I 

mi Memeria [2]. Con tede y esta semejanza daremos sus lineas genera 

128, pues las diferencias emtre las dos demestraciones requieren al: 

guna atencións 

n 

R L . 

En primer lugar si definimes las bi,_/' mediante la “íga_aldad, 

L 2 

h ER 
nym l 

se sigue 
) K cRJ 

W WERNER R b, € 5, (a21) s = o . 

(2) lim b = 0. 
mr Mn 

I ) 

Por otra parte definimes los coeficientes E _nper la igualdad 

p m UR) 

Mna c pEr 
nem 



tendremos 

8 5.B 
un 
a s“í][á b::)nz’] = %:_Í bï’s” 

Dade un niimere positive P suficientemente pequeno seréd posible 

definir un dominio A , Que se aleje hasta el infinite, que sea comy 

tamente interier a /| y que la distancia de sus puntes a la fronte 

de /| sea superier a /9 . . 

Sea S un deminie cerrade completamente interier al dominie H dé 

helomorfia de F(s); evidentemente pedremes unir S a /) , mediante ur 

canal completamente interier al dominie H. Entences si llamemes S, 

a la unién de S, del canal y de /) , resulta que serà pesible hall 

un R <p tal que si s,€ S,, la función F(s) seré holemorfa en C(s, 

X ademés es facil deducir, pex pueste que F(s) esta representada é 

con una cierta aproximación legaritmica, que esta funcién F(8) se: 

holemorfa y acetada en 

E=U C(8, ( R) 
-/ç;: 

y por lo tante, pedemes definir la cantidad 

M(E) = extremo (F(s)je 
-/ 6E 

Ahera bien, si escribimes 

L, , U) ca 
= > r L L z Es, r Tte) 

según el teorema de Cauchy, para s €S,, teniende en cuenta las des 

gualdades (1) resultara 

o l 
@ b ir to la b, — (5) 

OTR 



y en consecuencia, recordande las definiciones dadas en el n' 2, pa: 

SES, tendremos 

| fi(a)lsn(z)fikffl (% 5. pjar = R,UT 

La (4) demuestra que la serie que define k/iLQs) es uniformemente 

convergente en s y en m, para sc< s, y m entere pesitive. De este se 

deduce que }‘;L(s) sen holemorfas en la tetalidad del dominie de hols 

morfia de F(s), pueste que el deminie cerrado S puede ser un dominic 

cerrade cualquiera cen la sola cendicién de ser interier al dominie 

de nolomorfia de F(s). 

Por otra parte, recerdande la (2) resulta 

Hm 7, (8) = 7(s) 

la cenvergencia siende uniformes para sc S, G. V 

De la identidad (3) se sigue inmediatamente // 

. o L ) 

Í/g“’ o) = S, F(8) 3 E (8).. 
7 myn m a 

Ademés si hubiesemos desarrellede la demestración je la conclusión í 

hubieramos visto que se cumple la igualdad 

du . : E (s) = —e M7 ' 
Qu h 

por le tente, según la teoria de las equaciones diferenciales, resu: 

tara finalmente 

Ó Según se nota facilmente este demuestra algo més que lo que afir 
ma el teorema, pueste que S,es la unién de un deminie cerrado con o 
que se aleja hasta el infinite. 



L ) —NT em) AT 
¥ (e) = %_a; e Ta O g e " 

" ek 

donde 

em) Ed p jn 
6, = 4 D =D, A 

R) o 
De la definición de g} y de la definición de las ,qu__ resulta facilm 

te 

le cual termina le demestración de la conclusión É , pueste que la 

acetación deda en la conclusión para Ml los \/í_(s) resulta de (5) ci 

ando en lugar de E se tema simplemente C(8, ,JCR)e 

Se~ De este teorema, pueste que las }ï(a) son funcienes enteras, 

resulta inmediatamente el siguiente corelarie. 

Corolaric.- Cen las hipetesis del teoreme resulta gue elmdeminie 

holemerfia de F(s) es simplemente conexo. ' 

Este misme resultade vale si a las hipetesis del teorema I de mi 

Memeria citada [Z] se anade la condición D= Os 

Ge- La difermia prineipal entre las hipetesis m 

'del teorema de este trabaje y las admitidas per Mandelbrejt, es que 

nosotros MEMMMGNGNE suponemes que la serie Z.(1/X) es tonvergente, 

mientras que, según Hèmos diche en la introducción, lMandelbrejt sup 

ne unicamente que la sucesióni ) ,3 es de densidad superier finita. 

continuación demostraremes que cuande la convergencia de la serie 

Z,(1/A, es rapida y regular, e mejor diche, cuande N() ) (funció: 

de distribución de la sucesión É)\M%) ereee lenta y regularmente, : 

restantes hipetesis y las conclusienes son més precisas que las cer 

respondientes de Mandelbrejt fl,teorema 3.7.I1 ] y del teorema I det 



Memoria cièada anteriormente [2]. 

Antes MOOBHRNGHGE de proceder a demostrar los resultades que aca 

mos de mencionar, debemos dar una definición y demestrar un lema. 

Definición de la condición B.- Si existe una función pesitiva V( 

tal que 

lim NN - 1 

Y.que para un valer de f)<2/3 y_para N suficientemente grande, la 

VIN) I 

_ a 
sea una función no creciente de ) , entences diremos que la sucesi 

% A %verífiea la cendición B. 

Í )\a% 
Lema S.~ Si la sucesión)Çerifica la condición B, entences 

NE LL 
lim - (r>9) 
Psoo qk(r) 

¥ per le tents , 

Ua LL L — (r>0) 
R=0 Qk(7fR) 

. Demostración .- Sea N, (A ) = N(X) cuande A= A ,”5’ ER 

N,CA) =N()\) - 1 euande } > À, - Entences la definición de q, (P) 

y pueste que de la convergencia de S (1/)) se deduce ;.:L_}?c (NCX)/) 

‘= 0, resultarà 

co o 

- , | LA 
leg/| qK(r)! ~f leg (1-»;\ )ük(À) = N an 

. 0 0 

Y de mede semejante 



LS 

- 2 7 : 

leg lA f = 1.5(1 4 ïz'-)cm,((x) a l'Ea 
h A 6 XCAr 

Per le tante : 

Ar) 
1 
8 !q (z-)1 j [)\()\u—) 7\()\+r)] NEA 

y pueste que la cantidad interior a los parentèsis angulares es pos: 

va para A< (1 + fi)r; para cualquier valer de ’7<1 4//8, tendremes 

(r) r op @ — dg LL >), l P ]mmax. 
RN L/ Aar A (A 

Dade que suponemos que la sncsf-ion{ A % verifica la cendición B, 

si r es suficientemente grande, mu-a)\>7 ry tendremos 

donde É es una cantidad pesitiva determinada pere tan pequena cemo 

se quiera, En consecuencia, si escribimes O = 1+ /8, pueste que la 

catidad que en (F) es iixteri-r a los parentesis angularéé: es negati: 

para X 7 (1 + [[2 )r, se seguira i 
L 

() or opt r 4 
lcg’———’/ [ - (L- EJVOR)QGAT 

( Aar A (A4 

(1 5E JVC) 
JF” [/\ (Aarò ,\()w-)} v 

y por las prepiedades de V() y despues de efectuar un cambio de Vi 



À . L 

rizble, resulta 

/\K(I‘) V\ Q r) = 

Gg 1k x(xt—uí ey a t 

: e 

4 X |ax - Í ———-fo — dz 
5f [s(x %1) x(x*l)] ¢ x(x"+1) x(x+1) 

7 
¥ haciendo tender r al infinito, puesto que 7 y É pueden tender 

hacia\een, resulta finalmente : 
/ 

_/J - 

31 1m 19 ) /g, (r) JC6 . J(0 , 
Psce V(O r) sen/[ï)/2' sen /(P 

y como que per hipotesis ]0< 2/3, resudtari 

JC JU 
sum]rf)/ 2 sgen }UD 

>0, 

y pir_lo tante,ya que V(O r) crece indefinidamente cuande I —bo-, Sé 

sigue de (7) 

31 M , 
p- qK(r) 

" 
-~ 

que es la primera parie del leme 2. ¥R 

I La segunda perte del lema se seguiria imodiaf.amentaïde las prepi 

dades de la transformacién de Laplace, pero puede deducirse direeta- 

nerft,e del siguiente mede: Tomemes r, suficientemente grande para qui 

cuá;add r>r, se verifique 
f 

j 
AX Da (0 



donde ( ) es un númere determinade tan grande como se quiera. Ahora, j 

esto que g (P) es una función creciente de r serí posible elegir R,: 

qie para tede R<R,y se cumple 

oo A 

f qk(r)fm dr>Qj qK(r)e"'R dr, 
L 0 

por le tanto, para RCR,, 

f LA —Q 
—— — — 

Q. (R) 1+Z1ï' 

%puesto que £) puede ser tan grande come se quiera 

L, (R) 
z }_mç——._goo 

g Q (3) 

le cual termina la demostración del lema, 

7o~ Come siempre en este trabaje centinuames suponiendo que la ser 

. (1/N) es convergente entences si se cumple la hipotesié A tg(o) 

PCOJs d N g) de Mandelhrojt (1,pag.74) de la existencia de la funcié 

h(O ) se deduce faciimente que puede determinarse otra macién h,(0) 

que verifiea lim h {C) =0y ç 

L 

(8) 108 L, (M, (ON< pé a) + M 

J lp(O')-lagL(Y(h(O’))!exp( Ím) dos co 

o diche de otre modo, en el case que estamos considerande podemos su- 

poner que en la hipotesis A'(g( O),pl O_)'É Na % ) la constante h es 



igual a cers. Lo misme sucede con muestra hipetesis É;)(g(o’),p((ï), 

443 Do Per lo tante, lo misme al tratar de la hipotesis A que d 
1z hipotesis A supondremes en adelante que lim h(0) = O. 

Ahera bien, si la sucesión Í )M% cumple la condición B definida ¢ 

el n? 6, pueste que según el lema 2 a partir de un valor de O se V¢ 

rifiea . 

Q. RCO )) CL,UA O )) 

si se cumple las (8) y (9), MORVERBIDERIDEDODER Ó se cumpliri 

asimisme 

log QUUAC O C pi O) 4 M 

Ll o 

- -1 —— = f Ip(O) - log QK()‘(h(D’))fexp( 2; s )do‘ pa 

e sea que con la condición B, cuendo se cumple la hipetesis A se cu 

ple asimisme A,’, es decir en este case muestra hipotesis es menos ( 

8 lo sume igual) restrictive que la de Mandelbrejt. No podemos desca 

tar la posibilidad de que sean equivalentes, pues no hemos encontrad 

ningún ejemplo en que se cumpla la AZ“’y no se cumpla la A%, Creo se- 

x':la‘ interesante averiguar si sen o ne equivalentes. - 

"Por otre lade el lema 2 permite demestrar imefliatmiente que cua 

do R es suficientemente pequena y cuande se cumple la cqfnd:lciin B 88 

verifican 

JR (JTR)q, </TRL,(/I'R) 

& m (8) y'(9) supene;ms de mueve escritas con h(O) en lugar dé 
h, (O'),ipueste que, según hemos diche supenemos ya que lim }1(0‘) =0 



JTRQ,( JTR) < RL (JTR) 

es deelry que la desigualdad de la conciusión O fna del teorema es 

més precisa que la fundamental de Mandelbrojt, y que la desigualdad 

de la conelusión )B es mhs precisa que la desigualdad correspondien: 

te del teorema I de (3). 

Be- Igual que hicimes con les res;ïtados de Mandelbrojt en € [2] 

pedemos suponer en el tecrema de este trabajo que la funcién F(s) en 

lugar de venir representada gem con una función logaritmica por las 

sumas parciales de una migma serie de Dirichlet, esta representada 

con la misma precisión legaritmica por unes sumas de exponenciales, 

6 polinomies de Dirichlet, v 

ffl(s) = e 7 

enalesqhiam, cen la sola eondición de que para el valer de E que ir 

terviene en el tesrena d.. 

glones ( y P se e\mplcn ígu;.lán . Y esta ultima condicien de la 

independencia de d ‘no se eumple, la conelusi‘nfl centí.nna, sin 

88 imiepeadiente de mj entonees lag conel 

grandes varl&eimc, siende validaj come resulta monandi como la ¢ 

mostración del teorema II de fmte [2]. ' 

Per otra parte, en el teorema de este trebajo y en 1a generaliza- 

ción de que acabamos de habiar se pvede sustituir la precisión lega- 

ritmiea por la l-preeisión legaritmica que definimos en la seeción £ 

de lE) y las conciusiones del teoreme contimuan siendo validas con : 

geras variacienes. 

Finalmente, lag observaciones que hemes efectuado en el n' 7 sobi 

la comparación de las hipetesis ALK)y AIS y sobre la precisión de las 



¢ 

desigualdades de les conelusiones, podrem repetirse integramente paj 

}a'a generalizuclones del teorema sehaladas en este nimers. 

* Refe: iblie as 

le- Mandelbrejt (S) - Séries adhérantes. Régularisation des suites. 

Aplications (Paris 1952) 

2.~ Sunyer Balaguer (F) - Aproximación de funciones por sumas de ex- 

poneneiales (Collectanes Math. vel. 5, 1952) 
E 

Vilajean 30 de Ageste de 1960 
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