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Introdueción,- Cuando la sucesión ;) de los exponentes 

de una serie de Dirichlet tiene una densidad méxima D< co un tege 

rema de Bernstein nos permite afirmar que en todo segmento de la 

recta de holomorfia de longitud 27 B existe un punto singular de 

la funeión representada por la serie (tanto si se supone que la se- 

rie tiene un semiplano de convergencia, como si se supène la serie 

convergente solamente mediante agrupación de termines. Nosotros su- 

pondremos, para simplificar las demostraciones, que las series de 

que trataremos tienen un semiplano de convergencia)e 

No obstante este teorema de Bernstein no permite conocer 

la gituación, o mejor diche la Mm, de los puntos singulas 
1Edr 

res situados més alla de la recta de holomorfia, cuando la W 

puede prclongarse a traves de ella. En este caso Mamlelbro,jt,oibtu- 

vo un teorema cuande la función puede prolongarse nnalíticmant.e a 

.lo largo de un canal de anchura > 21 5', donde D' es la aensgiàal 

media superior de la sucesión f)\ng de los exponentes. 

En este trabajo demostraremos dos teoremas que se refieren 

a la distribución de los puntos singulares situados més alla de la 

() Los resultados de este trabajo son una pequeña parte de los ob- 

tenidos en una serie de investigaciones bajo contrato con la UsS. 

Navy 



recta de helomorfia, pero que no son consecuencia de Mandelbrojt, ni 

tampoco lo contienen, %na de las diferencias entre el teorema de 

Mandelbrojt y los nuestros es que aquel supone que 

Ma (AmgtAn) = RVO 

y que por lo tanto el indice de condensación de %7\11% es nulo, mi- 

entras que nosotros no hacemos ninguna hipotesis sobre el valor del 

indice de condensacién. 

le- El primero de los teoremas que queremos demostrar tiene 

el siguiente enunciado: 

TEORENA I.- Si H es la abscisa de holomorfia de 

. viLa 
(1) Fls) = Zae P (s = 0+ it) 

¥ si Í/\n% es tal que O£ A A quy ¥ D<oe , entonces existe por 

lo menos una singularidad de F(s) en todo rectangule g=sos< U< Hy 

t;=t =ty tal que q - G5 27Dy tg - t = 8/O t )y que gueaa 

canectarse con el semiplano de convergengia de (1) por un éenal de 

anchura > 2 D' en el qual F(s) es holomorfa. i 
L 

Demostración.- Representemos por C(so,R) el eíreulo tTs- sols 

R, entonces, según la terminologia en uso, un canal de anchura 2R 

serí la unión de un conjunto de circule c(sO,R) cuando el centro 

8, recorre un'aree simple de Jordan J, o sea 

= 8(3,R) = U ClegsR) 
5 <K 



donde S es el canal en cuestión, Por otra parte se dice que una 

función F(s) puede prolengarse analiticamente de un dominio i, 8 

otro dominio d, a lo largo del canal S si F(s) es holomorfa en S y 

sij%imulo cuyo centre corresponde a}m extremo de J es co-pla}amen- 

te interior a Il mientras que el correspondiente al otro w 

es completamente interior a 12- I 

Supongamos que contrariamente a lo afirmado por el teorema 

exista un rectanguio 

PSiOSOSOSA tststgj 

con Ç - G- 275, tg =ty =2/ (D+ D') tal que la prolongación 

analitica de F(s) desde el semiplano de convergencia de (1) hasta 

P a lo largo de un canal de anchura > 21 5' sea posible, Como quie- 

ra que () es un dominie cerrado, es evidente que si en &1 F(s) no 

posee ninguna singularidad, existe una cantidad & >0 tal que en 

p=f G- E=OsgrEsH t "Estetg té 3 

a 

tampoco F(s) posee singularidad alguna. e 

Sin perdida de generalidad podremos suponer que la ,.'aeric (1) 

no contiene el terminc constante, es decir que A > O, entonçes si- 

guiendo a Mandelbrojt podemos escribir 

2 
z <7 A 2JJ dr = X ¢ 2" 

A 
n 

y se puede demostrar facilmente ( por ejemplo Mandelbrojt [1,lema 

3.3,VII]) que si Cf (8) es una función holomorfa en ls - s,l£ 



r 
4 

< R>J{ 5' entonces la funeién 

Pte) = X, (-11%, f (2 9) 

seré una funcién holemorfa en el eireculo 

ls - 8yl ER -45', y ademés 

(2) 1P (a,) 1< , 

donde K depende unicamente de R, 5' y f)\n% y M es el méximo de 

Isg(s)l en C(8g9R)e 

Por lo tante puesto que en la definición de (o podemos ele- 
- 1 

gir 5 tan pequena come queramos, es evidente que es posible supo- 

ner que el canal S que permite prolengar analiticamente F(s) desde 

el semiplane de convergencia de (1) hasta f” tiene una anchura igu- 

al a 2j{D° 4 2{. En consecuencia la función F'(8) que se deduce de 

F(s) del mismo modo que ;fl se deduce de @ seré holomorfa en 

í) ÍO“ +)D* -€ <a'<D- =)D+ &, t+}('§ ‘E<t<t2-rfi$’+6§ 

“,‘ 

y puade prolongarse analiticamente desde el semiplanc de canvergeu— 

i 

í 

I 
i 
i 

cia de (1) hasta este rectangulo p a lo largo de un canal fi.e an- 

ehura 2€. - 
(\ka resulta 

Por otro lado aic? () = e 

A ' 8 
) (e ¥} =) ==, DRA K =0 

ademàs dado cualquier círculo completamente interior al semiplano 

de convergencia de (1) y para cualquier ’7)0 podra elegirse un k; 



tal que 

m - X 8 
< n 

(4) | F(s) - 24. ape 14’17 si m Ege 

Por lo tanto si el círcule tiene un radio RD/ID' como hemos supu- 

esto, resultara de (2), (3) y (4) 

TF (s )<k 7) 

y puesto que fy puede elegirse tan pequeña como se quiera y ademés 

8, recorre un arco de Jordan, tenèremos finalmente 

(5) F(s) =0 

y esta iisma ldentidad se cumplirà en el rectangulo fl puesto que 

F'(8) puede prolongarse analiticamente desde el semiplano de conver- 

geneia de (1) hasta : 

Del hecho que F(s) es holomorfa en F y que (5) se cumple 

en F. se deduce( por ejemplo como en mi trebajo (a) que F(s) es el 

limite de una sucesión fmxrmmbiwamiexmsxiiwezkeuxis unifom_ç_asnt.e 

convergente en {) de combinaciones lineales de {")‘n’ 

ugú_n un regultado de Schwartz L"«).prpriete VIII, page 135] 1 P(8) se- 

ré holomorfa en el semiplano 

OS O jl D- Ç cE 

contrariamente a la hipetesis‘fle que H es la abscisa de holomorfia 

de F(8). Esta contradicción demuestra que la suposición de que F(s) 

puede prolongarse analiticamente 2 le largo de un canal de anchum 



7 8/(S'nasta (, en el cual supenemes que es holomorfa es absurda — 

para cualquier valor de £, lo cual defiestr& que F(8) tíme por lo*"'” 

menos una singularidad en lo cuando este cumple lag condiciones del 

teorema, es decir el teorema quela demostrado, 

2.~ Una demostración semajante, como veremos, nos permitira 

demcstrar 3 

TEOREMA II.- Suponmiendo que É)\ní verifica las mismas con- 

diciones que en el teorema I, existirà por lo menos una singularidad 

de F(s) en cualguier circulg |s - s,l € 8/(D' tal que. oH -JD, ¥ 

que puefa conectarse con el semiplano de convergencia de (1) por un. 
canal de snchurs > 8/(D' en el qual F(s) es holomorfa. 

Demostración.- Es evidente que si la afirmación del teorema 

fuese falsa, existiria un círculo |s - s,l2 2/O' + é en el cual F(s) 

no tendria ninguna singularidad y que este cireulo pedria conectarse 

eon el semiplano de convergencia de (1) por un canal de anchura ® 

2/I5' 4 2§ todo esto para un determinado valor de E >0 

Entonces igual que en la demostracién del teorema I podria 

demostrarse que en el circulo |s - &,|< H 5' ;í severifica 

F(s) =0 

y por lo tante puede demostrarse, como anteriormente que en este ul- 

timo círculo F(s) seria el limite de una agces}íón uniformemente con. 

vergente de combinaciones linèales de í c-Ans_%ú 

Ahora bien aplicando un regultado de Kahane [4y teorema 3, 

pag. 98) resultaria finalmente que F(s) seria hnolomorfa en el semi- 

plane 

/ 
S 



O >0 t/ DR 

en contradicción con el hecho de que H es la abscisa de holomorfia 

de F(8). Esta eontradiceión demuestra que el teorema es cierte. 

3.~ El teorema de Mandelbrojt de que hemos hablado en la in- 

trodueción admite la hipotesis 

(6) dm (Amat A = B0 

y con esta hipotesis y suponiendo tambien quelli D'Eco afirma que 

dado un canal S de anchura > 2){D° que parte del semiplano de con- 

vergencia de (1) y euyo areo J de Jordan recorrido por el centro de 

los eíreulos que lo componen tiene un punte 89 tal que 

Ca g- 35" (38 - leg (WD) 

donde (J, es la abscisa de convergencia de (1), entonces en S existe 

por lo menos un punto singular de F(8). 

Puesto que cuando (6) se verifica ;= H y como: IA\exprqsi- 

on SMBE 30° (3 - log(nD')) puede ser,según los casos, superiof, e in- 

eluso muy superior, a lag cantidades EE /(D, el teeremá de Man- 

delbrejt no puede contener nuestros teoremas ni cuando sel'admite 2~ 

la (6). Asimismo puesto que ni el rectangulo de nuestre teorema Iz 

ni el eirculo de radio 2/{D° de nuestro teorema II,es pusiiisd posi- 

ble afirmar que en todos los casos sean interiores a los eíreulos 

de radio D'JÚD' que intervienen en el teorema de Mmüelbñjt/ ninguni; 

de nuestros teoremas contiene al del mencionado Profesor, Es dècir 

que como hemos dieho en la introduceién los dos teoremas demostrados 



en este trabajo y el de Mandelbrojt son indepeniientes, incluso sin 

tener en cuenta que nuestros teoremas no presuponen que se verifi- 

que la condicion (6). 
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(Seceión:ANALISIS) s 

SOBRE LOS PUNTOS SINGULARES DE LAS 

FUNCIONES REPRESENTADAS POR SERIES 

DE DIRICHLET 

por F. Sunyer Balaguer 

RESUMEN 

Si en una serie de Dirichlet la sucesión IS)\B% de los 

exponentes tiene uns densidad màximeigN D finite, es clasice se- 

tualmente un resultads de Bernstein que afirma que en cualquier 

segmento de la reeta de holomorfia de Jengitud 271D existe al 

menes un punto singular. Pero este resultado no permite saber la 

situación de los puntos singulares situados més alla de la recta 

de hnolomorfia cuando la función puode prolongarse analiticamente 

a traves de ellaj es decir, cuanio la recta formada por todos 

los puntoes cuya abecisa es igual a la de holomorfia no es una 

eortadura para la funeión. En este sentide Mandelbrejt demostro 

un resultado cuanio la Punción puede prolongarse a io largo de 

un canal de anchura > 2/(59', donde 5' es la densidad né%ía gupe- 

c rior de iò ò 
‘ 

En este trabajo demostraremos dos teoremas en ;J_.a migma 

direeción que _el de Mandelbrojt, pere que no son congecuencia de 

81 ni tempoeo lo contienen. Estos teoremas son 108 siguientes: 

TEOREMA I.- Si H es la absciea de holomorfia de 

(D Pla) = Sage T 



L8l é j es tal que C =)y < Nga X D<oo, entonces existe al 

menos una sigularided de F(s) en todo rectangulo C, € ¢ < (,<H, 

tgE tEtg tal que O, - 0, = 207, tgr tgs 8/0(0 + D') y que pue- 

da conectarse con el semiplano de convergencia de (1) por un ca- 

nal de anchura > 2/(5" en el qual F(s) 88a holomorfa. 

TEOREMA II.~ Supenienfo que ï/\ni verifica les mismas 

condiciones que en el teorema I, existiré por lo menos una sin- 

gularidad de F(s) en_cualouier cirenie ls- solgzi'ñï' tal que 

uaR -,TÍD, v cue pueda coneetarse con el semiplano de conyer- 

cencis de (1) por un canal de anchura — 2/(8' gn el cual F(s) 

es holomorfa, 

Las demostraciones de estos fos teoremas se apoyan en 

unes resultados de Schwartz y Rahane, y en un procedimiento mio 

que he utilizado en diversas cuestiones. 


