
Mat. a r q . - 352 -

30.- APLICACIONES DIRIGIDhS. 

CONVERGENCIA. 

Vcom os a r 200rdar lo que pasau u oon 102 liúli t e s de las sucesio­
n0s .. 1[nS- S!.uce'5ién ~ si 80 tra.taba :por d JeInlJlo de números, es la aplioación do 
H en B. o e qU3 pU8o.3 !l ser 8.cabcdo:J. 

]c = 

EntoncuG uo dic.3 4.ue : 

11m u <=> u n n n __ oo 
E R (ó C) 

n > n => 1 u - c 1 < E o n 

Clue es lo que lJ. aii13IDo8 limite, incluso cuando o er:l complejoo 

En l a r ecta R e ra: o - E <- un < c + ¡; porque habia ordon li­
neal, pero gn el plano complej o no ocurre. 

u 
n 

=> u < K. n 

limi t G + ·00 

En cambio en RI 

_ 00 si par" todo K arbitrario, cuando 11 > ~ c;:> 
o 

E b ' d' (_2)n o' (2l.' )n, tn oaro ~o :pUB e ocurrJ.r, oorno pasa oon no tener 
ni _IX!, y " ntonces en R ó C direm03: 

sin signo detarmiMdo (=:e) d V r E 11+ =-> ..:J no E. N :3 

o se u. Que es tá fuvra de un circulo do radio ax-

bi trari c.;:l0ui. .; b'8neral, a partir do un cierto n en adelante. o 

e in" 

= 
n 

jo, y de 

En el carnpo oomplejo el limite puede no tener ar [,'umento. 

003 n" 
+ i 

11 

módulo 1/ n, 

sen n " 

n 

que tie nd., 

oomplejo de axguroonto n oC, sien.io C( f:L­• 
a OBro .. , 

Todo esto lo podemos f><::rupar en forma topológioa aplio¿ndo la 
oondición d..,) enÍiorno:: 

Diremos en R o C que Un ... o (inoluya los O asos d8 limite pro-
pio o impropio) ni, 

U n = > 3 n e" '3 n > n '= > o o 
u f';' 

n 

pues bien, esto 'Lo po,o"rnos gene r alizar a aplioaoiones dirigida" cualesquiera. 

CONVERGE~CIA E~ APLICACIO~~5 DnlIGIDAS. 

Aplicaciones dirigidas será, ~ u "j ERó e ? { ,,} = 'D 

s sa un conjunto con oru.únnción transiti va y diriGida; \.) ntonc8S diremos: 

:3 0= lim u ER ó C 
ex: 

=> 3 "o € D ~ ,,> 

<= > u" __ o E R 

"o = > 1 u " - o 1< E 

, 
o C >0 => 



M~t. arq. - 353 -

o bien on e l oaso da Id,;r uo::, ... + oc untonces: 

\fK > R = > ]0:: E: D :;:. o::> o:: => u o:: > K 
o o 

o bion s i 00 Ue( ,~ - !Xl = > uc:: <K 
. 
o ue( ... 00 = > I u o:: I > r 

r eal. 

liro 
x ... ~ 

G.ue e l 

Entonces es'~o se puede agrupar diciendo: 

o E: R (ó e) (=-=) d 

Ejemplos: 

=> J e( C-
o' 

D :3 e( > o:: => o 

Tenemcs el oaso de l limite de ~na funoión u(x) de una variable 

u(x)= ~ 1; o = x = o 

límite de u(x) sea 

+ x , v o 

o ouando 

Xo 
, + 00, - 00, 00 

x ... Xo 
que rrá deoir, 

u ~=> 0< Xo 

diremos CJ.ue: 

esto es, un orde n dirig id.o. 

El!ltoncGS va él oourrir que 01 limite sorá: 

lim u(x) = c E: 
A~XO 

>0 "3 ° < ' Ix .- Xo I 

< 60 1=> lu(x) - 01 < € 

aun cuando ni tan solo u(x) 
¡ni -te que es lo qU8 pasa con 
1.1 --+- o. 

ostó def"j.nída en xo l a función puede tener l{-
81 ejemplo u(x) = x 8" n 1Í Ix para x ... ' ° = > 

x -> x o 

/ 
./ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ / 

./ 
/ 

/ 

-,1...-----;,....-'" x 
2 

AunCJ.uo no 
está definida par" x = ° 
pero se l e aS~~lla e l Vó,­

lor 0, ~or ser es t a su 
l{mite \di6co~tinuidad 
evi tabla , Leoo . 4'1). 

, 
" En lugar de 

aoercar.nos bilateralmen­
te podemos acercarnos 
por ejemplo por la dere-­
oha; entonces t enñremos 3 

x + 
-> Xc <=> 

u~~ «+>0 
< 6

0
)} es x 1 > 

< x - x o 

x - x e!n;Ol1ces ~?(.J ricsi ¿<na el l{mi te, f:l i existe , por: 2 o 

u(x) = u(x+) = U (;¡; + O) o o 

Si sO aoeroa. por l a izquierda signific ará: 

<-=> Ur _ 
{ <=>0 < x - x < 60 } e s x

1 > 2:2 (=) def Xo o 



< 

entonces se designa ell{mite, si existe, por, 

lim 
x-+x o 

u(x) = u(x-) = u(x - o) 
o o . 

Lo mismo oora para x --;;,. + OC; es decir, 

= 
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X 1 > :::2· 

Entonces se aplioa la misma definición que hemos dado de limite. 

Igualme.ntG prooeder{amos para x -';>. -IX); en el oaso de x -+ (Xl 

sin si6no determinado será: 

x ___ D<l < => 

lo mismo (].ue antos pondremos para el l{mi te infl.ni to, en el que exij imos que 
u IX esté en e l entorno del infinito. 

Ejemplo, I:((x) = e 1/x. Esta funoión tiene la siguiente gráfioa: 

Primero di-
buj amos eX; entonoes 
cuando x (O la 
función el/x varfa en­
tre los puntos 0,1; pe­
ro cuando x .., - <Xl 

entonoes 1/x ... 0-. 
En oambio cuando la x 

-+ + CXl e ntOl'!ce s 
l/x -+ .. 0+. O sea que 
tendremos, 

u( x) = 1 

o sea que. 'ouando ¡¡: t ie ndo bilo.wrEllmGnto a infinito, u(x) se aO·Jr-
ca tan te oomo se quiera a 1. t 

laterales, 
Pero puedO no ten8r l{mitr.¡ por ejemplo, pued" no exis-ti~ l{¡ni-r"lB 

u(x) = 

lt 
= > --jlim x =: sen 

x 
O que no tie ne 1imit,A on "\1 

punto O. La gráfica será, 

2 

Para x .... O 
aunque no tiE!ne l{mi -te, 
esta función en puntos 
tan careanos ó. O como se 
quiera se aproxima tan­
to como se quiera a +1 ' 
y -1 ó a toclo valor real 
entre -1 y +1. Esto 
nos dará una idea del 
limite de oscilaoión. 
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LIlVIITZ Di<J OSCILACION: PROl'UDADES. 

En R ó e diremos que a es l{mi te de osoilación de lasucesión 
cuand.o ocurre que' pal'á tcdo entorno de a hay infinitos puntos de la suce 
sión dentro del entorno, quedando fuera también aoaso infinitos. 

a = lim oscil ¡ un J (=) def V U a 11 \1 m E N = > j n > m .3 un E: U a 

La misma definición servirá para el conjunto dirigido , . 
que ex: es el lndice que fija los valores. 

1 u~J en 

a lim oscil ! uex: ¡ (=) def => 
> 3 ex: > r'l .3 11ex: 

Ejemplos: 

Supongamos en el caso de la sucesión en el campo complejo 

{in ?J n E: N j 
Los valores que va tomando los términos de la sucesión son: 

i, -1, -i, 1, i ....• 

en que se repiten a partir del cuarto término, 

Ninb~no de estos cuatro números son límite de la sucesión in, 
pero cada. uno de los cuatro e s l{mi te de oscilación porque siempre hay un n, 
que por elevado que sea el m, se cumple que n > m, y hace ccincidir el valor 
de in bien con i, con -1, ccn -i, o con 1. 

Hay que distinguir esencialmente el l{mi te de oscilación de pun­
to de anumulación; son cosas distintas. Como conjunto puntual, el conjunto 
de in sólo tiene cuatro valores, o sea que como conjunto puntual estos cua­
tro puntos son puntos aislados del conjunto: pero sin embargo, son limites 
de osoilación, porque aunque coincidan para distintos valores de la n, serán 
como números los mismos, pero no lo sGrán considúrados como términos d3 la . , 
suceSJ.on. 

Igualmente ocurro3 para (_1)n. 

{ .1 
si n par 

(_1)n = 

-1 si n impar 

, 
¡ , .~ 

Parece que los límites de osoilación son puntos excepoionales, 
pero veamos que no oourre esto con ciertos ejemplos: 

, \ Si tenemos e 1 conjunto de leo números racionales pue stes e n suce­
sión: ! 1' , = Q entollc8a .cualquier número real es l{mi te de oscilación 
de la suce'ihón, pues oumplo la condición, ya que en cualquier entorno de un 
número real h<w infinitos núm::.ros rllcionales. 

Ahora 
oscilación finito 

bien, tocla aplicación dirigida en R (ó e) tieno l{:ni te dG 
o infil1i tOe 

En efecto, si la Uex: no se oonserva acotada, entonoes 00 ya es 
limite de oscilaoión en C, y <m R lo es +00, ó ':'00, o ambos a la vez. 

En el caso de que estd aootada, entonoes {uex:)l siempre tiene un 
límite de osoilación finito. 

La demostración e s la misma, que para e 1 teorema de Weierstrass. 



Mat. arq. - 356 -

Por estar acotada, podemos e ncerrar la función do un ouadrado. Entonoes por 
dicotomia, divido el cuad~ado e n cuatro partes 
y e lijo e l intervalo ce rrado en él se oumple 

~ ' 1 -
, l a condi,)i on de qUé) "f3 =>:;;! a: > f3 :3 11 a: :::: I, 
o sea este contonido un la I que oorresponde a 
una de las ouatro divi:; i ones . Podemos tomar 
siem:pr() una, porque si01:tpre habrá uno de los 
ouatro ouadradoG oer:'aLlos en e l que se cumple 

± l a oondioión, pUG sto qU3 sG oumple para el to­
tal, y todos los ua: ost5.n oontenidos e n el to­
t al. Si hay ruás do uno so e lige e l de la iz -
quierda y el de abajo. Entonoes vuelvo a divi­
dir e l que tOi"iO en ouatro partes, y vue lvo a to-
mar l a que oumplala condioiÓn. Procediendo sucosivrunent e de esta manera voy 
de t erminando un encaje de inte rvalo ~ue de finen el limitede osoilaoión y pa­
r a todo eiltorno se cumplo la condicion, pue s hemos e l egido los cuadrados que 
la oumpliWl. 

En e l caso de la r e c ta, podemos deoir que hay siempre un limite 
de osoilación supreruo e infimo, Si no está acotado superiormente dir omos que 
+ 00 es e l limite de osoilación superior. 

Pero en el oaso de que í ua: } en R esté acotada superior e infe­
riormente, a la vez, es to implica que exista limite superior y limite infe­
rior finitos; este es, 

== > j ITiñ ua: 
IX> 

Asi oomo para que existiera supremo finito bastaba que estuviera 
acotada supe riorl12'3nt G, y para quo toxistie ra infimo finito bastaba que e stuvie·· 
ra aootada inferiormen't3, aqu i necesitamos que estuviera acotada superior e 
inferiormente, por ojemplo la sucesión j -n 1 está aootada superiormente y , \ I 
1 = 1 = - ~ \ 

Para a plioaoiones dirigidas, se puede ca~aoteri zar el limite sup~ 
rior dA o soilaoión dA la s:tguiente forma. 

1'/8)O:::>]Ó(c)E D 3a:)i)->Ua:<L 

VC>0!\\7'13 cn =>]a: >f33u >1 , IX -e 

L - e L 
I 

L • e 
I 

o sea que la eouación IJ1 es la siguiente en las sucesione s dado un e,' como ha 
de ser limite superior, solo pue de haber un número finito de t érminos),a , la iz­
quierda, o sea que para un valor de n en adelante, todos están a la izquie r-
da de L + e. o 

En cambio diremos que, 

1 = + 00 (=) def 

por 'l.uo n o he;y ningÚn llúmO:>:'O real que esté a la de r echa del + 00, y l a primera 
condiciórJ. se oumple; automú,tio amente. 

I'e.ra L = - 00 := > 1 = o 
Scla convergon t G. 

it 8U vez: 

] 1 E R (=)def 
1) 'i e>O Vf3 D 

puClS la primera 00 ndioión exige que 

1 - e 

D 3) a: > 6 = >u > 1 c 
ct. 

=>3 a:) ¡:'-'3I~<1 +c ¡ 1
1

) '/ e >0 ~c:>] ó(e) E: 

lo que ha de ocurrh' es qU<l a partir dol,ó, estGn todos e. la de r eoha de 1 - e 
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para que no hay" l{mi to de oscilación < 1. 

EntonoGS para 1 ~ - 00 (=:) "luí \:;/ 

La primera parto ya Ele o1iilllple, pues -oc - i; = - 'Xl Y ya queda a 
la dereoha. Cuan'lo 1 = + 00 -..:::> 1 = o = Lo. 

Por 0 j omplo i lim u(x) /1 lim ( ) , 
~ V x+ V 

x-+~ 
-- ux en que = x x , 
x...~ o o o 

V +oc, - oc , C><J El lImite de sen ni x es; 

Um n Um n Um '11 l' 
0+ son = O - s0n = x ... O sen "1- 1 1\ Um sen -= x -+ x-+ 

X X X x->-O x 

- 1. En la función de Dirichlet tenemos: 

\ 1 si x = x raoional 
u(x) r I;I~ = i es lim u(x) 1 !I @U(x)= O 

1 0 si irracional x ... ~ 
+ x = x. x -+ ~ 

1. ~ 

·30 d0cir., el limite superior de osci laoión os 
'luiera ~. 

y el inferior es O en cual -

Teoremas '3 I L en R ¡\ 3/1 en R 

Veremos más adelante que lacondioión neoesaria y suficiente para 
quo t3nga limite una función es que el límite de oscilaoión 80a únioo. 

oi" d8 
teorema. 
promo. 

Se podr{a oonstruir L y 1 por oortad.urus, :¡:ero basta la existen­
GxtrClmos 8n R1 Z demostrada anteriormento por oortaduras) pues hay otro 
qua dice que 01 limite superior de oscilación es un ínfimo da un su -

Teoremas L Um 
ex: > 

= inf 
13 

(sup uex:¡' 
\ ex:> R I . 1"' ) , 
~,.---, .-" 

~ inf 
p 

~ 
esto e8 para teclo ex: que siga a ¡3 existe un supremo, y vaya ver que el., fnfimo 
de sotos supremos e.s el l{mi te superior dG U ex • 

En las aplicaciones dirigida~ va a ocurrir lo siguiente: 
, 
" ...... 

cuando 

c?~O 131 sigue a.¡3::>, habrá más ex: en ¡3 que .en 131 y por lo tanto sF12 será tam­
b~en cota superlor de los u (;(:3 ex: ') ~ l' s~endo s fl1 cota. superior m~nima. de 
e stos u (;( '3 ex: > f31 • 

Análogamente tendremos: 

1 ~ u = sup { inf u ex: ( = sup i¡3 y en las aplicaoiones -dirigidas • 
ex: > IX 

ex:> ¡3 ) f3 
'------...---- ./ 

i¡3 

ocurre 
se ). 

que 13 1 > 132 :::::> iP1 ;" i 13 2 por el motivo dual del anterior (véa-

De mostra.oión s En esta demostraoión hemos de mostra.r que. es neC8sa-
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rio y suficiente, esto es hay directo y reciprooo. 

La condición de 
fijado por estas condiciones 

necesario dice ~ue e l número siempre 
cumple las condiciones L

1 
y L

2
, 

existente 

En R: 

Ve> O -- "-. .3 O (ti) E. D:3 s < ( inf , s~ : =:-): \-1 IX > o ::: > U IX '" So -- ,/ + e 
(I

2
) o fl S1 ) 

< Inf sfl + e ~ue es la condición L1) para inf sfl 
fl fl 

\/e>O ,'1 'if3<; D = > JI' > fl ¿ u r > sfl -e 
( S2) 

dición L
2

) para inf. sfl' 
fl 

, 
Por e l reClproco voy a demostrar 

pi '3 d~~es da ~1 y L es único, o se,; ooincide 
traolon conslste e6 ver ~ue este numero L es 
o igual, ~ue inf s'fl' Además vamos a aplicar 

fl 

inf sfl - e ~ue e s la con-

• 
~ue todo numero ~ue tiene las pro-
oon este infimo del sfl' La demos­
mayor o igual E\ la vez ~ue menor 
el método de exhaución: 

=> \;i €) O =>3 0(8) E 
( S2) 

D _7 sup UC( = So 
C( > O 

pues nosotros sa-

bemos por la. 
tonoes L + e; 
la oondioión 

propiedad L1 Q.uetodos los Uoc 3 C( > 6 son menores ~ue L +8' ye!l 
es una oota superior de todos los C( ~ue siguen a O ¡ entonce s por 
de ser cota superi.or mínima, es decir, ser supremo (condición 8

2
) 

• seras 

sup U C( = s O 
C(>O 

(I3 o;f sfl '" 
s :;;; L + 8 = > Ahora viene lo de exhaudir la difertl l1oia: 
O 

aquí el ínfimo de s ' fl no depende dü18 sino Q.ue es el,ínfimo para tOdOS los s'f'l 
~ue es independiente del 8 prefijado y lo mismo L¡ aSl pues, " 

> inf 
Extr fl 

'" L, ya ~ue si inf" > L 
,f3 ¡3 

=>i~f "¡3 > L - 8 absurdo por hipóts sis, 

Por otra parte: 

tomando 

pues oomo e xiste algÚn 

&_3 UC( > L - 8, entonces va a resul tECr ~ue el supremo de los uC(' ~ue siguen a 
"8ra mayor ~ue L - 8 

todo ¡3 ¡ ==> 
Extr, 

L - 8 ya ~ue L - 8 Os cota inferior de todos los sr'-' para 
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Entonces siendo 2: y s , por la ley asimétrica de los números r 8a-
• les ordenados por s sera, 

inf sf3 = L (c.q, d.) 

Este teorema nos permi 'te ccmparer los ínfimos y supremcs r es]?é'c­
to al limite superi or e iní'"rior de oscilación. Así tenemos el siguiente teo­
roma: 

Teorema, inf 
O( 

lim 
O( >' UC!: 

Lc primaro de lo cuarto es evidente por definición de infimo y 
supremo como cotas inferior y superior de las u O( • 

Demos tru.remos primer o q,ue lim 
<1> 

s 13 :::; sup 
O( > 13 

s up u O( 
O( 

pues: 

Igualmente demostraríamos, haciGndo el razonamiento dual que, 

inf 
ct 

Lue go que da por delGos tr a:;:, que lim 
0(> 

u • Para ello to­
ex: memos: 

1 + L 
1 > L 1\ O < g (--

2 
(3 13 1 .:7 
por 1

1 

1/3 1-
1 

L 

L • 1 

2 

- €) 1\ ( - 1 'fl 2 3 s 132 s L + r. :' 1\ 

L + € ~ sf32 > s f3 

=> SA :;; SA 1\ i fl 
1"1 1"2 1 

1 + L 
-->. 

2 

absurd\:', pU0f.l hemos aplicado Que si fl > fl 2' == > , 1 , , 
~ i f3 y nos da un absurdo, pues para un mi~mo conjun-

2 
to nunca puede ser el infimo ifl mayor que e l supremo sfl' 

Otr o teoremaes 01 siguiente. En R ó e, la condición necesaria y 
sufic iente par a que exista limite de la apligpción dirigida UO( es qua exista 
un únicc limite de oscilación; e s de cir, on R que 01 limite superior e infe 
rior de oscilación sea e l mismo. 

3c = c 

que sea necesario es inme diatc recordando la definición de limite de oscila­
ción y de límite: 

'jc >:3 I lim 060'. :::; e (ccndición de necesidad). 

Que exi sta un e querrú deoir que dado un entorno de e, todos los 
términos de la aplic ación para ce >ex: están en dicho entornc. Además 110 pUGd" 
haber otro distinto. Si fuera otro,opor ejemplc a, to~ando ento rncs d i sjuntos 
de a y de e, nc se oumple 1" .:legunda condición de que sea l{mi te de oscilación. 
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Que sea sufioi8nte ~ignifioa ~UG si existe un únioo límite de 
osoilaoión, es el O limite. Es deoir, l a sufioienoia es: 

Jllim ose. = o 

~ue el e sea l{mi te de osoilaeión significa ~ue d ado un ¡3, existe un C( 
~ue sigue· al ¡3 tal ~ue UC( está dentro del entorno. Pero si para todo f3 e -
xistiese algÚn C( para el ~ue UC( no estuviera dentro de dicho e ntorno, fue­
ra de éste habría otro l{mi te de osoilaeión de I UC( J y e no sería únioo l{-
mi te de oseilaoión. Luego laxiste un P. = . C( tal ~ue cumple la oondi-, , i ,..... o 
cion para ~ue c sea ll.mi te d" ' UC( i 

l . 
Corolario! En R se cumple: J c = lim 1.)x< => 1 = L ( = o) : o 

C( > 

soa ~ue la oondición neoe saria y sufioien te en la recta aoabada, para ~ue e­
xista e l límite de la aplioaoión dirigida es ~ue el límite superior y el in­
ferior ooinoidan. 

En e l oaso de ~ue 1 fuera + CXl =>: 1 L 

ouando L = - CXl = > 1 = L o == - 00 

CRITERIO G~N",'RAL no:: CONVBRGiENClA DE CAUCHY . 

Vamos a ver ~U0 11m 
(O 

~ R o' C UC( = o e finito ouando y sólo 

cuando se verifi~ue e l oriterio de convergenoia: 

-::¡ C( o (d E D;3 y' C( " C( 11 > C( o .= > I UC( uC(III(1: 

La condioión necesaria es la más s e ncilla; la idea es la misma que para las 
sucesiones. 

Jo = lim UC( E. R ó C ~ue exista c significa ~ue , 
C( > 

- 01< ~ 
1: 

'C( (d E D3C(', C(" > C( =- > I u I I uC(lI-cl < - =:> lu I .:J o o ' C( 
2 2 C( 

- Uo::" \ s I UC( I - c I + I c - '-U II I < 
1: 1: 

+ - = 1: 
2 2 

En la sufioientG veremos ~ue s i se oumple l a e ondioión, )existG 
el o. Vamos a demostrar ~ue existe un límite de oscilación y ~ue oumple la 
condición de ser límite \ o sea, <l.ue es únieo). . 

si como C(II fijo, por ejemplo igual a 

C(" = C( =>Vrt. ' > o 

, 
C( sera: 

o 

~ue l os UC( están aootados; luego por diootomia = > 
oilaoiones <l.ue ll amo e, dentro del oíroulo de r adio 

2 

2 

existe un límite 
J u C( I + 1: /2. 

o 

o sen. 

de Os-

Vamos a ve r finalmente ~ue o cumple l a condioión de s e r límite: 
Aplicando por una parte l a definicion dú <l.ue se a l{mi te de oscilación, o Slla 
<l.ue hay a l guna C(I para la ~ue u", esté en el entorno de e y otra parte,. de 



qUél para todo 0:', IX. " los 'lo: " üo:~ difieren en tan poco como SO quiera, voy 
a demostrar que c~~ple la oondioion de límite. Eh efeoto, que sea limite de 
osoilación finito => V g > O !\ V f:l E: D -= >3 0:' > f:l.3 I ~, - c i < E/2 11 

I\V ex "> f:l = IX. o' esto es, tomando P como ex o va a oourrir que ==>Iucx" - 01 :5 

I u(X" -ex II + I ~ I - c I < g que por la hipótesis se cumple '¡fo:" lo que 

significa ~'16 e es lfmi te. 

APLICaCIC'NES DIRIGIDAS MOlWrONAS. 

Las apli caci one,; .... irigidas monótonas, al igual que ocurría con 
las sucesiones monótonas, tendrán siempre límite, que ooincide oon el supre­
mo en las orecientes y con el infimo en las decrecientes. Vamos a demostrar­
lo viendo que el limite superior de oscilación y el inferior coinciden. 

ex> 

Que sea una aplicación dirigida monótona signifioa: 

. 
si es creciente. En oambio si es decreciente sera 

Teorema: Para una aplicaoión creciente se cumple : 

..:i c = l im u ex - sup \l ex E R 
o: 

(acaso sea +00) 

El caso de que sea - 00, por ser creciente es minimo, porque es el 
caso de que siendo cre ciente todos los elementos Uex fueran - oo. 

Demostración: 

A siendo u f:l una co ta inferior de todos los 

u~, por ser oreoiente la aplicaoión dirigida, el ínfimo que es cota inferior 
maxima (o sea por la condioión 1

2
) ocurrirá: 

i f:l 2: U f:l =- > 1 = s~p i f:l s1 u f:l 2: L 2: 1 =- > L = 1 = c = lim u o: = :1 u f:l 

• pues como el supremo de las 
igual al supremo do . u j3 • 

u f:l está entre L y l. si todo esto ooino:i.de, sera 

::Jc = lim 
o: 

, ,. 
Lo mismo tendríamos para una aplicaoión dirigida decreciente; 

u o: = inf u ex .E R en que acaso puede ser -oo. 

Corolario: Funciones monótmnas de una variable =>existen límites 
lateral e s e n cada punto. 

Entonces va a ocurrir que es una función monótona creciente cuan-
do: 

Es inmediato porquo por ejemplo una función monótona creciente, 
cuando nos acercamos dirigimo::J la variable independiente, acercándonos por la 
derecha. Entonoes tenemos una aplicación dirigida deereoiente, luego tiene lí­
mite por la derecha que es el ínfimo de los valores de la funoión por la dere­

cha. Lo mismo sería por la izquiArda y ¡,ntonoes es creciente, y el límite es el 
supr emo de los valores que toma la funoión por l a izquierda. 
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Generalización de las propiedades de una sucesión oontenida en 
otra: 

Si una sucesión determinada tiene limite, una sucesión oonteni­
da en ésta tiene siempre límite y es el mismo dado. El r eciprooo no es oier­
too 

Introduoimos e l oonoepto de oonjunto dirigido oofi nalo Suponga-
mos: 

en el oonjunto dirigido D • Enton-

oes se introduoe el orden dirigido subordinado en D~, 'l.ue es transi Uvo 
y tambi én dirigido (pruébese). 

Teorema, Si J Um u = o:: 
o E R • o e => ::Jliro 

o:: 'E-Ilt' 
U I = e o:: 

pua s por hipóte sis: 'J 0::
0 

lE. D 3cx:)0:: == >u 0::' E U o o ¡\. -:¡ 0::' > o:: 30::' é D q ~> -loo o .L 

(o.q.d. ) 

En la lecoión siguiente vere:nos o omo se aplica esto a limi te s 
funoi onale s. 

, 
" 
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