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o8.,- ASTRUCTURA Y POTENCIA Od UN CONJUWTO BN LOS BSPACIUS wUCLIDECS.=— ne
- GARDINAL Y CONJUNTOS FINITOS 2 INFINITOS.

El ne natural lo introdujimos anteriormente por los axiomas de
- - - 0 *»
Peano mediante el ne ordinal y lo podemos introducir también con sl n? car-—
dinaly; y lo harsmos en la siguiente formas

Si dos conjuntos pueden ponerse en correspondencia biunivoca es—
toes (a cada elemento de un conjunto le corresponde uno y uno solo del otro
y reciprocamente) (=) biyectiva{=) aplicacidn univalente esto es para dos
distintos puntos le corresponden dos distintos valores y ademés es exhausti~
vista. Denominamos entonces a estos conjuntos coordinables y se susle de=-
gignar por:

AN B (2) A =B

A= 3B (=) not 4 <

not
Con la coordinacidn establecemos una relacién entre los parss
de los dos conjuntos del conjunto total gque consideremos.

Esta relacidn es reflexiva: Cada conjunto es coordinable consigo
mismo, basta hacerle corresponder & cada elemento el mismo.

Es simétrica: por serlo la correspondencia biunivoca. Si 4 es
coordinable con B; es B coordinable con A.

BEs transitiva: Si A es coordinable con B mediante la aplicacién
f y B es coordinable con C mudiante la aplicacion g. Mediante la aplicacion
sucesiva compuesta por £f y g A seréd coordinable con C. .

Por lo tanto es una relacidn de eguivalencia, abstraemos de los
conjuntos cocrdinsbles lo que tienen de comun y esto es la clase do eguiva-
lencia, que es lo que denominaremos n? cardinal, queda asi{ definido por abs-
traccidén el ne cardinal

A =3B (E)def n (4) =n(B) + A y B tienen la misma potencia

Seceidén S_'de N es: Su = {“ EN B T = n.} s Por lo que es un
subconjunto S & N. ©

Conjunto finito., A(E) ops Si (3 nEND A =38 )\/(A = @)
consideramos aqui que el conjunto Yacio también es finito. Asl si A es finito
no vacio es lo mismo que decir que se pueden contar sus elementos

f | *
A= 131,a,2’8-3 eo0eo0ay a.n }

'

Conjunto infinito (=) es el conjunto no finito,

def
Todo conjunto B incluido en un conjunto finito A es finito.
(a=s ) A(FcB €4):=: (Jm € N3 B = §))
& .
.81 A es finito no vacio y tampoco es vacio un conjunto contenido
on A 8%iste un m .pertencciente a los nums. naturales tal que B es coordina —

ble con Sm. Se demuestra por induccidn respecto de n.

Teorema fundamental de los conjuntos finitog.=-

Si un conjunto es finito y es parte propia de otro no puede ser
coordinable con este otro.

| (aespAlacE) oD 43

Se demuestra esto por induccidn reductiva al absurdo respecto a n
(ver demostracion en Analisis Matematico Rey Pastor, Pi Calleja, Trejo ler.Vo-
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lumen).

Bl corolario del teorema anterior es el teorema de Dedekind.

Si un conjunto es finito y tenemos otro conjunto contenido en &l
este no es coordinable con ninguna de sus partes.

(L=s)A(C c ) s=Ds 4 # ¢

Se demuestra esto porque C incluido en un conjunto finito es tam-
bién finito y hagta aplicar el teorema fundamental.

Para conjuntos infinitos el corolario no ge cumple. Asf por ejem
plo, sean las sucesiones 1,2,3;4 de los n? naturales y 2;4:6,8... de los ne
pares.

Cada ne par esta en correspondennia biunivoca con los n? natura-—
les 2n (—)>ny sin embargo 2;4,6,8... es parte propia de 152;354;5... Esto
vcurre porque son conjuntos infinitos.

La sucesidén N es infinita, pues Sn S lo cual significa que

Sn es finita AN S_ C N (por el teorema que dice: que a cada ne natural le

sigue otro distinto que los anteriores) y por el teorema fundamental csto
=> VY nes Sn % N lo cual indica que el conjunto N es no finito c.q.d.

Teorema de invariancia del n? ordinal.-

(A =8 ) AN (A=sg ) A (n <m) =) (Por la propiedad transiti-
va en la coordlnaclon) =% S S A S C_n lec cual es absurdo por el teo-
rema fundamental.

Si ‘A fuera coordinable con dos seccionss distintas de la suce =
sidn numérica natural S ¥ S serian gocrdinables junto con que n ¢ m 1o
cual es absurdoe.

Por tanto el nimerc ordinul de los conjuntos finitos oaracteriza
precisamente su ne cardinal

(a =28 )A(aA=B) =) n@)=n(B)=n(5)=mn

CONJUNTOS NUMARABLLS. &L CONTINUO.— Los conjunios nuwiérables los
olasgificaremos ens

g
; ),
? £initos :
linfinito-numerables

M =N, de modo que n(¥) es el nimero cardinal de la
sucesién numérica natural n(lN) = « = N (11zmado asi por G. Cantor, 12
letra hebreo alef sub cero).

Mediante el axioma de Zermclo se demuestra que tode conjunto in-
finitc contiene siempre tn conjunto numerablae.

Teoremas
; L it AW C AIN =
ﬂ/n 3>S, = ADfg 1 K M

Se comprende cstoy; pues giendo el conjunto A infinito, se puede
sacar un elemcnto y lo que queda es infinito, porque si fuera finito también
lo sera el total y asi podemos sacars; clemento por elemento, indefinidamente,
y lo que sacamos ¢és una sucesion numerable de elementos. gPero los elementos
que sacamos dependen de los ya sacados? Esto es la parte diseutible del razo-—
namiento.
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Teorema.~ Todo conjunto infinito contiens un conjunto parcial
coordinable ocon el, numerable: o no. Este teorema es el contrario del de
Dedekind {=> al reciproco de eéste. Pues en esta forma caracterizd los con -
juntos finitos como los no coordinables con ninguna de sus partes.

Bl teorema dices

si (Vn€ N=>s = I g) s = 22 Ap (parte propor. de
AD A3 Ap = 4A).

Demostracidn: El conjunto de los nums. pares que esté incluido
propiamenie en los naturales es tal que:

1 \ -
P <2’496°'°°°! C 1q §19293,-anoo-.3 }P —_— N 3 2n-e—.>n'\
{ } ( J g
3M§A}M~FN/\B=A-M (caso @ o no numerable)
£
P 3 Mp (eclementos que corresponden & nims. pares) M ZNA
f—
P — N=> Up ——— E=>hp- Upuy BC A= M (UBAAp =4
g £ gf

queda demostrado asi que todo conjuntc infinito e¢s coordinable con alguna
de sus partes propias.

Si A es infinito por def mu no éardinal n(A) se llama trasfini-
to. Como todo conjunto infinito contiene un conjunto numerable resulta qus
el primer n? trasfinito es el alef sub cero ]IO.

Los conauntos numerables no son conjuntos somo por ejemplo: El
conjunto Q tiene como nimero cardinal n(Q) = x (=> Q@ = N o sea es numera-
ble.

Ejemplo, tomemos el conjunto de los racionales positivos y orde-
nemoslos en la siguiente forma. :

1. B 3 A4 Tenemos asi escritos con entrada doblemen—
il P sl i te infinita todos los racionales positivos. Pa~
1 F£1 #7171 £ 1 ra ponerlos en sucesidn basta tomarlos en la
. Fa ordenacidén llamada diagonal que es numerable.
1 ; 3-‘"‘ 5" /'? >~
- = Con los nums. negatives y el nulo, tomare-
g /2 Fr8 /2 mos primero el cero y luego uno positivo y otro
/’ g & negativo eto. etc. y asi los tenemos ya ordena~
17 2 4/ dos en una sucesidn numerable.
— = —
4 .3 /3 Asf{ Q es numerable por el método diagonal.
METODO DIAGONAL Hay conjuntos que no son numerables, por

ejemplos
El no cardinal de los nims., reales es el continuo
n(R) = ¢ potencia del continuo

Demostracidns Si demostramos que el conjunto (031) no es numera -
ble; menos lo sera el total R,

Expresemos un ne real con una fraccidén decimal que no tenga todo
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Ceros,
0, 75000 1
0574999 |

Representan el mismo n? real

0 sea cada n® real tendra una expresidn decimal indefinida del
siguiente tipo.

11 = 0’511 312 g13 EEEEE

x2= O,g21 g22 g33 necees

@ 00000 C 0B 80 S 00 0SS

En = 018y Eyp eveer Eyp

® 08900 BDOOOOPOO0OSGEOBGESOCED OO PSP

Vamos a demostrar que es un absurdo suponer que todos los nums .
. ®
recales entre O y 1 pueden ponerse en sucesion de esta forma pues:

Siempre podemos hallar un ne real x que estd entre O y 1 y no
. . - . »
coincide con ninguno de ka sucesion; basta tomar:s

x= 0, 818 — & —— 387 ey N &Y gph—A e 7 gy
A de modo que g 4 0 Vv a para todo n.

El n2 que tenemos es distinto de todes ellosy; pues difiere del
12 en la primera cifra decimal del 2° en la segunda cifra decimel y del end-
simo en la enésima cifra decimal y es un n? distinto de todos los de la suce-
sidng estc prueba que R ¥ N,

¢Existird entre el n? cardinal de los numerables y de los nums.
reales algin n? cardinal intermedio de manera que comprendan un conjunto nu-—
merable y esta contenido en la potencia del continuo sin que coincida con €17
Negar‘esta existencia es la hipdtesis del continuo y se desconoce su demos—
tracion.

Hipdtesis del continuo.— Dice: Todo conjunto infinito no numera—
ble contendra un conjunto con la potencia del continuo.

'
(# CAg/:sn)A(A:z’N)g_:)HBg A 5B =« R 5
Esto es equivalente a decir:

Que un conjunto inclufide en los mims. reales es o bien finito o
numerable o tiens la potencia del contfnuc.

g € C S R: =>(C=8,) V (C=N) V (C = R)

Ne quisre decir csto que no existan otras potencias distintas de
las del continuc y numerables, pues pueden existir.

El conjunto de todas las funciones de variable real es un conjun—
. . - . -
to de potencia superior al continuo que no sera cecordinable con el y que in=
cluye al anterior,.

PRINCTIPTO Dd wiCadi sN LOS ESPACIOS BWUCLIDECS.

Si weucmos una sucesion de intcrvalos cerrados (ortoedros de n
. - - - . & -
dlmsns1nnas) encajados de manera que su diagonal (dlametro) tienda a ocern; cen—
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tonces existe_un Unico-punto x que pertontce a Iy 3-x es la interseccion
de todos los Iy desde 1 a oo

N F o T -,
Sea I_1AI2_ ®eo00 0 Im—-'lﬂGD Bd(Im)—“é'Oga—>u

et - — oQ —
3 erm (m= 1529.00.) E) X= ff) I
m=1

Para una dimensidén es el postulado de Cantor en la recta segun
. - . &
ya vimos en la introduccion del n? real.

En dos dimensiones tendriamos proyectando sobre los ejes:

s . = .
Son intervalos encajados y en proysccion sobre el eje %, va a o-
currir,

319b1 _—j[azy.bZ:] _:D_ #0000 2 I:am,.bm:] sbm - am s 0

Este par de sucesiones definen un ne real uUnico Xy y del mismo mo-
do en el eje y. ‘ LR

iste teorema pusde ser falso para intervalos abiertos. Por ejemplo
gean los cuadrados

1 1 g

0(::(——111" ANoOxy< =y m(1:2’3eu')! 5
2 2

cuyas clausuras determinan el C (0,0), pero el cual por hipdtesis no pertene -
ce a ninguno de ellos.

Conjuntos acotados.

si Jka3Vze x =% ¢ K

entonces X es acotado.

Existe una hiperesfera suficiente
mente grande de modo que todo punto osté den-
tro de ella y entonces diremos que el conjun-
to eg acotado,

DEOREMAS FUNDAMSNTALES DAL ANALI- 5 b
SIS. 4

TEOREMAS DE BOLZANO-WETERSTRASS Y Di BOR.Fe COMPACTIDAD. LA R4CTA
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Todo conjunto acotado de infinitos puntos tiene un punto de a-
cumulacion que pusede o no pertenscer al conjunto.

Pucde formularse también, diciendo que:s Si X es acotado y su
conjunto derivado es vacio su ne cardinal pertensce al conjunto de los natu-~
rales.

Si X acotado AX'=¢ => n(X) € N

Se demuestra por dicotomia eligiendo el intervalo que contiene
infinitos puntos de X.

Si es acotado se puede ence=-
rrar en un cierto cuadrado suficientemen-—
te grande y entonces en este cuadrado es—
tan todos los Buntos de X. Lo subdividi-
remos en 4 = partes iguales, que sean
también cusdrados cerrados para poder a-
plicar el principio de encaje.

. Si en cada uno de los cuatro
hubiere solo un mimero finito de puntos 1 |
de X, éste no tendrfia infinitos puntos, I { |
asi puss en alguno de ellos habré un ne e @ H
infinito y si hubiere mas de uno eleglre—
mos el de la izquierda y el de abajo y éa—
te lo subdividimos y asi sucesivamente, de modo que en cada cuadrado habréa
1nf1natos puntos y por el principio de encaje va a resultar que en cada pro-
yecciong

b, - a
1 1
[as.]’b1] ?_[a.lysz 2 o008 00 2 [am,bmj 2 79 bm— am-: —;{—n——-—-—-—}»O

a »~
Son dos sucesiones mondtonas convergentes que definen un numero,
-
coordenada de un punto de acumulacion del conjunto X, porque en todc entor—
no de 61 habrd uno de estos cuadrados que contiens infinitos puntos de X.

Esto gqus es cierto para los conjuntos acotados puede no ser cier-
1o para los no acotados.

Por ejemplo para el N, Pues es un conjunto de infinitos puntos
sin ningan ne real En E, que sea punto de acumulacidn, todos sus puntow son
alslados en la recta. I

Teorema de Berel

Dado un conjunto cerrado y awotado F en E_, si lo cubrimos median—
te entornos abiertos (hacemos corresponder a cada uno de los puntos del con—
junto un entorno que lo cubra) basta entonces un ne finito de estos entornos
para cubrir dicho conjunto.

F cerrado y acotado enE Az E P =>(] Ux 2 x € U x) =

b = = - saoooe J_
Im gx 3 F UXT,U. LE %=

Se d%muestra por reducecidn al absurdo si es falso por encaje
(razonamiento andlogo al de Bolzano),

Si el teorema es falso para F también lo es para cada una de las
4 partes subdividiendo su0351vamente obtenemos asi un punto de acumulaclon ¥y
como F es cerrado, pertenscera al conjunto y =n sl le oorleqpnndnra un cierto
entornoc que cubra el punto. g
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Y por ser abierto habra uno de esos cuadra-
ditos en que el teorema es falso, y estos cuadrados
estarén dentro de un solo entorno, en contra de la
supuesta falsedad del teorema,

Falsé si son oerrados los entornos Uzdel
cubrimiento, por ejemplo, [ 0,1] y hacemos el si=-
guiente cubrimiento.

x
— X
Ux=[-£;11 st x >0 | 'r‘___i___r,,i

'ﬁo= [-1,0] six=0

No nos basta un ne flnlto de estos intervalos para cubrlrlo to—~
do, pues habra x suficientemente proximos al cero que no quedaran cubiertos
por el n? finito que tomemos.

As{ también es falso si el conjunto no es cerrado. Por ejemplo,
sea el conjunto [ 0317 .

Nlngun no fiurito de estos en =
tornos podran cubrir a (031], pues el O no pertenece al conjunto. Si lo in-
cluyeramos su entorno p031bilitarid el cubrimiento finito.

Se enuncia el teorema de Borel diciendo que todo cubrimiento a-
bierto de F acotado y cerrado tiene un suboubrimiento finito.

El cubrimiento abierto de X es una familia de abiertos.
%GiBVEE X => 1 @ 6{@]:)56 ¢
tenemos asi un cubrimiento de conjuntos abiertos.

Un subcubrimiento es una familia parcial de éstos que tapbién es

cubrimiento. g
I

Cubrimicnto finito, que el n? de elementos de la familia es fini-
to el nt de ¢ es finito.

Compacidad.- X serad compacto si todo cubrimiento abierto tiere
un subcubrimiento finito,

El espacio euclideo En no es compacto, tampoco lo es la recta real.
Si F €s ocerrado y acotado —> F es compacto (teorema de Borel).

Los espad os donde se verifica el Tcorema de Borel se denominan
compactos.,

Para hacer compasta la recta le agregaremos dos puntosy, el + =0y
el = oy tendremos asf la recta acabadagesto fué introducido por H. Hahn y
la recta real que resulie. se llama recta acabada por Bombrak.

R - R. La recta acabada estd definida por el conjunto siguiente

Be {woayp B Ry + ool_Ba E R=D= xw<ad+ o A =(+0)==xA

J
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-0 EN + oo -(—oo)=+cc/\|—oo|=|+m]=+oo

Cumple todas las operaciones y sigue todas

las leyes que corresponden a los resultados

conocidos sobre el calculo de limites infi-
nitos.

Ly operacién de sumar es commutativas
a+(+od =+ 0o Aa+(= =m0 A(+0) +(+x)=+ A (=02) 4
ol g fm o e

La sustraccion se da por la ley de inversidn. Pero sin sentido
en algunas operaciones, por ejemplo (+ o = (+ ) A (+°9 + (=) ¥y por lo
tanto no forma grupo aditivo.

Bl producto también es conmutativo:

Sia >o
a (+00) = (= a) (~o0) = (+59) (+00) = (=00) (=) = + 0 A
(<a) (+0d = (8) (=0 = (+o0) (=o0) = =oa. |

Wo tienen sentido los productos

0 (+00) A 0 (= )

La divisidn por la operacidén inversa A = =0
+ g -0
+ oo + o0 - - OC
Sin sentido el divisor nulo A 9 ’ A
+ o4 - o0 + = - O

El entorno de + ooabierto seréd el fijado por un no real cual -
quiera. Todos los que quedan a la derecha de g seran el entorno de + &
Sea el conjunto de nims. reales tales que X »a analogamente el de - oo,

By we™ {ngax >a.} :

E—-m= {xéRBxsb/\ x=—t><3} Entorno cerrado de +
-0

La métrica y topologia de R puede referirse a.. la del segmento
[=131 Jmediante la siguiente correspondencia.

- 590 X £ +

X
y(x) = ———— { =<y <|x] -
1 .-”/. e ~
Para x= 1 es y = .; y el ~ 5 2 ~

+ = se proyecta sobre el +1,

Es equivalente a tomar la ope=~
. ® . .
racion inversa despejando la Xx.
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-1 2 3y <+ 1
y
x(y) = ——— - < X < *+ oo

1 =
¥l 7(=1) = = 00 Ax(+1) =

Entonces la recta acabada R y completa es compacta y Borel dice
que ¥V F cerrado =) compacto.

Si_consideramos N que es cerrado en R y no compacto. E1 N ya no
es cerrado en Ry, pero si le agregamos ¢l punto impropio + o lo tendremos
compactificado y se cumple el T. de Borel
por ser ccrrado.

Podemos compactificar el plano , , }
conplejo C; se asimila el infinito a un pun=— (1)
to el plano tiens como imagen estercografia
una superficie ssférica de Riemann,

RACINTOs CRDEN DE CONSXION.

Un conjunto es conexo cuando y solu cuando dos puntos cualesquie-
ra de él se pueden unir mediante una quebrada que podemos suponer de un n¢ fi-
nito de lados tales que pertencezocan toda la quebrada a é1l.

Xoonexa si V' (3,d) €% x X => - quebrada fiiwbto ne de la~
dos que uno 4 y B tal qus la quebrada toda ella pertensce ax.

J:,Jemplo. Si tenemos dos circulos tg. Si los circulos son abiertos
(sin sus contornos) no es conexo. Si uno o los dos circulos son cerrados es ya
cOonexo,.

i ; s 0 R
Recinto. Es un conjunto abierto y conexo D = D° coincide D con
su interior.

En algunos libros se hace la siguiente notacion:

Al agregar al recinto los puntos frontera tenemos el dom:.nlo. 0
Recinto cerrado D= DU D' = DU fr D.

Si un intervalo es abierto es un recinto y si es un intervalo ce-
rrado (con su contorno) es un recinto cerrado. ¢
h
L
Si al X se le afiaden solo parte de sus puntos frontera se denomi-
. - . * .
na region, La region se forma al agregar a un recinto parte de sus puntos fron
tera,

DUF 3 F € frontera D

Arco simple de Jordans

Son el-conjunto de puntos del espacio que gstan en correspondencia
5 e
biunivoca y continua con los puntos de un segmento.

X=x(t) 3 ty = b = %y biunivoca y continua

. - - ”~
Las componentes de esta funoidn vectorial forman funciones conti -
nuas y a 2 distintos % corresponden 2 distintos x.

La unidn de varios arcos de Jordan le denominaremos curva de Jor—
dan,

Corte de un recinto,
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Es la exclusion de un arco simple de Jordan.

Los puntos frontera que pueden ser exiremos de Un corte se llaman
accesibles y los otros son inaccesibles.

Ejemplos
Supongamos el siguiente recinto.

N
D= {(x,y):—)O(x( l/\C(y<1J
(excluimos los siguientes segmentos)

1 3
{X———E /\ (<] <y< 3 m 51,2,3511100}

2

Sl o

Los puntos frontera son accesibles, excapio los gne corresponden a
x=0, 0T ¥y« 1/2 que son inaccesibles, aun siendo punios frontera, pues cual-
quicra qus sea la curva de Jordan que los tenga por extremo siempre sera corta=—
da por uno de los puntos frontera.

El contorno de un recinto sstéd formado por los puntos frontera ac=—
cesibles desde el exterior. A

g 111

Recinto simplemente conexo.=—

Supongaros un espacio E2 v T,

Podemos zhora introducir el orden de conexidn, Diremos gue un ocon-
junto es simplemente conexo, si siendo conexo ocurré que toda quebrada cerrada
de lados pertenscientes al conJunto —> encierra solo puntoa pertenecientes
al conjunto =

Un recinto doblemente conexo es agquel gue por un
corte se puede hacer simplemente conexo.

Como por ejemplo:

Un reclnto sera de or.
den n de corexidn si con n-1 cor-
tes lo hacemos simplemente conexo,

Con
) tinuo es un con
Simplemente conexe 3 junto compacto

No cumple

conexo y ho va-—
. rj) cfo. Por ejem—
plo un punto. ///
E1 orden de cone- xidén @ un recin

tos acotado es el ne de comporehte s continuas quo tiene su frontera. Esto sera
cierto para realntoszacotddos 0 para f¢] compacto. Por ejemploy, el recinto
{y <1_xj_{y=0/\ X<

Tenemos un recinto que es simplemente conexo.

Parcce que tiene dos continuos de frontera pero en ¢ es uno solo,
porque sé unen en el punto impropio del plano complejo el semieje negativo y
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la parabola.




