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31.- LIMITES FUNCIONll.LES. CONTINUIDAD. 

CONCEPTO DE FUNCION DE UNA Y DE VARIAS VARIABLES. 

REPRESClill'ACION GRAFICA, CURVAS y SUPERFICIES DE NIVEL. 

El concepto de función que se admite es el de aplicación de un 
conjunto (campo de definición) en otro conjunto (campo funcional). 

lJ sea para dar una func:tór. lo primero 'lue !J.dy 'lue dar" s e .l con­
Junto D de definiaión o de existencia que también se llama de variables in­
dependientes. 

As{ obtenemos el F 'lue es el conjunto de valores funcionales. 
Solo estudiaremos el oaso en 'lue el conjunto de valores funcionales sea el 
conjunto de números 'lue en general pertenezcan a la recta acabada, 

Es esoncial decir a ' 'lue crunpo nos r eferimos. Por ejemplo n! tie­
ne' sentido en el campo natural y también se ha extendido al cero O! = 1, en 
cambio n!se obtiene solo cuando dicha funoión se ha interpol ado o se ha pro­
longado al campo no tan sólo r eal sino complejo mediante la función ¡-ex), tal 
'lue resulta~(x) =(x-1)! si xEN. 

Igualmente hemos visto l a función exponencial en 'lue hemos defi­
nido la potencia de base por ejemplo e y exponente real y luego hemos prolon­
gado al oampo complejo l a función exponenoial. 

Lo 'lue importa 8S l a corr8spondenc:iB en s{ y no la expresión 'lUG 
la mioma pueda tener. Veamos ejemples do funcionGS de una sola variable, 

Supongamos 'lue tenGmos x E R. Una función muy importantG GS el 
valor absoluto do x: SG puede representar de varias maneras. 

X 2! ° 

si x :5 ° 
Para E~ler esto estaba formado por dos trozos de funciones dis -

tintas: La parte de arriba de la recta 1I = x, y la de arriba de u = - x (s,, 
figura) • 

u u • 
Una funoión muy importante es 

la de signo de x o función salto 'lue es: 
l , 

+1six)O 

u: sg x == ° si x = ° 
-1 si x<O 

cuya gráfica es: 

Lo 
'lue define el sig 
no es la corres­
pondencia en s{ • 1 

y no la manera do expresarla, J?1lSO\ h,\y varias mRne­
ras de representar la función, 

2 - 1 

u = 
lim Arc tg nx 
n ... CXl 

n 

Esto es una expre sión de la oorrespon-



dencia \ÍJ.1lÜeadda ,<Uf) nn e S la únioa, pues pndrn ser 2n+r- por ejemplo: 

U( :~) = lim x n _ 00 

Esta función tiene muchas aplioaciones como por ejemplo dar 
x= Ix Isg x 1\ Ix 1= x sg x, o para empalmar funoiones en la siguiente for­
ma. Si temmos para x < x una función cualquiera g(x) y dospués del valor x 
oióra función f(x) yen elopunto x o 
el promedio d0 las dos, entonces ~e-
sul ta serl 

u t 
I 

1 
u(x) = [fe}:) + g(x) J--!- s,-,(x-xo ) 

2 

1 
[f(x) - í&{x) ] = 

I valor 
1 promedIo 
, . 

2 x 
" x 

( !t(x) ni x < Xo 

\1 
/ 

, / 
= ~- (f+,~) si x = xa 

l2 
f(x) ( .. ' x> X Q. o 

A ' . ., . 1 ( ) . S~ por 6 J0mj,.'O PU0'Á'.) te;":;",:;;" x = ,para g.x x y para f(x) = 
• , l' o 

:=: 1 "'- x; entonaos este. 0):pI'3:::1.0L!. u vondra dGLda pClr: 

1 1 2x 
u ~ + cg (x - 1) • 

2 2 

0t:'D. función imuo1.'-!.i¡~ntc O~ 1 ". pú.rte entGra J. que en los logari t­
mos SO 12.~~a oa:::-a,oterístioa- y es el H~norc entero qU3 queda a la izquierda, 
p0l' ,]joc"plc; es -2 la pa2tC cmtc:'.'", do 2,371 ••• = -2 + 0,371 ••• Se llama pa:rte 
ont0rd s: 

E(x) = [ x ] s; x < [x ] + 1 E Z 

1·(1 gráfica de esta función os: 

I 

:~-'=I • I 
I • 

- 2 _ 1 ! I 
---,---,- I 2 

I L--J 

LJ __ I 
I 

I 
! 

l· 
A osta funoión se le llama tao­

bién función escalón o función taxi. La par­
t·:) antera de 1 es 1 ¡ el valor de la función 
pc.r"tc entGra entro 1 y 2 es 1 y al pas:u' al 
2 hace un salto. 

La función mantisa M(x) ,<ue es 
la funoión (sobrante = mantisa en griego) 

o s; M( x) = x - [x ] < 1 

su gráfica GS~ (ver pág. siguiente) o 

Al pasar de O a 1, cuando llega a 
1 hace un salto y los puntos de salto se dan preoisamente en x E Z¡ es función 
periódioa. 

Otra funoión es la de Diriohlet. 
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{ +1 si x = xr racional 
u = f(x) = 

O si x = xi irraoional 

-3 -2-10 1 2 3 

queda oaraoterizada por esta oorresponden­
oia. También existen varias representaoio­
nes, tal la 

u = f(x) __ lim [lim ( ) 2n ] oosm!nx m- 00 n .... 00 

Es fácil ver que vale O cuando 
x irracional y 1 ouando x r aoional: en efec­

to supongamos que x sea raoional: será de la forma, 

p 
x= I\m>q 

q 

entonces m! n x, oomo m! supera a q, m! x se oonvierte en entero, y queda un 
número entero de n. Y el ooseno de un número entero de n vale +1 ó -1 que e­
levado a 2n par es +1 y e l lfmit8 vale +1. Cuando x irraoional oualquier va­
lor de m! nunoa será m! x , un número ent ero pues serfax raoional o sea mI x 
siempre será un número no entero que multiplioado por n dará un ooseno que 
será en valor absoluto menor que 1 y las potenoias suoesivas tendrán lfmite 
cero. 

Representaoión gráfioa y ourvas de nivel de funoiones de varias 
variables ..... 

Vamos a ver primero las notaciones: 

Una funoión de varias variables será, una aplicación de R2 en R 
o bien de Rn en R, funoión real, y también pueden darse en C (funoión oomple­
j a). 

La misma correspondenoia ouando la estudiamos en un oampo nos da 
el campo en que tiene sentido esta oorrespondenoia. 

Ejemplo: 

u 2 = x2 + y2 u=x-y; u = x. y definidas en 

~ Otros oasos puede ocurrir en e l campo real. Asl., 

u = + E" R 

2 
R Y E / 2 

j . 

()E • x2+y2 no de valores reales para todo x,y lE 2 sino solo para ,;; 1; mientras 
que 

u = In (1 _ x2 si 

Nosotros vamos a representar las funoiones de dos variables por 
u = f(x,y). A veoes, es oómodo empl ear la misma l etra para e l valor funcional 
que para la oarao-terfstica. 

La u no es la misma; en un caso es un número y en el otro lo que 
hemos de haoer a l as variables (x,y) para' que nos dé la u. En tres variables 

• s era: 
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, 
y. on n variables sera: 

A veces para un punto determinado emplearemos, 

a ~ (a
1

, a2, ...... ~) 

y también el punto Po ~ (xo'Yo ) -+ Qo ~ (Xo'YolUo) 

Representación gráfioa. Curva y superficie de nivel. 

Fara cada punto P de x, y le hacemos oorresponder ~n punto de 
coordenadas (x,y,u) es deoir Ena oo+umna que tiene por a ltura el valor de la 
funoión. 

Otro método para r epr esen -
ter geométricamente la función U ~ 
~ f(x,y) consiste en usar las llamadas 
curvas de nivel en el plano x, y es de -
cir l a s curvas f(x,y) ~ cte. Estas cur­
vas de nivel son las proye ooiones sobre 
e l plano x,y de las curvas en que la s~ 
pe rficie U ~ f(x,y) es cortada por los 
planos u ~ consto 

Por ejemplo para u ~ x2 + y2 
será en e l, espaoio un paraboloide de 
r evolución obtenido girando la parábol a 
u ~ y2 alrededor dol eje u. x 

u 

~----+---~--~y 

p 
o 

2 u • y 

Las ourvas de nivel son 
oirounferenoias oonoéntricas en e l 0 -

ri@Sn porqué e s un par aboloide elípti-
00 de r evmlución. 

y 

~ x 

Es to es l a r epresent ación 

Entonoes se da en la si­
guiente forma, dando la planta y e l 
alzado: 

Dando distintas ~lturas 
1,2,3,4, la seooión permite qb 't,mer 
e n planta l as correspondient~~ ourvas 
de nivel. 

Veamos ahora u = x - y 
representa un plano y sus curvas de 
nivel son. 

de un plano : o sea que un plano tie ne 
r epr ese ntado por rectas paralelas e n l as 
curvas de nivel. 

La funoión u ~ xy r epr esen­
tada por un paraboloide tiene por our -
va s de nivel hipérbolas equiláteras r e­
f eridas a sus asíntotas (silla de mon -
t ar) . Para e l plano u ~ O t enemos e l 
par de r e otas x,y, para u ~ xy t enemos 
las hipérbola s r eferidas ~ l as asÚrto­
t aso Si oortamos por e l plamo x ~ y, a­
batiendo e introduoiendo 
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1 
el alzado u ~ 2 n nos permite trazar en planta las distintos curvas de 

2 

nivel. Para la función de tres variables 
f(x,y,z) neoesitarfamos un espacio de 
cuatro dimensiones lo cual es fumposi -
ble de representar; entonces se repre­
senta mediante las superficies de ni -
vel, que a veces pueden ser muy senci­
llas. 

rérioa, 

si u :5 O. o 

Esto es una superficie es-

1 - e u8 <: O 

Las sttperficies de nivel · 
de esta función, son superficies esfé­
ricas cada vez de menor radio cuando 
u se aceróa a cero negativamente. En 
c~mbio, cuando las superficies esfóri­
cas, todas ellas de radio menor que f 
se acercan a la ne radio 1, el valor 
U

o 
-+ - oo. 

La gráfica será: 

u 1 2 
u .- n 

2 

x 

TIPOS ELEMENTP~ES DE FUNCIONES.- Vamos a ver la nomenclatura de 
algunos tipos principales de funciones. 

Fu,ncicnes enteras: u " p(x,y, •... . t)!\ P polinomios en parti cu­
lar la lineal: 

de dos variables será; 
l· 

u ~ c
1
x

1 
+ c

2
x

2 
+ Co (representando un plano no vertical); 

en el caso de polinomio de 2Q gr ado, 

hi perbólico o 
u ~ P2(x,y) será un parabol oide 

degenerado.) Luego hay l as funciones 

u~ 

p(x,y •••• t) 

Q(x, y .... t) 

de eje vertical (e·lfptico, 
racionales fraocionarias 

la lineal fracoionaria es la dada por e l oociente de 2 polinomios de primer 
grado. 

P 1 °1 x1 + °2x2 + Co u ==::: ; 

Q1 d 1x1 + d 2x2 + do 

en este caso de dos variables QlIXl gráfioa ee un paraboloide hiperbólioo o degene-
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rado · a.e eje vertica:J. y tiene las líneas de nivel rectas hcrizcntales. 

Después hay las a l gebraicas expl íci tas; que son aquellas en que 
la u viene dada por una expresión racional o irracional. 

La algebraica en general es la que viene dada en forma implícita 
por un polinomi o igualado a cero. 

Las funcionas trascendentGS Gon las no algebraioas que puedon ser 
las trascendentes analíticas desarrollables en series de potencias; y no ana­
líticas. 

.. Ahora bien: una función GS una apl icación del conjunto de defini-
Clon sobre el de valores funcionales: luego es siempre uniforme por ser una 
aplicación; no obstante, se habla de funciones multiformes; entonces el pro -
blema fundamental es clasificar en ramas la correspondencia dada en ferma mul­
t,iforme. Ejemplo: 

Supongamos una esfera u2 + x2 + y2 _ 1 
definido en x2 + y'l. :$ 1. 

O_>u = + ~2_l 

·22 O zea solo existe v~lor cuando x + y :5 1, 
pero entoncos hay d03 vcüores correspondientos a los 
d.on signos. Lo na-'GuraJ. .soría tomur o bien 3iemprü posi­
tive (+), o siemprG mgati vo (-). PGroesto es por con­
vcnio, t~nbión pOdríamos tomar el siguiente. 

{ (xy) E: Q x Q > 
\ (x, y) i Q x Q -::> 

u « ° 
u < O 

Esta función no v., ni cont{nua. Entonces es 
un problema furd ament al olasific,ar las funciones en ramas de manera que cada 
raIGa sea anal! tioa. 

LIMITES FUNCIONALES. CRITERIO GENERAL DE CONVERGENCIA.- Para f1m 
ciones de una o más variables los limites funcionales no son más que .1m cas~ 
particular del límite de aplicaciones dirigidas ya estudiados. De manera que 
la aplicación será e l conjunto de las variables independientes eu Al ,oonjunto 
funcional. Supondremos por ejemplo: La u ~ R. 

Para hallar el límite de la i'unción será: l· 

_lim_ u(x) = A, con x que per tenece al espacio euclideo En; x ... a 

o también límite superior o límite inferior. 
, 

Hay que fijar un criterio de dirccción. Será, si tornarnos puntos 
U;:: es 

a 

a 1 < a 

.!? sea_que x
2 

dista m;nos 
x

2 
> x tendremos aSl el 

clón, tendremos definido 

de a que x
1 

sin ccinci di r con él entonces diremos que . 
criteric de dirección y para este criterio de direc­
el l ímite en la sigui ente forma: 

- . ] r 
u(x) = A E R( > 'Ve> ° '> U a: 3 X € U ~ ~> lu(i') -AI< !: 

Igualrnsn"te tendríamos para. el l{mi te superior e infGricr que también subsiste , 
aqu~. 
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En varias variables este limite se llama mÚltiple para distin 
guirlo de otro tipo de limite ll amado sucesivo o r eiterado. Podemos gene rali­
zar el concepto de limite tomando solamente los valores próximos del punto i 
al punto ¡ que e stén sobre un conjunto. Por ejemplo : 

Conjunto e s; En :::;. -; E: C' Ca: será punto de acumulaoión de C) , 

• , - - r n el criterio de dire ocion solo rige para xl' x
2 

E U a: C y entonces es: 

o sea diremos que: 

- -
x:;¡ sigue a xl ambos pertenecientes a e, ouando su distancia a a 

e s menor, entonoes diremos que, 

u(i) a A E R <- ) \-1 > 0=) J U n C=) 

==>Iu(x) - A I <E 

cuando solo ~gimos sobre e t enemos que u(x) ha de e star muy cerca de A, 
per o sobr e la curva C. 

Ejemplo: 

e ourva x ~ 4i'(-t) .. ........ Á a ~ lim 4i'( t) t __ t 
o 

xn ~ <p n ( t) 

asi tenemos el limite sobre la curva. Entonces ~~lo se ha de cumplir l a con­
dición de lfrni te para puntos del entorno que estén sobr e la curva. 

--.-;;¡.¡,.. A 
t __ t 

o 

Podemos tomar no tan s olo l os límites múl t iple s sobre una curva 
o sobre un conjunto cualquiera. Por eje@pl o en el conjunto de los ejes, 

u( al'" •• x. ,a. 1'" o. a ) 
lo lo+ n 

asi tendremos e l limite a lo l ar go del e j e Xl' 
j . 

Por e j emplo e n e l oaso de dos variables, el límite múlti pl e ~s 
cuando de l entor no r e ducido cons idero todos los puntos próximos al punto a, 
entonce s tendr emos e l limite doble. Si yo considero un oonjunto de puntffi oon­
tenido ~n el entorno que e sté!! sobre una curva entonces solo me i nte r esará 
que l a x se acer que al puntó . a sigui endo l a curva. 

riere 
Puede no haber limite , poro siempre habrá limite supe rior o infe­

Para x E R es lim 
X __ x 

O 

f(x) = máx. de los límites l aterales; o sea: 

f(x) , lim 
+ x -+8
0 

\ 
f(x) ) 

Ejemplo: 1d ;" Li > L = Ld 

Ejemplos de limite . Sea l a f unción siguiente: 
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xy 
u = 

en efecto basta ver que para 

x I O :> In I = 

y 

lim 
P ~O u o 

< Iyl 

la u se puede hacer tan pequeña ccmo se quiere con la y. 

Para x = O 
tá en el entorno . Vemos 

siendo y I O la u ya vale cero. En todo caso 
que existe e l limite y vale cero. 

u GS-

En el caso de lim 
P~ 

2xy 
esto vamos a ver que no tiene li-

mite y es fáoil verlo ocnsiderando sobre la curva e) y = mx. 

lim 
P ... O 

2 xy 
----= 

2 2 
x +y . 

sobre los ejes los límites valen oerb. 

, 
que var~a con m 

Es fáoil ver que los máximos ~ mínimos serán para m = 1 y para 
m = - 1 Y que el 1 {mi te sUp3rioI' de u sera, 

y el inferior: 

lim 
P ~O 

lim 
P~ O 

u = + 1 

u = - 1 

que es el oasm de tomar los límites sobre las bisectrioes. 

eri terio general de oonverge.~oia de eauoby. 
l , 

Este ori terio ya demostrado para aplioaoiones dirigidas. Se 
de enunciar para el oaso de oonvergenoia sobre un oonjunto e, porque el 
te múltiple es un oaso particular de éste cuando se toma para e todo el 
oio. El criterio dirá lo siguiente. 

lim u(x) f: R finito < = >t'e > O;::> 3U~=-xl,xll~U 
x ~ a 

e 
= > Iu ¡xl - u(x") i< e 

E 11 C => a 

pue­
limi­
espa-

Si C es todo el espaoio estaremo s en el oaso de limite múltiple. 

~IMITES SUCES:):VOS CO .. ~JTERA::lC:;;l,-E.RJJN 'LllJ:REQPI.9)1_]_ ~TIPLES. 

~odemos oonsiderar ouando tenemos u = , (x,y) 110 mismo para más ' 
de dos variables) los siguiGntes limites: 

lim 
x ~x o 

f(x,y) = lim [lim 
Y-+Yo x-x, 

lim 
y ... y 

o 
tp (y) 
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primero se hace tender a su l:fmi t e, una variable y luego la otra en la fun 
ción resultante de manera que conservando para cada y determinada de un··cier­
to entorno tomamos el l:fmite x tendiendo a x y se llama función tp(y), lo 
dual será; o 

f(x,y) ~ 

y A 

tp (y) 

! " 
} f (x,y) 

• 
Yo Yo 

I (y)t 

x 
x, 

1Q caso 

Y I 

lim 
x-+ x o 

I f (x ,y) x¡ 
, ~ 

--- --<--
'1' (xl '1' (x) 

I x. 

2º caso 

'I'(x) 

x 

Esto es el ooncepto de l:fmi te sucesivo, en realidad es jymuy dis­
tinto del .l:fmi te múltiple, porqué exi,g.imos por un lado, que exista l:fmi te 
sobre cada tIDa de las paralelas al e je de las x y que :e:¡;tos límites tengan a 
su vez un límite podrfa oourrir que acercándonos superficialmente podría te­
ner 1:fmit8 doble y no t e ne r l:fmites sucesivos o al revés aproximándonos suce­
sivamente no quiere decir que ten~~n l:fmite. 

es fácil 
s Iyl 

u ~ y • sen 1\ u(O,y) ~ O <: ) lim u ~ O 
x P -+0 

ver esto pues el seno está siempre entre +1 y -1 Y ocurrirá. q I u I s 
veamos lo que pasa con los l:fmites reiterados. , 

lim 
x-O 

u = x • sen 
1t 

y 

-:j lim 
ty -+ü 

+ y • sen 1t 

lim u 
x -+ O 

, para xy ,¡ O 
x 

l, 

no se necesita 

definirlo en el puhto (0,0), "pero si para x2 + y2 > 0, entonces u O, si xy~ 
~O >] lim . l ' 

O 
u ~ O 1\ ll.mites suoesivos. 

P-
Porque por ejemplo: Para cualqui era de los dos, haciendo x oc nstan­

te y tendiendo la y a cero, el primer sumando de u oscila e ntre +xy- x, mien ~ 
tras que el s8g1.milo sumando se anula, luego no habrá l:fmite sucesivo. 

1 - 9 ' P -+ O >J l{mi te doble ni rei te-u <= sen 

rados. 



u = > ::1 lim 
x _,o 

doblo. 

lim 
y-O = 

lim 
y-+O 
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lim 
x ... O u = 0/\ j límite 

52) No basta que exista límite en cada dirección para que exista 
lími t e doble. 

Sea la función z = sg {(y_x2) (Y-2 x2) 

En la región rayada los " s~g-
nos serán distintos y la función valdrá 
- 1. En e100 resto, por e ncima de l a se ­
gunda parábola y por debajo de l a primo-
ra, serán del mismo signo, y l a función 
vale +1. 

y 
Vemos que sobre cada ralfo 

mx e s 

u = + 1, mientras que 1Í lim 
! P ... O u 

Al tener un rayo siempro ha­
brá un trozito que estará en l a re gión 
+1, que cada vez será menor, auhque 
siempro existirá, pero éstos tienen siempre un ínfimo q~e será cero. Para 
m = O, es sobre todo la r e ata y = O que u = +1. 

Límites suoesivos y lImite doble . 

lim 
y ... yo [

lim 
x -+X o 

f(x,y) J = lim <p{y) 

Pueden existir est os límites y no ser e l límite doble. Vamos a ve r 
que s i son distintos l os límites r eiterados ya no puede e xistir límite dob l e 
:por que cuando existe limite dob l e y exis te <jl (y) ;lue es e l límite interior, en­
tonces existe el límite exteri or y es igual el l~mite doble. 

Teor8ma 1 Q: 

= f (x,y) ,p(y) = .Á 
l , 

La demostración es inmediata porque en e l e ntorno r educido de Po 
ocurre 

Vemos que 

E 
n 

es I f ( x,y) - Á I < E /\ x 

u = y sen 11/ x e n P = O o 1\3Á =0 1\ 

parece que contradiga al t eor ema; lo que pasa es que 
interior, no existe. 

o. q .. d. 

-;( lim (lim u ) 
í y ... yo x -+xo 

<jl(y) , que es e l límite 

Mediante l a existe ncia del l ímite sucesivo se pue de asegurar, con 
ciertas condiciones supl ementarias l a existencia del limite doble, para esto 
necesitaremos el concepto de convergencia ' uniforme. 

Convergencia unifor me. - Definición. Consideremos f(x, y) como fun­
ción de ~ tomando y como paxámetro. 



Diremos ,,"ue f(x,y) converge uniforme",ente respec to al ;'a~',~etro 
si se cumplo 

f(x,y) 'i' (y) (uniformemento en ~.) (=) t no • 

(o=)def. V E > O ->3ó (E) indep. de y E Y:9 O < 1 x - Xo 1 < ó-> 

)1 f(x,y) - ljJ (y) 1 <8 

o sea para todo valor de la y como pal'árn"tro, tenemos una función x distin·ta 
,,"ue ccrresponde n a las secciones de la superficie u = f(x,y) por los plancs 
y ~ k (constante). 

Rospecto a este ooncepto demos el teorema segundo. 

Teorema 29. 

f(x,y) U 
yE 

1\ lim 
y ... Yo 

tp (y) = I -> J 
Demostraoión, . 

11m 
P .., 

-+·0 
f(x, y) = f... 

r independiente de y 6:. U -, 
.• o 

:-3 I x - x o I < Ó 1 (8) 1\ PE U ~ )-
o 

Ip-p I<ó=> 
o 

=>1 f(x,y) 

Vswno8 un contraejemplo, Habíamos visto ,,"ue, 

-:.( li~o 2 xy 
1\ "3 lim lim 11m 11m Perd' por T u = r:: U = O. e-, 

P ... 0 
2 2 + y2 y ... O x ... 0 X -40 y ... O 

jemplo el lim 
x ... O u = O no es uniforme r especto de yE: U ~, pues\( U~, si se 

t ona y= x = > u(x,x) = 1 • 

FUNCION SUPERIO:a y FUNCION I NFERIOR. OSCILACI ON EN UN PUNTO. CONTINUIDAD Y 
. SE1ITCONTINUIDAp_FUNCIONAL. 

Da.de.. li fur..oión u = fe;.:) con x E. ~n en"Gonees suponiendo que la. 
función existe en x, siempre existe el límite superior y el inferior. Ent0n­
ces llame,1cs fU:1cion superior a la (, iguiente, designada por 

f(x) = rr:á:c ~ f(x),. 

f~nción inferior, 

.f.(~) = mi l'l f rCi), 
( 

;:: inf. 
h >0 

J .§.uP-,-
( It -Xj< h 

f("t) ( = 

J 

feí )} = sup J inf.:.. feO} 
h >0 li t -x! <h 

= 

lim {.§.uP.!. f (t') ¡ 
h .. O+ It-xl<h \ 
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Por ejemplo! En la función de "!:Iirichlei¡ í(i) = +1 11 fC~) '" O 

Se llama oscilación en el conjunto X de la función u = f (x) a: 

~up f(x) - inf f(X) = sup If(x1 ) - f(x
2

) I = s - i 
JKE.X x EX xi ,x2 /S X 

La última igualdad se demuestra comprobando las dos condicione s 
CJ.ue oorresponden a la definición de suprelno. Hemos de ver CJ.ue se cumple si y 

s1) Hemos de ver CJ.ue s - i es cota superior de los valores ab­
solu~os de las diferencias 

" , " S2) Hemos de ver ahora CJ.ue dicha oota 

==-):3;;. f:. X 3 f(x1 ) >- s - --.f./\ j ;;2 ~ 

superlor es mlnlma, 

2 

=> J x1x2 ~ x3 If(x1 ) - f(x2 )1 >- s - i - E 

luego es el supremo y por tanto l a cota superior es m{nima. 

Llamamos oscilación en un punto (se designa Mu(X) al: 

E 
+ -

2 

lim 
2: I -- - f(t) -t ... x 

ll!!L f(t) 2: O 
~ X 

todo esto se hace igual a cero cuando la función es cont{nua. 

- '. 
- / 

Salto de una funciÓn.- Carathéodory llama salto de una funoión a 

t(x) - [(x) , 

es decir a lo CJ.us hemos llamado oscilaoión en X. En oambio Hobson ll<:.ma s alto 
a l a diferencia 

lim f(F) 
t ... x lim f(F) 2: O 

t i 

, 
." 

Si x E E 1\] f(x +) 1\ f(x-) otros autores llaman salto de f( x) a la diferen-

Continuidad y semicontinuidad funcional.- Que una función f (x) sea 
cont{nua en un punto a significa intuitivamente CJ.ye cuando ~ se acerca al pun­
to .§.. entonces f(x) se aproxima a fea). 

Entonces e s: 

(-) , - () -¡ lim (-) (- ) . u = f x oOl1tlnua en a = def. ~ x ... a f x = f a E: R ( :> 

no tan solo CJ.u.e exista límite sino CJ.ue valga fea) y e ste. valor- sea. fini.tc __ 
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~ > fe;;:) - c < f (x) < fe';;;") + c 

No e s necesario excluir el punto a pues fe';;;") - fea) '" (1 

Esto significa. 

La función estará por en­
oima de fea) - c y por debajo de 
fe';;;") +C. 

Roire separó las dos con­
dioiones cuando sólc se emplea la pri 
mera fea) -c < f(i) lo llama semicon= 
tinua inferiormente y cuando emplea 
solo la segunda 

f(i) < fea) + c 

lo llama semicontinua superiormente. 

f (a) 'C 

Ha) 
f (a) .c 

i -- - -.. -. 4----,--' 
t I 

I t I ____ _ _ L-_!-l-l-

I 
I 

U 
a 

Continuidad sobre un conjunto C e En -:;; a E C será entonces que 
exista el limite sobre e l conjunto C. 

Entonces X€U- n e y con ello eX:Lg:Lmos menos. Si se trata de li­
mites laterales diremos q~e es continua a la derecha o continua a la iz -
quierda. Por ejemplo, las funciones E(x) y M(x) no son continuas para xE Z, 
y sin embargo, para todo x E R son ambas continuas a la derecha. 

oumple: 
- Asi una función se ll ama semioontinua superiormente ouando se , 

fe';;;") = fea) E R (fini to)<=> l.im_ f(X) = x a na) 1-----, 

_:> f(x) < fea) + c 

• lo cual es la semicontinuidad inferior, que sera, 

fe';;;") = fe';;;") E R(fini to" > lim f(x) 
X'~~ 

a 

= 

t' 

J. 
f (a) 

= 1« fea) E ~VE > O==7J U - "3 x E: U - -;>f(a) a a 

- ¡; < f(i) 

Si esto ocurre el limite inferior no 
~uede ser menor que fe,;;;"), por lo tanto fe';;;") coin­

cide con la funci0n inferior. 

Una función es continua en un punto, en el caso de que la función 
inferior y la s~rior ooincidan y sean finitas. Es decir, l a funoión fea) 
e s contínua en x = a si y sólo si: 

f(a)E R(finito)< > Wf(a) = 0, > lim 
x->¿ f(x) = 

(->3 lim f(x) = f(';;;") E R( >L-\iE)O;::>3n -:¿Wf (U-)::: El < :> 
X--:iJr'"a a a _ 
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<: '/ [Ve >0 ==> ] U a: :3 

El oáloulo de lími t~s -> operaoionas oon funoiones oontínuas. 

&a suma de dos funoiones oontínuas en un punto ü, es una función 
oontínua en a. Con el produoto lo mismo. El oociente lo es siempre que sea de 
divisor ni nulo. Una función de funoión también lo es, o sea que una función 
:racional es contínua salvo los c e ros del denominador. 

El ooncepto de l'unción contínua es muy importante, en intervalo 
ce rrado «n funciones de una sola variable, o de varias vari1ible s e n un reoin­
''o nerrado, que dioe que fez) es continua en [a,b] ("')it es contínua en 
x E (a, b) 11 oontínua izquie rda 11 oontínua derecha deo. 

El< f'..l.i1oión de dos variables es continua 
en D ( r oointo 08rrado ) si continua interior D 11 oon , --
',~nua en puntos frontora D sobre D. 

SeLa reserva el nom-

a b 

bre de sUPGrfioie uniforme a'l.uella en que u viene da­
da como función de (x,y) pere que s e a oontínua y uni­
forme. Para estas funoiones continuas en un recinto 
cerrado y acotadas so cumple el teorema de Cauchy o 
Bolzano. 

l · 


