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31 .= LIMITES FUNCIONALES, CONTINUIDAD.
' CONCEPTO DE FUNCION DE UNA Y DE VARIAS VARTABLES.
REPRESENTACTON GRAFICA, CURVAS Y SUPERFICIES DE NIVEL.

El concepto de funcidon que se admite es el de aplicacion de un
conjunto (campo de deflnlclon) en otro conjunto (campo fun01onal).

U sea para dar una funcidn lo primero que hay que dar ¢s €L con-
= it O . . s & . .
Junto D de definieidn o de existencia que también se llama de variables in-
dependientes.

Asi obtenemos el F que es ol conjunto de valores funcionales.
Solo estudiaremos el caso en que el conjunto de valores funcionales sea el
conjunto de nimeros que en general pertenezcan a la recta acabada.

Es escncial decir a que campe nos referimos. Por ejemplo n! tie-
ne’ sentido en el campo natural y también se ha extendido al cero O! = 13 en
cambio mwise obtiene solo cuando dicha funcidn se ha interpolado o se ha pro-
longado al campo no tan s6lo real sino complejo mediante la funcidn [(x),tal
que resulta F(x) =(x-1)! si xE€ N,

Igualmente hemos visto la funcidén exponencial en que hemos defi-
nido la potencia de base por eJemplo @ y exponente real y luego hemos prolon-
gado al campo complejo la funcidn expononocial.

; o
Lo que importa es la correspondenciaz en si y no la expresion que
la misma pueda tener. Veamos ojemplos de funciones de una sola variables

Supongamos que tencmos x € R. Una funciodn muy importante cs el
valor dbsoluto dec x: s¢ puede representar de varias manoras.

S x 8l x 0
=|x|=+V %% =
-x six =<0

Para Ewler esto estaba formado por dos trozos de funciones dis -
tintass La parte de arriba de la recta m = x; y la de arriba de u = = x (s,
fig‘ura) . i

Una funeidn muy importante es

el u u = la de signo de x o funeidn salto que es:
N | 1
RN +1 si x >0
"
X, “,
ussg x = C si x=0
P S X -
P -1 81 x<¢O
s/ %
/ ~- < o
rd % cuya grafica es:
’ .
2 . Y Lo
i , que defins el sig
no es la corTe 5= .
pondencia en si 1

y no la manera de expresarla, pues hay varias mano—
rag de representar la funcidns

2 .
u= — Lim Arec tg nx

nN-
T

Esto es una exprosidén de la correspon—
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dencia éxgfiteadda que no eg la Unica, pues podrin ser por ejemplo:

. 2n+1
u(x) = ilﬁ - \’ x

Esta funcidn tiene muchas apliocaciones como por ejemplo dar
X = Lx Lsg x A |x |= X 8g Xy © para empalmar funcionss en la siguiente for-
ma. Si tenemos para x { ¥_ una funcidn cualquiera g(x) y después del valor x
otra funcidén £(x) y en el punto x ©

el promedio do las dos, entonces re=-
sulta sers

b

u(x) 5 —— [f(}:) -+ g(x) ]-!' SE;(X."'XO)
2
N Evdor
romedio
— [f(x) - g(x)]= }p .
2 r ’
glzx) i z< %y
s
1 //
={— (f+g) s x= x,
2
\ f(x) il x> .'}'.';0
- Asf por &jemplo mwds tomewse x_ = 1, para g(x) = x y para £(x) =
= 1 « xj entoneus e¢sta uxprezidn u vendra dada pors ‘
1 1 - 2x
U= - 4+ g (}C- 1) .
o 2

Ntro funcidn imporitsanis es 1~ parte entera ¢ que en los logarit-—
o r'd « - » . . %
mos se lluna caracteristica y es el numcre entero qua gqueda a la igquierda,

por sjemplc ss =2 la puric gntora do 2,371eee = =2 + 03371e. Se llama parie
ontera as ;

Blx) =[x ]=x <[x]+1€2

e ) s & '
La grafica de egta funcicn cs: :

]
1T

: A cgta funcidn se le llama tam—
j bién funcidn escaldn o funcidn taxi. La par-
B : 43 ontera de 1 es 13 el valor de la funcion
- porte entera entre 1 y 2 es 1 y al pasar al

] | 2 hace un salto.

! [ 2 La funcion mantisa M(x) que es
5 la funcidn (sobrante = mantisa en griego)

A . O0<Mx)=x=-[x] <1

L s -~ . .
su gréfica cs: (ver pag. siguiente).

Al pasar de O a 1, cuando llega a
1 hage un galio y los puntoe de salio ge dan precigamente cn x & Z§ ¢és funcion
periodica.

Otra funcidn es la de Dirichlet.
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+1 g1 x = X, racional
u= f(x) =
Ogix= z; irracional

i 1 l , queda oaragterizada por esta corresponden-
| | I | | f cia. Tambien existen varias representacio-
nsg; tal la

u= f(x) = 4 [:1im (cos m!wtx)2nJ

m-— &9 n- o

Es fécil ver que vale O cuando
X irracional y 1 cuando x racional: en efec—
- L4
%0 supongamos gue X sea raclonal: sera de la forma,

Y
X=e— Am>gqg
a
antonces m!x Xy como m! supera a gy, m! x se convierte en entero, y queda un

nimero entero de 7. Y el coseno de un nimero entero de T vale +1 & -1 que e-
levado a 2n par es +1 y el llmltc vale +1. Cuando x 1rraclonal cualquier va-
lor de ml nuneca, sera:n'x un nimero entero pues seria x raclonal o seam!x
51empre sera un nimero no entero que multiplicado por = daréd un coseno que
seré en valor absoluto menor que 1 ¥ las potencias sucesivas tendran 1imite
cero,

- - - = - - 3
Representacidn grafica y curvas de nivel de funcionses de varias
variables.=

1]
Vamos a ver primero las notaciones:

Una funclon de varias varlables serd, una aplicaciodn de R en R
o ?1en de E® en R funcidn real, y también pueden darse en C (funcidén comple~
ja)e

La misma correspondencia cuando la estudiamos en un campo nos da
el campo en que tiene sentido esta correspondsncia.

Ejemplos
u2 = x2 + ye § U= X =~ ¥ 3} u= x.y definidas en R2 y E2
t

. '
Otros casos puede ocurrir en el campo real. Asi, i

—

= + V 1 - 2= y2 Z R
no de valores reales para todo (x,y)&E, sino sdlo para %% + 3% = 1, mientras

2
que

, ‘ "
u=1n (1 = z° - yz) ER si x2+¥° <1

Nosotros vamos a representar las funciones de dos variables por
u= f(x,y). A veoes, es odmodo emplear la misma letra para el valor funcional
que para la caracteristica.

us=£(x5) = ulzyy) = ulxyrx,)
La u no es la mismaj en un caso es un n@mero y en el otro lo que
hemos de hacer a las variables (x,y) para que nos dé la u. En tres variables
sera:

u = f(x,y, Z) = U(I’Y: Z) = U(X1sx2!13)
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u = u(x.],xszy....,xn) = u(E)B E =

A veces para un punto determinado emplearemos,

a = (&1’32’-u.¢-.a¢n)

y también el punto Po = (xo,yb) — Qg = (xo’yo;uo)

- 36 ~

Representacidn griéfica. Curva y superficie de nivel,

Para cada punto P de xy; y le hacemos corresponder wun runto de
coordenadas (x,y,u) es deoir Una columna que tiene por altura el valor de la

funcidn,
u
Otro método para represen -
tar geométricamente la funcidn 4 =
= f(z,y) consiste en usar las llamadas
curvas de nivel en el plano x,y es de - |
cir las curvas f(x,y) = cte. Estas ocur—
vas de nivel son las proyecociones sobre
el plano x;y de las curvas en gue la su
perficie 4 = £(x,y) es cortada por los

planos u = const.

2 2

Por ejemplo para u= x + ¥

gserd en el espacio un paraboloide de

rovolucidn obtenido girando la parébola 1P

u = y2 alrededor del eje u. X

Las curvas de nivel son
- - » a
circunferencias concéntrivas en el o-

rigen porqué es un paraboloide elipti-
co de revaelucion,
i . % Entonces se da en la si=
b ‘1 ¥ guiente forma, dando la planta y el
R ;1,] Sl alzados .
s 5 I i
I ] |:|5|
!i‘ifﬁlzfﬂxk1? Dando distintas alturas
y(Egﬁ:ﬂ $ﬂ}J 1525354, la seccion permite obtener
TlrFQA \V Nﬂ en planta las correspondientes curvas
L ¥ =y de nivel, 3
\\\&/z///
\QQ:::_i;;/' Veamos ahora U = X = ¥
= representa un plano y sus curvas de
nivel son.
X u=-2
Esto es la representacidn y ¢ s

de un planos o sea que un plano tiene
representado por Trectas paralelas en las
curvas de nivel.

La funecidn u = Xy represen—
tada por un paraboloide tiene por cur -
vas de nivel hipérbolas equildteras ro-
feridas a sus asintotas (silla de mon -
tar). Para el plano u = O tenemos el
par de rectas xX;yy para u_ = Xy tenemos
las hipdrbolas referidas a las asiuto-
tas. Si cortamos por el plamo X = Y, @~
batiendo e introduciendo

7 /
4/'

pd
/ / u=0
// // u=1
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n _ 1 2
x:y=—....>u=—-—— n
V2 2

1
el algado u = — n2 nos permite trazar en planta les distintos curvas de
2

nivel. Para la funcidn de tres varisables
f(x,y,z) neoesitariamos un espacio de La gréfica serés
cuatro dimensiones lo cual es imposi - '
ble de representar; entonces se repre—
senta mediante las superficies de ni -
vel, que a veces pueden ger muy senci-
llas.

u = 1n (1 -xz-ya—zz)

; Esto es una superficie eg=-
ferica.

1>x2+32+52=1-eu8 =0

sl uo =< 0,

Las superficies de nivel .
de esta funcidn, son superficies esfé-
ricas cada vez de menor radio cuando
u_ se acercéa a cero negativamente. En
cémbio, cuando las superficies esféri-
casy todas ellas de radio menor que f
se acercan a la #e radio 1, el wvalor

uo - — 00,

TIPOS ELEMENTALES DE FUNCIONES,- Vamos a ver la nomenclatura de
algunos tipos principales de funciones.

Funciones enteras: u - P(x,y,.....t)/\ P polinomios en particu-
lar la lineal: :

u=c

x1+ox + ecsae +cnxn+co

1 g2

'
de dos varisbles seri: y
i

U= 04Xy + 0%, + O (representando un plano no vertical);_

en el caso de polinomio de 29 grado,

X u= P (x,y) sera un paraboloide de eje vertical (eliptico,
hiperbolico o degeneradd.) Luego hay las funciones racionales fraccionarias

Py Fe s ost)

Qlxy e s nt)

la lineal fracocionaria es la dada por el cociente de 2 polinomios de primer
grado.
P 0,X, * 0 X  +©C
" = T _ 3 22 o
Q1 &1x1 + d2x2 - do

en este caso de dos variables sn grafioa es un paraboloide hiperbdlico o degene=
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rado-de eje vertical y tiene las lineas de nivel rectas horizontales.

Despues hay las algebralcas explloltas, que son aguellas en que
la u viene dada por una evpr951on racional o irracional.

La algebraica en general es la que vienc dada en forma implicita
por un polinomio igualado a cero.

P(x1,x2,.....,xn;u) = 0=>m ramas si P es de grado m en u.

Las Iunclonss trascendentes gon las no algebraicas que pueden ser
las trascendentes analiticas desarrollables en series de potend as; y no ana-
1iticas,

Ahora biens una funcidn es una aplicacidn del conjunto de defini~
cion sobre el de valores funcionales: luego es siempre uniforme por ser una
aplicacidng no obstanie, se habla de funciones multiformes; entonces el pro -
blema fundamemtal es clasificar en ramas la correspondencia dada en farma mul-
tiforme. Ejemplo:

Supongamos una esfera ul + %2 + y°

y -1

i 1—12-y2
definido en %2 + y2 <1.

o

I
=]
I

8 2
0 sea sb6lo exisite valor cuando x° + y2 = 13

vero enionces hay dos v~lorﬁs correspondientcs a los
dos signos. Lo natural sorfa tomer o bien siempre posi-
tive (), o siempre nogativo (=). Peroesto es por con-
venio, tamhan podriamos tomar el siguiente.

(xy) =QxzQ = u=0

fr—t.

\ (my)faxqa =>u<o

*

BEsta funcién no es ni continua., Entonces es
un problema furdamental clasificar las funciones en ramas de manera que cada
.
ramna sea analitioca.

LIMITES FUNCIONALES. CRITERIO GENERAL DE CONVERGENCIA.- Para fun
ciones de una o mas variables los limites funcionales no son mas que am caso
particular del llmlte de aplicaciones dirigidas ya estudiados. De manera que
la aplicacidn gserd el conjunto de lag variables independientes en el cocanjumrto
funcional. Supondremos por ejemplo: La u & R, '

]
Para hallar el limite de la funcidn serd: At ‘
lim_

i u(x) = A, con x que pertenece al espaclo euclideo Eng

o tambhién 1fmite superior o limite inferior.
t
Ty . . - . - .
Hay que fijar un criterio de direccion. Sera, si tomamos puntos
es

';'51,'5225 U

olH

y -
X x
27 ™
= a » > .
0 sea_que X, dista menos de a que x, sin coinecidir con el entonces diremos que ,
tenfremos asi el criterio de direccion y para este oriterio de direc—

c%on, lendremos definido el 1limite en la siguiente formas

<=>0|x,-a|< [|x=a|

;lim-a.- u(zx) =X € RG=3 Ve> 0*>3U1‘ 3 TeU %_—_-._) [u(x) =Al<e

Igualmente tendriamos para el 1fmito superior e inferior que también subsiste
e
agule




Matn aI‘q_. e 36% -

En varias varlables este 1imite se llama mGltiple para distin -
guirlo de otro tipo de 1fmite llamado sucesivo o relteradoo Podemos generali-
zar el concepto de 1limite tomando solamente los valores proximos del punto x
al punto a que estén sobre un conjunto. Por ejemplo:

Conjunto C S E > a €0' (& serd punto de acumulaocidn ds C),

el oriterio de direccion solo rige para E&,Eé e U fIC y entonces ess

H| olH

Eéj> 3%.<:::j> 0 < | 52 —'gl < | =y -a l

0 sea diremos gues

X, sigue a 2y ambog pertenecientes a C; cuando su distancia a a
es menor, entgnces diremos que,

13 _ ~ o T __
= w3 =r RV 0= JUulsze vz No=>
C

=>u(x) - A | <e

cuando solo eesabgimos sobre C tenemos gque u(x) ha de estar muy cerca de A,
pero sobre la curva C.

Ejemplo:

- - z4 = ¢,(%)
C ourva x = ¢(4t) L 1 A Bk

z, =9 (%)

asi tenemos el 1{mite sobre la curva. Entonces solo se ha de cumplir la con—
dicidn de limite para puntos del entorno que estén sobre la curva.

u(x) - A=y u.[x1(t), xz(t) i i xn(t)] = Plg) === 5
t -1
0
Podemos tomar no tan solo los limites miltiples sobre una curva
o sobre un conjunto cualquiera., Por ejemplo en el conjunto de los eJes,

1im u(a 20000 . ,

a. LA ) BG.a )
L : n
X; > 8 1 i 1+1

asi tendremos el 1imite a lo largo del cje Xy

Por ejemplo en el caso de dos variables, el llmlte maltiple es
cuando del entorno redu01do congidero todos los puntos prox1mos al punto a,
entonces tendremos el 1imite doble. Si yo considero un conjunto de puntcs con—
tenido en el entorno que esitén sobre una curva entonces solo me interesara
que la X se acerque al puntd.a siguiendo la curva.

Puede no haber 1fmite, pero siempre habra limite superior o infe—

Hate Bare ® & R s ilmx f(x) = max. de los 1imites laterales; o sca:
%o
. | 1= — {
max { s B iz} o lim f(x)J
o z -8

Ejemplos Ld = Li:€> L= Ld

Ejemplos de lfmite. Sea la funcion siguientes
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_ =¥ , 1im
= $ i
" \(x2+y2 P =0

en efecto basta ver gque para

u

xf/ 0 =>|u| = dm—fl—_—-—ﬂz <yl

-

la u se puede hacer tan pequefia como se quiere con la y.

) Para x = O siendo y # O la u ya vale cero. En todo caso u oes-
ta en el entorno.Vemos que existe el 1fmite y vale cero.

1lim 2 xy

P -0 xz-fy

. I d
En el caso de esto vamos a ver que no tiene li-

mite y es facil verlo considerando sobre la curva C) y = mx.

2 Xy 2 m

= 5~ que varia con m

1lim
o 8 x2+y? 1 +m

sobre los ejes los limites valen cero.

Bg fécil ver que los méximos y minimos seran para m = 1 y para
m= =1y que el 1{mite superior de u sera,

lim

P 0 u =+ 1

¥y el inferiors:

lim
5,0 uw=-1

que es el casa de tomar los limites sobre las bisectrices.
!
Criterio general de convergencia de Cauchy,

b
bt

Este criteric ya demostrado para aplicaciones dirigidas. Se pue-
de enunciar para el caso de convergencia sobre un conjunto C, porque el limi=-

te multiple es un caso particular de éste cuando se toma para C todo el espa-—
cio. El criterio dira lo siguiente:

lim_ u(x) € R finito < => >0=>JUI 3 E,5"eU z n0=>
X =8
c . -
=>u jx| - u(Z")I< €
51 C es todo el espacio estaremos en el caso de 1imite multiple.
LIMITES SUCESIVOS (O REITERADCS), EN UN', DIRECCION Y MULTIPLES.
Podemos considerar cuando tenemos u = ,(%,y) (lo mismo para mas
de dos veriables) los siguientes limitess
1im 1im _ lim 1im [ lim
Yoy, Eox 2Hmy) = 3oy, [x_,x’ f(xo,yol " ey, ¢ (y)
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primero se hace tender a su limite, una variable y luego la otra en la fun -
cidén resultante de menera que conservando para cada y determlna.d.a de un-cier-
to entorno tomamos el limite x tendiendo a X ¥ s° 1llama funcidn ¢(y), lo
@ual seras

lim lim _ lim [ 1im ] _ lim
X, Yo, £(xy) = X Ly-y, £(xy) | = X X ¥(x)

=0, il

Yo

o(y) ¥ix)| ¥ ()
2 ‘ X
| % Xq
12 case 22 caso

Esto es el concepto de 1fmite sucesivo, en realidad es Jymuy dig—
tinto del limite miltiple, porqué exi g.imos por un lado, que ex1sta 1fmite
sobre cada una de las paralela.s al eje de las x y que ®stos 1imites tengan a
su veg un 1{mite podria ocurr:.r que acercandonos superflclalmente podria te~
ner 1imite doble y no tener limites sucemvos o al revés aproximandonos suce-—
sivamente no quiere decir que tengan 1imite,

n
12) u=y.8n — A u(0,y) =0 &> 1lim u=20
X P 40

es facll ver esto pues el seno esta s:Lempre entre +1 y -1 ¥ ocurr:n.ra ql u|
< |y| veamos lo que pasa con los limites reiterados.

lim lim u 1lim 1lim u
x=0 (y*o)"o A ? x -+ 0

20)

1
it

T b3 .
U= X . 58N — + ¥ » 880 — 4 para xy 7/O no se necesita
y x

definirlo en el puhto (0,0), pero si para x2 F yz > 0, entonces u= 0, si xy=

= o::)-j%lmo e /\;]' 1{mites sucesivos.
-3

Porque por ejemplo: Para cualquiera de los dos, haciendo x constan—
te y tendiendo la y a cero, el primer sumando de u osclla entre +xy-x, mien -
tras que el segundo sumando se anula, luego no habrs limite sucesivo.

1
32) u= sen - e o B oapiQESH 1fmite doble ni reite-

+\( x° + y2

rados.
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2 Xy 5 . :
49) u = -—————~§~:$ o lim 11m0 = %1mo llmo u=0A %{1{mite
X +7¥ X -0 I i "

doble.

52) No basta que exista 1imite en cada direcoidn para que exista
1{mite doble.

Sea la funciodn z = sg {"Ey—xz) (y=2 xz)

En la regidn rayada los sig-
nos gerén distintos y la funcidn valdra
~1s BEn elec rostoy, por encima de la se-~
gunda parabola y por debajo de la primo-
ra; seran del mismo signo, y la funciodn
vale +1.

Vemos que sobre cada rayae

Cm ¥y = mx es

lim 3 lim S

PLo ¥= % 1, mientras que dp,0 U X
Cn

Al tener un rayo siempre ha-
bré un trozito que estard en la region
+1, que cada Vez sera menor, auhgue
siempre existird, pero &stos tienen siempre un Iinfimo que sera cero. Para
m= O, es sobre todo la recta y = O que u = +1, '

Limites sucesivos y limite doble.

bn (M8 )] - 1 k)
0 0
Pueden existir estos limites y no ser el limite doble., Vamos a ver
que si son distintos los 1imites reiterados ya no puede existir 1imite doble
porque cuando existe limite doble y existe ¢ (y) que es el 1imite interior, en—
tonces existe ¢l 1limite exterior y es igual el limite doble, ;

Toorema 193 :

. - 53 ;'
14 = I 2(xy) € EADem=2d PR e =4
P_,P0 I=*¥,
La demostracidn es immediata porqué en el entorno reducido de Fo
ocurre
B U;o es If(x,_y) ~A|<eAx = xo:§|w(.‘y') ~A | <t. oc.q.d.

) ) B lim ( lim u )
Vemos gque u—ysenﬁ/x enPo—O /\3/('0 A ﬁy_,yo X =X

parece que contradiga al teorema; lo que pasa es que ¢(y), que es el limite
interior; no sxiste.

Mediznte la existencia del limite sucesivofse puede agegurars; con
ciertas condiciones suplementarias la existencia del limite doble, para esto
necesitaremos el concepto de convergencia uniforme.

. . ‘ . - , -

Convergencia uniforme.— Definicion. Consideremos f(x,y) como fun—
. .

cion de x, tomando y como parameiro.
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Diremos que £(x, y) convarge uniformemsente respcete al parime tro
gl se cumple

£z y) u:’ ¢ (y) (uniformoments en §) ( )not ;l{n["'x 2(zy) = o(y) (E)d\.’
¥

-~

(E‘)def.‘v/a >0 '::)jé(a) indep. de y &Y = 0 < lxdxo"{ 5=>

= £(xy3) - o (¥) | <
o sea para todo valor de la y como pardmetro, itenemos una funcidn x distinta
que corresponden a las secclonsg de la superficie u = f(x,y) por los planocsg
7 = k (constunte),

Roesgpecto & este concepto demos el teorema segundo.

Teorema 292,

i U§O5 £2(my) U 5 ¢(¥y) = 2(zy) parax - x A

Ye UP

Ay e h=>T B e K
o 0

Demostracione

\7/5)‘0:>351(€) indopendients de y£ 1 - = |= -~z | < 8,(e) AP U?:
-‘.o o

_'\|f(X:Y)"I(*'o’.V)f<-'2—/\ 6(8)>O"’ Y (|y—yo' <62:>

S [f(zo,y) - A <—:-/\3 ninimo {51,52]{ = 6{’::}} 0 B |P—Pol< 5=>

=3 £(x7) - K |£(zmy) = 2(xpoy) | + |2(x,5) =A< ¢

Veamos un contracjemplos Habiamos visto que,

'
_:,( . 23{57 . . ) ¢
i - A Jim lim . lim im0 . ol
F PO T B 7 gl a0 %™ gat yao ~ 9= 0. Fexdpor o
2 + 3
jemplo el 1lim ,\

u= 0 noes uniforme respecto de ye U 1', puesV Ur, si se
Z=0 0 0

toma y = x =>u(x,z) = 1.

FUNCION SUPERIOR Y FUNCION INFERIOR. OSCILACION EN UN PUNTO, CONTINUIDAD Y
' SEMICONTINUIDAD FUNCIONAL.,

Dada 14. funcion u f(:r) con xﬂ—-“ ‘“n engonces suponiendo gue la
funcidn existe en Xy siempre e,{lq‘te ol 1imite superior y el inferior. Entc
ces llamsnos funeidn superior & la asiguiente, designada por

(%) = méx éf(x), 1im f‘('b)§ = inf, J SUPs f(?)l = 1lim | sup, (-1-,))
Q Tax h)Ozftax,(h | b-0*) [t—-% |<B §

i 1

3 » . .
funcion infericr,

£(x) = min Ji’(.;), lim f(t)}

t-by
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Por ejemplos En la funcidn de Dirichlet £(x) = +1 A £(x) =

i
(]

Se llama oscilacidén en el conjunto X de la funcidn u = ©(x) a:

wf(x) = sup #£(x) - inf £(x) = sup_ [f(%) - f(?:'z)] =g =i
KeX z&€X x1,x2(—:X

La ultima igualdad se demuestra comprobando las dos condiciones
. . «
gue ocorresponden a la definicion de suprewo. Hemos de wver que se cumple sS4

521

s,) Hemos de ver que s — i es cota superior de los valores ab-
solufos de las diferencias

¥z £ =2 g sAVE, 8 X =1 £ £5,) =>4z} ~ =) € s =4
32) Hemos de ver ahora que dicha cota superior es minimas
V>0 =>Jx, € X 3 £(x) > s - 24 1%, € x 3 2(x) <1+ _25 =5
=>4 x,x, € x3 Iflz) -2z} > s~1-¢

luego es el supremo y por tanmto la cota superior es minima.

. . g —
Llamamos oscilacidn en un punto (se designa cwu(x) als

5@ - o w({T3[T-F] < nf)- F@) - 23) = 4§05 #(5) -

~ 2B (%)= 0
t x

todo esto se hace igual a cero cuando la funcion es continua,

Salto de una funcidn.~ CarathSodory llama salto de una funcion a

-f(x) == .:.E.'.(E) §

es decir a lo que hemos llamado oscilacidn en x. En cambio Hobson llama salto

a la diferencia '

Tm £(P) = lim £(F)= 0 .
- x =

t x

si xeE AJe(z¥) A£(x") otros autores llaman salto de £(x) a la diferen—
cia £(x7) - f(x—)% 0.

Continuidad y semicontinuidad funcional.~ Que una funcidn f(x) sea
continua en un punto a significa intuitivamente que cuardo x se acerca al pun—
to a, entonces f(x) se aproxima a f(a).

Entonces es:

u = £(%) continua en a (E)def. 3 -3‘;5:?-; £(%) = £(z) ER <&

no tan solo que exista 1imite sino que valga f(g.) ¥y este valor sea finito.

=>Ve>o=> Ju, 3 3ev, =23 - 2(E)|< e<=>
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<=> f(a) —e < £(z) < £(a) +¢
No es necesario excluir el puato a pues f£(a) - f(g) =
BEsto significa.
La funcidén estara por en—

oima de f(a) = € y por debajo de f(a) se|———" L {

f(a) +€.

Boire separo las dos con- F(a) =&

diciones cuando sélo se emplea la pri i |
mera f(a) —e < £(x) lo llama semicon- 1 |
tinua inferiormente y cuando emplea W
solo la segunda

f(;) < f(g) + g a

lo llama semicontinua superiormente.

Continuidad sobre un conjunto C C.E D a £C serd entonces que
exista el limite sobre el conjunto C.

Entonces xeU— N C y con ello exigimos menos. Si se trata de 1{-
mites laterales diremos que es continua a la derecha o continua a la iz -
quierda. Por ejemplo, las funciones E(x) y M(x) no son continuas para x € Z,
y sin embargo, para todo x £ R son ambas continuas a la derecha.

Asi una funcidn se llama semicontinua superiormente cuando se
gumple s ’

= . lim = |
£(a) = F(a) € R (finito)c=) = ma £(3) = " L —

= L=£(@) e B@®Ve>0=>IJ Uz 3 TeUz =

=5 f(;) < £(a) + ¢ 8.

lo cual es la semicontinuidad inferior, que sera,

-
£2(3) = £(3) € R(finitoX=> =8 () =,
i :r-ﬁ- b
A0 [ — B ~ ~
Fh =12 2(a)€ Ba¥Ve>0=>J U= 3 T €U 7 =£(3) -

- g ¢ 2(x)

Si esto ocurre el 1imite inferior no
puede ser menor que f(a), por lo tanto f(a) coin-
cide con la funcién inferior.

Una funcidn es continua en un punto, en el caso de que 1a funclon
inferior y la superior ooingidan y sean finitas. Es decir, la funcidn £(a)
es continua en x = a si y solo si:

B ]

$(a) = £(a) € R(finito)=> %f('a-) = 0{=> lim HE) = %&g

ot g f(x) = £(3) e R

=53 le“fa £(z) = £(2) € R [\'/a >0=>J0—3 $,02) < 8:] =




Mat, arg. = 3¢5 -~
<:)|:V€>0:>]U'; 3 x EUE:>I f(z) - f(g)< 8]
El cdloulo de 1fmites =) operacionss con funciones continuas.

La suma de dos funciones continuas en un punto a, es una funcion
continua en a. Con el producto lo mismo. Bl ooalente lo es siempre gue sea de
divisor ni nulo. Una funcidn de funoidén también lo es, o sea que una funcidn
pacional es continua salvo los ceros del denominador.

El concepto de funcidn continua e¢s muy importante, en intervalo
cerrado en funciones de una_sola V&rldh18, o de varlas varldblus en un recin-
%o cerrados que dloe que f(x) es contlnua en [asb] es continua en
x & (ay0) A ocontinua izquierda A ocontinua derecha dedb

A, . . (4
_ Bn funcion de dos variables es continua
on D (rscinto cerrado) si continua interior D A con - - eds
. —— So— T
$inua en puntos frontcra D sobre D. a b

SelLa reserva el nom-
bre de suprrflcle uniforme aguella en que u viene da—
da como funcidn de (x,y) perc que sea continua y uni-
forme. Para estas funciones continuas en un recinto
cerrado y acotadas so cumple el teorema de Cauchy o
Bolzano.




