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Enunciado del tema de la investigación 

Me propongo investigar la relación entre la distribución de 

los valores que toma una función holomorfa en un semiplano, y las 

lagunas que puedan existir en la serie de Dirichlet por la: que 

la supondremos representada. En particular intentare hallar, si 

es posible, una condici6n lagunar que imposibilite la existencia 

de un valor excepcional. 

Importancia de la investigación propuesta 

El teorema de Picard, seg6n se sabe, afirma, para las funciones 

enteras,que estas toman la totalidad de los valores finitos con 

solo una posible excepci0n. esta posibilidad de valor excepcional , 
ha dado lugar a infinidad de trabajos de eminentes matematicos, 

y uno de los temas que han interesado e interesan es el hallaz­

go de condiciones suficientes que permitan afirmar, o negar, la 

existencia de dicho valor excepcional. Los resultados más anti­

guos en est~ sentido afirman que para las funciones d.e orden fi­

nito la excepción solo puede presentarse en el caso de orden en-

tero. 
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J. Hadamard en una Nota publicada en los C.n. de la Academia 

de Paris I41 () fue quien primero abordo el mismo tema en otra 

direcci:6n, señalando que debia existrr una relaci6n entl'e los va­

lores excepcionales de las funciones , entera~ las lagunas de, las 

series de Taylor que las representan. Posteriormente Fejer ta] , 
Biernacki [lJ y Pólya [5] obtuvieron unas condiciones lagunares 

suficientes para que una función entera no pUdiera tener un va­

lor excepcional en el sentido de Picard, pero los metodos utiliza­

dos por esto& autores no les permitieron obtener condiciones muy 

precisas. 

En una serie de Notas y Memorias [6], [7J Y [8], cuya publica­

c:1:6n se inicio en el año 1947, el autor de estas lineas obtuvo, 

utilizando un nuevo procedimiento, unos resultados en los que, 

para las funciones enteras, daba condiciones lagunares suficientes 

no soto para la no existencia de valores excepcionales en el sen­

tido de Picard, sino en el sentido de Borel-Lindel~r. En algunos 

de estos resultados la condici~n epa -;:;o .tt;e~~~lle .. 
cesa~ Adem~s el misco metodo me permitio obtener unos resul­

tados sumamente interesantes sobre la distribución de los valores 

de una funci:6n holomorfa en un circulo representada por una se­

rie de Taylor lagunar. Resultados que tienen como consecuencia 

generalizaciones de los teoremas de Schottky y de Land~n una 
l , 

direcc:1:~n hasta entonces inexplorada. 

Luego en una Memoria publicada en la Revista de la Academia 

de Ciencias de Zaragoza [9], extendi los resultados de las fun­

ciones enteras representadas por series de Taylor lagunares a 

las represéntadas por series de Dirichlet. Esta generalización, 

M Los nUmeras entre parentesis angulares remiten a la bibliografi¡ 
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además de la importancia de demostrar que 10s primitivos resulta­

dos eran asimismo validos para la series de Dirichlet, tenia otro 

objetivo, a saber: Aplicando los resultados relat~os a las se~ 

ries de Dirichlet suponiend0 que 10s exponentes í A",5 eran ente­

ros, y mediante la transformación;}. -:: e. - 1 ,se obtienen unos 

rwswixxSKX teoremas que, en algunos aspectos, son más precisos que 

los obtenidos directamente para la serie de Taylor. Por ejemplo, 

aquellos teoremas nos permiten definir una cantidad que depende del 

.rden de la función, y tal que en cualquier angulo de abertura su­

perior a esta cantidad la función no puede presentar ningún valor 

excepcional; mientras que los teoremas obtenidos directamente para 

las series de Taylor solamente permiten afirmar la no existencia 

de va10res excepcionales en la totalidad del plano. 

Despues de lo que acabamos de exponer resulta evidente el gran 

interes que tendria la generalización a las funciones holomorfas 

en un semip1ano representadas por series de Dirich1et lagunares, 

de los resultados ~KS que obtuvimos para las funciones ho­

lomorfas en un circulo representadas por series de Tay10r laguna­

res. Esta generalización presenta dificultades mucho mayores de 

las que se presentaron para la que obtuve para las funciones ente­

ras. Es para KKta la investigación dirigida a obtener estos resul-
-tados por 10 que solicito la Beca de Estudios. Con su logro se ana-

diria a la teoria unos resultados sumamente interesantes) y en ci­

erto sentido quedaria esta terminada. 

Además, una vez obtenidos estos resultados,y particularmente 

una vez obtenidas condicones lagunares suficientes para afirmar 

que una función ho1omorfa en un semip1ano ü>6(. representada por 

una serie de Dirich1et que cumple dichas condiciones lagunares no 

puede tener valores excepcionales en ninguna semifaja((7.;>ii.., 8¡<t.c:.,tt,) 



Ser~ posible, mediante la hipotesis de que la sucesión { ¡.. ... f está 

fonnada por enteros, ~ mxtiaE±R y empleando de 
., ~-"" ~ - {} - -;/ 

mac~on ....... cT - t:.- ,estudiar l as condiciones 

nuevo la transfor-

para que una serie 

de Taylor lagunar tome la totali~ad de los valores finitos en l a 

proximidad de cualquier punto de la circunferencia que limita su 

circulo de convergencia. Si los resultados que se obtengan demues­

tran que los conjuntos donde la fUnción toma un valor detenninado 

cualquiera tienen una densidad suficiente, entonces se habr~ de­

mostrado que bajo las mismas condiciones todos los puntos de la 

circunferencia son puntos 'de Borel sin valor excepcional. En este 

caso seria interesante investigar, e intentaremos hacerlo, si to­

dos estos puntos son puntos directos de Borel, o en caso negativo, 

estudiar la distribución de las dos clases de puntos de Borel so-

bre la circunferencia. 

Estas investigaciones tendrian asimismo el interes que podrian 

relacionarse con los resultados obtenidos ultimamente por Colling­

wood [2J. Este autor estudi a particulannente las propiedades de 

los conjuntos de la circunferencia en los que el conjunto de acu­

mulación de los valores de la fUnción (Cluster set) es m~ximo.Pe­

ro incluso cuando el conjunto de acumulación es total, La fUnción 
@ . , 

puede presentar alguna excepción; ,or lo tanto, cuando la, fUnc~on 

toma la totalidad de los valores finitos en la proximidad de un 
I 

punto, este punto tiene una propiedad máiYfuerte que c~.ando sola-

mente sabemos que el conjunto de acumulación es total en el mismo. 

Esto podria dar lugar a una clasi~icación de estos ultimos puntos, 

y al estudio de las relaciones que los pueden ligar con las lagu­

nas de la serie de Taylor cuando la función es holomorfaxx en el 

circulo. 
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La investigación que nos proponemos realizar, además de las 

consecuencias interesantes que ~endria y hemos señalad0 más 

arriba, requerir~, cap. t<nda seguridad, la demostración de teGlre­

ma/auxiliares que tendrán interes en si mismaJy podrán ser utiles 

en otras investigaciones. En particular cree será necesaria la 

construcci6n de productos canonicos semejantes a los de Weierst~as~ 

pero completamente distintos de estos. Además tendrá que definir­

se el orden de crecimiento de la funcion y muyprobablemente cons­

truir ordenes precisados a fin de poder formular y demostrar los 

resultados con la mayor generalidad posible. 
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