MBMORIA RELATIVA A LA INVESTIGACION QUE ME
PROPONGO REALIZAR SOBRE LA DISTRIBUCION DE
LOS VALORES DE UNA FUNCION HOLOMORFA REPRE
SENTADA POR UNA SERIE DE DIRICHLET LAGUNAR
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Enunciado del tema de la investigacidén

Me propongo investigar la relacién entre la distribucién de
los valores que toma una funcidén holomorfa en un semiplano, y las
lagunas que puedan existir en la serie de Dirichlet por la: que
la supondremos representada; En particular intentare hallar, si
es posible, una condicibén lagunar que imposibilite la existencia

de un valor excepcional,

Importancia de la investigacidn propuesta

El teoremsa de Picard, segin se sabe, afirma, para las funciones
enteras,que estas toman la totalidad de‘los valores finites con
soleo una posible excepcidn. esta pesibilidad de velor egcepcional
ha dado luger a infinidad de trabajos de eminentes matematicos,

y uno de los temas que han interesado e Interesan es el hallaz=-
ge de condiciones suficientes que permitan afirmar, o negar, la
existencia de diche valor excepcionals Los resultados més anti-
guos en este sentido afirmen que para 1as funciones de orden fi-

nito la excepcidn solo puede presentarse en el caso de orden en-

teroe
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Je Hadamard en una Nota publicada en los C.R. de la Academia
de Paris [4] () fue quien primero aborde el mismo tema en otra
direccién, senalandgo que debia existir una relacién entre los va-
lores excepcionales de las funciones enteraq& las lagunas de las
series de Taylor que las representens Posteriommente Fejer [Q],
Biernacki [I] y Pélya [5] obtuvieron unas condiciones legunares
suficientes para que una funcién entera no pudiera tener un vae-
ler excepcional en el sentide de Picard, pero los metodos utiliza-
dos por estos autores no les permitieron cbtener condiciones muy
precisas.

En una serie de Notas y Memorias [6], [7] y [8], cuya publica-
cién se inicio en el aho 1947, el autor de estas lineas obtuve,
vutilizando un nuevo bProcedimiente, unos resultados en les que,
para las funciones enteras, daba condiciones lagunares suficientes
no solo para la no exigtencia de valores excepcionales en el sen-~

tido de Picard, sino en el sentide de BorelnLiggeléT. En algunos

de estos resultados la condicién
cesarde, Ademfs el mismo metodo me permitio obtener unos resul-
tados sumamente interesantes sobre la distribucién de les valores
de una funcién helomorfa en un circule representada por una se-
rie de Taylor lagunar. Resultadoes que tienen como consecuencia
generalizaciones de los teoremas de Schetthky y de Landaq#n una
direccién hasta entonces inexplorada.

Luege en una Mermoria publicada en la Revista de la Academia
de Ciencias de Zaragcza [9], extendi los resultades de las fun-
ciones enteras representadas por series de Tayler lagunares a

las representadas por geries de Dirichlet. Esta generalizacién,

() Los numeros entre parentesis angulares remiten a la bibliografie




ademis de la importancia de demostrar que los primitivos resulta-
dos eran asimismo valides para la series de Dirichlet, tenia otre
objetive, a saber: Aplicando los resultados relati-ves a las se-
ries de Dirichlet supeniendo que los exponentes {)\Q% eran ente-
res, y mediante la transfomaciéngz e~ s Se obtienen unes
rexukkagax teoremas que, en algunos aspectos, sen mas precisos que
los obtenides directamente para la serie de Tayler. Por ejemplo,
aguelles teoremas nos permiten definir una cantidad que depende del
erden de la funcidn, y tal que en cualquier angule de abertura su-
perior a esta cantidad la funcién no puede presentar ningin valer
excepcional; mientras que los teoremas obtenides directamente para
las series de Taylor solamente permiten afirmar la no exgstencia
de valores excepcionales en la tetalidad del plane.

Despues de le que acabamos de exponer resulta evidente el gran
interes gque tendria la generalizacidn a las funcienes helomorfas
en un‘semiplanm representadas per series de Dirichlet lagunares,
de los resultados skkEmkdws que obtuvimes para las funciones ho-
lomorfas en un circule representadas por series de Tayler laguna-
ress Esta generalizacidn presenta dificultades muche mayores de
las que ge presentaren para la que obtuve para las funciones ente-
ras. Es para mEka la investigacidn dirigida a obtener estos resul-
tados por le que solicite la Beca de Estudies. Con su legro se ana-
diria a la teoria unos resultados sumamente interesantess ¥ en i~
erto seniid@ quedaria esta terminada.

Ademés, una vez obtenides estos resultados,y particularmente
una vez obtenidas condicenes lagunares suficientes para afirmar
que una funcién holomorfa en un semiplane 0 >4 representada por
una serie dé Dirichlet que cumple dichas condiciones lagunares no

puede tener valores excepcionales en ninguna semifaja (0>&, p%<£<lif.g,,;




8erd posible, mediante la hipotesis de que la sucesidn { A4¢§ esté
formada por enteros, % mEdiark® y empleando de nuevo la transfor-
macidén d=x 5‘4 19/—:{ , estudiar las condiciones para que una serie
de Tayler lagunar tome la totaliflad de los valores finitos en la
proximidad de cualguier punte de la circunferencia que limita su
circule de convergenciaze. Si los resultadecs que se cobtengan demues=-
tran que los conjuntos donde la funcién toma un valor determinade
cualguiera tienen una densidad suficiente, entonces se habré de-
mestrade que baje las mismas condiciones tedes los puntos de la
circunferencia son puntes ‘de Rorel sin valer excepcional; En este
cése seria interesante investigar, e intentaremos hacerlo, si to-
dos estos puntes son puntos directos de Borel, o en caso negativo,
estudiar la distribucién de las des clases de puntos de Borel so-
bre la circunferencia.

Estas investigaciones tendrian asimismo el interes que podrian
relacionarse con los resultados obtenidos ultimamente por Celling-
woed [g]. Este antor estudia particularmente las propiedades de
los conjuntos de la circunferencia en los que el conjunto de acu-
mulacidén de los valores de la funcibén (Cluster gset) es mlximo.Pe-
ro inecluso cuando el conjunteo de acumulacién es total, La funcién
puede presentar alguna excepcién;g%r lo tanto, cuando la_funcién
toma la totalidad de los valores finitos en la proximidad de un
punte, este punto tiene una propiedad hagy fuerte que c@gndorsola-
mente sabemos gue el cenjunte de acumulacién es total en el mismos
Esto pedria dar lugar a una clagificacidn de estos ultimos puntos,
y el estudio de las relaciones que los pueden ligar con las lagu-

nac de la cerie de Tayler cuande 1a funcién es holomorfasr en el

circulo.




La investigacién que nos proponemos realizar, ademés de las
consecuencias interesantes que oSigtendria y hemos senalado més
arriba, requeriré, con toda seguridad, la demostracién de teore-
mafauxiliares que tendrén interes en si mismesy pedrfn ser utiles
en otras investigaciones. En particular cree seri necesaria la
censtruccidén de productes canonices semejantes a leos de Weierstrass,
pero completamente distintos de estos. Ademés tendri que definir-
se el orden de crecimiente de la funcién y muyprobablemente cons-
truir ordenes precisades a fin de poder formular y demostrar les

resultados con la mayor generalidad posible.
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