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ca,:ORI h RELATI VA A L.A. INVESTIG1·,CI OK ,<UE i. 'E 
PROPOHGO FEALIZAR SOBRE LA DISTHI5UCION DE 
LOS VALORES DE lJNA 1?UNCION HOLOI','OR¡;'.l Pl.,TPE 
SEHTADA POR UNA SER!"., DS DIRICHLET LAGUNHR 

=============== 

por ". 3uny er ~ala¿;uer 

J . H8.damard en una Nota publicada en l os C. R. de la Acader'üa de 

Paris [ ~J 
t - I . 

() fue quien primero sena ló que debi a existir una relac i ón 

entre lo s valores cccepcional es de l as funciones enteras y l as l agu­

nas de las seri es de Taylor que l as represemtan. Fosteriorr.lente Fe -

,j e l' L3J, Biernacki [ lJ y pólya [ 5] obtuvieron unas condiciones lagu­

nares sufici entes para que una función en·te r a no pudiera tener un 

valor excepciona l en el sentido de picardo 

En una serie de lTotas y Memorias [6J, cuya publicación Ge inició 

-en cl ano 1947 , e l autor de estas lini es obtuvo, ~tili2.andó' un'.nueyo 

procedir.üento , unos resultados en los ,"u e , para l a s fu nciones ente-

ras, daba condiciones lagunares suficientes no solo paaa l a no exis-

tencia de valores ~xce~io~~le~ en el sentido ,g8 p icard, sipo en ~1 ' cJf!¡ ar,p-f'H N &Ir {';/ ITV 7 (,/¡7/t'¡ ,,;;: , -p¡:¡ u;rl d i /In / -{J/¡ .nI -/dt --/--¡,-0-;,,:,/ 
-;#//,- 4IttIJI"It~e_·n_t_l_d_o_d_e_p, __ 0_-r_e-l_-__ L_i_n_o_· :2:.'ó.. Aelcmas , e l mis¡;¡o Detodo r.J e p err.litio ohte- ' 

ner unos resu l tadoE, suna'7lcnte interesantes sobre l a dÍ[ltribución de , 
1013 valores de una funci ón holoTilOrfa en un círcu lo l'cp I'cs eJj¡.t?da po r 

una serie de Taylo r :lagunari rc su l tados ,"UC tienen como consecuencia 

[;enere.lizaciones de l os teoremas ele SchottK~ y de Lan(lau en una d i­

r ección hasta entonces inexp l orada. 

,., _"'''~~ _ .... ~ - -+0~~- -"' :t,aflge J .. co~. ':' . i..,jll 1Il:;i;uR.a!,-~eFa 
.,n-~,v;,-n"-~ o~~ ~ -

~1.ente 81!lO neceS&:l fa l't: .. YU 1':: "aJ,j¿¡e:z nQ los tegremas · A4~ 
.f 
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LueGo, en una ¡"cmoria puhlicada en l a Revista de la licadelúa de 

Cienc i as ele zaragoza [7], extendí los resultados de l &s funciones 

enteras representadas por ser ies de Taylo~' lagunares a las re¡)rt!scn-

~ 1 . d .. hl t l'"'''' 1 . ca::.as por serles . e C)lrlC et . Es o. [;cnel'a lzaclon, a,"emiW oe 3. H1-

portancia de el emostr8 r c1ue lo s prir.1i ti vos r8Gu l tados eran uroi¡;¡iromo 

val idoo para lao series de T)irichlet , tenÍG. otro ob.jetivo , a Gaoer : 

,,-plicando los resulta-:J.os relativos o. lé.s series de Dirichlet suponi ­

endo .:;.ue l os exponentes 1 A",} eran enteros , y r:ec1íante la trensi'or-
. , - -4 ;:-,aC lon J ", .e ,se o¡-,ticDen uno;: tcoreoaG c,uc, en al;:;unoG aSi)ectos, 

son nás precisos ~ue lo o o¡-'tcni~os qirecta¡;¡ente para la oeríe de 

Taylo r. Por c.ienplo , "c,uellos t eoremss nos pe mi ten definir una can­

:tidad ,,-ue depGnrle (lc lorrlen de la j"unción ,y tal c,u~ en cuah"uíer 

án:;ulo d.e 2J'ertura superior a esta cantid2.d, l a función 110 puede 

presentar ningún volor cJécepcional, r.1ientras l,.ue los teore8as obteni-

"lOS {lirectamente para las series de Te.ylor solamente ilemi ten afir-

r,1ar la no existencia de valores excepcional es en la totalic'ad de l 

plano . 

Despues r1e lo c"ue oca¡-'r.1os OC expo'lcl" ré:Gu l ta cviriente el gran 

interc:s l"UC tendria la generalización a la" ['unciones holoobrfas En 

un oel7liplano repreéiEmtao,Hi por series oe Dirichlet 18.,;um.res , dc 108 , 
. 1 ~ • . 

resu l tadoo C[ue ohtuviT:!oS ~Jara las funciones ho OmCI'iaS en llnclreu.l. 

lo rC!present2.o2.s por serie;:) (1.e Taylcr laGunares . j:~sta ¡-:eneralización --

> • '+" lt' h ~ .. ayorc" ' . u'~ 1," ',ue obtuve nal'~' l els fUEI;l :;¡rescn'va 01. "Leu .2nes DUC.O .. , ~ ': ~ ~ '. L 

CiO:1CG enteras. ~s pGTa l a invc sti¿;ación ,-~ir ibida a Q1!tcncr esta Ge ­

neralización por lo l:..UC so licito l a ' .... e ca (tC c.:;túdios . Con su 106 ro 

oc añadi ria a la teoría uno~~ resultados sU~3.nt:ntc int¿; rcs: .. ntes, :/ 

en cierto sentido <,.'1cdo.ria esta terf.1inada. 
. , 

An cnas , U!1G. ve z o~tcnt[los es tos resu l t¿doB, y 
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ve z obtenidas condiciones laGun,:;.res suficiente3 ~Jar::::. uf"irmar ~U2 una 
fU ., • 

o,. ~C10l! l10 1oLlo r~a en un scr.1 i plo.:1o Cí< tL- I'2)rCSenté;.rla por una G2rie 

ele Dirich1 2t "uc cumple dichas condiciones l~uG,-res no p;.¡ede tener 

val ores excepc iona les en una semifa,ja {u<:. al :.t-
1

< t .c::. -Bt}, nos s(~r2. 

pos i b le, D'2diant e la h i potes i s de ",-ue la sucesión { ;\ '" ~ está ·:\:m,ladú. 

por cnteros , y cr:lplc:lndo de nuevo l a trens"'o1"oación 15 = .¿ -..;, Q,; tucli­

al' l as condiciones :)a1"o. ciue una seri e de Taylol~ lagunar tor,le la tota­

l ic"lad de los v a lores t'ini tos en la proxir,lielael ele cual"llicr )unto ele 

l a cireun"erenc i a que lir.1i ta su círculo de conver.:;encia. Si l os resul­

tados c,.ue .:;e obtengan c1crJuestran -iue l os conjuntos donde la ::'clJ1ción 

tOr.18. un v3.1or de terminado cua1l:.uiera tienen un3. densidad suficiente: , 

2ntonCCG se h2.brá denostrad.o (1UC ~ajo -la8 ra1.ST.1ac, condicionas tO CI.OS 

los punto s de 12. ci.rcunferencia son puntos de Jo.r'e l Si:1 va lor c}(ce;?-

cional. En este caso scd.a i nteresante Lwestigar , e intcntarc17l0s 

hac erlo, .Gi todos estos punt os son puntos (;.ircctos de Sorel, o en 

caso ne[;ativo, cstudi. r la rlis tribución ele l as dos clase s ele puntos 

de '<ore l sobre l a circun~erenc i a . 

~stas invccti:.-;aciones tendrían é ... s i L1isno 01 intercs que podrían 

"e ::'ac ionorsc con l os rQé'u l tarJos ohtenicos ul tima-Jente por ColLi.ng-ilood 

r2l . Es te autor es tudi a pc,.rtieularmente 1 8. S propi.edades de los con-
--' 

juntos de l a c.Lrcun:"'erencia en l os c,.ue el con,junto de a.eUL1Uiación 

, (1 t t' ., ' ""c r'o J' ncl" ~ o de l os valorcs de l a funcion c us el' se ) es maxi¡;¡o . ' . '") ~u" 

, e l CO'l.)'unto de acu¡;¡ula ción es total, l a funci6n puede l' ,Tcsen-eue.ne o.... .., 

'" 1 . , D, or lo tanto, cuane"lo l a función toma l a tota-
ta~ a guna exc e~clon. 

, . d -' t ec,+ e ,Junto lidad de l os va lores finitos en 1:;. prO Xl""1l ad ue un pun o, _v , 

tiene una propiedad oas fue rte ("ue cuando solamente sabe¡¡¡os que el 

. , ~s tota l ~n e l ~" l'sm,o • E'sto U,odria dar 1\1 -conjunto de aCl\hlulaclon " - - '" 

sar a una clasificación ele estos ulti¡;¡os punto s , y a l estudio de 

las l'e l ac iones (iue los pu~den ligar con l as l agunas de l a. serie de 



Taylor cuando l a. fLmción 88 holoDorfa en el c írculo . 

La investigación que nos proponenos realizar, adenás de l as com-
. ,ten!9r i a y SUQ _ 

secuencias lnteresantes c;.ulYhemos .senalado antcriornente, re"uerirá, 

con toda seguri dad , l a !gemostración de tcorclil<":'S auxilia r es 'iue ten­

d rá.n interes (')]1 si nisr.10s y ) odrá.n ser utiles en otras "lnvusti¿;·a­

ciones . 2 

l. - "'iernacki (I") - Sur les eL¡uations a l Gebri"ucs contenant des Ja-

rat,etre::sar1citr ai res . (Thc se Paris 1923) 

2. - Collengwooc1 ( ;<;.7. ) _ Clnster sets and prime ends (Annales Ácad. 

Scientiantm 7ennic a e serie A, r. 250/6 , 1958 ) 

3. - Ra¡j.ar (L. ) - Uber die Uurzel von Kleinsten absoluten '3e trage 

ciner a l gebráüschen Gleichung (J:ath. Annalen t. 65 ,1908) 

4 . - Eadanard (J . ) - Sur l es f oc!ctions entiCres (C . P.. ?atis t . 136 , 190' 

5. - Folya (G. ) - Unt er suchungen ul'er lLuck en und Si~';U lari taten von 

Fotenzreihen (!'ath . Zei tschri ft, t . ?9 , 1928) 

6 . - 3unyer ?2.1aguc r (7. ) _ Sur la substi tution el ' '-IDe vs.leuI' cxce;Jci 

nelle par une propri ete l acunarre (2 Hotes) (C.R. p¡:ri 

~ I • _ 

t . 22" Y 2~5 , l St±?) - Sobre l a sustitúción ele U!:ó, pun¡ 
I 

ción excepci onal po r una propiedad l;;.gunarp.:cm . R. ;ccaj 

Cí. "'arcelona vol . 29 , n Q 16 , 1948) - Sur l a suosti­

tution el ' unt val eu r excepcionnellc p.~r une:: ¡:>I'opri ete 
! 

l acunaire (.lcta l."ath . t . 87 , 1952) . 

Sunyer "<alaguer (1;' . ) _ Sohr e l a distrihuc ión de lo s val ores de I 
una ·"unciór: entera I'c')resentada por una serie oe Dir! 

L . I 
chlet l agunar Rev . Acad . Ct.ZaI'agoza,sf:ric2 t,5,1950),¡ 

Barce l ona 1 dE: i71.arzo de 19 59 . 


