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~l n,'uiero real 

1. - 3u~esiones ~e n~reroR racionales . Limite.- Sea A un ccn~~nto 

c1Jal(¡uiera y N el con.illnto de l e s ,{¡:':leros naturales . 'Eorlil apl iCcción f: 

;, -~ A se llama U!la sucesió:l de elementos de A. Todo elemento de A c;ue 

sea imap;en en f de un nÚfilero natural , se lla.mará elemento o termino de 

la sucesió~, y será rep~esentaj a ~fectandolo de un subindice igual al 

entero a (¡ue corresponde: 

(1) 

o en forma abrevlada 

- ' • 

(¡ue es como se re , resenta comunmente en 10G tratados de anál t,sis ,lupe -
. . , , 

rior o en las memor-Lc.s de J.nvestlgaclon . l· 

\.. ~('. y' ,(!),!5"' '-Y'l =91:y;,o/rw-<¡;;._",--~~s eleGentos de una sucesión no .tl Yl!!' ­

~n~ 
!l - sar !lO c"ue se~ distintos; e incluso como ~aso pa:'ticular, D~eden ser 

tcdos iguales . 

Ahora supondremos (¡ue A - . Q d • G es el con.]' unto de los n0meros = , on ,~ e ""C. 

racionales . 

, , 
<: lon 

un"u~~sión f q'l ~ ' n E N de 
un ~ q E Q si pAra todo 

• racionales tendrá , por defini -nUí:,,¡eros ~ __ 

numero racional E> o puede .~ / - -- ·----- 1 
~ 



v 

'1 

un número natural k = k( E ) t a l que si n > k 

(2) I q - qnl < é. 

~ 
Cuando U:1a sucesión { qn S ttene un i.ndie e q se expresa también dicien;':o 

que [ qn ) tiende a q cuando n crece indefinidamente . A"emás cuando no 

exista confusión posible se suprime la expresión "cuaDQ-º-D_~r:~~~2ndef.:h -
1/ 

nidamente . Las sucesiones que tienen limite se llaman sucesiones conver-

gentes ... 

Ac;ui se supone establecidas ya las nociones de orden 

el campo racional . Además sin repetirlo se utilizará las propiedades c;ue 

sean !1ecesarias de los números racionales, cuyo enunciado y demostración 

el lector puede consultar en el articulo correspondiente . 

Proposición 1 .- ~~li~i1~-ª~_~D~ su~~~.:hQ~_Q~_~~~~r:2~_r:~~i2E~le~_§i 

§~i21§~~§_~Dico. 

En efecto, si se su';)o:1e que la sucesió:1 tiene dos limites c¡ y q/, 

q i q ', eligienoo 

(3) 

según (?) de la definición de limite existirán dos númerDs naturales k y 

k' tales que 

si n > k 

!J.q ' - q I < E n si n >- k ' 

y por lo tanto , si m es el ~ayor de los números k y k ' de 

se sigue 

q - q'= q - q + q - q ' n n 

l, 



en contradicción con la (3) . Esta contradicción ~emuestra la imposibili­

dad de la existencia de dos límites distintos . 

2 . - Sucesiones de Cauchy. - Una suces ión i'qn 3 de nú:;:eros 

se llarna sures ión de Cauchy , s i. para todo é E Q, E"/ O existe 

natural k = k( 6 ) tal <-<ue 

cualesquiera ~ae sean m,n » k . 

racio:1ales 
, 

un :1UClero 

Proposición 2.- 10d2_sufesiQ~~~~_~~me~Q2-E~ciQ~al~~~~_~~~ 

conver~ente~~~~~~~feslQ~~~-ºaufQ~ 

ción 

"n efecto , si 12, sucesión [ qn ] tiene l~mite q E Q, según la condi ­

(2) de la defi,üción de 1 i;:-¡ite, resulta que si k = k('~) con 7 = 
&/2 y n , m> k , tendremos 

y por lo tanto , 

y como se puede supoCler que t es un número racional > O c~aly-uiera , la 

proposicióCl 2 c¡ued& "emostra(!a 

Se dice que dos sucesiones { qn 3 y f q~ 3 de Cauchy de números racio­

nales pertenecen a une mi.s7'1a clase, si y solo si , la sucesión f qn,- <-<; ! 

tiene por límite O. Es facil demostrar que esta propiedad es reflexiva, 

simétrica y transitiva; y por lo tanto , es una relo.ción de ec,;uivalencia. 

Una sur.esión cualquiera que pe~tenece a U'1a clase determinadél ' será 11a-

CIada un representante de la clase . 

Proposic ión 3 .- Si dos sucesiones 

ma clas ~y una de ~~ti.~'1e límite q E Q, la 

mo límite q . 

y { q; 3 pe.!:tene c.::~_~_~~is.:: 
otra también tiene el mis -

Observación.- Es evi"ente que la anterior proposición puede tambié:1 

, 



minada tiene limi te rac i onal q todos los representantes de l a misma cla------------------------------------------
se tendran el mismo l{mite . ---------------------------

Esta proposició-:1. se demuestra ,1el si,S"uient.e modo: Si se supone," que 

la ¡ qn ~ tiene el limite q E Q, en tonces , por la definició'1 de li:--ite, da­

do un E E Q, E. > O arbdltrar io puer1e determinarse un k tal c¡ue , si n > k, 

(4) 

Por otra parte , p'lesto c,.ue por hipó esis la sU8esión { qn- q; J tiene 

O por limite, para el mis""o E, será iJo"'ib l e deterninar un k ' tal ,"-ue , si 

n> k ' , 

(5) 

Por lo tanto si m es el mayor de los números k y k ', de (4) y (5) 

resulta que , cuando n .> m, 

y la arbitrariedad de E deMuestra que l a { q~ ~ tiende a q, o sea la pro­

posición 3 . 

Como consecuenc'a de esta proposición se puede decir que si un 1'e-

presentantede una clase ( y por lo tanto todos) tiene limite q .:= <.¿ , esta 

clase representa o corresponde al número racional q . 

Si el re8iprcco 4e la proposi.ción 2 f'lese cierto en el campo ra­

cional, este método de leS sucesiones de Cauchy no nos permit t ria ampliar 
, ' 

el campo racional. Pero como , segÚn "emostraremos a continuec~o"n, existen 

sucesiones de Cau8hy-1 e números rac ioneles ,,"ue no t i.enen 1 tmite r&c io:-;al, 

ello permite a:'1pliar el campo recional obteniendo el cU 0rpo de los n"; -

meros reales . 
, 

Para demostrar la exist"encia de sucesiones de Cauchy de nUMeros 

racionales que no ti.enen 11nite racional se p'.le"e pY'oceder del sigui.ente 

modo: Sn primer lugar se i1e;;l1Jestra que el n,'l''"1ero natural 2 no es C'.ladra -



-; 

do ningún número raci.onal. Luego se define U"'la sur.esión t q~ J de cuadra­

dos de números racion~ les c,ue tiende a 2, y final;;:ente veremos c,ue la su­

cesión t <1n ~ es !le Cauchy y :-'.0 pueie te"'le r 1 {mi te racional . 

Supongamos en primer lugar que contrariamente a lo L;.ue henos dic210 

hace poco existe una fracción irre:l.uctible m/n con m, n é N tal que 

Cm/ n )2 = 2 

de esto se de,'luce m2 = 2n2 , y como suponemos que la fracción m/n es irre­

ductible y que por consiguiente m es pri mo con n, tendremos que m debe 

dividir a 2 , y por lo tanto m=l o bien m=2. En el pri"'er cas o ~esultaría 

2n
2 = 1, Y en el segundo n 2 = 2 ; ambos resulta!los son absurdos , y en 

consecuencia segJ'm hemos afirmado no existe ningÚ:-t número racional cuyo 

cuadrado sea igl1al a 2. 

Por otra parte , si m, n e: N y m < 8n, es facil por la formula del cua-

drado del binomio demostra r Ciue 

(m + " 1)" m2 Pi 
- - - "2-- - - 7') <: -'-

n ' n n 

y por consir:uiente pare to"o valor de n será pGsible hallar un valor m ~ 

tal y'ue 

2 -
5 2 . m 
- < ­
n n 2 < 2 

Por lo tanto , cO"'lsü1eran:1 o U"'la s'lcesión oe valores ele n WJ~ 
~ ¡f 11(/ a e .Iild,:::? 

creci.entesH. 0l:>t.e:1·~.re80s una sucesió"'l'le n,'i.:n9ros r·'lcion' les yue ~f:::>resen -

t8remos por { <in 5 ta.l c,ue l a sucesión {q~ j de sus c'l~drados t ie"'le 1 j.::1i te 

2. La proposición 2 permite afiT 'T1ar que [ q; f es una sucesió"'l de Cauchy. 

y puesto <iU9 se p'}e",e "et,e rnin-'T un v210r k tal que para n / k se cum~la.'1 

(6) 



resulta que 

si n,m > k 

y Jor ,consi.gui.ente como c,lli.era [iU e { q~ S e" una sucesión :le Cauchy, 
tambien lo sera { qn J • 

Ahor2 vamos a rremostrar finalmente que esta sucesión de Cau­

chy { qn J acabada de definir no puede tener limite(~;¡) lo cual 

demuestra que el reciproco ne la proposición 2 no es cierto en el cam 

po racional. Supongamos contrariamente que { qn 5 tiene límite q ~ \t , 

entonces de (6) se sigue 

y si n > k 

(7 ) 

y puesto que suponemos que { qn 3 tiene límite q ~ Q , para cualc,uier 

& > 0 podremos neterminar un k ' tal que 

E Iq-q l< ­n 4 si n > k ' 

y en consec;.uencia de (7) resulta que si k" es el mayor de. los núme ­

ros k y k ', 

si n >k " 
l· 

lo cual demostraria que { q~ 3 tiene por límite q2, pero como habiamcs 

demostrado que [ q~ 5 tiene 1 {mi teililXFlX0.Fl0.l!:::i:ld::®:IDC:iXJIl!®:xX:¡ilRrilili:tiriliXF:l!:X 

~x*~ix 2,la proposición 1 nos permitiria escribir q2 = 2, lo cual 

s egún vimos es imposible si q E. Q. Esta contradicción demuestra que 

la sucesión de Cauchy t qn 5 formada de números racionales no tiene 

lími te racional. 



Igual ~ue anteriormente se dirá que dos sucesiones de Cauchy 

[ qn3 y [q~5 pertenecen a una misma clase , si l a i qn- q~ S tiene por lími ­

- l te €l, s i n tener en cuenta si l as { qnJ y t q~ 5 tienen lhi.te(~,/e ­

gún se ha indi0.ado si un representante de la clase (y por consiguiente 

_) tOdos) t i ene límite ~P~). q , diremos que representa o corresponde a i!l 

~este númerolJl q; pero incl11O:O cuando ningún representante de la clase 

tiene lí:-"lite Yjtt1"'~ se di rá que l a clase represe:1ta o corresponde a 

un número P j a es tos números se l es llama números irracio:1ales . El con-
-,~ 

junto formado por los n,'¡"1eros racion21es -fl? irracionales se llama con,jun-

to I'I.e los nímeros reales . -:n este con,iu:1to vamos a establecer un orden 

y dos operaciones de modo que sea un cuerpo or~enado . 

3.- Oi<>denación de los nú;;¡eros reales .- Proposición 4 .- :Jad-ª-1ill-ª 

~uces.!ón f qn 3 Q.§ CaU.fhLl.§_ngme.ro s_ ra.f .. 1.Qnals.sU:illsU1.SL.:tigLL1?o r_l h i te 0 , 

~~iste_~.J].~Q~g.rg_.r§.fign-ªl_ 17> O !~~~~~:~:~_~~~~:al k t~le~_~u~2_~~ 
n > k, se cu:nple una y solo una de las ·:1.es igualdades 

- ------- - --- ---------------------------- --

si n > k 

la sucesión tendría por 1 {mi te O 0.ont"3.ric,mente a la hipotesis . Por lo 

tanto , existirá Wl 11 ::> O tal que existe u r,a sucesión infi:1i ta,llente cre-
I l· , 

ciente de va l ores de n para los cuales 

y por lo ta.'1to pare. una infi.:1idad de estos valores tendremos , o bi.en 

(8) 

o bien 



) 

(9) 

Supon¡ra'11os Que sea (8) la L.'!2 sea sat tsfecha para U:18 i:1fi.:1idad 

de valores de n, ento:1ces, puesto Ci.ue f qn J es Ueca sucesión de Cauc:,y se 

podra detersinar U:1 k tal Ci.ue 

si 

Por 10 ~anto puesto Ci.ue (8) se verifica pera u~a infinidad de valores de 

n IIflKXiR , ev-i.'le:1tenente se 'ler-i.fi"ará para valores de n > k , de lo cual re-

sulta 

(lO) si 

Si en lugar de la (8) ~)ese la ( ~ ) la ~ue se cU'11ple para U:1a in­

finidad de valores de n, se ~lbiese encontrado que 

q >- - 17 
m I m > k . 

y como es evidnnte que solo una de las (10) y ( 11) es satisfecha , Ci.ueda 

demostrada la proposición. 

Proposición 5. - Si f qn J y. [ q~3 .llilli.....ll.os sucesi.Q.nas-ª..e--i:.illlch'L.d..e 

nÚmeros racio-:1ales que no D,l¿rtel},l¿cen_iLla mi s:'1.iL.i:;l"1>~~D.!-ºD-º&~&xi-ªte 

!,!D k LJdD '7 >- O tale.L!;illJLDara_ n > k illi_-º1lW.d,,l¿_JJDiLY._.sillJLJJD-ª--ª.s:_ lalLQ.s: ­

.::iEJdalQ-ªQ es_ 

( 12) 

(13) 

q > C¡ '+?7 n n 

ej' >q -'- 11 
n n / 

l · , 

Sn eEecto, en priner lugar es f~cil denostrar que la sucesión 

[ qn- (¡ ' n ) es 1e Caubhy: Puesto que por hi.potesis las [ (¡n ) y t Ci.~ 3 Gor: d~ 
C:mchy,por :lef-i.ni.s:ión para c'l?lCi.u-i.er (,? O es posible dete'C1iTlar ~los :']') -

neros "!1atuY'ales k y k ' tales c¡ue 



para n , m> k 

para n,m > k' 

Y S i ' ,11 f'S el "e L\L _ ""'¡,3yor .1 Ion n~~~ros k y k 1
, tondremos 

[ (lin- r ') "-n - (q - e;')I < C m i.1 (j para n,m ;> k " 

y POl' 10 tanto , { qn- r.' 2 "'s U"~ S'l~C~l' o' n" (' 1 "Yl ) - .. '.,. v v • ,e veuc ly . 

Aplic,oYl:1o pues a { qn- q~J la p"-'oposición 4 , lo cu:ll es posible 

por no tcn9r l~.mite O p'lesto (.'l e .... ,¿¡.10S sup'Jesto que [ qn ) y fq~ S so" de 

"lferente clase, res1Jlta iv:me4-l. 1tamente la c0'11usióYl c.e la proposición .5 

Aiewás la <:lecc;.ón "e los rep"-'es entantes { qn ) y [ q;3 no iYlfl\lye 

en '"\le se2- la (12) o bi.en la (13) la Ciue se 'rerifique, )118S puede demos ­

trarse facil::leYlte que el hecho Ciue se ve r ifi que la una o l a otr a depen-

de unicamente de l a s clases a que pertenecen dichos representantes . 

Se r á pues corre c ta le siguien te tlefi n i ción del orden entre Ylúme -

ros reales: Sean MMMm r y r ' os nú~eros reales distintos, representados 

por lo tanto por clases de sucesiones de Cauchy ite núr1croR ra«cll~les a ­

s imismo distintas. Sea ~ Cin ~ un reprec,entante ele la clase ,,-ue representa 

r y [ c;.~5 U:-l Y'epress'lt:;.'lt<: ~le la ccrres¿c,: ':'c;,te a r '. ::::ntoYlces , si es 

posible deterwinar un k y un '7> O tales Ciue 

( 14) para n > k 

Iit:i::XRl)l.!l[XX\l¡1:!R se dice que r » r '. Puesto que l as dos clases son distintas 
! 

si no es posib l e v9ri:icó.1' (1';') se podrá 'ietec"TIlinar 1> O ~e ¡:"cC:o que 

se verifiquen 

n > k 

segúnri:a proposición 5, y entonces se escribirá r < r ' (o lo e.ue es lo >::1.3' 

.:;(:' :err M1J&l-btl ~t« C+iZuJij-yúlt-.J . . ., ' 
momm ~~ ~ que con este' ~; ef1.~v' lon dos n-xneras l'('C.-

les verificarán si.empre una y solo unil de l"s tres relacio~es 

r = r', o bie:'l 1' <. 1" . 



ef'ecto seC1'Jn ' -- <:- ,1emos V1stO si. no se verifi.c8. 1;, primerá, es d e-

cir si. los ios -~~Er . - -H.",·, os sey¡ ,,1-st1ntes , y por tanto SO'.l ~e + • v ~ prese~vaucs por 

clases t&mbi.en ji.stintas se ~~e"""';{'-)(''''r-, ., '-'-~ a una y solo una de las dos restan-

tes . 

Por otra. parte si 1"" ~:'~-ros -- .' t ' b~ , _ ... 0 d ::It.: ... .Lv SO:1 Gl.S lntoS(~/ sets"',jn 13. ,::le-

fini'" lón u e / 1 . Ilumero "ea CJ.&cla al principio, seran rep,'esent8.dos por la ;;,i.§ , 

má clase Ele sucesi.o':l, ee ",e "au 't ' ,- u cny y en onces por la definicion de clase 

cualesc¡uiera c,Ué sec,n l~o ~ - t t 1'" 5 ;: , 'o,re'iECl e,n .es e e;;;l.,os 1 CJ.n - q~ ) tendrá por 

lÍmite 0, y illi las (14) ' 1 (1") . nl as ,) puee.en v" l'ific~rse, y po:, le tanto, 

no se cu~,.< ,,1_ 2' ra' ,"" :'11 la segunda. ni lá tercera relación entre r y r'. 

En particular si ~B~eros ~ue le tercera relaci6n no se verifica 

se p'lede afirGar c¡us se -·c~'."i.('p.rá l<~ pri~era o la segun:l.ay eCltonces se 

escrite r ;>r'. Del mi.smo !'lodo si se sabe c;.ue es la segunda lá C,ue no se 

verifica entonces se puede afi.!'r;:ar que se verifLcll la pri.:TJcr" o 18. ter­

cera y se escribe r '::; r' (o lo c.ue es ec;.uivalente r '~ r ) . Finalmente si 

lo unico q1)e sé.bemos 8.'; <,", 'O' no se cumple 1& pri!'lcra relación se escribe 

simplen,ente r r' r' (c;.ue se lee MMIRM r dife:'ente de r ' ) . 

Proposi,ción 6 .- l':2-=~laci.ó:Q ?: (sU2i~.!L L )_~1!IP nla.Qi.Q:Q_~~_-ºl:­

den total en el corhi~nto_Q.Q_lcs númergL.Ieales.!. 

Sn efecto es f"cil , si. b len resulta labori.osa, establecer c¡ue 

rlic;',á relc;ció~ es transi.tiva Y antisimetrica , Y como según se ha ~isto 
dicha rel&ción existe Slempre e~tre dos números reales, la proposic'ión 

result a demostrada 

Pro p o s i ci ó n 7 . _ 1~_g-ª.:t.Ii2 ci. 2:Q_S Q 2~_ls_g1s.s.i-º:Q ¿::.¡, d e f.i:D1: d a 
, 1 R . ·le con l~ c~1en~rión ~jel en el con.iunto de los numeros ~ea~ , c°2:D22:::.. __ -,, __ • --",- -,--"- ' "'-"-'---'="'----------------------.--------

campo raci,onal utilizada.l. ( c.'le el lector pue·de encontrar en el ",rticu-
-------------------
lo correspcnd i.ente) • 

En efecto sea r = C]. G "t Y r '= q ' t=: Q dos números r3cioClales ,i como 

representantes de las cleses correspondientes a r y a r' po'remos uti ­

lizar dos sucesiones que t.enE;an todos sus elementos , respectivamente" 



iguales a q y a q' . Entonces por las definiciones establecidas resultara 

r = r' /¡IRsi q = q ' fN/1 le 

r "/ r'tII 8 si q > q , u, ft 

r < r' v,¡ R si q < q ' MI ;f 

lo ~ual demuestra la proposición. 

4. - Módulo . - Para c11al<.,uie1' número real se puede rlefinir U:'1 mó ­
( rr ~ 1if-V"ClÚ¡'¡¡:) 

dulo-,-Ciue será la extensióYl a R del módulo definido en (,: . 

Sea r un número reol <::ual<;uiera y sea f qn ) UYl rcpresent<.:.nte de 

la clase Ge sur::esio:'1es de Cauchy que corresponde a r. Enton<::es el módulo 

ile r, c:,.ue se rep-resent2 por 1 rl será el :'1,'l'1¿ro <.,ue corresponde a la clase 

de sucesiones de Cauchy uno Ge cuyos representantes es { I'(¡n l ] , donde 

I qnl es el mó'hllo o.efi::i.i\o en la sección correspondiente al nú;;¡e1'o ré:.cio ­

nal. 

Es facil demostrar ~ue esta definición o.el m6du l o es correcta e 

inde;>en:EeYl:te del representante elegido . En e{'ecto, para l os números ra-

cionolcG es cOYlCcida l a sipu;cntc '1esÍlrJ'JUad 11 q 1 - 1 q II L I (':'1- qllll , Y n 1TI 

por lo to.nto si { qn ) es un;; sucesión de Cauchy tam1:d.en lo es { I c;,nIJ. Por 

otra parte si t Pn } es otro rep-rese!ltante de la misma clase <.,ue f Ci Yl] la 

desigualdad 

permite afirmar <.,ue la "efi.nic ión del m6Gulo no depenie üel rEipresentá.:'1te 

elegido para representar el n,J.;:¡ero . 
l, 

For otc'a parte , si r es un mJ."lero real cU8h1uiera correspo!ldiente 

a una clase uno de cuyos repT'eseYlt¿mtes es [ Cin 5 se repres(;y¡ta por - r el 

nÚJ;'lero <.,ue corresponde e la cl2.se c:,.ue cOYlti.e!le el -re?-r~3ent,nte ~- c"nj · 

¡;;"ta de::i!lició,,- e$ corresta pu<>s si t ~Yl J es U!la sucesión de Cauchy tambi­

é~1 lo es la ~ - Ci!l) , ade::-¡3.s es f::ocil 1e;:¡ostrar (lUe la clase <;11e COT'''2Spon:l.e 

a [ -Cin ~ es inle:¿en:Hente ;'el -rp')l"esent:"nte { (¡n 3 elegido en 18 clese C,ue 



co~ esta 'efi~i~i6~ es . evt~ente que r = - ( - rl y teniendo en cue~-

te lGS ~olac iones c~~~espo~l " t D~r~ 1 ' v, _. o' le"1 es ~ ~ _os ~llmeros racio"1ales se demu -

estra fe~il"1e"1te 

lº Si r ? O e~to~~es I rl = r y reciproca"1ente 

2º Si. r ¿ O enton('es I rl - r y reciprocamente 

3º Si r = O entonces 1 rl = O Y r e ~ iproc amente 

4º Si r > O enton~es - r '::: 0 y recipro('amente 

5º Si r < r' entonces - r /' - r '. 

I gua l Ceue ;:Jera l os números racionales , l os 'CUrleros reales >- O se 

lla.me.n positivos; mie'1~"'as ""U,, l s~ < O se llama~ ~egativo·s . 

5 . - Suma ite núm er cs ~",ales . - ~¡a: Se pueie extende r la 0;Jer"ci6~ 

suma itel campo recional Q al (' ampo r eal R, es itecir , es posible definir 

u~a op eraci6n que c'lan~o .los ~úemeroa son raciona les coi~ciite co~ la su-

ma defi~id~ e~ el cempo r a cional (vease la secci6~ correSDo"1~ie~tel y a ­

:'\erl2.s que en R cumple las "1ism"s leyes formales '-iU(? la suma utilizada en 

el ('.ampo racio~al. 

<;~ e"'ecto sean r :i r' -10." ,,(¡;"!eros reales , y sea~ {Cin ) y [q~j u~ 
t t . 1" ~ ~ la ~l.').~eq Cl10. (' o ~~es" .. o~~en a r ,! r l ~2s~ec-repreaen"a~e ue ~a'c U"1. ,le _ s ~_. W J -

t " t ~ tI a ~ '.'1 r' ~ue Si'. re1)~e.sent3 por r'. + r ' será lve:":En e . ·m ,o~ces 'l 511"1_ "e r _ - -

el ~.'l"",pro ~::)!,Y'es~on~.le":1.te a lo. cl'lse de s '~ cesi.o",",-es ~le Ceuchy ~ue cOYltie -

~E 21 represe~t ':l ~te { qn+ q~ 5 ' '1on~e qn+ q~ 

rtf¡ldel c~.:;¡po rado~a.l. 

r"';r-::: probar ,"-u e esta 'efinicLén es 

{ qn+ Ci~ ) es 
" , de Cauchy tar c,ue una SU('~S:"O:l 

presentan r y r' •. 

t i.cne el 

l , 

co~re cta es ::lufic ient e der;-¡:,s -

y que l a clase ',",_~le la c O:1t i e-

" " ' .'.1. el p~i."le ~, p'lYltO es cas i i.gue l a la del princi -La élemostraClon ~ . 

pio ~e 1 ", demostrac i 6n de l a lJroposi.ci6n 5 , Y p5.ra demostrar la iYldep~n-
dencia r eGyec to a los rep~cs(nt~ntes elegidos se procede como sigue: Sea 



-) 

( Pn) otro l'cpresentélnte (le 1", clase c,u<? co::-,,,espo"!1de a r y l'P; § otro repre ­

sent",nte de l a clase correspo-~tente a r '. Por def!nici6n l~s suc~sio ­

nes {CLn- Pn) y {q~- P; 3 tienen lhnite o. Por COnSL¡':'l:"clte es facil de",o;s ­

trar ,<ue tambi.en tendrá 1 ~-i,t.e O la s'.lCC!st6n 

)' (c,. + lt') - (p + p ' )J l n n n n 

lo "ue e(,uival e a decir c¡u" le sur.esi6nes 

y 

Pertenecen a la ~,.,',,""',~ c'~se , tI ' 1 t ___ ', es o es o c,.ue se c,.uer~a cernes raro 

Lá. suma l;ue acaré:mos ¡le clefinir es asociativa y conmutativa por 

serlo 12. de los !1:.lmeros rac;~G""'(?les I...!,ue i":1""'l,eY'V1.en9n 2..1 SUi.lá.l' los terr:¡ir::.c& 

tro respecto a ella , seg"'Cl ;::;"(;:'e cO:"l?::-,obarse f~cilc.ente . Además cada nú -

8ero r "ue se supo'~e r.or-Y'espoC'.c1e a. u:-.a clase c,.ü2 contiene el rel)resentéln­
-lo 

te { c,n } tiene un op-.lesto (,UC cO:-'l'esponde a la clase "uc contiene e l re -

presentante { - L[n 3 y el cual verifica evidente':1ente r + ( - r) = o. 
Por lo tanto los nú,-,erJs re"les ce::¡ le suma l;éle :lcer a80S de defi -

' t l a d~ la propo-La demostraci6n se e~ectua :le ma"!1era se:'1e ,]a.n e a : 

sic ión 7 . l" 

Fi"!1almente de 
.,,, n-- se sigue inr.1ed.ia-las D.efi.n-Lr:!i.ones l~C\ oruen y su! IC1 

' 1 t se ", educe de la definicibn de 86 -
r + r" ~ r ' + r". Asimis'7lo fa.c~ \len e " 

. ,,, d de r" es 'un núr,;ero 
'7 r ' se ('.educe r + r " > r + r , 0"!1 ' 

J¿ 
y ello se p"ede ,~e'l,llctr tamb '.en c,.ue si r :? r ' entonces 

ta!1ente l;ue de r 

dulo que I r + r' I ¿; I rl + Ir ' I • 
, re,,"les .- Antes de dar la deftnicion 

6 .- Froducto de los ro1~eros 
. " t ,"0<' proD. osiciones l;ue permitirá!1 de -del producto es necesar~o nemos r ar ~ -



demostrar c,ue la defi"i.ci.ón ,;'le 'cT'emos es correcta, o me.jor dicho ,;ue el 

prOducto de los números Y'eales es sLempre otro 
~ 

, 
n:l ~1ero real cOT1jJle+.e.mente 

determinado . 

Propcilsición 9 .- Los terminos de una sur;esión de Cauchv son acota-
-------------------------------------~--------

dos s~erior e inferio~ente ----- ---------------------
En efecto, sea { qn 3 la sucesión de Cauchy dada. Por defi~1ición 

para cual,;uier t> 0 , pue:1.e determinarse un número k tal (,tue 

para n,m > k 

por lo tanto , de la identidad 

se sigue 

para m).k 

'i'u#rww-
Y si suponemos que hT es un1 ~ superior al mayor de los números 

I qll ,1 q21 , •.• • , I qkl ,1 qk+ll + f; , para todo ve.lor ee n se verificará 

9 lo que es equivalente 

- !vi < q < M n 
para todo n E N. 

Propos ición 10. - -ª~-ªD f qn 3 y. rq~ ~ QQlL§g~~l2i.Qnes-Q&-Cag.QDy..l-&D.::.... 

!~nc~.!L1:.L§:g_º~s iÓD t qnq~ ~ es_ ta!l:!QiéD_-ª~-º_ª:g_ºDY.!. 
la proposi~i6n 9 cor-, 

En efecto , sean ]..1 y M' las cotas Ciue segun 

responden respectivasente a las sucesio::'les { qn 3 y ( q¡!¡ S, Además por hi -

l · e> O sera posible ceter .. inar los nÚ:"1eros ::'laV",-pot.esis y para cua (,tu1.er (, .. 

rales k Y k' tales c,ue 

(16) I q - c'm l < ( /(21J') para n,m » k 
n 

('17) I q' - q' 1, ·<f /(21',n para n , m > k' 
n -m ~ 



Por otra <Ja"te de l a 1.4entidad 

(a - <; )q ' + (e;' - <; ' )q -n m n n m m 

se deduce 

y de 116) , (17) y el sirnificado de M y J,, ', se sigue 

s i n , m> k " 

donde k" es el !!1ayor de los n,'l:-;eros nGturales k y k '. 

Definición del pro.:'.ucto de d os n~meroa reales . - Sean r y r ' dos 

números reales c'ualesc,.u ie"a, y sean 1 qn 5 y L Ci; ~ U:1 representante de cada 

una de las clases de susesiones de Cauchy Ciue representan r y r '. 2nton­

ces ~l producto rr' será 81 n,'¡mero representado por la clase de sucesio­

nes de Cauchy uno de cuyos re :¡¡resentantes es el ¿' Cin Ci;3 • 

En pr i mer- lugar la proposición 10 demuestra y'ue { CinCi; 3 es U!1a su ­

r.esió"1 de Cauchy c,.ue podemos tOrJar como representante de U:l.Q. clé:se y ,;ue 

por lo tanto corresp021d erá a un núnero real d eterm inado . Para probar ,.ue 

esta definición determira efectivál71ente el nú:-;ero producto , basta de¡;¡os -

tarr que este es independiente de los representantes elegidos . Sea pues 

~ Pn 3 ptro representante ~le la mi,sma cl2-se Ciue { qn3' Por defi.nición la 

suces ión 5 q - p 2 tiene pues 1 i;::11 te 0 , y por cons igu iente , para tOCtO E> e 
l n n ) 

es posible .:l.eteminar un nú"ero real k t,a.l que 

j . 

para n :;> k, 

donde r." es la cota Ciue con la proposición 9 puede ·".ete rminarse 

rJódulos de los terminos Üe 185 sucesiones [ q;f . Por lo té.nto o.e 

sigual[~ad se deduce 

para n > k . 

para los 

esta de -

- , 



Como E es arbitrario, esto demue"tra c,ue { qnC.~ f y {Pn~j pertenecen a la 

misrla clas)Y pilesto (¡ue lo 7"1is1'1o puede 'lemostrarse cambiando el represen­

tante ele¡:;-itlo e:'l la C16SEC c,ue c1 eter:niY18. r ', c,ueia demostrado c,ue la defi ­

nición de 1 r.únero producto es i.n<~ epen~ ".ente de los re,)l°esentantes e legi ­

dos para representar las c lases co~respoYli¡ 1.entes a los números factores . 

La asoc1.a1bivid' d c'el ')roilucto y la distr1.butividad del m1.smo res ­

pecto a la suma en Q implican para los núme~os reales que el producto es 

asociativo y ademhs di.stributivo respecto a la suma en R. Por otra parte , 

tambi.én es facil ver l;.ue el pro,lucto tal como se h5. definido es conmuta-

tivo . 

Las propiedades !lemostradas hasta ahora de c,ue los nÚDeros reales 

fO:"ffia.n un grupo abeliano respecto la suma , y la asociatividad y d1.stri ­

butividad del producto permiten af1.rmar c,ue los números reales con ECstas 

definiciones de SUT'las y de producto forman un gXill:~li'!X un anillo COll<-;¡utat1.vo 

/ Pero <it3-n. ~~J;as¿J:J;lp;!!¡~ se puede enunc1.ar y demostrar uno 

de los princ1.pales resultados de esta secc i ón , a saber: 

Pro;Josición 11. - Los :1'lT1eros reeles con la definición de sumas L 

12roilucto <'lados forrvn un cuerpo . 

Para probar c,ue es un cuerpo unicament.e se de] e 'emostrar c,ue to ­

do n'l~Jmero r ¡t O ti.ene un inverso respecj¡;o al producto , 'pues se[;ú::¡ acaba-

mos de inilicar el con.iunto de los números reales CO:1 les definiciones de 

suma y de pro'lucto dadas es u::¡ aYl1.llo COYl la propiedad cOYlmutativa en el 

pro1lucto, 

Según la proposi.cióYl 4 pra todo represeYlt<mte { qn ? 

sucesiones de Cauchy c.ue corres',Jonde a un Ylúmero r ¡t O es 

mina.r un ~ > O Y un númerp Tlatural k tales c¡ue 

para 

de up.a clas de 

Dosüle deter-• 

si variaDOS este representante !le maYlera Ciue ::n,ra los valores de n < k to -

mamos qn= ;; el nuevo r'2presentante no tendrh ni.YlgÚYI termino nulo , y ade ­

mhs pe~te:1ecerá a la misma r:lase c¡ue el anterior por tener los elementos 



iguales a partir de un ci.erto valor de n. Continuaremos representando por 

{ qn ~ a la nueva sucesión; entonces se .. le¡;l'lestra facilnente (,¡ue la sucesian 

(l8) 

es también una sucesión de Cauchy . En efecto , en primer lugar puesto ~ue 

suponemos l¡ue la { Cin ~ tiene todos sus terminos no nulos, la suces ión (18) 

esta correctamente defini.da . Por otra parte la igualdad 

I ~ - +-1 = ~~n --~~ 
q e Tq q I n 1ll nm 

permite demostrar ~acilnente que la sucesión (18) es una sucesión de Cau­

chy que se puede considerar como un rep~esentante de una clase que corree 

ponde a un número r '. Además es faci l ver qu e el '.úmero r ' es independi -

ente del representante ele¡;ido para representar la clase correspondiente 

a r . 

Por otro lado la ilefini.ción de producto nos per'lli te afir;;¡ar sin 

más que rr' = l;y por lo tanto representaremos e¿ inverso 1" de r por 

l/l'. Asimismo se puede 1enostrar facilmente que el inverso del Cl\merO re -

al r es el uClico número cuyo producto por r es i81al a l . 

Proposic ión 12.- 1~r~stricciónal_subcuerpo Q Q~ l ~rQ1uc~~~ue 

acabamos de definir en el cuerpo real R ~§ si!::l121~I!l~nt~1_prQdu-º~.2--,-haQi -
- '- "-------------------------

tual para los números recionales!.. ----- ---------------------
, ' 1 1 il la proposición $ para l a La ilemos tracion es casi :Lgua a a e . " 

¡ " 
suma. 

Por otra parte introduciendo el x~X~XX&R orden es facil demostRar 

que , s i r > r' Y r"> O, resulta rr" ;:>r' r", Y del mismo modo , si r ? r' Y 

"O 'e rr"vrt r ll
• Jexx:x:lCxRRXRi~R r ? , s e S:Lgtl ~ 

Adenás la' relación Or =0, donde r es un 
Tlúnero real arbitrario, 

Y su 'lemostración utilizando representantes de las cla­
es casi eviRente , 

no of~. eee dificu ltad al~Jna util izando la proposi -
ses correspondientes -



· , Clon 9 y un razonamiento sumamente sencillo. 

Finalmente, es tam1'>Lé"1. facil ver que el opllesto del número r, o 

sea - r , es igual al p~oducto de r por el opuesto de 1 , o sea 

- r = ( - l)r . 

Por otra parte tamb~lé;i son evi.:~entes las relaciones 

- ( - r) = r , (-r)r' = - (rr') 
..J' 

( - r) ( - r') = rr ' , I rr' I = I r I Ir ' l· 

~. 7 .-~ ~UI1, 
~r+('-Y')) 

.- ~Uj d,;;nde r y r ' 

sucesi.ones y limi te de núr,1eros reales 

son números !'e:;les cu ·~ lc.uiera, ~ 

+ 

V"10;lOton;.e ile la SU:1a OCl!:X±x±;jj:ll:X~Jl[X (indi.cada ,11 

final del nº 5) permite Rfi."'"12r que si r > r ' de (r - r') + r'= r se si ­

gue r - r' > O,. Por el contrario si r < r ' , entonces r - r ' '¿ O. Además 

tambi.én es facil demostrar las si.gutentes aft""llt~ci.ones : 
l· 

- (r - r ' ) = r ' - r 

Si r ' ¿, r" enton~es r - r '> r - r" 

entonces 

entonces 



r es posibl tal ~ue r~ = r;/Este nu -

mero r l se 11 oa la raiz N- esima aritmetica de r . ~~ 

~ En efect: sea { qn 3 un representante de la. cla ",ue define r . En 

lel subcuerpo de lo númeroa racionales seg'Jn la ar mé'tica es posible 

determinar una sucesi n [ q;,. ~ tal que para todo se verifiCJ.ue 

I q ' - - Cin ' < l/n n 

(suponemos que todos los qn on 

es positivo) de esta nesi~¡alia 

os cosa pos i ble ~. puesto ,-<ue r 

CJ.ue { q;,.k 3 es un representante 

de la clase que define ro Y p'l€ faci l demostrar ~ue [ CJ.;" ~ es una t 

sucesi.ón de Cauchy , e l nÚrler r l de 'nido por la clase C,ue contiene el 

representa:!1te [ gln 3 verific8 á 

como se queria emostrar . l<;sta igualdad tamb.· én se representa por 

Cuando k es un nímero natural jmpar esario suponer r po -

Si en lugar de tomar comoe.Í1 el nº 1) A = t.¿ se toma A =R se puede 

definir sucesiones de números reales de l misrlo modo que alli se defi:!1e n 

sucesiones de nílmero s T'élr.ionales , es deci r, se 'labra ampliado ;Ia noc-Ló:l. 

de sucesión del campo racional al cuerpo real. !romo "f¡ernos jefi¡¡¡-Ldo el 

orden, el módulo y 18 >liferencia en el carlpo real, podremos a~tm'_sr:1o a¡;¡ ­

pItar la noción de l{mite que dabamos para sucesiones de :l.úmeros racio ­

nales dandola para sucesiones de :!1,'l1"lerOS reales , a saber: sea[rn J n E ti 

una suces ión de :!1úmeros reales , s i existe un :!1ínero r eS R tal que para to-
. 

no G E R, é> o es posi.ble (1eterminar un :!1úmero nil.tural k = k( f, ) de mo -

do l[ue 

para 



se dirá sue la su ces i ón { ry¡ 5 ti.ene limi te !l. 

Iguél l ,,-ue en Q ey¡ R si ex i ste e l l4~'l i te es unico . Además toia S 1:> 

cesión ~ue t i eYle l {mite se llana convergent e . 

F'Jesto c¡ue se ,~',',n lA defi.'1iriÓYl de oY'dey¡ ,ip.!lo un E 6. R, E> O e s 

posible determi nar un é'E Q, E;' > O tal L.ue f,'< E podremes ,1e;;¡estY'ar fa­

cilmente . 

Propos i c i ón 13.- ~i_u'1a s~~ esi~D_Q~_DQ~~r2~r~cio~21~~ { ~n 1 

D~~~~~_lj~~~_g_§~r.:ú~~~_j~fiDi~i ón~D R !~D~r§_~~~j~3Q_lt~~~~ q 

1:~_~~f.1::!.1:~i.§D_ d a ~ a _~D « , ~ in '1" r s as e D te . 

Aho r a l ee pue!le deClestrar una preposición sue da.ra mayer uYlidad a 

la defini ción de Ylúsero real ~dada más arri ba. 

Propos ición 14 . - ~,g a r u~ '1Úme.r-º-2: e"-l_L:ll.s.liJJll.r:!L~ 1 Y.y¡ j lllLr .e;pre ­

§. ent~nte _.Q~~a ~la s ~_Q'§_-=,:!r ".§j .Q,J,g.s..k!;;:ou c "L_ ,1 e_:::¡:JIJgr.9.sL ~acj.9n-ªl.lllLs;..1!.L 

.s: orE~§:22D1~_~J, ~ntoD~~.§_~.Ll:1:Ji.1.§_.§.n R_-ª.§. { qn J .§§ r 

],~n efecto, el n{l1nero r - qm ' non:'!e se s upone ~ue m toné. un val or 

CJ.ue n.e momento supondY'emos f ijo, co~re.spoYlde ra a la clase de sur:esione s 

de Cauchy uno !le cuyos repY'''~entantes es [ y.n - ~3 n ~ N . Ademn.s puesto ~ue 

~ } ,' " 1.. 1 i Y' ~v > 0 es D.osible determi -1. c"n es UYla suces",-on de !Al ll C,y , para C:12 ., U .e. 

nar un número ::at'Jr~~l k t ." l .:..u e 

para n , m>k 

fl or lo tanto seg".n 18s f!.efi.ni,0.io-:1es de ortl.e n y módulo es facil ', ver ",ue 

para m> k; 
l, 

la arbi. traried.ad !le E; , ser>;Ím lA aefinicióYl !le l í.mite ,~ada en este r.1 -l S -

mo nº , 

:le SUC I2 ~i..O~2S :le CE..U -

, . 1 re~pesentante s tieYlen l{mi.te r&clOYlal Y. chy .:} e nUr:1ercs reClor.a es su~ l" 

esta clase 

ampliación 

, . ar,p..".amos 'le ver (lue cen la "ep-reQenta a es t .e 'r\.~l"""ero q, a~ora -~ 

. m.c' J"u l e , s tilma , producte y l h;;it, e de las defiYli ciones de orden , . " 

, . "les ~e Y'epresen-a R la c l ase de Gucef'i.e :" ps n e r::auchy de n'.lme r os 1'aC1.0'1<- " 



ta un número real r C 1.1'Olc"'l·;er>a ti_~"1e i:.""lti.é"1 1" TJ~0:>i.8"ed de c,ue sus Y'e ­

pr2scntantes ti.e'"!en to'los l{-i.te r . ne 0StO S8 si.P"'lC ,-"ue '.: es "enso en 
')~"a 

R, lo ~UC c,ui.cre deci.r c,l1e-t.040 r E: R p:lefle ¡¡:~RIDCj:OOl{R;nf lv'l1.arse un nÚ'1e -

ro q G ~ de nodo sue el ;nó'lulo 4.€ la l-:fe ...... encia r - q sea. i!lfe!'ior a cuc.l -

> ° dado . 

ueie l~rse lu defi~ici6n 
1 ., '1 ,-, ., rl ' 1 . re qU~~~10n e.aucnyle Tlmeros Y'cFles , y , o mIsmo sue en '.:, en R toda 

su r2esi.ón co~ver 'ente es U21& su('es-i..ó~ c1e Cc.uchy pues 

Ir> - r> 1<:: Ir - r I +I r- r 1 -n -m - n m 

segú.'1 18. relaci.ón -1.el fi.:vil 'Iel nº 5 . 

Pero al ~0'1tr>3ri.o ·le lo ','18 slice:1ia en ~, en R es 'valUo el -reci -

Propos ic i. ón1 5. - ];lL R 1~L.Q2nd:ts:.:i.§.!L:9~.'? e s~I i.a _:L .suf.:i.'? .:i~D!:.~u?a r§._ 

SI u e _:!D2_~~.s::2.:2l:.§:!2_~~'::'_ c o :!2.Y~ Y' r;~D.!:~.l._.5!'f!_S~~_~~~g';}L§~:::~.§l:.Q.;}_2:~_-º5~.s::j:t.:._--­

Como y.9 he:-nos ~~""o1 ;::;10 ~1.le to·'l:~ sucesi.óYl r:onv r'ente de n~~l:n. eros 

recl'?s ter un°, sucesión de '::8UC'1y , pa)"'a eemo"tr'~r 1''. pl'eposi.r>ión 15 es 8U ­

fi.'-·iente 1.¿::"10;;tT,?'1'"' .... _"J.·2 tOla. c;u~esi.éYl ,le C~l1chy tit::"1e il~1 l~.~ite . 

3ea { r 2 una s'¡~esió'1 ·'1e r:;!lUf'h:f 0.e números T' ,;les , por .iefi,,·L-
n ) ' . 

ci.ón ,.'er' c',-l·._a~er & > ° p'le'le "2ter:;¡i.n',rse '.1!1 n,'¡r.ero n,:.t'.1r;;l k = k( S ) 

Ir - --r 1<:& n !'1 
')ara. 

?or otró :Jar te si tE n } eR un". 8ucesió'1 

" ,. ':¡_i.c~o t i.ene llmi. te 0 , i:l'.lesto Co\le segun !'ler:1OS 

n , !'1> k . 

ele nú:neros posi.t.ivos ,-:'¡e 
¡' . , , t 

too. o n!-r:1ero r' 1::1 e s 1 Gl e 

'le una sucesión ,1.e ',,'l!11eras raci.0'1:ü8S , paY'a cada r n se p:leile ietermi.nó.r 

un q tal ,<ue n 

Ao.emás p'lesto sue supo'1emos (¡ue {i n ~ ti.ene lt:ni.te cero podremo" deter­

minar un k ' de modo que 



( ?O) para n>k' 

y por lo t2.nto si k" es el :1ayor :le los n,'!:1eros naturales k y k' resul­

tará 

( 21) si n,m 7 k" 

esta desi[;'.lill.l,ad result" cono en otras oCilsi.ones de 1" "elación :1el f i-

nó.l '1.el nº 5. 

De (?l) ilada 18 arbitrarie(1ad de 2 se si.'\Ue c¡ue la suces ión f C¡n 3 

es WB suC'esión de Caur::lw i\e n"!meros Y'é'ri.o".'lles. !'or lo Vmto p:lede to -

marse C0;10 !'epresenü,nte 'le 1.1'1a c18se que de~ine un número real r. 3egún 

la pro ·osici.ón 14 la. sucesión { qn~ t ;.ene 1 {"Ji. te r, o sea, es posible pa­

ra c1.1,31"uier E> O .ieter'TIinar un número natural k'" tal ([ue 

para 

Y ";i supo:'lemos cue k ' ver··Li' · a ("O) a ~ t 1 " c. ' k 1 ~ . .. LC. " P rO. es e va or u e ú ' Y s L 1 es e 

'TIayor l e los núme~os natur<¡li?s k ' .. k'" ,y tenil"emos 

I r - rnl .2::: I r - qnl + Ir - q I -- <) e n n =::' ~ G si 

y 18 arbi traried8.d :J e S "e:1'!e"tra yue f r n) t i.f;ne 1 {'TIi te r Eo R. ~ue es lo 

c¡ue se queri.a 1 ernostrar . 

En consec'lencia el metodo :1e les sucesiones de Cauchy C,ue nOS 

ha permitido a'TIpliar e l cuerpo Q no peI"TIite ampliar el cuerpo R. Ssta 

propieiad se expresa dicienio c¡ue R es completo . 

Teniendo en cuenta el or,4en y la :nonotoni.a resnecto e ¡'la SUi1a y 

al producto expresadas por 

de r ~ r ' se sieue r + r" ::;::. r ' -'\'- r" (r" arbitrari.o) 

fo-rma : 

Proposición l S .- R ~§_~_~~~rPQ_~Q~El~~Q_Y-2Eª~2~ª~~ 
Podria demostrarse c¡ue todo cuerpo completo y ordenado es iso -



, 
morfo a l cuerpo de los num ~ros reales pero como este resultado no nos gKxX 

seria de utilidad para le contirolación de esta sección y puesto ~ue ade­

rlás su de¡;lOstración es algo cO'1Dl icada no lo haremos. 

For el contrario vamos a derlostrar otra propiedad del c~er~o R 

~ropost~ión 17 .- E}_~u~EQQ R ~~ ar~i~~~iaD~ 

Sean r y r ' dos nU'r1erOfl r,,2les positivos y { qn ~ y f Cil~ ~ dos re­

presentantes perteneci.entes T'i' '''pectiva;nehte a la clase que corresponden 

a r y r ' , Supongamos que r < r ' ,para demostrar la proposición es sufi~ien­

te probar la. existencia de un ni¡nero n8.t'Jral k tal c,.ue kr > r '. 

En primer lugar segÚn la proposición 4 , alterando los primeros 

t erminos de la sucesión [ qn ~ ' lo cual no camrtara la clase a ~ue pertene­

ce, puede determinarse un número relcional 77> O tal <.,ue pare. tocl0 valor 

den se cumpla qn > ')7' 
En segvndo lugar por la proposición 9 podremos determinar un nú­

mero ra.cional M", tal que par8 todo valor de n 

q~ < M' 

y puesto que e 1 cuerpo rac ional Q es arCiu imed iano, se podrá d eterminár un 

número natural k de ;nodo Ciue 

F-. 7> M' 

y con mayor motivo para t010 valor a.e n 

y según la definición de orden y producto resultará finalmente ~ 

j. 
kr ;>- r' 

que es lo que se Queria ilemostrar 
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