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l.- Sucesiones de nimeros racionales. Limite.- Sea A un conjunto

cualquiera y N el conjunto de los nmercs naturales. T

én f:

O
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N —> A se llama una sucesidn de elementos de A. Todo elemento de A cue
T v ; 1L AT o .
sea 1magen en f de un nimero natural, se llamard elementc o termino de

la sucesionp, y seré representada pfectandolo de un gubindice igual al

entero a que corresponde:

(1) f{n) = B

0 en forma abreviesda

{anj nel

o Whg/=vteliqiolaupy sinzletottd qowk,

{23

que es como se re resenta comunmente en los tratados de anal%sis supe-

rior o en las memorizs fde investigacidn. b !

"@gZp@%yu%%ﬁﬁﬂLQ@%@J@ﬂﬁgaﬁbzéS elementos de una sucesicn No es==e-

gireit : _——y o .
aéﬁgéfie gue sefr distintes; e incluso como naso particular, pueden ser

todos iguzles.

Ahora supondremos que A = Q, donie g es el conjunto de los nimerog!
g |
racicnales.

Uns uneslon.{q i, neXN de nimeros racionales tendra, por defini-

cidén un @ﬁﬂ geQ si para todo numero racional §>0 puede @@@@@2@%?//“

N

/

/
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un nfmero natural k = k(&) tal que si n>k

n
Cuando una sucesién.-{qn% tiene un imddee g se expresa también diciendo

que {qn§ tiende a g cuando n crece indefinidamente. Adem2s cuando no

exista confusiton posible se suprime la expresidn "cuando n crece indefi-

; 4 . . s :
nidamente. Las sucesiones que tienen limite se llaman sucesiones conver-
gentess: .. . S EL G

: wﬂébaj¥%é;4C
Aqul se supone establecidas ya las nociones de orden y @Aydp en
el campo racional. Ademés sin repetirlo se utilizarid las propiedades que
sean necesarias de los nimercs racionales, cuyo enunciado y demostracidn
el lector puede consultar en el articuloc correspondiente.
57, . 2 > .
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Proposicion l.- El limite de una sucesidn de n'imercs racionales si

existe, es unico.

En efecto, si se supone gue la sucesidn tiene dos limites gy q',

q # q'y eligiendo
(3) 0<é<Slq - '

segin (2) de la definicidn de limite existiradn dos nfmeros naturales k y

k' tales que
la = q,|<¢ si n>k !
ba'- q, <€ si nxk!
y por lo tanto, si m es el mayor de los nimeros k y k' de
qQ -q'=q = g+ g~ Q'
se sigue

la ~ a'|=[a - qy| + |gp- q']|<2 & si nP>m




en contradiceidn con la (3). Esta contradiccidn demuestra la imposibili-
dad de la existencia de dos limites distintos.

2.~ Sucesiones de Cauchy.- Una sucesion fqnf de nimercs racionales
se llama sucesidén de Cauchy, si para todo EéEQ, § > 0 existe un nlmero

natural k = k(&) tal que
la. - q |<E cualesquiera gue sean m,n >KkK.

Proposicibén 2.- Toda sucesibn $qg. ¢ de niimeros racionales que sea
L .I.J.)

convergente, es una sucesitn de Cauchy.

in efecto, si la sucesién.{qnj tiene 1imite g&£Q, segin la condi-
cidn (2) de la definicibén de limite, resulta que si k = k(??) con ?’=

/2 y n,m>k, tendremos

]q-qd<7, m“qﬁéﬁ

y por lo tanto,

o Gyl € 10 = ay) + lg- ol < 29=€

y como se puede suponer que £ es un nimero racional >0 cualquiera, la
proposicién 2 quedz Aemostrada

Se dice que dos sucesiones {qng y-{qﬁi de Cauchy de niimeros racio-
nales pertenecen a unz misma clase, si y solo si, la sucesién g-qnfgﬁf
tiene por limite O. Hs facil demostrar que esta propiedad es reflexiva,
simétrica y transitiva; y por lo tanto, es una relacidén de equivalencia.
Una sucesidén cualguiera que pe~tenece a una clase determinada: sera lla-
mada un representante de la clase.

Proposicidén 2.- Si dos sucesiones {qng v {qﬁ% pertenecen a la mis-

ma. claséy una de ellas tiene limite q€Q, la otra teambien tiene el mis-~

mo limite q.

.

. § e A s
Observacidn.- Bs evidente que la anterior proposicion puede tambien

enunciarse del gsiguiente modo: 5i _un representante de una clése deter-




minada tiene limite racional q todos los representantes de la misma cla-

se tendran el mismo limite.

—le

Esta proposicion se demuestra del siguiente modo: Si se supone que

la ffﬁlitjene el limite q €£Q, entonces, por la definicidn de limite, da-

do un £€€Q, £>0 arbitrario puede determinarse un k tal gue, si n>k,
(4) lq - qn[<6

Por otra parte, puesto que por hipd esis la suoesién-{qﬂ- qaj’tiene
O por limite, para el mismo & serd po-ible determinar un k' tal que, si

n>k!',

(5) Tag~ ai]<E

Por lo tanto si m es el mayor de los numeros k y k', de (4) y (5)

resulta que, cuanio n>m,

la - all < la=-q,] +lq-~qll<2€

n n

y la arbitrariedad de & demuestra que la fqﬁ_gtiende a q, 0 sea la pro-
posicidn 3.

Como consecuencia de esta proposicidon se puede decir gue si un re-
presentantede una clase ( y por lo tantc todos) tiene limite ¢ &Q, esta
clase representa o corresponde al niimero racional g.

51 el reciproco fe la proposicidn 2 fuese cierto en el campo ra-
cional, este método de lzs sucesiones de Cauchy no nos permitjria ampliar
el campo racional. Fero como, segin 7emostraremos a continuacéén, existen
sucesiones de Cauchy Ae nfimeros racionales cue no tienen limite racional,
ello permite ampliar el campo racional obteniendo el cuerpo de los na-
meros reales.

Para demostrar la existencia de sucesiones de Cauchy de nimerocs
racicnales que no tiemen 1limite racional se puede proceder del siguiente

’ N ﬁ
modos En primer lugar se Aemvestra gue el niimero natural 2 no es cuadra-




do ningln nimero racional. Luego se define una sucesidn fqﬁj’de cuadra-
dos de nfmeros racionzles que tiende a 2, y finalmente veremos que la su-
cesidn { qqi es de Cauchy y no puele tener limite racional.

Supongamos en primer lugar que contrariamente a lo cue hemcs dicho

hace poco existe una fraceidn irreductible m/n con m,n€&N tal cue

(m/n)° = 2

2

o
ie esto se deduce m” = 2n°, y como suponemos gue la fraccidén m/n es irre-

ductible y que por consiguiente m es primo con n, tendremos que m debe
dividir a 2, y por lo tanto m=1 o bien m=2. En el primer caso resultaria

2
2n” = 1, ¥ en el segundo n2 = 23 ambos resultados son absurdocs, y en

consecuencia segin hemos afirmado no existe ningin nimerd racional cuyo
cuadrado gea igual a 2.
Por otra parte, si myneN y m<2n, es facil por la formula del cua-

drado del binomioc demostrar que

(m+ 1) n® .5

Saacee - sl —p & =
n n T

y por consiguiente para todo valor de n serd posible hallar un velor m Xxi

tal gue
5 m2
2 - =& -3 % 2
n n-

Por lo tanto, considerando una suces

) sy
on de valores de n 1 -;nf%%ﬁ@ﬁzﬁ
bpwe 4 no 4 ECPEe ﬂfﬂ

crecientes,, obteniremos una sucesién Ae nimeros racionzles yue represen-

Y puestoc gue se puede “Aeterminar un valor k tal que para n>k se cumplan

(6) l<q,<2




resulta que

2 2
lap- gl

n_ m 1 2 2 .
|qn+ qml = 1l

. T , . 5 B .
y Por conslguiente como guiera gue «iq_lgeq una sucesidén de Cauchy,
tambien lo sera {qu . -

Ahorz vamos a demostrar finalmente que esta sucesidn de Cau-

chy {qnxiacabaia de definir no puede tener limiteCﬁ@z%gg@&J lo cual
demuestra que el reciproco de la proposicidén 2 no es cierto en el cam
po racional. Supongamos contrariasmente que {qns'tiene limite g €y

entonces de (6) se sigue
l€qg €2

y si n>k

(7) la®- o2 = |9+ g, lle - gl alg ~ g,

y puesto gue suponemos que ang'tiene limite g« @, para cualqguier

& >0 podremos determinar un k' tal que

%: si n>k!

g - q,l<

v en conseguencia de (7) resulta que si k" es el mayor de los nume-

roa k y k',

1a2- ¢J1< € si n>k" :

lo cual demostraria que {qidgtiene por limite qg, pero como habiamcs
demostrado que {fiiftiene 1imitekzxRXepusiei@RXIXREEXREXNILLXXAXEER
gxikix 2,la proposicibén 1 nos permitiria escribir q2 = 2, lo cual
segin vimos es imposible si g&€Q. Esta contradiccién demueSt?a que
la sucesidn de Cauckw’{qnj formada de nimeros raclonales no tiene

1imite racional. - .
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Igual que anteriormente se dird que dos sucesiones de Cauchy
' - - - -
{qnj y (iqnj pertenecen a una misma clase, si la {qn- qr’lj tiene por limi-
te @, sin tener en cuenta si las<fqnj y {qaj tienen limiteaqggQQ%géhgg_
- T . . - .
gun se ha indicado si un representante de la clase (y por consiguiente
. - 1P .
todos) tiene limite #Jgy@r o, diremos que representa o corresponde a B
@@ cste nimerom q; pero incluzo cuando ningin representante de la clase
tiene limite Y pdgk se dird que la clase representa o corresponde a
4 - - . . -
un numero pj3 a estcs numeros se les llama numerocs irracionales. ELl con-
- r ﬁ'—- . M
junto formado por los nimeros racionales ¢ irracionales se llema conjun-
to de los nfimeros reales. ©En este conjunto vamos a establecer un orden
y dos operaciones de modo gue sea un cuerpo ordenado .

. A s £ -t k= y
3.- Ofdenacidén de los niimercs reales.- Proposicion 4.- Dada una

ucesidn

|t

’ . r a T £
{qng de Cauchy de nfimeros racionales gue ng tieme por limite O

exigte un nimerc racional ?7 > 0 y¥#rh nimerc natural k tales que, si

n>k, se cumple una y soloc una de las desigualdades

C;n>' 73 qn< "779

m
el
®
2|
k L“
3
™

4 . . 4 3o == Yol R
En efecto, si para cualqguier 3/>- exigtiera siem; un & = ﬁ(i?)

1 >k

e

lqnléé9f7 s

la sucesidn tendris por limite O contrarismente a la hi otesis. Por 1o

Po
nfinitatente cre-

s F
tanto, existira un_'y:>o tal que existe una sucesion ,

ciente de valores de n para los cuzles

¥ por lo tanto parz una infinidad de estlos va alores tendremos, O DLEN

.

o hien




(2) q,< -2 7

ea (8) l= que sea satisfecha

e

supongamos gue ¢ vara une infinidad

jes}
X

de valores de n, entonces, puesto gue quj es una sucesidn de Cauchy se

podra determinar un k tal gue

G qml<7 si n,m >k

For lo tanto puesto que (8) se verifica pesra una infinidad de valores de

n gxka , evidentemente se verifircari para valores de n>k, de lo cual re-

sulta
(10) qm<’l7 83 m> ke

S1 en lugar de la (8) fuese la (®) la que se cumple para una in-

finidad de valores de n, se hubiese encontrado que

(LL) B 2 7 para m>Xk.

.

Y como es evidante que solo una de las (10) y (11) es satisfecha, gueda
demostrada la proposicibn.

Proposicidn 5.-

2

{qn Yoy $ son dos sucesiones de Cauchy de

niimeros rscionales gue no vertenecen & 1z misms clzse, entonces existe

un k y un 37;»0 tales Gue para n > k ge cumple una v sole una de las de-

aigualdades
'y -!+ ,
(12) Gp > G 7/
/o
mH i -+
En efecto, en primer lugar es facil demostrar gue la sucesién

{qn" q'rg es de Caubhy: Puesto que por hipotesis las %cﬁlisféigwgson de
4 il

Cauchy,por definicidn para cualguier &> O es posible determinar dcs ni-

meros naturales k y k' tales que




CRCE-MES C /o para n,m >k

h&-q;kf€/2 para n,m>k'
y si &" es el mayor de los nfimeros k y k', tendremos
- - ] - N
f(an qn} = (ge= gl)][L & para Tiya kY

y por lo tanto, ‘{Q - qu es una sucesidn de Cauchy.

aplicando pues a {qn— th la proposicidn 4, lo cual eg posible
por no teher ite O puesgto gue hemos supuesto que ignj’y {qﬁi son de
iferente clase, resulta inmedistamente la conlusibén de la proposicidn 5

Alemfs la eleccidn Ae los representantes {qnj if'g no influye

en que sea la (12) o bien la (13) la que se verifigue, pies puede demos=
trarse facilmen gque el hecho gue se verifigue la una o la otra depen-
de unicamente de las clases a que pertenecen dichos representantes.

Seré pues correcta le siguiente definicidn del orden entre nane-
ros realeg: Sean EH&M r y r' 7os nlmeros reales distintos, representadcs

.

M - = L ~0a T o o Y
por lo tanto por clases de sucesilones de Cauchy fde numeros acloncles a

=
W

simismo distintes. oea.{q‘g un reprecentante de clase yue representa

4

n
[

es

=

¥ i_q} iun.?epresent;qﬁe de la corresponiiente a r'. Zntonces,

posible determinar un k y un ?ﬂ>~0 tales que
(14) Q> Gy +? | para n>k

fixsmaxxgue se Gice gue r>r'. Puesto que las 30s clages son distintas
!
si no es pogible verificar (14) se podr r& determinar 37)-0 dejmodo Gue

se verifiguen

(15) Gp > at 7/ pare n>k

o
[{v]
D
n
l.-«l
@]
B
=
¢,

Gu

4

rLr'(o 1

(G

seglin la proposicibén 5, y entonces se escribir
Te - e%f,zx%mm # tet LA Eetgrais b B

TN I 1. - - d
gue con ests definicion dcs nus

)
o

=}
(¢
3
(]
i
5l
o
)
(3}
i

les verificarén siempre una y solo una de las tres relaclones

. " 1
1 - - - Ay
r=r7', PP o bilen T




1

T i Y ps N . . ..
En efecto segin hemos visto si no se verifica lz primera, .es de-

i i a - 3 :
cir si los dos mimerocs scn distin ntes, y por tanto son representados por'

tambien digtintac 171
clases tambien distintas, se verificara una y solc una de las dos restan-

1€e8a

Por otra parte si los nmeros no son distintos&@gkysepﬁn.la de=
o~ . . £ o -,
i~ r P11 77T & Y T A~ 7 : * *
tini~ion de numero real dzda al principio, seran reprrsentudos por la mig

& . . R -

& clase &e sucesiones fe @auchy y entonces por la definicién de clase

cualesquiera que sean los vepresentantes elegidos {q q‘j tendréd por
n

.,

imite O, y &1 las (14) ni las (15) pueden verific czrse, y por lo tanto,

no se cumplira ni lz segunda ni la tercera relacidén entre r y r's

I—"

En particular si ssgtemos que 12 tercera relacibdn no se verifica

,r_a_.

0

. B afirmar que se verificard la primera o la segunday entonces se

eseribe rzr'. Del mismo modo si se sabe que es la segunda la (ue no se
verifica entonces se Pueﬂe afirmar que se verifica la primera o la ter-
cera y se escribe r&£Lr' (o lo que es eguivalente r'>r ), Finalmente si
lo unico que szbemos es Que no se cumple la primera relacidn ge escribe

simplemente r # r'(cue se lee MMM r diferente de 7l )

Proposicidn 6.- La relacién >(o bien =) es unsz relecidn de or-

den total en el conjunto de locs nimercs reales.

En efecto es facil, si bien resulta laboriocse, esteblecer que

- s = -
dicha velscidn es transitiva y antisimetrica, y como segun Se€ ha wisto

icibn

dicha relacidn existe siempre entre dos nfimeros reales,la proposl
regulta demostrada ;
n & & . - 7 i o - .ia
Proposicion 7.~ La restriccion & Q de la relacion >l definida

de con la cvﬂenanién;adel

en el conjunto de los aimercs reales R coinci

= 1 & 1i0l-
campo racional utilizada, { wue el lector puede encontrar en edl articu

lo correspondiente).

Tn efecto sea r = g€k y r'= q'eQ dos namercs racionales,j cOMO
representantes de las cl2ses correspondientes a r y a r' poiremos uti-

lizar dos sucesiones que tengan todos sus elementos, respectivemente,




iguales a g y a g'. Entonces por las definiciones establecidas resultara

T=1r"4pukfsi qgq=q'mQ
rZ rufsi q_>-q‘%ﬂﬁ

r< r'wRsi q<qg'uf

lo qual demuestra la proposicidn.
4.~ Modulo.- Para cualquier nimerc real se puede definir un moé-
(- valo wlertiis)

dulo_que sera la extensidén a R del mbdulo definido en Q.

Sea r un nimeroc real cualcuiera y sea {*n§1rq representante de

1

W)

clase de sucesiones de Cauchy gque corresponde a r. Entonces el médulo
de r, que se representa por |r| serd el nmerc que corresponde a la clase
de sucegiones de Cauchy unc de cuyos representantes es {l&nlg , donde
la,| es el mbédulo definido en la seccidén correspondiente al nimerc racio-
nal.

Es facil demostrar que esta definicidén del mbdulo es correcta e
independiente del representante elegido. En efecto, para los nﬁmeros ra-
cionales es conoccida la siguiente Aesigualiad ![qnl - lqmllé;[qn— qml,

} suces

si d
otra parte si { es otro representante de la ml

X

_l-
=]
9]

por lec tanto Cauchy tambien lo es %|9nyf' ror

e

sma clase que {qnj la

desigualdad

Hagl - Ipgl] < lag= Pyl

permite afirmar que la 7efinicién del médulo no depende del rapresentante

b
elegido para representar el nimero.

For otra parte, si r es un nimero real cuzlquiera correspcndiente

o] 5 se representa por -r el

a una clase uno de cuyos representantes es

"

e

nimero gue corresponde & la clase cue contiene el representante *‘33'

=

s P e B L . . o . p L A ~ Ty +oamkhT -
mgta deflnicicon es correeta pues sl {g g es una sucesion de Cauchy Tamol

adends es facil demostrar que la clase yue corresponde

’ =
en lo es lz 8 =Un Yy

S

a z-qng es independiente del r@presentente.{qni elegido en la clase yuk




representa 1.
Con esta *efinicion es eviiente que r = -(-r) ¥y teniendo en cuen-

te lag relaciones correspondientes para los mimeros racionales se demu-

estra faecilment

M

12 3i r > C entonces |rl = r y reciprocamente
2% 31 r £ 0 entonces |[r| = -r y reciprocamente
3% 51 r = O entonces [rl = O y reeciprocamente
42 51 r > O entonces -r £0 y reciprocamente
92 81 r £ r' entonces =r > -r!,

P s

Igual que para los nimeros racionales, los nimeros reales > 0 se
llaman positivos; mientras que lo= < 0 se llaman negativos.

5¢= Suma de nimeros reales.- KHEXH Se pueide extender la operzcitén
suma del campo racional @ al campo real R, es decir, es posible definir
una operacidén gue cuanio los nfiameros son racionales coincide con la su-
ma definida en el campo racional (vease la seccidn correspondiente) y a-
.demhs que en R cumple l2g mismas leves formales que la suma utilizada en
el campo racional.

n efecto sean r v r' Aos mimeros reales, Yy sean {Qni g {qﬁ un

representante de cada unz de las nlases gue norregpon’en a r y r' respec-

,

2 : 1 2

tivamente. Tntonces 1la suma de » y r' Lue se represents por r + v’ Se€r
el nfimerc rorresponiiente a la clase de sucesiones de Cauchy &ue contile=

ad

ne €l representante {qn+ ;E, donfe g+ Qp tiene el 87’“7L1P:ﬂo A frri
ghalel cempo racional.

Fara provar gque esta
tar que q-*cgyies una sucesidn de
ne es indenendiente de los representantes ¢

presentan r y r'.

: 2 el g 15 princi-
La demostraciém del primer punto es casi iguel a l1a fel grties

; 3 ) 1cié oY mostrar 12 indepen-
pio de la demostracidn de la proposicion 9, y para de

= s A 2 s O ar
dencia respecto a los representantes elegldos se procede como §lgue: o€d

Sk




{pngotro representante de le clage que correspende a r y {pﬁg otro repre-

sentante de la clase correspondiente & r'. Por definicidn las sucesio-.

nes 44~ Pt ¥ 19 - p!¢ tienen limite O. Por consiguiente es facil democs-
n ;o S o1

trar que tambien tendréz limite O 1la sucesién

{ (gt ap) - o+ o1}

lo que equivale & decir que lz sucesibnes

a4 y { ot P4 §

pertenecen a la misma clese, esto es lo gque se gueria demostrar

La suma que acehe finir es asociativa y conmutativa por

n

=
O
n
fon
[42]
M
@]

serlo laz de los nfimeros racicnales gue 1inte:

|J'
D

- AT S N -
rvierien 21 sumar los terniinca

-t

=

de los diefrentes representantes. Por otra narte el nitmerc cero es neu-
tro respecto a ella, segin piele comprobarse fecilmente. Ademés cada ni-
mero r GUe se supone correspeonde a una clese que contiene el representan-
te<{qn§ tigne umn opuesté-:ue corresponde a la clase que contiene el re-
presentante {—qng v el cusl verifica evidentemente r + (-r) = O

Por lo tanto los nitmeros resles con la

n

uma que acehamos de defi-
nir forman un grupo abeliano.

£ = b R -
Proposicion 8.~ La regtrecibn al campo racional Q@ de la suma gue

acabamos de definir em el nempo real R eg l& suma empleadsa en ﬁzééggiggég

AlttdsbbAiddadlt & 1os airercs racionales.

: 2 - . 2a de la propo-
Le demostracién se efectua de manera semejante & ta de la p

.

gicidn 7. 1
Finalmente de las definiciones de orden y suma S€ sigue irred

tamente que de v > r' se deduce r + r'>r' + T donde r" es un NUEETO

real arbitrario, v ello se puede deducir tsmbien que si v >r' entonces

imi de 1la definicion de mo-
r+ r'>=1r'+ r'. Asimismo facilmente se deduce de la

dulo que |r+ r'| < Ir| + Eal i

’ 5 a definicion
A.- Producto de los nnmeros reales.~- Antes de dar 1

¥

i icion mitirén de-
del producto es necesario Aemostrar dos proposiciones QUE per




demostrar que la definicibn gue 7aremos es correcta, o0 me,jor dicho que el
producto de los niumeros rezles es siempre otro nu 'mero real completamente

-

determinzdo.

Propésicion @.- Los terminos de una sucesidén de. Cauchy son acota-

dos superior e infericrmente

En efecto, sea {qni la sucesidn de Cauchy dada. Por definicidn

para cualyuier E,>'O, puede determinarse un nimero k tal yue
la. = q |<E para n,m>k
n m
por lo tanto, de la identidad
%= et (9p G
se sigue

o} < Tagey] + 6 pama Wk

’

; Ll ; :
y si suponemos que M es ung cgplifgf superior al mayor de los numerocs

laqlslaglyeeeslaylylap, 1+ &y para todo valor &e n se verificara
,'r
|yl < M
© lo que es eguivalente

M <q <M para todo n €N.

Proposicidn 10.- Sean {qTLEx {Qﬁg dos sucesiones de Cauchy, en-

tonces la sucesidn {qnqﬁg es también de Cauchy. !

i iy .
En efecto, sean M y M' las cotas que segun la proposicilon B

A . el
. - 1! demas por al-
responden respectivamente a las sUCEsS1ONES {angiy {ﬂn% g s P

T

4

. . ; . minar los nimeros n
potesis v para cuzlguier §> O sera posible determinar oB s

rales k y k' tales gue

(16) g 4yl < £/(2M") para n,m > k

(17) lal - q|<i&/(am) para n,m > k!




Por otra pate de la identidad

An%n = 9m%m = (Qp- Gplap + (gf - gh)g,

se deduce

l4nGh - apadl € lagagllad] + laf - ol g,

y de 116),(17) y el significado de M y M', se sigue
langs = apahl< & si n,m>k"

donde k" es el maycr de los niimeros naturales k y k!

Definicidn del producto de dos nimérca reales.- Sean T ¥y ' 808
numeros reales cualesguiera, y sean.{qn§ iq fun representante de cada
una de las clases de u“esio ies de Cauchy que representan r y r'. Zoton-
ces el producto rr' serf el nimero representado por la clase de sucesio-
nes de Cauchy uno de cuyos representantes es el.fqnqﬁg .

En primer lugar la proposicidn 10 demuestra que {qnqﬁg es una su-
cesidn de Cauchy que podemos tomar como representante de una clese ¥y Lue
por lo tanto corresponderi a un nimero real determinado. Para probar yue
esta definicidn determinaz efectivamente el nlimero producto, basta democs-
tarr que este es independiente de los representantes elegidos. Sea pues
‘gpnﬁ ptro representante de la misma clase que<{qn%. Por definiciég la
sucesidn {qn- png tiene pues limite 0, y por consiguiente, para todo £>0
es posikble determinar un nimero real k tal que E

o
[qn- pn| < &/M! para n>k,

donde M' es la cota Gue con la proposicicn 9 puede determinarse para los

i i - a de-
médulos de los terminos de las sucesiones {Q&f- Por lo tanto de esta

sigualdad se deduce

laxad = Pusl < & para n3 Ke




Como & es arbitrario, esto demuestra cue{qﬂ¢ gyf{bngni pertenecen a la
misma clas 33 puesto que lo migmo puede demostrarse camblando el represen-

tante elegido en la clase que Aetermina r', queda demostrado gue la defi-

;.-I.

. =k ’ . TP == .
nicicn del numerc producto es indepeniiente de los representantes elegi-

La asociabivid=d “el producto y la distributividad del mismo res-
pecto a la suma en @ implican pare los nlimeros reales que el producto es
agociative y ademés distributivo respecto a la suma en R. Por otra parte

tambien es facil ver cue el producto tal como se ha definido es conmuta-

Las propiedadeg demostradas hasta ahora de ue los nlimeros reales
orman un grupo abeliano respecto la suma, y la agociatividad y distri-
butividad del producto permiten afirmar gue los nimeros reales con estas
definiciones de sumas y de producto forman un gxxrsmx un anillo conmutativo
Pero e W Fbaonelitentr rastonke Lacid se puede enunciar y demostrar uno
de log pri nc1nale resultados de esta seccion, a saber:

- xF

Proposicidn 1l.- Los nimeros reales con la definicidn de sumas' ¥y

producto dados forman un cuerpo.

Para probar gue es un cuerpo unicamente se dehe demosirar que ok
do nupmero r # O tiene un inverso respecyo al producto, pues Seéﬁﬂ ccaba-
mos de indicar el conjunto de los nimeros reazles con las defiﬁiciones de
suma y de producto fadas es un anillo con la propiedad c mmutativa en el

productos ;
Seglin la proposicién 4 pra todo representante {q f de upz clas: de
sucesiones de Cauchy gue corresponde a un nmero r # O es posible deter-

minar un ?:>'O y un nimerp natural k tales Gue

|qn]‘747 para n>k

si variamos este representante de manera gue para los valores de n<k to-

MaEmos q = 37 el nuevo representante no tendré ningin terminoc nulo, y ade-

més pertenecerd a la misma clase que el antericr por tener los elementos




iguales a partir de un cierto valor de n. Continuaremos representando por

{qni a la nueva sucesibny entonces

1
(18) {E;%

es también una sucesién de Cauchy. En

se demuestra facilmente Cue la sucesior

efecto, en primer lugar puesto wue
suponemos que la-{qni tiene todos sus terminos no nulos, la sucesién (18)

esta correctamente definida. Por otra parte la igualdad

permite demostrar facilmente que la sucesibén (18) es una sucesidén de Cau-

chy que se puede considerar como un representante de una clase gue corres
ponde 2 un nimero r'. AdemAs es facil ver qgue el nimero r' es independi-
ente del representante elegido para representar la clase correspondiente
a Te

Por otro lado la definicidén de producto nos permite afirmar sin
més que rr' = 13y por lo tanto representaremos ef.inverso r' de r por
1/r. Asimismo se puede demostrar facilmente que el inverso del niimero re-
al r es el unico nfimero cuyo producto por r es igual a l.

i imaeibna Q nrodl gue
Proposicidn 12.- La restriccibnal subcuerpo @ del nroducto g

> § habi-
acsbamos de definir en el cuerpo real R es simplemente el producto

tual para log nimeros racionales.

. . 7 P & "la
La demostracidén es casi igual a la de la proposicion @ para

gumeae

_____

b = b y = 9 = I'..—?—- :y

.l T 3]
ryxrixgexsizne r">0, se slgue rr'z=rir't.

|-de

16 fmero real arkbitrarioc,
Ademas 1z relacidn Or =0, donde T es un numer

. 7 . . [ 2 d_e :LES Cla—
es casi evidente, y su demostracion utilizendo representantes

T ; +9 2z ant s proposi-
ses correspondientes no ofrece dificultad alguna utilizando la prop




cion 9 y un razonamiento sumamente sencillo.
Finalmente, es también facil ver que el opuesto del nimero rs ©
sea -ry, es igual &l producto de r por el opuesto de 1, o0 sea
(-Dr.

FPor otra parte también son evidentes las relaciones

]

-(-r) = r, (-r)r' = -(rr') (-v)(-r') = rr', | Py |

“\_)

W@Wﬂ%& W%VM, sucesiones y limite de nimercs reales
(79") p
# &onde r y ' son numeros rezles cuzlcuiera,

: use oyt éﬂ%ff st el f f@
m@u &l da serio Neridfatr e Gy 42 Jffﬁﬁ} Jﬁ 47 %f b
G Yty oL Pk’ BB pis (g T A ﬁﬁf{ o
eu el Hleteesfr—yga0c zea(

Fp €fe dto {,Pgﬁ/l@ (prépiefiad lasodist i@aU@mq_/Pé@}ﬁfi

Q%W%W
(@ﬁﬁal 7eae1'=+ L—r-)uh

L

Z
p/ttesto’ que /_,‘ ! Q er']*h A% 1"1_ Je/l nimédy

m}',-+ Py 7 ‘ reedllia ghe AxTete un T S N N B ’31’" d%
S PIA = A
3 ‘ ‘_.J.J'- CORS LS TeIICE el 1280 poF fiz .

G%zwg%ffﬁj“{@;

ymonotonia de la suma REfixiizxmEx (indicada al
final del n® 5) permite afirmar que si r>r' de (r - »') + r' = r se si-
gue r = r'> 0,s Por el contrario gl r< r', entonces r - r'<€ 0. Ademas

también es facil demostrar las siguientes afirmsciones : é
-(r-7')=r" -1
81 pt &£ p entonces e Pt p s pf
Si T ToZTaZTy entcnces rp - Ty=ETg = Tq

51 riZrozry ¥ T{Z Tz Ty entonces Irg - raléérj_- Ty




A
real\positivo

el hto nert satursr

r es posibly determinar un nimero positivo rq tal que r% = r>/Eéte ni-

mero ry se llaga la raiz K-esima arigmetica de r. g

V4

£

yd
D En efecty sea-{qn§ un representante de la clage ue define r. En
] 7~
rd .”j. -
/el subcuerpc de lod\ nimerca raciocnales segiun la aritmetica es posible
"4

determinar una sucesiln 1 {21 gue para todo H se verificue
n - 5 )
/'/

| < 1/n Fd
7
7

(suponemos que todos los 4, Son positixos cosa posible U puesto wue T

o I = :
lqn G

es positivo) de esta desigualdad se sigue que-{qﬁkg es un representante
de la clase que define r. Y puesfque es facil demostrar gue iu' ies unar
sucesién de Cauchy, el nimero/r, defNpido por la clase Gue contiene el

representantei@%i verificard

r

coemo se femostrar. Esta igualdad tambi én se representa por

Cuando k es un nfimero natural impar no Qﬁgpe esario suponer r po-
CiiT% 7 L& —’,}&L ﬁ’ IMﬁ )/ Mﬂm

51 en lugar de tomar como eh el n® l)A = @ se toma A =R se puede
definir sucesiones de nimeros reales del mismo modo que alli se definen
sucesiones de mnimeros racionales, es decir, se habra ampliado Fa nocién
de sucesidn del campo racional al cuerpo real. Tomo hemos defimido el

a en el campo real, podremos asimismo am-

=7
[=H
—I\
A-I-

orden, el modulo y la Aiferena

pliar 1la nocién de limite que dabamos para sucesiones de nimeros racio-

nales dandola para sucesiones de nimercs reales, a seber: Sea{rn§ nelN
una sucesién de nimeros reszles, si existe un nimerc r&R tal yue para to-
do E€ Ry £>0 es Posi.ble determiner un nimero naturzl k = k(g ) mo-
do que ;

o Bl g para n>k




- ’ .
se diréd que la suce51én_fr;L§tiene 1imite =,

Igual que en @ en R si existe el limite es unico. Ademis todz s=

4

cesion que tiene limite se llama conversente

Fuesto que segin la definicidn de orden dado un § ER, £>0 es
2 . J o 1 )
posible determinar un '€ g, & >0 tal que g < § podremos demostrar fa-

cilmente.

Proposicicn 13.- Si una sucesibén de nfimercs racionzles {qng tie~

£ . L
ne MHR limite g seegfin 1z definicién en R tendrid &1 mismo limite q segin

la definicidn dadas en 4, e inversamente.

(=%

Ahora pse puede demostrar una proposicién gue dara mayor unidad e

la definicibén de niimero real gtdaﬂa mis arriba.
Proposicicén 14.- Sea r un nimero_rezl cualcuiers V'fqnf un_repie=
sentante de la clzse de sunesiones de Cauchy de niimeros racionales cue

corresponde a r, entonces el limite en R de{ qnj es r

En efecto,y el nﬁmero ¥~ G donde se supone gue m tome un valor
que de momento supondremos fijo, correspondera a la clase de sucesiones
de Cauchy uno de cuyos representantes es-fq_' %jgllén- Ademés puesto que
%Q%L}es une sucesibén de Cauchy, para cuzliuier & >0 es posible determi-

nar un numero naturzl k t2l que

21<E para n,m>k

Por lo teanto segun lag definicicones de orden ¥y médulo es facil:wver gue
|7 = g l& g para m > kj !.

b

de 1imite dade en este mis-

3

la arbitrariedad de § , segin 1la definicio

) . o i? rsnional y
chy de nfimeros racionales eus reppesentantes tienen limite reacional ¢

sate mimero g, shora acshamos de ver Gue con la

esta clase representa

1lim 1te

O

. 1 i SLle it se
2 R la clase de sucesiones e Cauchy de nimercs racionzles ue represens




7,
ta un numerc real r cuzlguiera tiene tamhién 12 nroniedad de gue sus re-

presentantes tiemen todos 1imite r. De estc

D
i~

fue que @ es denso en

R, lo cue qguiere dee

(e

b

"

naTa
cAé Fodo re R pueie zpxmximzxxg hallarse un nime-

-.‘J

ro g&€% de modo que el mdédulo Ae la Aiferencia r - g sea inferior a cual-

guier mimero > O dado.
Igmal yue paera los nimeros racionzles wede darse la definicién

=

. 7 .
de sucesion de Cauchy de niimercs rezles, y, lo mismo que en 4, en R toda

aulcesidn converzente es una sucesidn de Cauechy Dpues

Pero al contrarioc de lo que sMcedia en Q, en R es-valido el reci-

proco, es deciry gq&gﬂzg/éh;ﬁEZZﬁzyibéﬁzé%ﬁqﬁﬁaég

Proposicidnl5.- En R X condicibn mecesariz y suficiente para

p A .
que una sucesidn se- convergente, ae gue sea unz sucesion de Cauchy.

- ] q’ -
Como va hemos protedo que toda sucesidén conveorgente de nimeros
reales eg uUns sucesibn de Cauchy, parz demostrar la preposicion 15 es su-

PR
fi‘-‘i_en';.'-e 1--'\'\0 Trar cue to:ifﬁ: q]\lneqié-ﬁ ae 1J,"33‘,_1(:{;";_;\If tq_{:f‘le 1271 l ’1lteo

cién parz enslcuier §> O pieie determinarse un n'mero natursl k = k(§ )

tal gue

-7 | L8 Hara n,m> K.
| I"n Tm &' 8 3

Por otraz parte si i& %eq una sucesidn de numeros PCHlthOS e
tiene 1limite O; puesto gue segin hemos 1icho todo nfmero rial esl'mite

) . 5 wWeA uede determinar
ie una sucesidn de amerss racionales, para cada r, se pue S

un G, tal gue

lr-n- qn'd.gn

cero podremo= deter-

42

Ademis puesto Que suponemos que %51@% tlene limite

¥

minar un k' de modo que




(20) £ o & para ns k!
“n

y,por lo tanto si k" es el mavor de los nmeros naturales k y k' resul-

'l
tarsa

+ lr=-r | + |

(21) la *HW ’qn ﬁ' n m m

qml< 3E gi n,m>k"

esta desigualdad resulta como en otras ocasiones de la relacidén del fi-

(o]

nal del n? 5.
De (21) dada la arbitrariedad de & se sigue que la sucesitn {qq%
= A 3 rn ~ 3
es una surcesion de Cauchy de nmimeros rzcionales. For lo tanto puede to-
marse como representaznte de una clase gue define un nimero real r. Segln
la prorosicidn 14 1= gucesién.{qni‘tiene limite vy o sea, es posible pa-

ra cualguier € > 0 determinar un nimero natural k™ tal gue
| < & para n>k™

y si suponemos que k' verifica (20) para este valor de &, y si ki es el

mayor d¢ los nimercs naturszles k' y k"' tendremos

lr - Tnléé lr - qnl # lrm- qn]§; 2E si n;»kl

y la arbitrariedad de § demuestra gue {I}ﬁtiene limite r&R. que es 1o

gue se queria demostrar.

=1

n consecuencia el metodo de las sucesiones de Cauchy yue 1nos
ha permitido ampliar el cuerpo @ no permite ampliar el cuerpo R. Esta

propiedlad se expresa diciendlo gque R es completo. !

. oW
Teniendo en cuenta el orden y 1la monotonia respecto &' la suma y

al producto expresadas por

! F ot (r" arbitrs rio)

jo 1]

¢ rar' st sigue v+ 'z
"
de r >1', si r">0, se sigue rr" = r'r’,

i
ez tpi ot o7 A A B
ﬂ‘n»{w,ﬁwﬁm_ W%weda S oIT e T T s eTmuiente forma:

B

.12 proposicidén 11

v ] 1ensilo.
Proposicién 16.- R es_un cuerpo completo ¥ ordenado

'

Podria demostrarse que todo cuerpo completo ¥y ordenado es 1so-




morfo al cuerpo de los nimeros reales pero como este resultado no nos ¥EEx
seria de utilidad para lz continuacidén de esta seccidn y puesto yue ade-
més su demostracidn es algo complicada no lo haremos.

Por el contrario vamos a demostrar otra propiedad del cuerpo R

Proposinidn 17.- El nuerpo R es arguimediano.

Sean r y r' dos nu’'meros rezles positivos y.{qn§ y {qﬁ‘gdos re-
presentantes pertenecientes respectivamenhte a la clase qQue corresponden
ary r'. 3upongamos que r < r',para demostrar la proposicién eg suficien-
te probar la existencia de un nfimero naturzl k tal gue kr>r'.

En primer lugar segin la proposicidon 4, alterando los primeros
terminos de la sucesién.gqni, lo cual no cambiara la clase a que pertene-
ce, puede determinarse un niimero recional'7j> 0 tal que para todo valor
de n se cumpla qn>'7.

En segwundo lugar por la proposicidn 9 podremos determinar un na-

mero racional M" tal que para todo valor de n
qr'l < M!
¥y puesto que el cuerpo racional @ es arquimediano, se podréd determinar un
nimero natural k de modo gue
h7¢>np
¥y con mayor motivo para todo valor de n

kan > 4p

s 7

y seglhn la definicidn de orden y producto resultaréd finalmente |

b
kr > r! '

gque eg lo gue se gueria demostrar
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