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1. INTRODUCCION

La resolucién de problemas correspondientes a fenémenos fisicos regidos por ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, lineales o no, implica un conocimiento profundo de calculo analitico o numérico por lo
que, en general, estos problemas no se encuentran al alcance de los alumnos de facultades de ciencias o
escuelas de ingenieria, desconocedores en su fase de formacién de estas modernas y complejas técnicas
matematicas. A pesar de ello, es posible, en muchos casos, abordar la resolucion de los mismos recurriendo
al empleo de analogias y resolviendo los modelos formalmente equivalentes (es decir, regidos por el mismo
conjunto de ecuaciones) mediante programas de ordenador adecuados a tal fin. Este es el caso de las ana-
logias eléctricas ya que, una vez elaborado el modelo en red, se dispone de programas de resolucién de cir-
cuitos de facil manejo.

El conjunto de ecuaciones que rige un buen nimero de fendmenos fisicos es reducido. Asi, los problemas
de difusion y transporte de calor y los de difusion y transporte de masa obedecen a una misma ecuacion
que, a su vez, con pequefias modificaciones, es también la ecuacion de difusion y reaccion de contaminan-
tes en suelos y en la atmésfera. La analogia se establece, en este caso, adoptando una equivalencia entre las
magnitudes propias de transporte: el potencial causante del flujo (presion, concentracion, temperatura...)
es la tension eléctrica en el modelo en red mientras que el propio flujo (materia, calor...) es la corriente
eléctrica (Gonzélez-Fernandez, 2002).

La elaboracién de un disefio equivalente de red que obedezca a estas ecuaciones permitiria de forma rapi-
da, precisa y eficaz resolver y simular estos problemas y un sinfin de variantes de los mismos, lo que daria
al estudiante una potente herramienta de aprendizaje en el campo de la ciencia y la ingenieria.

La metodologia propuesta en este trabajo no es nueva aunque la literatura hace uso de ella s6lo para pro-
blemas lineales. Aqui pretendemos extenderla a problemas de caracter no lineal aprovechando los disposi-
tivos que, a tal efecto, estdn integrados hoy en las librerias de estos programas. Aplicaciones ya publicadas
de esta metodologia pueden encontrarse en las referencias Cerro y Alhama, 2004, Cerro, Campo y Alhama,
2004,y Cerro, Gomez-Lopera y Alhama, 2004;
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2. PROCESOS DE TRANSPORTE. CONDUCCION DE CALOR

Antes de abordar en detalle algiin ejemplo concreto presentaremos, bajo un esquema simple pero
general, el problema de los procesos de transporte. Dado un sistema material continuo, entenderemos que
una magnitud o propiedad P se transporta en el seno del mismo si dicha propiedad satisface la ecuacion de
balance local (referida a un punto del espacio o un volumen infinitesimal dV limitado por una superficie
infinitesimal dS) dada por la expresion (Gonzalez-Fernandez, 2002)

daP(x,t)
ot

donde P(r,t),y o(r,t) son funciones continuas relacionadas con la magnitud transportada y a es una cons-
tante independiente del tiempo, ¢, y la posicién, r. El término daP/dt puede deberse a dos contribuciones: a
la produccién o destruccion de aP por la existencia de fuentes y/o sumideros y a la transferencia de la can-
tidad aP a través de la superficie dS. Por tanto, o y V-j serdn, respectivamente, los términos de produccién-
aniquilacion y transferencia de dicha cantidad. Como vemos, la ecuacion [1] es una ecuacion en derivadas
parciales (EDP) cuya solucién, que requiere de un conjunto de condiciones de contorno, es en general com-
pleja.

+Vj(r,t) = o(rt) [1]

Una primera simplificacién de la anterior ecuacion proviene de considerar que el proceso tiene lugar en
una sola direccién (unidimensional). Entonces, utilizando geometria cartesiana y considerando que la coor-
denada x es la correspondiente a tal direccion espacial, dicha expresion queda simplificada en la forma

oP  Jj

a—+—=0
ot ox 2]
Estas ecuaciones han de discretizarse en la variable espacial conformandose un conjunto de ecuaciones
diferenciales (en el tiempo) en diferencias finitas que sirven de base para el disefio del modelo en red. Asi,
en general, conocida la ecuacién de balance de un fenémeno de transporte concreto y tras establecer una
analogia entre variables fisicas y eléctricas, se puede disefiar un modelo en red (circuito eléctrico) equiva-
lente cuya solucién numérica es idéntica. La solucién del modelo en red en un programa de simulacién ade-
cuado permite interpretar los resultados en funcidn de las variables fisicas de interés y escudrifiar aspectos
complementarios de la solucién muy intuitivos en el modelo.

Como ejemplo tipico de proceso de transporte podemos citar la conduccién de calor. El objetivo principal
de este analisis es encontrar la distribucién de temperaturas en todos los puntos del medio y la densidad de
flujo de calor en cualquier seccién del mismo. La ecuacién térmica de balance es

o .
pcat—+ *J=0 [3]

donde p es la densidad del medio, ¢ el calor especifico, T la temperatura, j la densidad de flujo de calor oy
la razon de generacién de energia interna de calor por unidad de volumen.

3. EJEMPLO DE ANALOGIA ELECTRICA: ALETA 1-D BAJO CONDICIONES DE CONVEC-
CION Y RADIACION

Veamos, como ejemplo, el caso de una aleta simple de seccion arbitraria que trabaja bajo condiciones de
contorno de conveccion y radiacion (Fig. 1). La no linealidad inherente a la radiacién no permite encontrar
una solucién analitica de los problemas sometidos a esta condicién de contorno, por lo que sélo es posible
obtener soluciones numéricas aproximadas. El modelo en red (Gonzélez-Ferndndez, 2002) esta basado en
la clasica analogia termoeléctrica descrita en los libros de texto de transmisién de calor (Incropera y
Dewitt, 1996) que asocia las variables térmicas densidad de flujo de calor y temperatura a las variables eléc-
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tricas corriente y potencial eléctrico respectivamente. Este modelo supone un avance sobre la analogia cla-
sica ya que por un lado, puede asumir problemas no lineales, y por otro, los modelos disefiados pueden eje-
cutarse en un programa adecuado de simulacidn de circuitos eléctricos de los muchos que existen, incluso
en versiones educativas.
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FiGUra 1
Geometria y configuracion fisica de la aleta

La Fig. 1 muestra el esquema fisico de la aleta de seccion arbitraria, cuyo modelo matemadtico esta integra-
do por las ecuaciones (Incropera y Dewitt, 1996):
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FIGURA 2
Modelo en red para un elemento de volumen de aleta

El modelo en red de un elemento de volumen de la aleta se muestra en la Fig. 2. Los valores de las resis-
tencias y el condensador son R, = R;,= L/(2N k) y C; = (L/N)pc,. G;. y G;, son generadores de corriente
controlados que implementan los flujos de conveccién y radiaciéon. N es el nimero de elementos de volu-
men o circuitos conectados en serie.

Si se disefla un programa de cédlculo adecuado que resuelva la red eléctrica y tenga una interfaz sencilla y
agradable, se puede proporcionar a un alumno esta herramienta para que él mismo estudie directamente
el problema y obtenga su solucién de un modo inmediato, pudiendo €l, entonces, interpretarla ayudando-
se de la analogia termoeléctrica. Nosotros tenemos experiencia en este sentido, fruto de la cual ha sido el
diseno y mejora de diversos programas educativos de aplicacion del método de redes (del Cerro, Gémez-
Lopera y Alhama, 2004) y que actualmente tenemos en fase de evaluacion directa sobre los alumnos de
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nuestras universidades. Hemos disefiado diversas précticas de simulacién y resolucién en un ordenador,
précticas que serian, en unos casos, excesivamente caras de adquirir, y en otros, imposibles de montar.
Hemos podido comprobar que la utilizacién de los mismos permite a los alumnos una compresion mds
directa, rdpida y profunda de los problemas estudiados que los cldsicos métodos educativos, y hemos con-
seguido introducir en los planes de estudio materias imposibles de estudiar anteriormente.

4. CONCLUSIONES

El uso de analogias de redes eléctricas basado en el Método de Simulacién por Redes, que asocia de mane-
ra adecuada las magnitudes de transporte de diferentes fendmenos fisicos con sus equivalentes en el trans-
porte eléctrico (diferencia de potencial y corriente eléctrica), permite obtener de un modo rapido (tiempos
de computacion despreciables) y muy preciso la soluciéon numérica de cualquier problema complejo que
venga formulado por una EDP (o un conjunto de ellas acopladas entre si) y un conjunto de condiciones de
contorno. La analogia propuesta, que evita enfrentar al alumno con el engorroso aparato matemaético aso-
ciado a las solucion de estas ecuaciones, cuando existe, es muy intuitiva para alumnos de carreras de cien-
cia e ingenieria ya que conocen bdsicamente la teoria de circuitos. El material requerido es un ordenador
y un programa de simulacién de redes eléctricas. La potencial aplicacién de este método de analogias en
estos niveles de ensefianza superior se descubre como una poderosa herramienta al alcance de cualquier
laboratorio y de inestimable ayuda para el profesor.
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