TAXONOMIA FORMAL

Jesis MOSTERIN

1. CLASIFICAR

Una de las actividades cientificas més frecuen-
tes es la que consiste en clasificar' los individuos
de un ambito determinado, de tal modo que po-
damos hablar, pensar y formular leyes ¢ hipéte-
sis sobre ellos con mas facilidad. Cuande nos po-
nemos a clasificar un dominio de objetos, no
consideramos terminada nuestra tarea hasta que
la clasificacién o coleccidn de clases introducidas
los abarca a todos. Esto puede precisarse dicien-
do que el resultado de clasificar un conjunto A ha
de constituir un recubrimiento de A.

Un recubrimiento de A es una familia de sub-
conjuntos no vacios de A tal que la unién de
todos ellos es 1déntica a A. Formalmente,

1.1. G esun recubrimientc de A

ESGCPANDEGAUG = A

Las clases que constituyen una clasificacién
pueden solaparse, pueden ser solapantes. Por
ejemplo, la clasificacién de los humanes por na-
cionalidades es solapante, pues hay individuos
con doble nacionalidad. La clasificacién de los
estudiantes de una universidad por la facultad en
que estin matriculados puede ser solapante, pues
algunos alumnos pueden estar matriculados en
miés de una facultad. La clasificacion ecoldgica de
los animales por el tipo de ecosistemas en que se
encuentran es solapante, pues algunos animales
moran en ecosistemas de diverso tipo. Frente a
esta clasificacidn ecolégica la clasificacién siste-
miatica de los animales no admite solapamientos,
sino que pretende clasificarlos de tal modo que
un mismo animal no pueda estar en dos clases
distintas (del mismo nivel), es decir, pretende ser
una clasificactén no-solapante. La clasificacidn
de los dtomos en elementos quimicos y la clasifi-
cacién de los humanes por su afto de nacimiento
también son no-solapantes. El resultado de clasi-
ficar A no-solapantemente constituye no sélo un
recubrimiento de A, sino incluso una particién
de A.

Una particién de A es un recubrimiento de A
cuyas clases son todas disjuntas entre sf, es decir,
sin elementos comunes. Formalmente,

1.2. G esuna particién de A
ESGCPANDEGVUG=AAVXY
(XEGAYEGAX#Y>2>XnY=0Q)

Las clasificaciones més importantes cientifica-
mente son las no-solapantes, y a ¢llas nos limita-
remos aqui. En lo sucesivo, siempre que hable-
mos de clasificaciones, queremos decir clasifica-
ciones no-solapantes.

Suele llamarse clasificacidn tanto a la actividad
de clasificar como al resultado de esa acrividad, la
particién. Esta ambigiiedad es inofensiva. Mis
grave es que a veces se utiliza la misma palabra
clasificacién para referirse a dos actividades o
procesos totalmente distintos: la clasificacién de
un dominio de individuos en clases por un lado,
y el diagnéstico o identificacién,? de uno de esos
individuos como perteneciente a una de esas cla-
ses previamente establecidas, por otro. La prime-
ra constituye una actividad cientifica creativa,
mientras que la segunda es una mera préctica.
Esta distincién es paralela a la que puede estable-
cerse entre metrizacién (introduccién de una
magnitud métrica en un campo previamente cua-
litativo) y medicién (determinacién del valor
concreto de esa magnitud para un individuo de-
termlnado) No puede haber medici6n sin metri-
zacidn previa, como no puede haber diagnéstico
sin previa clasificacién.

El médico diagnostica la dolencia concreta que
padece el paciente en un momento dado mterpre-
tindola o reconociéndola como (elemento de)
una enfermedad determinada, lo cual presupone
una previa clasificacién de las dolencias concretas
en enfermedades. El naturalista de campo, o ¢l
aficionado provisto de una guia de campo, diag-
nostica o identiftca una planta o un pédjaro que
tiene ante sus 0]0s COMO perteneClentc 4 una cler-
ta clase de una clasificacidn previamente estable-
cida. A las clases establecidas por una clasifica-
cién les llamamos taxones. En este sentido, una
enfermedad (clase de dolencias) o un elemento
quimico (clase de dtomos) o una especie biologi-
ca (clase de organismos) es un tax6n y, por tanto,
el diagnéstico es el proceso que asigna un indivi-
duo de un dominio determinado al taxén que le
corresponde {al que pertenece).

El diagnéstico es, pues, una funcién que a cada
individuo de un dominio determinado asigna el
taxdn de una clasificacién o particién dada, ese
dominio al que el individuo en cuestidn pertene-
ce. Puesto que todo individuo pertenece a un
taxén y sélo a uno de una particién dada, e
taxén al que ese individuo pertenece esta univo-
camente determinado. la funcién dg diagnéstica
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depende de la particién dada Q. Sea Q una parti-
cidn de A. dg: A — Q. Definimos:
1.3. dg = {4, D | a€EA A ZEQ A aEZ)

La tarea de diagnosticar o identificar €A res-
pecto a la particidon Q de A significa calcular el
valor d¢(a). Para ello a veces nos servimos de la
observacién de los sintomas observables de a4 y
los comparamos con los sindromes (conjuntos de
sintomas caracteristicos) de los diversos taxones.
Otras veces hemos de considerar ciertas relacio-
nes en que 4 esta o no esti con otros individuos,
etc.

La nomenclatura es la asignacién de nombres
convenidos por la comunidad cientifica a los di-
versos taxones distinguidos en la clasificacién.
Pero aqui no vamos a ocuparnos del diagnéstico,
ni de la nomenclatura, sino sélo del resultado di-
recto de la clasificacién: las particiones.

2. PARTICIONES Y RELACIONES DE
EQUIVALENCIA

2.1. Como es sabido, hay una estrecha correla-
cidn entre las particiones y las relaciones de equi-
valencia, y aqui mismo usaremos mds adelante
una cierta relacién de cquivalencia para definir
una particién (la fusién de dos particiones dadas}
que nos interesa caracterizar.

Una relacién de equivalencia en A es una rela-
cién R C AxA, que es reflexiva, simétrica y tran-
sitiva.

Por ejemplo, la identidad es una relacién de
equivalencia en cualquier conjunto. El paralelis-
mo es una relacién de equivalencia entre rectas.
El tener el mismo niimero de protones en el ni-
cleo es una relacién de equivalencia entre
atomos.

Si R es una relacién de equivalenciaen A y x en
un miembro de A, entonces el conjunto de todos
los miembros de A que estdn en la relacién R con
x se llama la clase de equivalencia (respecto a R)
de x, simbolizada como xz. x mismo es un repre-
sentante de xz. Definimos:

2.2, xz = yEA|ny}

De aqui se sigue como corolario que dos clases

de equivalencia xz y zg son idénticas si y sélo st

sus representantes x y z estin entre si en la rela-
¢cién de equivalencia R.

2.3. Vxz€A (xg = zg &> xRz)

Llamemos Part, al conjunto de todas las parti-
ciones de A. Y llamemos Eqa al conjunto de
todas las relaciones de equivalencia en A. La co-
rrelacién aludida anteriormente consiste en que
cada particién de A determina una cierta relacion
de equivalencia en A, y cada relacién de equiva-
lencia en A determina una cierta particién de A.

Sea Q una particién de A. La relacion de equi-
valencia R, inducida o determinada por Q ¢s la
relacién en que estdn dos individuos de A s1y
s6lo s1ambos pertenecen al mismo Q-taxén. De-
finimos:
2.4, RQ { (x, ) E A? | dQ (x dQ (y)}

Ficilmente se comprueba que R es una rela-
cién de equivalencia.

Sea R una relacién de equivalencia en A. La
particién A/R de A inducida o determinada por
R es el llamado espacio cociente de A respecto a
R, es deair, la clase de todas las relaciones de
equivalencia de R. Definimos:

2.5. A/R = { xg | xEA}

Facilmente se comprueba que A/R es una par-
ticién de A.

Precisamente una particién cualquiera de A
coincide con el espacio cociente de A respecto a
la relactén de equivalencia inducida por esa parti-
cién. En resumen:

2.6. REE, = A/REPart,
2.7. QEPartA $ RQEEqA
2.8. Q€Part, > Q = A/R,

Con frecuencia se introducen las particiones
mediante relaciones de equivalencia. La particién
de las rectas del plano en direcciones es la parti-
¢ién inducida por la relacidon de equivalencia de
paralelismo, es decir el conjunto cociente de las
rectas por ¢l paralelismo. La particién de los ito-
mos cn elementos quimicos es la particién indu-
cida por la relacién de equivalencia de tener igual
nomero de protones en el nicleo, es decir, el
conjunto cociente de los dtomos por la igualdad



del niimero de protones. La parucién de los
fonos de una lengua en fonemas es la particion
inducida por la relacién de equivalencia de susti-
tuibilidad salva significatione, es decir, el
conjunto cociente de los fonos por la sustitwibili-~
dad salva significatione.

Llamemos /4 es la identidad restringida a A, es
decir, I, = {e,0 € A? | x = y}, y llamamos ‘A
a la clase de todos los pares de elementos de A, es
decir, A2 = A X A.

Como ficilmente se comprueba, 14 es no sdlo
una relacién de equivalencia en A, sino incluso la
minima relacidn de equivalencia en A, en ¢l senti-
do de que estd incluida en todas las demis. A%
por el contrario, no sélo es también una relacién
de equivalencia en A, sino que ademds es la méxi-
ma, en el sentido de que todas las demds estin
incluidas en ella. En resumen:

2.9. IA = EqA

2.10. I = NEqa

2.11. paratodaR:(R € Eqq4 > I, C R)
2.12, AZ E EqA

2.14. para todaR (R € Eqs > R C AY)
2.15. (Eqa,C» es una ordenacion parcial, con
minimo, 14, y mdximo, A

3. LARELACION DE MAYOR O IGUAL
FINURA

Un dominio A de individuos puede clasificarse
o partirse de muy diversas maneras, tantas como
elementos posee Part4. Asi por ejemplo, los ani-
males pueden clasificarse geograficamente, segin
el continente u océano en que viven, o ecoldgica-
mente, segin el tipo de biotipo que habitan, o
sistematicamente por especies, O sistematicamen-
te por rdenes, etc. Unas clasificaciones o parti-
ciones son a veces més finas que otras, pero con
frecuencia son incomparables entre si. La clasifi-
cacidn geogrifica de los animales es incompara-
ble con su clasificacidn sistemdtica en especies,
pero esta Gltima es comparable con su clasifica-
¢ién sistemdtica en 6rdenes y resulta mds fina que
ella.

Una particién es mds (o igual de) fina que otra
cuando hace todas las distinciones que esa otra
hace, y quizis todavia algunas mis. Mis precisa-
mente, una particién P es mis (o igual de) fina
que Q s1 y s6lo s1 cada taxén de P estd incluido en
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un taxén de Q. Cada especie estd incluida en un
género y en un orden. Por eso la clasificacién de
los animales en especies es més fina que la clasifi-
cacién en géneros o ¢n 6rdenes. Simbolicemos la
relacion de mayor o igual finura entre particiones
mediante «<», Sean Py Q particiones de A. De-
finimos:

31, P Q2> VXEPHZEQ(XCY)

Otra condicién equivalente (no entre recubri-
mientos en general, pero si entre particiones) cs
la de que cada tax6n de la primera particién esté
incluido en o sea disjunto con cada taxén de la
segunda.

3.2. P Q> VXEPVZEQ
(XCZvXnZ=0)

Como ficilmente se aprecia, la relacién < de
mayor ¢ igual finura entre particiones de A cs
reflexiva, antisimétrica y transitiva, es decir, es
una relacién de orden parcial en Part,. Esta or-
denacién parcial tiene un minimo, el conjunto de
todas las clases unitarias o singletones de A, al
que simbolizaremos por Sng, y tiene un méxi-
mo, {A}. En efecto, Sng, no sélo es una paru-
cién de A, sino que ademas es mds fina que cual-
quier otra particidn de A. Y {A} no s6lo es una
particién de A, sino que es la mds grosera de
todas las particiones de A.

3.3, Sogq = {{x} | x€EA}
3.4. VQEPart,: Sngy € Q
3.5. VQEPart,: Q < {A)

En resumen, (Part4,<) es una ordenacidn par-
cial con minimo, Snga, y maximo, {A}.

4. JERARQUIAS TAXONOMICAS

Un mismo dominio de individuos puede clasi-
ficarse de muy diversas maneras, dando lugar a
distintas particiones del mismo. Asi, podemos
clasificar los minerales por su color, o por su es-
tructura cristalina, o por su composicién quimi-
ca, o por el lugar en que se encuentran, etc.
Todas estas clasificaciones son 1ndepend1entes
unas de otras y son incomparables entre si en
cuanto a finura. No forman una jerarquia taxo-
némica.
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Otras veces sin embargo nos encontramos con
clasificaciones intcrdcpendientes cuyas particio-
nes son comparables entre si. Asi podemos clasi-
ficar las dolencias que nos aquejan en hereditarias
y adquiridas. Més finamente podemos clasificar
las adquiridas en traumaticas, degenerativas e in-
fecciosas. Todavia mds finamente podemos clasi-
ficar las infecciosas en viricas, bacterianas, fingi-
cas, etc, Podemos seguir afinando mds y clasifi-
car las bactertanas en producidas por bacilos, por
estreptococos, etc. Y ain mis finamente pode-
mos clasificar las dolencias bacterianas produci-
das por bacilos en enfermedades como el tétanos,
la tuberculosis, etc. Todas estas clasificaciones
son comparablcs entre si en cuanto a finura. For-
man una jerarquia taxonémica. Todos los indivi-
duos (en este caso, las dolencias concretas) que
sean miembros de un taxén de la particién mas
fina (en este caso, la particién en enfermedades),
serdn también miembros de un mismo taxén en
cada una de las otras clasificaciones. Todas las
dolencias concretas que sean casos de tuberculo-
sis seran producidos por bacilos, de origen bac-
teriano, infecciosas y adquindas.

I.a mayoria de los subconjuntos de Party, es
decir, la mayoria de los conjuntos de particiones
de A contiencn particiones incomparables entre
s en cuanto a finura. S ocurre que un conjunto
H de particiones de A sélo contiene particiones
comparables entre si en cuanto a finura, diremos
que H consutuye una jerarquia taxondmica
sobre A.

4.1. H es una jerarquia taxonémica sobre A &=
HCParty AVXYEH(X €YV Y=< X)

Habiamos visto en 3 que (Part,, <) es una or-
denacién parcial. Un subsistema de (Party, <)
que constituya una ordenacién total (o lineal o
cadena, segin la terminologia que se prefiera)
constituye siempre una jerarquia taxondmica
sobre A. Por eso una definicion alternativa de je-
rarquia taxonémica ¢s:

4.2. H es una jerarquia taxondmica sobre
A &= HCParty A (H,<) es una ordenacion total

En el contexto de una jerarquia taxonémica H,
las diversas particiones que forman H se suelen
llamar categorias de H. Asi los individuos del

dominio bédsico A son miembros de los taxones
de diversas particiones o categorias. Los taxones
mismos son miembros de las particioncs o cate-
gorias. Y las particiones o categorias son miem-
bros de la jerarquia taxonémica.

Las jerarquias taxondmicas mas conocidas son
las usadas en la biologia. La llamada jerarquia ta-
xondmica linneana consta de siete categorias: es-
pecie, género, familia, orden, clase, phylum y
reino, que constituyen otras tantas particiones
del dominio de los organismos. Asi, un organis-
mo concreto, por ejemplo, esta abeja que pasa
ahora zumbando por aqui, pertenece a la especie
Mellifera, al género Apis, a la familia Apidae, al
orden Hymenoptera, a la clase Insecta, al phylum
Arthropoda y al reino Animalia. Cada uno de los
taxones citados estd incluido en todos los si-
guientes. Cuando decimos que esta abeja perten-
ce por ejemplo al género Apis, queremos decir
que pertence al taxon Apis, el cual, a su vez, per-
tenece a la categoria género (o, si se preflerc, en
latin, genus). Esta abeja es un individuo que es
miembro del taxén Apis. El taxén Apis es miem-
bro de la categoria género. La categoria género es
miembo de la jerarquia taxonémica linneana.

A partir de la jerarquia linneana se obticnen a
veces otras ]erarqulas taxonomlcas mas amphas
anadiendo nuevas categorias, como tribu {entre
género y familia) o coborte (entre orden y clase),
o como las formadas con los prefijos super y sub
(superfamibia, subfamilia, etc.).

Dada una jerarquia taxondmica H cada catego-
ria de esa jerarquia tiene un clerto rango o nivel.
Puesto que todas las categorias o particiones de
H son comparables entre si, podemos ordenarlas
de tal modo que la mas fina aparezca en primer
lugar (tenga rango 1), la siguiente mds fina tenga
rango 2, etc., hasta llegar a la menos fina, que
tendrd maximo rango o nivel. Asi, enla) jerarquia
taxonémica linneana la categoria especie tiene
rango 1, la categoria género tiene rango 2, la cate-
goria familia tiene rango 3, la categoria orden
tiene rango 4, la categoria clase tiene rango 5, la
categoria phyium tiene rango 6 y la categoria
retno nene rango 7.

Sea H una jerarquia taxondmica que conste de
n particiones o categorias. Puesto que (H,<) ¢s
una ordenacién total, hay un isomorfismo de
(H,<» con ({1,2,...n},=» es decir, una funcién
biyectiva f: H — {1,2,..n} tal que para cada
X.YEH:



X<Y & fiX) < f(Y)

Esta funcidn estd univocamente determinada y
constituye el rango. Para cualquier XEH:

4.3. rango (X) = {(X)

Naturalmente esta definicion sélo vale para je-
rarquias finitas, es decir, con un nimero finito
de particiones o categorias, que son las que se
usan en la clencia. 51 quisieran considerarse tam-
bién jerarquias infinitas bastaria con tomar seg-
mentos iniciales cualesquiera del conjunto Q de
todas los ordinales, en vez de segmentos iniciales
de N, como hemos hecho aqui.

El rango de una categoria o partiidn de una
jerarqufa taxondémica es un ndmero natural.
Cuanto mayor es el rango tanto menor la finura
de la particidn. Para cualesquiera particiones X,
Y de una jerarquia H:

4.4, X €Y &> rango{X) < rango (¥}

También se suele decir que un taxdn tiene
rango, a saber, el rango de la categoria a la que
ese taxon pertence. Asi, en la jerarquia taxoné-
mica linneana el género Apis tiene rango 2, es
decir, el género Apis pertenece a la categoria gé-
nero, que es la que propiamente tiene rango 2.

5. LA PARADOJA DE GREGG

Los bidlogos clasifican los organismos en ta-
xones de diverso rango. Normalmente los taxo-
nes de rango superior incluyen varios taxones de
cada rango inferior y, por ello, tienen mis miem-
bros que ellos y son extensionalmente distintos
de ellos. Asi, por ejemplo, la clase Insecta 1n-
cluye muchos otros drdenes, ademis de Hyme-
noptera; el orden Hymenoptera incluye otras
muchas familias, ademis de Apidae. La familia
Apidae incluye otros géneros, ademds de Apis,
etc. Asi, pues, el caso normal consiste en que un
tax6én de cierto nivel es un subconjunto propio
de otro taxdn de nivel superior, pero no coincide
con él. Estos taxones normales, que incluyen va-
rios taxones de nivel inferior dado, se llaman ta-
xones politipicos. Sin embargo, no todos los ta-
xones son politipicos, también los hay monotipi-
cos. Veamos algunos ejemplos.
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Los botanicos clasifican las plantas del modo
ya indicado en especies, géneros, familias, 6rde-
nes, etc. Ast los ginkgos, los conocidos irboles
procedentes de la China con hoja en forma de
abanico pertencen a la especie Ginkgo biloba, al
género Ginkgo, a la familia Ginkgoaceae y el
orden Ginkgoales. Pero todos esos taxones, de
diferente rango, contienen exactamente los mis-
mos individuos: los ginkgos. El orden Ginkgoa-
les incluye una sola familia, que incluye un solo
género, que posee una sola especie. Todos esos
taxones son monotipicos.

Los ornitélogos clasifican las aves dentro de
las categorias de [a jerarquia linneana. Los kiwis,
primitivas aves sin alas tipicas de Nueva Zelanda,
son los {inicos animales pertenecientes al género
Apteryx, a la familia Apterygidae y al orden Ap-
£erygxformes, que, por tanto, sON taxones mono-
tipicos. El orden Aprerygiformes contiene una
sola familia, Apterygidae, que a su vez incluye un
solo género, Apreryx el cual, sin embargo, se
subdivide en 3 especies distintas.

Los ornitortincos son unos primitivos mami-
feros australianos y los zodlogos los agrupan en
una sola especie, Ornithorhynchus anatinus, que
es la Unica de que consta el género Ornithorbyn-
chus, que a su vez es el tnico incluido en la fami-
lia de los Ornithorbynchidae. Los tres taxones
mencionados son por tanto monotipicos.

Los oricteropos o cerdos hormigueros son
unos mamiferos africanos de largo morro cilin-
drico y poderosas patas delanteras que les sirven
para excavar la tierra. Los zodlogos los clasifican
en una sola especie, Orycteropus afer, que es la
tunica de que consta el género Orycteropus, que a
su vez es el Unico que estd incluido én la familia
Orycteropodidae y en el orden Tubulidentata.
Todos estos taxones son también monotipicos.

Si los taxones de la clasificacién biologica son
conjuntos, entonces los taxones monotipicos
{que tienen los mismos elementos) han de ser
idénticos, pues dos conjuntos con los mismos
elementos son ¢l mismo conjunto. Pero los bié-
logos sistemdticos, que establecen las clasifica-
ciones, piensan que una especie es siempre algo
muy distinto de una familia, por ejemplo. Por
tanto, aunque una familia y una especie tengan
los mismos elementos (organismos), serdn taxo-
nes disuntos. El primero que se dio cuenta de
esta dificultad fue John R. Gregg, y desde enton-
ces se conoce como la paradoja de Gregg.
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Desde 1954 en que Gregg® llamd la atencidn
sobre la paradoja que lleva su nombre, se han
propuesto diversos intentos de solucién.

En 1957 Parker-Rhodes* propuso definir un
taxén superior no como un conjunto de indivi-
duos (es decir, de organismos), sino como el
conjunto de sus taxones inmediatamente inferio-
res. Con esto se soluctona la paradOJa de Gregg,
pero se aparta uno también de la nocién intuitiva
de taxdn. Asi, un taxén de clase ya no serfa un
conjunto de organismos, sino un conjunto de or-
denes. No podriamos seguir diciendo que este
gato es un mamifero. La solucidn resulta insatis-
factoria.

En 1964 A. Sklar® propuso aiadir a las # parti-
ciones de una jerarquia A » conjuntos {disjuntos
con UH, por ejemplo, conjuntos de nimeros na-
turales) Gy,... G,, tales que para cada ij
(1=<1<j=n):G CG,pero G € G, detal
modo que cada taxén X de rango & deviniese
X U Gy. Asi (para retomar nuestro Gltimo ejem-
plo de taxones monotipicos), la especie Orycte-
ropus afer devendria {orictepopos} u {1},
nuevo  género  Oryteropus seria  {oricteropos}
W {1,2}, la nueva familia Oryteropodidae se-
ria {oricteropos} U {1,2,3}, y el orden Tubuli-
dentata seria {oncteropos} u {1,2,3,4}. Con
esto se soluciona la paradoja de Gregg, pues cada
taxén es distinto de sus correspondientes taxones
superiores y estd incluido en ellos. Se trata de un
truco técnico formalmente correcto, pues se con-
servan las relaciones de pertenencia de los orga-
nismos a los taxones (en este sentido es un pro-
greso respecto a la solucidn de Parker-Rhodes) y
las de inclusién entre taxones, al tiempo que se
disunguen los taxones monotipicos de distinto
rango (que se diferencian ahora por poseer algin
namero mds 0 menos). Pero resulta artificioso
concebir fos taxones como conjuntos de algo mas
que de organismoq y resulea insatisfactorio decir
que ¢l niimero 1 es un cerdo hormiguero.

En 1966 R. C. Buck y D. L. Hull® propusie-
ron definir intensionalmente, mediante listas de
propiedades, los taxones, de tal modo que se cxi-
gieran mds propiedades para la pertenencna a los
taxones de menor rango. Pero aqui hay una cier-
ta confusién, pues los taxones siguen siendo con-
siderados como conjuntos, es decur, como enti-
dades extensionales. Y dos conjuntos que tienen
los mismos clementos son idénticos, cualquicra
que sea el camino que sigamos para defintirlos.

En 1969 propuso N. Jardine” la primera solu-
cién sausfactoria de la paradoja de Gregg, que
consistia en definir un taxén 7' como un par or-
denado «D,n, donde D s la extension del taxdn
y r es su rango. Asi, aunque Ty, 7, y 7} sean
taxones monotipicos {es decir, de igual extensién
D} de distinto rango (es decir, de rango ry, 3, 13,
donde 7, F r;  73), sin embargo son distintos
taxones, pues (D,rp £ D,r) F (D,ry.

Desde un punto de vista intuitivo lo més satis-
factorio es considerar los taxones como conjun-
tos de organismos. El problema de Gregg puede
resolverse {0, mejor dicho, disolverse) por ¢l tri-
vial expendiente de distinguir los taxones a secas,
que seran menos conjuntos de organismos, de los
taxones jerarquizados, que serin pares ordena-

“dos de taxones a secas y rangos. Por tanto dos

taxones monotipicos coinciden en cuanto taxo-
nes a secas (son el mismo conjunto de organis-
mos), pero difieren en cuanto taxones jerarquiza-
dos (pues poscen rango distinto). Y el que los
consideremos de un modo u otro depende de no-
sotros, no de cllos.

6. SUPERPOSICION DE PARTICIONES

Frecuentemente obtenemos nuevas ¢ intere-
santes particiones superponiendo dos particiones
que ya teniamos. La nueva particion asi obtenida
es mis fina que ambas y recoge todas las distin-
ciones hechas por cualquiera deellas. $i Q y G
son particiones de A, una manera usual de repre-
sentar la superposicidn de Q y G consiste en di-
bujar una tabla cuyas filas correspondan a los ta-
xones de Q y cuyas columnas correspondan a los
taxones de G. Los cuadros o casillas de la tabla
representan entonces la nueva particin, quees fa
superposicidn de las dos anteriores. Por ¢jemplo,
sea A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, Q = {Qy, 0},
donde Q, = {0,1,2,3,4} y Q, = {5,6,7,8,9}, y
G = {G1,G3,G3,Gy), donde G, = {0},
G; = {1,3,5,7,9}, Gs = {2,4,}, y G, = {6,8}.
La tabla

G

G, Gz Gy Ga

Q, 0 1.3 24

Q, 579 6,8




representa la superposicién de Q y G. Esta su-
perposicién, {{0}, {1,3}, {2,4}, {5,7,9}, {6,8}},
es ella misma una nueva particion de A. Las casi-
llas vacias de la tabla no forman parte de la super-
posicion de Q y G, pues queremos que ésta sea
una parthton ¥ una particidn es una coleccidn de
clases no vacias.

La superposicidén de particiones para la pro-
duccién de nuevas paruciones ocurre en casi
todas las ciencias, aunque hasta ahora (gue yo
sepa) no ha sido analizada. En fonologia, por
ejemplo, la particion de las consonantes por su
punto de articulacién {en labiales, labiodentales,
interdentales, alveolares, etc.)} se superpone con
frecuencia con la particién de las consonantes
por su modo de articulacidn (en oclusivas, frica-
tivas, africadas, vibrantes, etc.} para si produc1r
una nueva particion o clasificacion de las conso-
nantes, que es mds fina y mds informativa que
cualquiera de las otras dos, tomadas por separa-
do. No todos los ejemplos son tan triviales como
éste. Uno de los mas potentes resultados tedricos
de la quimica, la tabla periGdica de los elementos,
es la particién de los elementos quimicos que re-
sulta de la superposicién de la particién de los
elementos quimicos en grupos (en gases inertes,
metales alcalmos, etc.}, y de la particién de los
elementos qUImICOS en periodos. El hecho de
que la mayoria de los taxones de la particion re-
sultante contienen un solo miembro, mientras
que dos de ellos tienen quince, complica la repre-
sentacién grafica de la tabla, pero es evidente que
se trata de una superposicidén de dos particiones
dadas. Otro ejemplo tedricamente fecundo de
superposicion de particiones, esta vez provenien-
te de la astronomia, estd constituido por ¢l dia-
grama de Hertzsprung-Russell, que es la parti-
c16n de las estrellas que resulta de la superposi-
cién de la parucién de las escrellas en clases es-
pectrales y de la partici6n de las estrellas en mag-
nitudes absolutas.

La superposicién de dos particiones Py Q del
mismo dominio A, que simbolizaremos median-
e P & Q, consiste en la clase de todas las inter-
secclones no vacias de taxones de P con taxones
de Q. La operacion @ de superposicion se define
ast;

6.1. PQ Q={Z|dXeEPIYEQ
(Z=XnYAZ% @)

A partir de esta definicin se puede probar que
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la superposicién de dos particiones de A es siem-
pre a su vez una particion de A, que ® conduce
de particiones de A a particiones de A.

6.2. ®:Party X Party — Part,

Prueba. Sean Py Q particiones de A. Hemos
de probar que P ® @ es también una particién
de A, lo cual a su vez nos obliga a pasar revistaa
las 4 condiciones de la definicién de particién. (1)
P® QC DA En efecto, cada elemento de
P @Q es la interseccién de dos subconjuntos de
Ay, por tanto, es él mismo su subconjunto de A.
(2) DEPRQ, por definicién de P ® Q. (3)
UP® Q) =A. SeaaCU(P @ Q). Para algtin
ZEP ® Q, a€Z. Para algin XEP y algin
YEQ, Z= XnY. Luego a€XNY, a€X, y
{puesto que XCA, ya que XEP y P es una parti-
ca1én de A) aEA. Por tanto U(P & Q)CA. Sea
ahora 6€A. Puesto que Py Q son particiones de
A, bEdp(b) b4 bEdQ(b) por tanto 5Edp(b) n dQ
(b) y por consiguiente, para algin XEP (a saber,
dp (b)) y algin YEQ (a saber, d (b)) beXNY.
Pero este X N Y, que no es vacio, pues tiene b
como elemento, es un miembro de P ® Q, por
definicién de P ® Q. Luego $€ U(P & Q).
Por tanto ACU(P & Q). Con lo que queda pro-
bado que UP @ Q) =A. (4) Si XEP R Q,
YEP® Qy X + Yentonces X n ¥ = &, Sea
XEP® Q y YEP ® Q. Entonces habra X|,
Vi€P y X;, Y,EQ, tales que X = X\ n X, v
Y=Y,nY, S XnY*S entonces
XinX,nY)nY;+@, con lo que
XinY+8 v X;nY, £ @, vy, por tanto,
Xy =Y,y X; =7, (pues Py Q son particio-
nes), y, por consiguiente, X = Y. Luego sl
X F Y, entonces X N Y = &, que es la Gltima
que quedaba por demostrar.

La operacidn & de superposicidén es asociati-
va, conmutativa ¢ idempotente, es decir, para
cualesquiera particiones P, Q, G del mismo do-~
minio:

El semigrupo (Part,, ®) tiene un elemento ab-
sorbente, Sngy, y un elemento neutro, {A}, es
decir, para cada particidon P de A:
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6.6. P ® SgnA = Sng,,
6.7. PO {A} = P

¢Es la superposicion de dos particiones siem-
pre comparable con ellas respecto a finura? Si. La
superposicién es siempre mas o igual de fina que
cada una de las particiones superpuestas. Para
cualesquiera particiones, P, Q, de A:

6.8. P®Q=P;, PRQ=Q

De aqui se sigue como corolario que la cardi-
nalidad (el nimero de miembros) de la superpo-
sicidén es 1gual o mayor que la de las particiones
superpuestas:

6.9. [P ® QI =[PP ® Q| = Q|

¢Es el semigrupo (Part,, ®) un grupo? No, no
lo es. 51 A tiene al menos 2 clementos, entonces
(Part4,®) no es un grupo, pues no puede haber
una formacién de inverso. En efecto, si A tiene 2
o mis elementos, siempre habra particiones de 4
que tengan 2 o mds miembros. Sea Q una de
ellas. Si <Partﬁ,®) fuera un grupo, tendria que
haber, un inverso de Q, es decir, una particién
Q’ de A, tal que Q ® Q' = {A}. Pero entonces
2 < Q] = |Q ® QI por el corolario 6.9. Pero
|Q ® Q'] = [{A}| = 1. De donde se sigue que
2 = 1. Esta contradiccién muestra que no puede
haber un inverso de Q y que, por tanto,
(Part,4, ®) no es un grupo.

La superposicién de dos particiones sélo es fe-
cunda o interesante cuando ambas particiones
superpuestas son incomparables. $6lo en ese caso
se genera una particién nueva. 51 las dos particio-
nes superpuestas son comparables, su superposi-
cién se limita 2 reproducir la mis fina de ellas.
Scan P, Q particiones de A.

610 P<Q2P® Q="

Prueba. Supongamos que P < Q. Sea
ZeP ® Q. Entonces {por 6.1.) hay un XEP y
un YEQ, tales que Z=X Yy ZF &. Por
3.2, y puesto que P<Q, tenemos que
XCYvXnY=@ Pro XnY=2%0¢.
Luego X C Y. Portanto, X N Y = X'y, tenten-
do en cuenta que Z = X N Y, tenemos que
Z=X. Luego ZEP, pues XEP. Asi pues,
PQQCP. Sea ZEP. Entonces {por 3.1.) hay un

YEQ tal que ZCY. Luego Z = Z n Yy, ade-
mis, Z ¥ &, ya que ZEP y P es una particién.
Luego ZEPKQ, por 6.1. Asi pues, PCPRQ.
En resumen, P&Q = P.

7. FUSION DE PARTICIONES

Sea G un conjunto de subconjuntos de A, es
decir, GCPPA. Decimos que un individuo cual-
quiera €A es G-conectable con otro individuo
vEA si podemos pasar de un conjunto de G que
contiene 2 a otro conjunto de G que contiene & a
través de una serie de conjuntos no-disjuntos in-
termedios. En la figura siguiente los circulos re-

presentan conjuntos de G.
Mirando la figura diremos que 4 es conectable

€8880880
con b y con e, pero no con ¢ 0 con 4. Simboli-

cemos mediante K¢ la relacidon de G-co-
nectabilidad. Sea GCLZA. Sean a,b€A. Defi-
nimos:

71, aKgb & 4Z,... Z,€G
(aEZl A éEZz N ZlmZZ % DAL
A zn—lnzn + @)

Sea G un recubrimiento de A. Estd claro que Ja
relacién K de G-conectabilidad es reflexiva, si-
métrica y transitiva en A. Para cualquier recubri-
miento de G de A:

7.2. K¢ es unarelacién de equivalencia en A.

Consideremos ahora dos particiones cuales-
quiera de A, por ejemplo P y Q. Evidentemente
fa unién PUQ serd un recubrimiento de Ay
Kpoq serd una relacién de equivalencia en A. La
relacibn Kpug de PuQ-conectividad es la rela-
cién de equivalencia en que estin dos clementos
cualesquiera de A si y sélo si es posible conectar
el uno con el otro a través de una serie de taxones
solapantes de entre los pertenecientes a cualquie-
ra de las dos paruiciones P o Q. Como ya vimos,



toda relacién de equivalencia en A induce una
particion de A, a saber, el espacio cociente de A
" por esa relacion. Esto nos permite definir una
nueva operacion entre particiones, a la que lla-
maremos fusién y simbolizaremos por . Sean P
y Q particiones de A. Definimos:

7.3, P@Q = A/KPUQ = {xKPUQ i JCEA}

De esta definicion de P@Q como espacio co-
ciente de A por una relacidn de equivalencia se
sigue por 2.6. que € es una operacién que lleva
de particiones de A a particiones de A, es decir,
que la fusién de dos particiones siempre es de
Nuevo una particion.

7.4. @:Party X Party — Party

" Quizd no esté de mds tratar de captar intuitiva-
mente la diferencia entre la superposicion y la fu-
si6n de particiones. Dadas dos particiones Py Q
del mismo dominio A, su superposicién PAQ es
la particién que hace todas (y solas) las distincio-
nes que hacen A o B, mientras que su fusién
PBQ es la particion que hace sélo aquellas dis-
tinciones comunes a P y Q. El siguiente cuadro
puede ayudar a visualizar estas operaciones. Se
trata de partir el conjunto A de los puntos de la
linea horizontal dibujada. Las particiones P, Q
PRQ y POQ de A se representan mediante filas
de casillas.

La operacién @ de fusidén es asociativa, con-
mutativa e idempotente, es decir, para cuales-
quiera particiones P, Q, G del mismo dominio:

7.5. (PBQ) D G = P ® (QPG)
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Como ficilmente se comprueba, cada una de
las operaciones de superposicién y fusién es ab-
sorbente respecto a la otra, es decir, para cuales-
quiera particiones P y Q del mismo dominio:
78. P ® (POQ) = P; P @ (PRQ) =

Hemos definido la operacién de fusion de dos
particiones de A como el espacio cociente de A
por la relacidn de conectabilidad en la unidn de
ambas particiones. Ahora presentamos otra ma-
nera {equivalente) de definir la fusidn de dos par-
ticiones.

Cuando fusionamos dos particiones, juntamos
en un solo taxon todos los taxones de ambas par-
ticiones que son comunicables entre si por un ca-
mino de taxones no-disjuntos. La nocién intuiti-
va de camino puede precisarse mediante una fun-
c16n numeérica que oscila entre taxones comuni-
cados {(no-disjuntos) de ambas particiones. Dos
taxones son comunicables si hay un camino de
uno al otro. Un grupo maximo de taxones comu-
nicables forman una isla. Y la fusién de ambas
particiones es precisamente el conjunto de esas
1slas, que forman una nueva particién. Las si-
guientes definiciones precisan esta caracteriza-
cién de la fusién.

Un camino en dos particiones P y Q es una
funcién f: N — PUQ, tal que f(»)EP si 7 es par,
f(r)EQ si n es 1mpar, y para todo n:
fmynfin+ 1)+ 2.

Un taxén ZEPUQ es comunicable (respecto a
las particiones Py Q) con otro taxén WEPLQ si
y s6lo s1 exaste un camino fen Py Q, y nimeros
n, mEN, tales que f(n) = Zy fim) = W

Dado un taxén YEPUQ, laisla de Y (respecto

7.6. P®Q = QPP a las particiones Py Q) es la unién de todos los
7.7. POP = taxones comunicables con Y.
A
A\
/ N
P& Q
P
Q

P&Q
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Isla(Y) = u{Z|Z€PUQ A Z es comunicable

con Y}

Con esto estamos en posicidn de ofrecer la de-
finicidon alternativa de la fusién.® Para cuales-
qutera particiones P, Q:

PHQ = {Isla(Z)| ZEPUQ)
8. EL RETICULO DE LAS PARTICIONES

El hecho de que las operaciones & y & tengan
las propiedades aqui sefaladas indica que el
conjunto de las particiones a A constituye de
algin modo un reticulo. En cfecto, asi es. Ya ha-
biamos visto que (Part,, =) constituia una orde-
nacién parcial. Un reticulo es una ordenacién
parcial en la que cada par de elementos poseen un
infimo (una méaxima cota inferior) y un supremo
(una minima cota superior). Ahora bien, dadas
dos particiones cualesquiera de A, por ejemplo P
y Q, suinfimo es precisamente su superposicion,
P&Q, y su supremo es precisamente su fusién,
PBQ. Por tanto, (Party,=,Q,D) constituye un
reticulo. Probémoslo.

Como ya habiamos visto en 6.8., para cuales-
quiera particiones P, Q de A:

8.1. POQ<P; PRQ<Q

Por tanto, P& Q es una cota inferior de Py Q.
Para demostrar que es el infimo de P ¥ Q atin nos
queda por probar que P&Q es la mixima de sus
cotas inferiores. Sean P y Q particiones de A:

8.2. VGEDParty (G=P A G=Q > G=PRQ)

Prueba. Sea G una particién de A, tal que
G=P y G=Q. Tenemos que probar ahora que
G=PRQ, es decir, por 3.1, que para cada XEG
hay un ZEPRQ, tal que XCZ. Sea XEG. Pues-
to que G=Py G=Q, habriun YEP y un WEQ,
tales que XCY y XCW. Por tanto, XCYnW.
Ademis, YNW £ @, pues X &, yaque es un
taxén de una particion. Luego hay un Z, a saber
Z =YW, ul que ZEPRQ, por 6.1., y XCZ.

Del 8.1. y 8.2. se sigue:

8.3. inf {P,Q} = PRQ

La fusién de dos particiones es una cota supe-

rior de ambas particiones. Para cualesquicra par-
ticiones, P, Q del mismo dominio A:

Q=P®Q

Prueba. Sea XEP un taxén cualquiera de P.
Puesto que X #F &, hay al menos un elemento en
X; llamémosle a: 2€X. Sea x un elemento cual-
qulera de X. Entonces x Kp g 4, por la defini-
cién 7.1. Por tanto, x€ag,.. Asl pues, para
cualquier x€A ocurre que xea;{m o €S decir,
XCak,,, donde ag,, € PBQ, por 7.3. En resu-
men, para cada taxén XEP hay un taxén
YEPDQ (a saber, ag,, ), tal que XCY y, por
consiguiente, P<PBQ. De igual modo se prue-
ba Q=POHQ.

Una vez probado que P Q es una cota supe-
rior de Py de Q, para demostrar que es el supre-
mo de Py Q nos queda por probar que POQ es
la minima de las cotas superiores de Py Q. Sean
Py Q paruciones de A.

8.4. P<PHQ;

8.5. VGEPart, (PG A Q<G > POQ=G)

Prueba. Sea G una particién de A, tal que
P<G y Q=G. Tenemos que probar que
PO Q=G, es decir, que para cada XEPBQ hay
un WEG, tal que XCW. Sea XEPHQ. X+ 2,
pues X es un taxdn, y por tanto tendrs al menos
un miembro 2€X. Puesto que P ¢s una particién
de A y a€A, para algin YEP ocurre que aEY.
Puesto que P<G, hay un WEG, tal que YCWy,
por tanto aEW. Este es el W que buscibamos.
Hemos de probar que XCW. Sca x€X. Hemos
de probar que xEW. Puesto que PBQ es un
conjunto de clases de equivalencia, por 7.3., y
2€EXEQDQ, resulta que X = ay,,, . Puesto que
x€ X, ocurre que aKp,q x. Por tanto, hay taxo-
nes Zy... Z,€PUQ tales que aEZ; A xEZ, A
ZinZ, + DA .. ANZy N2, F D, segin la “de-
finicion 7.1. Puesto que P<G y Q=<G, cada
taxén de P o de Q esta incluido ¢n un taxdn de
G, por lo que habri V,,... V,EG, tales que
Z,CV; (para 1<isn). Como ZinZ, ¥+ @,
VinV, =E(25 y, por tanto, V) = V5, pues G es
una particién (y si V; $ V,, entonces VinV, =
). De igual modo: V, = V;,... V, ;= V.
Puesto que 2EW y 2€ V), (pucs aEZ, y Z,CV,),
y tanto W como V, son taxones de la parn-
aén G, W=V, Asi pues, W=V, =
V; = ... =V, Puesto que x€EZ,, Z,CV, vy



Vi =W, resulta que xEW. Por consiguiente
XCW, que es lo que habia que probar. Luego
POQ=G.

De 8.4, v 8.5. se sigue:

- 8.6. sup {P, Q} = POQ

De 8.3. y 8.6., y del hecho de que Part, <) es
una ordenacion parcial, se sigue que las particio-
nes de un dominio dado A forman un reticulo
respecto a las operaciones de superposicidn y de
fusién. Para cualquier A:

8.7. (Party,=<,®,P) es un reticulo

~ Un reticulo es complementario si para cada
uno de sus elementos hay al menos un comple-
mento, es decir, otro elemento tal que el infimo
de ambos es el elemento minimo de la ordena-
c16n parcial correspondiente y el supremo de
ambos es el elemento méximo. En el caso parti-
cular del reticulo de las particiones de A, un
complemento de un elemento a€A ¢s otro ele-
mento PEA, tal que 285 = Sng, y2aBb = {A}.
De hecho cada particién de A tiene al menos un
complemento, aunque no vamos a exponer aqui
la prueba, que es un poco complicada. Pero ano-
tamos que:

NOTAS.
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8.8. (Part,,=,®,®) es un reticulo
complementario

Un ilgebra de Boole es un reticulo com-
plementario y distributivo. ;Es el reticulo de
las particiones de A un algebra de Boole? No,
no lo es, pues no es distributivo. Si fuera distn-
butivo, valdria que para cualquiera particiones
P, Q, G: P®(QDG) = (PRQ) & (PRG).
Consideremos ahora un contragjemplo. Sea
A ={012}, P={{0},{1,2}}, Q={{0.1},
{2}}, G = {({0:2}, {1}}.

Resulta que

P& (QDBG) = PR{A} =P
(PRQ) ® (PRG) = Sng.DSngy = Sngy

Pero Sngs = {{0}, {1}, {2}} +
{{0}, {1,2}} =P

Por tanto, el reticulo no es distributivo.

En un reticulo distributivo cada elemento tiene
a lo sumo un complemento. Pero puesto que el
reticulo de las particiones no es distributivo, una
particién puede tener mis de un complemento.
Y, en efecto, asi es. El mismo contragjemplo que
acabamos de considerar ejemplifica también esta
multiplicidad de complementos, pues tanto Q
como G son complementos de P, como facil-
mente se comprueba.

! Segin la ya clisica definicion de G. Simpson en
Principles of Animal Taxoromy (Columbia Universicy
Press, New York 1961), p. 11, «taxonomia es el estudio
tedrico de la clasificacién, incluyendo sus bases, princi-
pios, procedimientos y reglas». Aqui entendemos por ta-
xonomia formal la parte mis abstracta de |2 raxonomia,
que s¢ limita a considerar y explicitar las estructuras for-
males o matematicas implicitas en la actividad de clasi-
ficar.

? La mayoria de los bidlogos sistematicos usan el tér-
mino «identificacién» para este proceso, pero esa termi-
nologia fpm:r;le ser confundente en estudios formales. Por
esa preferimos aqui ¢l término «diagnastico» utlizado,
por ejemplo, en N. JaARDINE ¥ R. SisoN: Mathematical
Taxonamy (John Wiley. London 1971), p. 267.

> Joun R. Grece: The Language of Taxonomy, Co-
lombia University Press, New York, 1954.

* A. F. Parker-RHODES: Review of The Languaje of
Taxonomy. Phlosophical Review 66, 1957.

> Arg SxLaR: «On Category Overlapping in Taxono-
my~». Incluido en From armFStm.’:eg in Science (edited by
J- R. Gregg y F. T. Harris). Retdel Publishing Co. Dor-
drecht 1964,

¢ Rocer C. Buck y Davip L. HuLL: «The Logical
Structure of Linnaean Hierarchy», Systematic Zooggy,
15, 1966. _

7 NicHOLas JARDINE, «A Logical Basis for Biological
Classification», Systematic Zoology, 18, 1969.

% La Introduccién de la nocién de fusién de particio-
nes y las dos definiciones (la 7.3 y ésta} de esta operacién
aqui presentadas se deben a Enrique Casanovas.





