. 1
RAMON*ORTIZ FORNAGUERA.—DENSIDADES ESCALARES 327

19. DENSIDADES ESCALARES Y LEYES DE CO

porn RamON ORrtiz FORNAGUERA.

SUMMARY

-We have tried to show some relationships between the Hamiltonian deriva-
tive of a scalar density, the geodesics and the close connection of the space in
which they are all inclued. Special attention has been paid-to the case in which
scalar density is a function of a symmetrical covariant tensor and to its deri-
vatives up to a certain extent. '

"En cualquier espacio riemanniano o. pseudorriemanniano, en

- particular en el espacio de la relatividad general, la derivada hamil-
toniana en el sentido de Eddington de un invariante (escalar) fun-
damental, esto es, de un invariante funcién sélo de las componen-
tes del tensor fundamental de la métrica es un tensor cuva diver-
gencia se anula idénticamente, anulacién idéntica que expresa la
ley d@,ﬁconsvervacio’n del ente fisico representado por dicho tensor.
Se demuestra en la presente comunicacién que este resultado €s un
caso particular de una relacién més general a que satisfacen las
derivadas hamiltonianas de las densidades escalares de la forma

/ 2 TP
a/ Wigs S Tign oo oy le s mp aik);

donde ay es un tensor covariante cualquiera, independientemente
de toda consideracién afin o métrica. De este resultado se deduce
que existen infinitas conexiones afines en las que el el psecudotensor
densidad 8%, derivada hamiltoniana de una densidad escalar de
aquella forma dada, posee la propiedad de anularse idénticamente
su divergencia y que, en ciertas condiciones, el- conocimiento del
/ 1 valor de tal derivada, de la torsién del espacio y de las geodésicas
| determina univocamente la conexién afin del espacio. En particu-
‘lar, si es nula la torsién, la conexién afin esta determinada por las
geodésicas .y la ley de copseh}acic’m’ ‘Viés’”“:O, supuesto que se
cumplen las condiciones a que antes hemos aludido.

1. Sea X, una variedad de = "dimensiones, ag(x), ((x)=
=(x’, ...,,")) un tensor covariante de segundo orden cualquiera

gl T Ny dndin L
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referido a un sistema de coordenadas curvilineas (&) en X,, v &
una densidad escalar funcién de las componentes ay y de las deri-
vadas parciales de éstas hasta un cierto orden p. Si

azgl(aik7 am‘lik7 "'7311...“1[) aik)’ (amz axm> I‘ll

es la expresién funcional de g en el sistema (x'), la componente

& de ¢ en el sistema de coordenadas (Ei) sera

Il

m 85(“

a =Y (Zlik) é_m iy =+ 5::‘1... e Zlik) = (.‘ 2 ) [1,]

=A (x) : al (aik’ am iy v+ vy a:)n] e aﬁk))

donde A(x)=|[3,~'|
‘macién w'=x«l(x), transformacién que supondremios regular en todo
punto de un cierto dominio D, de X,. Por hipétesis, ademas, la

.7 v P ~ . . .
funciéon & ;(Gu @ m iy ++ey Omy,, in,, ay) serd funcién continua y deriva-

| es el determinante jacobiano de la transfor-

ble de todos sus argumentos dy, o, i, .. O, .m, @iy con deriva-
das parciales continuas, en un cierto dominio de su campo de
definicion (1). Con otras palabras, admitiremos que las” funciones
Qi v ay satisfacen un conjunto de condiciones "que permitan afir-
mar la validez de todas las transformaciones que aparezcan en el
curso del razonamiento.

Esto sentado, consideremos la integral

Azfljaazc=f&,<ai1(, L d-,
) D

en la que De D, y dr=dx’, ..., dx". Dado que d< es una capacidad,
A es un invariante (escalar) que expresa una cierta propiedad
global e inirinseca del dominio D, esto es, una propiedad vincula-
da, no a un punto de D, sino a D considerado como un todo, e

(1) El campo de definicién de A, es un cierto dominio del espacio pro-
ducto cartesiano de los intervalos de variabilidad de ai, Om @iks -+ ail.m my
Nada tiene que ver este espacio con X,, pero convendremos en qlie ax(x) sea
tal que, para todo x de Dy, (a(x), 3, Gy (%), 9, a, () ... ai’, L my i (x))
pertenezca a aquel dominio del campo de definicion de ¢4 en el cual se
cumplen lag condiciones indicadas, y en que aglx), 3, (®); .y ai,l _vmpaik(w)
sean funciones continuasde x en Dg.
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mdependlente del sistema de coordenadas elegldo para calcular
su valor. Su significado serd. uno u otro segun la significacién,
fisica o geométrica, de la densidad ¢ . A depende exclusivamente
del tensor a y de D:

‘A = Ala,; D].

Luego, para D fijo, A es una funcional de ay (1) en el sentido de
Hadamard.

Atribuyamos a a; una variacién infinitesimal 8ay, de tal natu-
raleza, que las funciones 3ay de «%, ..., x" que la definen y todas
sus der1vadas hasta las de orden ;b —1 inclusive sean nulas en la‘
frontera S de D; de manera que en S se tenga

1

[0a,, (x)]g = [3, 0 ay, (x>]s = '—‘:‘ [91':, mp-la a;, (x>]s = 0. 13]
Por lo demés, la variacién Say(x) puede ser cualquiera. Evidente-

mente, el valor A +3A de A que corresponde a los nuevos valores
ay +day, de los argumentos ay, estd ligado con A por la relacién

BA:B[&2(“H§) ---v)df=f5&1(aik, co)dt=
D D

p ' ‘
:f§2 raﬂ gfnl‘”mrﬁaii{ a7, (4]
D r=0'9(3m1___mraik)

(mii'z]-p 2, .., n))

(1, k=1, 2, ..., n),
puesto que D se mantiene fijo v 2%, m a,.k)=9:'nl._.mr(3aik) . Me-

. diante integraciones parciales sucesivas y en virtud de las condi-
e _ °a . N :

ciones [3], la intégral f — d o Oaik'd’t, término.
: D S(aml-..malk) T

genérico del ultimo miembro de [4], puede escrlblrse en la forma

—1>ffDa;l...mr

°d

"
2 (aml L a;)

Da,dt. (2).

(1) Nos cefiimos aqui al caso en que ¢, depende sdlo de las componen-
tes ay y de sus derivadas, sin que en ¢, aparezcan las componentes. de nin-
gun otro tensor,

(2) El Indice 7 es 1nd1ce de orden de derivacidn al cual no se aplica el -
convenio -de sumacién de Einstein. En la integral, la suma afecta séla a
My veey Wiy ' '
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En efecto, es claro que
3 g
[0 o paed=[a, ) 0ol L bafde—
“ae D 1 a(aml. e T

)
{
2
- fal“ r a’
2@ aw)

y como la primera integral del segundo miembro es nula, pues se
reduce a una integral extendida a la frontera S de D y en ella es

r—t
a“’g .-

r=-1 N
.sz “mro aik-d‘t ,

.BX

d ‘ r ;
f r & 8m m 8aik'dT=~[a
D 8<a"‘1...’“,-aik) fese 'p

m
‘b 1

say, =0, resulta en definitiva
.

°d
a (aiul .. .'mr aik)

-1
O, .. m,.Baik -dr.

Aplicando la misma transformacién al segundo miembro e iteran-
do este proceso 7 veces obtendremos, finalmente,

249 o : )
f r & a;n m Bail; . dt:—f am &
0, wmoaw) T !

D 0 (a;l ..M Ay)

[ 2a
5 m, m, ] (a’ m aik)

e 3 ek

D 9 (a:n] L.m Oy)

) a;r._:' mraaik ~dt

m,

'ar_z._ m‘Baik. dt =

°a

(O, m i)

1e

* Baikdt’

° b\aikd'f:(—i)rf 9;1_ L.m

l.
D

supuesto que sean permutables entre si los operadores diferencia-
les @,.. Por consiguiente, y en estas condiciones,

P .
BA:f (Z(—Dra:"x---mr; S(Qr = '

D \ =0 m, ., m aik

)-Baikdr, 5]

relacién valida cualquiera que sea D, con tal que en su frontera
se cumpla [3]. El primer miembro es un invariante, en tanto que
diferencia de dos invariantes; luego, también el segundo. 3a;. €S
un tensor covariante, sélo sujeto a las condiciones [3], y dr una
capacidad escalar ; por consiguiente,

4 34
Qik Iyt 6
QS . rgo( 1) an]l_._nlr% a(ar [ ]

m . m )

es una densidad contravariante de segundo orden que llamaremo$
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derivada  hamiltoniana o wvariacional de la densidad & respecto

-de ay (1). Con esto hemos llegado a la férmula fundamental
(Cf. Eddington, p. 140) '

&

a/'am=f §* o dr. o - 17]

“D D

2. Siguiendo a Eddington, consideremos ahora una deforma-
«i6n infinitésima 3x' del sistema de referencia, es decir, el cambio

de coordenadas x'=x'1 8, donde &+ son funciones de x tales que

[Bxi (x)]b‘ = ‘6x11 a:l’l (x)]s == [621 mpgxi (3}')]5 = 0' [81

Si seguimos un punto P(x) y el elemento espacial asociado
dv=dx', ..., dx® en el curso de la deformacién, es claro que las
- -coordenadas del punto P’, posicién final de P, respecto del siste-~

ma (x') coinciden con las de P en el sistema (') y que _d;P,:d‘tP '

-0 sea, si D es el operador de la deformacién infinitesimal,
D (P = % x ;(x)) =P = g x ;(;))7 ) (g(dxl)P E(x)) = 2(d$i)l"g(}') .

De ahi se sigue que

aP)dr, if aPdr,
D .

D

v, por lo tanto,

[awaz, - [amiy, = [ 1a@) - a®)ias, .
)@ | |

D 7 D

La validez de esta tltima igualdad descansa en las siguientes con-
sideraciones : a) la deformacion es nula en la frontera S de D, por
10 que la expresién analitica de los limites en las integrales del
primer miembro es la misma, tanto si se expresan en el sistema

(1) Cf. EppineToN, p. 189. En rigor, sélo considera y define la derivada
hamiltoniana para escalares. Dado que para nosolros gy no es un tensor pri-
vilegiado, sino cualquiera, no conviene introducir el escalar lal—%
(a=|lay||), a pesar de que éste siempre existe, si ||ax!|40, cualquiera que
sea ayx e independientemente de-toda conexién métrica o afin. Cf. también,
D DoNpEr. Théorie des champs gravifigues (Mém. Scienc. Math., XIV,
Gauthier-Villars, 1926), pags. 2 y 4.
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{(x) .como sl se hace'én el sistema deformado (vY; b) la capucidad i
volumétrica del elemento drj es.igual a la de su correspondiente
défbrm;gdo d;P,, la capacidad volumétrica, no el volumen del que
ni hablar cabe, pues en X, no se ha definido métrica_alguna;
o (P’)_ es f,ukncién,exclusivamente_del valor de ag y sus deriva-
das en. P y de la matriz de deformacién, conforme veremos al
punto’ (). El céleulo de la difsrencia [ & (®)dv, — [ @ (P)d
; S - “p . 'D

se puede llevar a cébo, poi- ende, en un mismo “dOminio? sin mas.
~que considerar un integrando que en el punto genérico. P tome el
valor & (P')—@(P), donde P'=DP es una funcién de P. Sélo-
nos falta expresar @ (P’) en funcién de las coordenadas {«'} , de

P y efectitar la integracién en ‘el domlmo D referido-al sistema-(x").
Se tlene {cf. [T ])

P = G [ (P), -
3 aderriés, limiténdonos al . primer orden,
@ (P) =3, (" + D™ 3, (2" + 2" 2, (P) =
— T (P) + (3,40 gy (P) + (2,32 2., (P'),

a5 (P) = ay, (B) — (3, ,)p D" (P), (B30 = (3,3.0")p;

luego 7
a (P) = 4 (P) — (3,2 327 (P) — (3,337 @ (P) — (3,88")y (P
AP) =i lan P)+an(P), -],
.d.oind,e | - o

_aaiklzfaraik;.axr—ainr'ark—‘Skar‘air' . ) []-O_Ti .

Llevemos este valor de a (P) a [9], con lo cual

 [& dm—]a P)ds, ]Yamﬁwm;>au@.ﬁh;

D

(1) Cf R. ORTIZ FORNAGUERA, «Acerca de algunas nociones fuﬁaa:hénta—
les en teorfa de la elasticidad»*(ANaL. DE Fis. Y QUiM 42, 1946, 531-608), em
partlcular pégs 599 a 601, : ' A
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El primer miembro es nulo por ser A un invariante y al segundos

cabe aplicarle la relaCIén [7] dando a &xy el valor [10]. Obtene-
mos asf

/ g* (= o, aik'axr'— ainr.drk — oz -a)dt = 07 | [11]
D . .

‘igualdad que subsiste cualqulem que sea D c D, con tal que el
corrimiento infinitesimal 3x" satisfaga las condiciones [8] en la
frontera de D. Una $encilla integracién por partes y la considera--
cién de las condiciones [8] que acabamos de recordar nos permuen
escribir [11] en Ia forma ‘equivalente

J 1@ a+ 84a) — g4 0 0y fowrds =0, (11

D

valida en las mismas circunstancias que aquélla. Ahora bien, el
vector contravariante $x" es arbitrario, aparte en su estar sujeto
a [8]; por consiguiente, en todo punto interior a D, o lo que es lo
mismo, interior a D,, pues la tnica condicién impuesta a D es la
de ser D < D,, deberi tenerse

3 (8% a,, + 8 a,) — 8% 3. a, = 0. [12]

Esta identidad fundamental a la que satisface la derivada hamil-
toniana de cualquier densidad escalar de la forma-{1] ha sido obte~
nida sin introducir concepto alguno que tenga que ver con la co-
nexién afin o métrica de que acaso esté dotada la variedad X,. [127
es, por ende, una propiedad de entes definidos en el estadio*amor-
fo de la construccién de X, independiente en su definicién de pro-
piedades afines o métricas que acaso mas tarde se les atribuirdn :
ay €s un. tensor covariante cualquiera del X,, simétrico o no, defi-
nidor o no de una métrica, v cualquiera es la funcién { (ay, ...)
que define la densidad escalar &.

3. Pero supongamos ahora que ay es simétrico. La relamonv
[12] vale entonces para la parte simétrica de §%, la cual coincide -
con &™ si antes de efectuar las operaciones de derivacién indica-
das en el segundo miembro de la definicién [6] se ha «simetrizadon
convenjentemente la expresién de @ -—substituyendo a, por st
igual % (ay +ay). La identidad [12], en esta hipétesis, toma la forma. .

3@ a, + 2 a,; — 2, aik\)’ + Zd,-k o, 8 = 01 [12 a] -
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Por consiguiente, dado que P™ es simétrica,

V, 8% = 2. 8 Qik | H:n'i Quk | H:i gim — T2 Qix

. o [13]
=3, 8% + T & + 28,7 8,

donde -
Sun = 4 (M5, — IIE.)

es el tensor de torsién de la conexién genérica I1",. Basta susti-
tuir el valor de 3, §* deducido de [13] en [12,] para podér afirmar
que la derivada hamlltomana de una densidad de la forma [1]
.cumple idénticamente la condicién '

V Qij — (HJ J .

vk

cualquiera que sea la conexién afin II,, con tal que a; sea simé-
trico y ||ay||F0. Pues también 8™ es simétrica, en la identidad

Js*+2sz s,

anterior cabe reemplazar las componentes I por las de la cone-

., . s, . . J
xion afin simétrica asociada a IT,,
j i j
ik ™ ~é‘(Hik + Hki) )

merced a lo cual dicha identidad toma la forma definitiva

.. . g
Viguz( i —§
: N

4. Hasta aqui las componentes I, de la conexién affn son
arbitrarias. Cualesquiera que sean, vale la identidad [14]. Pero
impongamos a las IIi; la condicién de que las geodésicés de X,
relativas a la conexién IIY, coincidan con las lineas (G) de la va-
riedad X, que son integrales del sistema de ecuaciones diferenciales

Js= +2577s [14]

dizi % dr dz
A + T at  dt

[15]

-en el cual IV, =T1Y%; son funciones de !, ..., &* dadas. De una co-
nexidn afin IT; que admita las lineas (G) como geodésicas diremos
«que esta adaptada a la familia (G) vy es facil demostrar (1) que la

(1y Cf. ScHOUTEN, pag. 76.
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més general conex10n afin adaptada a la famlha ((1) deflmda por
[15] es

M= Pooh+anesy 0 [

donde f; es un vector covariante y Sy’ un tensor ant1%1metrlco (ik),
ambos arbitrarios. Con otras palabras, entre las conexiones adap-
tadas a (G) existen infinitas que poseen una torsion Sy dada,
quedando a nuestra libre eleccién el campo de vectores covariantes
f» lo que indica la posibilidad de determinar univocamente las
Il si a las condiciones de estar adaptadas a (G) y dar lugar a
una torsién prefijada S;} afiadimos una nueva condicidn eleglda
" convenientemente. Y, en efecto, de [16] se. sigue A

T, = Th + L f+ 0 fi

valores que, levados a [14], nos dan

vss’:( *f;‘% ’ %)8’ + 20+ S 87 [17]
Supongamos que || 84| sea 70, hipétesis cuya’ consideracion esta
justificada por el hecho de existir densidades @ de la forma [1]
cuyas derivadas variacionales respecto de las ay la satisfacen (1),
es decir, necesariamente no es || 8%|=0. En estas condiciones exis~

te la capamdad tensorial =y inversa -de la-densidad £7

. ad]unto de ¢
} 123

capamdad que es Slmetrlca por serlo V. Multipliquemos [17] por
T, Y contraigamos respecto del indice j. Se tendra: '

Tin-Vi gij =( [ gk'—; .j
‘ : ik

)gikﬁjp_{_gfh'l_?‘s;:’

(1) Por ejemplo, si & -—|g| R, donde R es el escalar de curvatura de una
"métrica riemanniana, la derivada variacional respecto de g es igual a
— «r\}’(l”k 1¢*R) (R¥=tensor contracto de Ricci-Einstein. Cf. EDDINGTON,,
paginas 81 y 82). Segun la teorfa de la g1aw1tac1én de Emstém con interven-
cién del término césmico, en el vacio es Ris—} gk R=—A g'. (ﬁ*aroxesté;que

h1péte51s pasa a ser un hecho en este caso como también en el de ¢ lal,

29
4 bik (4 para a>0, — ara a<<
3 3 /]al pa P W’\

811(:

(a=]]|aik|]) que nos S da
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v, por lo tanto,

fi=8" 4 ix, 7,89 + 4 (

S MESTN
con lo que queda demostrado ‘el siguiente teorema : .

Dados («), una densidad escalar &.funcién exclusivamente de
las componentes a; de un tensor ‘covariante simétrico tal que
Ha,kjli(), (b), una familia de lineas (G) de la variedad X, defini-
das por un 51stema de ecuaciones diferenciales de la forma [15] ;-
(¢), un tensor S,', antisimétrico. (1k), y (d), una densidad vectorial
contravariante <C’, si las derivadas hamlltomanas KRide g respec-
to de las componentes del tensor @, son tales que || 8™]|£0, existe,
determinada y unica, la conexidn afin adaptada a la familia (G),
cuyo tensor de torsién es el Sﬂj y tal, ademds, que V;8%=<T'.

En particular, si se elige Sﬂ: =0, la conexién afin adaptada a
{G) y respecto de la cual vale la ley de conservacién v, 8%=0 es
unica, en .as condiciones indicadas, e igual a

[ J

HJ _ %%J 1 cmn
k- ik+20§

A
*

11 J DY R
- an) (81 T + Oy ‘"li) .

m n
. & ( . ’ ;. !
Luego, si 1= { , O sea, si las lineas (G) son las geodésicas
SN .
de la conexién afin subordinada a la métrica riemanniana de ten-
N - o

*- j ,’. .- B .
sor fundamental gy, =a,, serd Il’ik:_?"ik=; .] % .y la divergencia
v k
de la derivada hamiltoniana de cualquier densidad de la forma®[1] o
es idénticamente nula. Es el teorema que demuestra Eddington
(p. 141) y que constituye un caso muy particular consecuencia del |/
teorema general que precede. .

Octubre 1947. * : N
Instituto «Daza de Valdés». Seccién de Optica tedrica. \






