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Resumen

Se demuestra que todo sistema tipo Leontief (o tiefeBraffa) puede ser transfor-
mado en uno estructuralmente equivalente en elajusatriz tecnoldgicaA tenga la
propiedad de que la suma de los elementos de cadara sea el autovalor maxima
de A; lo que equivale a transformar las unidadesdssiariginales en unidades que
(haciendo abstraccion de la componente trabajgpteidéntica composicion de capital.
A un tal sistema transformado lo denominaremm®ogeneizado

En este tipo de sistemas aparecen mas comodastlmbos del sistema de precios de
Sraffa, la limitacion del tipo de beneficio, el e del excedente, la interpretacion
econémica del (— A)™, la interpretacién de los precios utilizando elréena del punto
fijo, la evolucidn de los precios al variar el tige beneficio, etc. Se demuestra que en
un sistema homogeneizaddéntica composicion organica de capitéMarx) equivale

a idéntica cantidad de trabajo directo.
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1. INTRODUCCION

En el transcurso del andlisis utilizaremos lasciotees siguientes:

Gu - G
1) (qij ): R T
qnl e qnn

representa la matriz de transacciones interinduess;i; denota la cantidad fisica de
mercanciai utilizada por la industriga en el periodo de tiempo considerado (por

ejemplo, un afno).
By
2)B=|B

Pn
es el vector columna que representa el excedehtstiema; asi3; es el excedente

de la industria y suponemos que existe al menos una indugpaaa la quéd; > 0.

3) Q =g +...+Qgj +...+ gn + Bi denota la produccion total de la industrin el pe-
riodo considerado. Denotandp = g1 +...+ Qin (consumos intermedios de la indus-

triai), tenemos, entonces,

Q =g+Bi
Q

o= 9
Q}



representa el vector columna de produccion totadideema.

4) (Ly,..., Li,..., Ly) denota el vector fila de las cantidades de tmabtjizadas por cada
industria;L; representa la cantidad de unidades de trabajpaakils por la industria
Suponemos que el trabajo es uniforme en calidageocgalquier diferencia en cali-
dad ha sido reducida a diferencias en cantidad.

5) Como es habitual en este tipo de anal&is,(a;) denota la matriz cuadradan, de-
finida por g =%; aj es, pues, la cantidad fisica de mercanatdizada en la pro-

J

duccioén de una unidad de mercangia

6) Asimismo, I, :% representa la cantidad de trabajo utilizada gmdduccion de una

unidad de mercancia | = (l,..., ;,..., In) es el vector fila de los coeficientes de
trabajo.

Para simplificar llamaremos [{f\ﬂ “técnica del sistema”. Por comodidad, para repre-

sentar explicitamente el problema utilizaremosielerro:

Ga o Gy o G ) (B (Q
Bi || Q
(*) : :

. qnj qnn Bn Qn

e
_
:l_

2. EL SISTEMA DE PRECIOS DE SRAFFA



Comenzaremos utilizando las mismas hipotesis dedpadel propio Sraffa, que
pueden ser resumidas en:

1) El sistema econdmico se encuentra en estado es@icioProduce cada afio la mis-
ma cantidad de mercancias.

2) Cada industria produce una sola mercancia medehiepleo de trabajo y mercan-
cias. Una parte de la produccion total debera estirhda a reemplazar las mercan-
cias que han sido utilizadas y el restébexcedente se destinara al consumo.

3) El valor afadido del sistema econdmico o valoredeledente se distribuye al final
del periodo en forma de salarios y beneficiosskilarios en proporcion a la cantidad
fisica de trabajo empleada y los beneficios engnepn al valor de los medios de

produccion empleados por cada industria.

Cabe sefialar que el propio Sraffa distingue doschsg en los salarigs:
a) Como elemento de subsistencia.
b) Como patrticipacién en la produccién excedente.
2.1. FORMULACION DEL SISTEMA DE PRECIOS

Denotandopy,..., pi,..., pn 10S precios de las mercancias 1, 2n;..[1 el tipo de be-

neficio yw el salario unitario y con notaciones de;(iguiendo a Sraffa tenemos:

2 A la vista de este doble caracter de los salarg@sja apropiado, cuando vengamos a considerar Vésihin del
excedente en capitalistas y trabajadores, sepaaardos partes que componen el salario y considedtr la parte
del «excedente» como variable, en tanto que lasekBi@mecesarios para la subsistencia de los tralmjfesl conti-
nuarian apareciendo entre los medios de producaion, el petréleo, ett(Sraffa, 8). “También supondremos en lo
sucesivo que el salario se paga «post factum» aemaoparticipacién del producto anual, abandonandasela
idea de los economistas clasicos de un salario kaado» desde el capital. Retenemos, sin embargopekesto de
un ciclo anual de produccién con un mercado ah(@iaffa, 9).



GpiPy + 0Py -+ Qg Py, + 1 (q11p1 + "'+qnlpn)+ Lw=Qp,

(*)2 Ohj P+ G P + ..t Gy Py + 11 (ql,- Pt ..+ 0y pn)+ L,w=Q;p;

qln p1+"'+qnnpn +11 (qln p1+"'+qnnpn)+ I-nW:Qn pn

Dividiendo los dos términos de cada ecuagi@or el terminoQ; correspondiente y
reagrupando queda:
(1+M)ay, +{1+M)ay, +..+[1+M)ay +I,w=p,

(*)3 (L+M)ay,; +(@+M)ay +..+[1+N)a, +1,w=p,

(1+r|)aln +(1+r|)a2n +"'+(1+r|)ann +|nW: pn

0, matricialmente,
(*)4 p[l -@+n)Al = 1w
sistema d& ecuaciones g+2 incognitas:

M, w, pa,..., Pn

lo cual significa que deberan fijarse dos de gi® que el sistema se haga determina-
do.

3. LIMITACIONES DEL TIPO DE BENEFICIO

El sistema (*) puede escribirse como

p(1+ ﬂ)[ﬁl —A}zlw



0, Si se prefiere, como

. 1, 0 |
(s IO(1+|‘|I Aj_1+|'|W

La matriz A es por construccion positivay; & 0, 1<i<n, 1<j<n)yadmite
un autovalor maxima positivo. Sabemos queA O R, A > a, tenemos que\(l —A)

es inversible y que su inversa es positiva. Entgngara que (%) o (*)s tengan solu-

., " L 1 . 1
cion con significado econdmico debe Sf)f—l_l >a obien M<=-1.
+ a

Examinemos las caracteristicas de las posiblesisaks de (*). Para hacerlo de-

terminado es preciso fijar dos incognitas. Si erapexs fijanddT, Osl'l<%—1, enton-

ces el sistema se convierte en lineal gorecuaciones yn + 1 incognitas: losn pre-
cios y el salario unitario, por lo que, hacienda gnoalquiera de estas igual a la unidad,
el sistema queda perfectamente determinado.

Si no fijamoslT y la mantenemos como incognita, el sistema naeally no pode-
mos fijar arbitrariamente dos cualesquiera de &E®was incégnitas. Supongamos, por

ejemplo, que fijamow = 1 e intentamos fijap;, debemos tener:

(1_(1+ n)all) Py _(1+ I'I)a21p2 - ---_(1+ n)ampn =1,
de donde

_ i o
(1-@1+n)a,)p, 21, o bien plzl—(1+|'|)au .........

4. REPARTO DEL EXCEDENTE ENTRE LA “SOCIEDAD” DE LOS CAPITALISTAS
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Y LA “SOCIEDAD” DE LOS TRABAJADORES

Denotando

L=X>1, G =dirt...t in Q=0q+Bi

y sumando por columnas los dos miembros de lacenes (*), tenemos:

Qup1 +...4GnPn + 11 (Q1p1 +...40n Pn) + LW = (G +B1) p1 +...+(0Gn+Bn) Pn

de donde resulta

*)s M QP +...+0npr) + LW =P1p1 +... 430 Pn

En el caso extremo en qle= 0, resulta Lw =1 p1 +...+Bn pn Y paraw = 1 tene-
mos que el valor del excedente coincide precisaaneott la cantidad totél de trabajo
empleado; como consecuencia, todo el excedentepasaa a los trabajadores. En ese
caso, la ecuacion ¢) p (I —A) =lw tiene como solucion (haciendo= 1), que deno-

taremos

(*)7 v=I(—-A" que es aloque Marx denominaba “valores”.

4. HOMOGENEIZACION DE LAS UNIDADES

Consideremos el problema descrito en el tablerg Ig)fila i, 1<i<n, es representati-
va de la mercanciia asi,q; es la cantidad fisica de unidades de mercandiitizadas
por la industrig en el periodo considerado —por ejemplo, quilogige, y nada impide
medir estas unidades en toneladas en vez de @s-guib mismo se puede decir para el

resto de las mercancias.

8



Sea

r=(y...rM..rmOdR", r>0(.d.r>0 0)

y transformemos el tablero ¢*¢n:

[ (a;) B Q]
Gy - Loy - MO, E ﬁ
*)o [PYSPYRRNTRIN PY¢ PERNSPRINN P{¢ P I oY C PR (08

r.nqnl r.nqni Ifnclnn ran rnQn

Ly L L,

Entonces, siendov el salario unitario 1 el tipo de beneficio, tenemos el sistema

(1+n)(r1 Chy P+ Oy P+t Oy P HLW=T,Q Py
(1+n)(r1% P+l 0y Pyt o+l Oy Py HLW=1Q P,

@+ 1) (r, Gy P+ Gy P2+t Ty G Py + LW =1, Q, P,

y dividiendo los dos miembros de cada ecuacigor r;Q;:
Lw

r r r ' .
{(1+ﬂ)[r—?aﬁ P+t la ptotta, pﬁﬁ} p 1<i<n

y poniendo

] i [ 1 - L [ J ).
2 :%aj, A=(a) 1= "=(17,...00 )

j rQ

{(1+n)(aii pt..ta; pt.tay pn)+|i’= p 1<i<n



o aun

{_a]’.i pl_---+(1_ai’i)pi —-..—a;“pn=|i' 1<i<n
lo que se traduce matricialmente por:

(*) 10 p[l -(+n)A]=1

Cabe resaltar que el planteamiento anterior eaatgtalmente idéntico al original,
pues lo unico que hemos hecho fue modificar ladades de medida de las mercancias;
como consecuencia, queda modificada la cantidadatlajo por unidad (el vectdyy,
por tanto, también el precio de cada unidad (eiovgy, pero sin alterar para nada la es-
tructura del problema planteado.

Como vimos anteriormente, la matriz tecnologhca (a;) se transforma emw = (ai'j)
con & =rr—ijaij y este es, precisamente, nuestro objetivo: busdat (r>0), lo que nos
permitira un cambio de unidades, de modo que laausatriz tecnolbgica tenga pro-
piedades matematicas que faciliten el desarroliditiso de los distintos problemas que
se presentan en el analisis.

El primer resultado sencillo es:

Proposicion Los autovalores dé&' son los mismos que los d& y en particular el
autovalor maximo.

En efecto, denotemds la matriz diagonal

10



entonces, mediante un calculo sencillo,

A=f AT
y
AM=-A=FEANITE-FAF =F (A1 -A)F?
y
det(\ | — A)=detf [det(A | — A)deti * =det(\ | - A)
de donde

det(\ 1 —A)=0 < det(A\ 1 —A)=0

y los autovalores coinciden.

5.1. UN CASO PARTICULAR IMPORTANTE

Si el sistema economico presenta algun tipo dedexdte, entonces sabemos que el

autovalor maximoa de la matriz tecnolégicad es estrictamente menor queal<i)

al cual,si A es irreducibleorresponde urautovector por la izquierda >0, y te-
nemosrA = ar.

Entonces, tenemos qu&, 1< i<n:
riag +...+r g +...Hyan = ar;
es decir,

. . Il r. r -~
Oi, 1<i<n, ta, +.+1a +..+ a3, =3
I I I

o aun,

(*)12 a;+..+a +..+a,=a, 1l<i<n

11



de donde la nueva matriz tecnolégitatiene la propiedad de que
n
O, 1<i<n, Y a; =a
j=1

lo que supone que los vectores columnadsuman todos lo mismo, a salzrautova-
lor méximo deA’ (y deA).

Por otra parte, dado que
n
Oi, 1<isn Y a;=a
j=1
Dado queMn (R) conjunto de las matrices cuadradas de ordEnun espacio vectorial

sobre R, se demuestra facilmente que las aplicagion

Mn(R) - R, ={xOR/ x>0}

a)A=(a)) - |A=supl | ay|
=

A=) -~ [ =sup |3

e n I ' — 1
son normas erMn (R), tenemos tambiérsup) a; =|A||=a por lo que la norma de
e

es igual aa y el vectorl = (L...,l)es autovector por la izquierda @e. Ello significa

econdmicamente que, haciendo abstraccion de laawengfe trabajo en el sistema, las

mercancias se intercambiarian una a una.

Por otra parte, de (f) deducimos:

12



l1-g -Ya; =1-a>0
1

j#i
o bien
1-g; = (1_5)"' > &

j#i
y comol-a >0,
1-a; > X 4]
j#i
y la matriz | - A" es de Leontief diagonal dominante por colunthas.

Consideremos ahora una tasa de benelﬂciE)OS mn <%—1}, comor es autovector
a

izquierdo deA,

rA

ar
r@+n)A=@1+n)ar
por lo que(1+M)a es autovalor de (1 M) A, que admite como autovector izquierdo.

Multiplicando por 1¥1 los dos miembros de %) resultalli, 1<i<n:

(L+N)ay + [+ M)ay +..+ @+ N)a; =L+ n)a
1-(+n)a - 21+ M)a) =1-(1+1)a
j#i

o aun:

% Decimos qued;) matriz cuadrada de orderes Leontief diagonal dominante por columnas si:
1)a; >0 y 0;<0 sii#j (Leontief)

2)0i, 1<isn ;> 2, ‘0( ji‘ (Diagonal dominante por columnas)
j#i

13



1-(1+n)a; =1-@+n)a)+ z(+n)a;, 1<i<n

j#i

y siendo

1-(1+n)a>o (porquel‘l <%—1j

resulta que la matriz - (1+ M)A es también Leontief diagonal dominante por colum-
nas.

Lo anterior podemos resumirlo en la siguiente psapon.

(*)12 Proposiciéon Todo sistema tipo Leontief (o Leontief-Sraffa)nctécnica[IA }

A .
puede ser transformado en uno estructuralmenteaiqnte[l, } gue tiene las

siguientes propiedades:

a) Los autovalores de&' son los mismos que los dg(y, por lo tanto, el autova-
lor maximoa).

n

b)0i, 1l<isn 3}a;=a (las columnas d& suman todag)y, por lo tanto,
i=1

la norma deA’, ||A’||:sup§n; aj =a.
i j=1

c)On, 0<M < 1.1, las columnas df1+M)A suman todasl+MM)a;

[@a+m) Al =@+n)a yla matrizi -(1+M) A" es Leontief diagonal dominante

por columnas.

En lo que sigue, y salvo mencion expresa que digamtrario, denotaremdsen |u-
gar deA', | en lugar dd', etc., es decir, suponemos que la técnica deinsegsha sido
previamente homogeneizada, de modo que en partieukaatriz tecnolégica# es tal

14



quelJi, ngaji =a.

Con el objetivo de ilustrar lo expuesto anteriortegrconsideremos el siguiente

ejemplo numérico.

5 15 20 10 50
(a,)=|30 40 10|; p=|20|; Q=|100

40 100 20 40 200
(L;)= (60, 40, 20), YL, =120

La matriz tecnolégica es

01 015 01
A=|06 04 005
08 1 01

y el vector de los coeficientes de trabajo es:
l=(1,2,0,4,0,1)

Se comprueba facilmente que el autovalor maximia deatrizA, raiz de la ecuacion
caracteristica deh( —A) =0, esa=0,8.

Calculamos el autovector por la izquierda asocado= 0,8 resolviendo

(r11r2’r3) (5 I - A): (Q 010)
que tomando, por ejemplia, = 1, resultar, = 48421 r,=4315789 r,=1

La nueva matriz de transaccior(q;ﬁ) se obtiene poniendo

15



q; = i Gj

es decir, multiplicando cada filale (qij) por el correspondientg asimismo,

B=rB,Qq=rQ

La cantidad total de trabajo utilizado por caddustria sigue siendo la misma.

] . . r L
La nueva tecnologia se obtiene hamem;jo:r—'aij y I ==
j i

Resulta

01 0168292 048421
A'=| 0534783 04 0,215789
0165217 0,231707 01

I’ =(0,247826 0,092682,0,1)

y se observa facilmente qui, 1<j <3,

5.2. ALGUNAS PROPIEDADES RELEVANTES DE ESTE TIPO DE MATRICES

1) SeanA= (g;), B = () matrices cuadradas de ordentales quélj, 1<j<n,

16



poniendoAB=(y,) con v, = ¥ a,hb, , tenemos(j, <j<n,
k=1
Zi:Yij :zi:(%aik bkjj :zk:bkj(zi:aikj = a(zk:bkjj =ab

y para este tipo de matrices se verifica

| Ace| =] A|ds|

de lo que se deduce en particular
(*)13 HA“H =||A4|n =a"

2) La suma de los elementos de cada columna datl&zrhomogeneizadaesa<1 o,

lo que es lo mismo,

[A=a<1
Entonces, un resultado clasico nos indica
(=A== +A+. A"+,
y entonces]j, 1<j <nla suma de los elementos de la coluniz ( —A)™ seréa:

r
1-a

l+a+..+3"+..=

de lo que se deduce también

()14 H(' - A)_lu -1

T 1-a

17



Por un razonamiento analogo, dada una tasa deidieriéf 0< <%—1, la suma de

. B 4 1

los elementos de cada columpjade (I -(1+MN)A)™" es —1_(1“_')5 por lo que
—_ -1 :—1

[0 -@+m)A)| T

5.3. INTERPRETACION ECONOMICA DE LA INVERSA ( | = (1 + M0 ) A)*
HOMOGENEIZADA

Denotemosdj) = (I — A Si suponemos que la matriz tecnolégicaasi como el
vector| de coeficientes de trabajo, permanecen constantesun incremento infinite-

simalAB; deB; deX = (I — A) B, tenemos:

X (Bl,...,Bj,...,Bn) :ai1[31+---+aijl3j+---+ain[3n
Xi (B1,--., By +AB;,..., Br) = qiaar +...+ 0 (B +ABj ) +....+QinBn

de donde:

Xi (Bl,...,Bj +ABj,...,Bn) X (Bl,...,Bj ,...,Bn) = Qjj AB]‘

y si suponemos qu& permanece invariable cuandd; = 1, a; representa la cantidad
fisica de mercanciianecesaria para obtener una unidad fisica de nadecéinal j. En-
tonces, cada columnpa de ( —A)™ representa las cantidades fisicas heterogéneas de
mercancias necesarias directa e indirectamentedenet sistema economico para obte-
ner una unidad fisica de mercancia fipal

Por otra parte) (I —A)™ es un vector cuya componente

18



j: Vi = Qjj |1+...+(an In

es representativa de la cantidad de trabajo ulidiziirecta e indirectamente para obte-
ner una unidad de mercancia final. Diremos que las son loscoeficientes de trabajo
verticalmente integrados

Como la matriz tecnoldgica fue homogeneizads;) € (| —A)" tiene la propiedad

Oj, 1<j<n,

1

Oy +...+05 +...+0p = 1-3

y, COMO consecuencia, si se diera la circunstategue

tendriamos quélj, 1<j<n,

t
Vi =tay +..+taj +..+tap = E

con lo que concluimos guen un sistema homogeneizado, si los coeficientésblajo

directo | son iguales, entonces los “valores”también son iguales.

Igualmente, y por un razonamiento analogo, si c@mamos una tasa de benefiip
o<n <%—1, de p =Iw (I -(1+M)A)™, si todos losl; son iguales &, tomandow = 1,

tendremos:

19



es decir, los precios son todos iguales y crecanrakntafl, segun

5.4. PROPIEDADES DE LA INVERSA ( | =(1+ M) A)™ NORMALIZADA

Pongamos ahora,

y denotemos

Como |a ” ” = (A es homogenizada) tenemos que la mdfij4M)) es

1+I‘I
tal queHE'ij I'IX‘=1 o lo que es lo misma.j (1S ] sn), 267"- (I'I)=1 (la suma de los

elementos de cada columna(tfg(l‘l)) es uno), por lo que eX|stdE=]mna (m)= (67,] (ﬁ))

Si denotamos

20



tenemos:

(*)1s: p(N)=w-(+n)a) (I -(+n)AS*

o multiplicando los dos miembros pbr-(1+1) A:

()16 p(N)( -(+n)A)=w (1-({1+N)a)

y tomando limites en los miembros cuaridall — M :%—1 quedaﬁ(ﬁ)(l —%Aj =0

0 lo que es lo mism@(fi) (@ - A) =0, ahora bien, siendaj , 34, (fi)=1 tenemos:

B,(1)=1a (f)+..+1.a,(A)

n~ nj

ﬁj(ﬁ)S(inf IiJ[Z&,-(ﬁ)]:im? | >0

y también, (77) < (SL:FL)(Z&H (ﬁ)j =sup, < +e

por lo que podemos concluir qfﬁ{ﬁ) es autovector izquierdo deasociado al autova-
lor maximoa y siendoA homogenizadap(fi)es de la formda, a,....a) cona >0; es

decir, cuandd tiende afl los precios relativos tienden a ser todos igu&ssun re-
sultado que no beberia sorprendernos demasiadtopyies cuandd1 tiende al tipo

maximo de beneficio, la proporcién de producto ripie va al trabajo tiende a cero y

21



nos encontramos en una situacion igual a cuandodeficientes de trabajo directp
fueran iguales a cero.
De lo anterior se deducen una serie de propiedatizesantes de la matriz (I'I):

a) De (*)s tenemos:

Cuandol tiende afl, p(M)tiende a ( ) Lw tiende a cero, por lo que, siendo

los ’|5,( )todos iguales, ypomendp( ) p, tenemos:

o lo que es lo mismo

_ 2A
(*)17 N=G—
25
i
por lo que concluimos que en un sistema homogeteilzarazon entre excedente
global y la suma de los medios de produccion atilas coinciden con el tipo maxi-
mo de beneficio. Es lo que Sraffa denomiazdn patron (globalpara los sistemas
patron?
b) Retomando la (%),

AN)=w(@, (M) =tw(a- @+ na)(1 - (e m)A)™

y dado que existe

22



y también

debemos tener:

B (()=a=1wa, [)+.....+1.wa, ()

B, ()= a =1wa, ([)+.....+1wa, )

de donde se deduce

es decir, en cada filade Ia(c"fij (ﬁ)) los elemento ~kj(ﬁ)), 1< j<n soniguales; o lo

que es lo mismo, los vectores columnéifqéﬂ)) son todos iguales.

5.5. CONDICION NECESARIA DE IGUALDAD DE PRECIOS PAR A DISTINTOS
TIPOS DE BENEFICIOS

Estudiamos ahora que condiciones deben darse sistema homogenizado para que

a distintos tipos de beneficidl y ' correspondan precios relativos iguales

p(n)=p(n")="5.

4 Ver Sraffa (1975): Capitulo 4: “La mercancia patrdel libro “Produccién de mercancias por mediardecanci-
as”.
23



En primer lugar, los precios relativos del tigm(l) son idénticos a los de tipo

ﬁ,(l‘l), en efecto sD<M <M , tenemos:

ﬁ.ﬁ_ﬂ) __pM@-@+nja) _ pn)
pI'I

Z' [ I'I)) -(1+n)a) <4 >n(M)

y cuandoll 0 - M, los limites del numerador y del denominador exist son distin-

tos de cero. Tenemos:

zp (ﬁ() )= Iim z'é.n)

por lo que tenemos que los precios relatimfl) son los mismos que Ioﬁ(l‘l) inclu-

so cuandd1=n1.

Sip(n)=p(n')=p, de (*1s tenemos:

p(l-(1+n)A) =lw@-@+n)a

~—

p(l-@+n)A)=Iw(1-(1+M)a)
de donde y mediante céalculos elementales se obtiene

M- ~ ~ o
— plal —A)=0 o aunplal —A)=0y p es autovector izquierdo
(L -

de A.
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Asimismo, dep (I -(1+M)A)=Iw (1-(1+M)a) y siendop autovector izquierdo, te-
nemos p (I —(1+M)a) =Iw (1-(1+M)a) por lo que P =Iw y siendoA homogeneizada
los componentes dp son todos iguales por lo que las ldetambién son iguales.

Ya hemos visto anteriormentgue si las componentds del vector| eran iguales,

los precios eran iguales para cualquierPodemos pues enunciar:

(*)1s TeoremakEn un sistema homogeneizado, es condicion necesauficiente pa-
ra que los precios relativos permanezcan invaisagitenodificarll (Os Mns< ﬁ) gue los

coeficientes de trabajo directg sean iguales.

Supongamos ahora que los coeficientes de trali@cto son todos igualesta; los

precios son entonces todos iguales y dependemisdloy de w:

|o,(l‘l)-—tW 0<n<n,

de (*)s tenemos:

QITENY p.(ﬂ)(;qujﬂw p,(l'l)(Z,B.j

dadoT1, el valor del producto neto del sistemap;éﬂ)(z,ﬁlj. Y el beneficio total de

todas las industrias €3 p, (FI)(ZQJJ :
]

® Ver paginas 18 y 19.
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DenotamodV la parte del producto neto que va al trabajoeBeis que si1=0
p,(O)(Z,Blj: L y entoncesW = ;lpor el contrario sill I - N, W=0 por lo que
W varia entre cero y uno.

Dividiendo los dos miembros de {§por p,(l'l)(z,é’,j y teniendo en cuenta (%) se

: M =~ : o
obtleneﬁ +W =10 aunll = H(l—W) lo que nos proporciona una relacion lineal entre

el tipo de beneficid1 y la proporcionW del producto neto que va a los trabajadores.

5.5. EL SISTEMA HOMOGENEIZADO Y EL SISTEMA PATRON D E SRAFFA

Retomamos (%)
Nyp,(M)+.....+q,p, (M) +Lw= Bp () +......+ B,p, (M)

y denotamosW(I‘I) la parte del excedente que va a los trabajad@@s dn tipo de be-

neficio M. Tenemos:

> ap(m)

‘ Lw
*) Ny + =1
? > An(M) Y AnM)
Lw . .
ComoW = —=———, si pretendemos que W dependa linealment&ldelebe ser
> Br(N)

> qp (M) proporcional & A p ahora bien
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Zqﬂ(n):

an () =l (n)+La(n)+.....+1a, ()

+ (1) = 6 (1 (M) (M) 41,0, (1)

=1,(qa,(N) + g, (M) +...... + g, (M)

ll-ln(oﬂam(rl )+a,a.,(M)+......+q.a,,(N))

=1 E(aij ) Cig
donde'q representa el vector columna cuyas componentesap, igualmente y por

un razonamiento anélo@,&’lpl =1 E(a'ij)D,B.

Si se dan las condiciones del sistema patr@raléa, entoncesl,, %:%
Por lo que,, 4 p,(l'l) :i y de (*ho resulta:g +W =1 obien IN= ﬁ(l—W).
An(n) T n

Relacion lineal entr&/ y I cuando el salario se expresa como proporcionrdel p

ducto neto patrén.

Para el sistema homogeneizado sabemos que Isidos iguales, entonces lqs(1)

también son iguales, que denotanpy de (*),o directamente deducimos:

Zw Y1) ¥a
IS,
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2.4
Como sabemos que {#) <——=

>.B

tenemos %+W:1, n= ﬁ(l—W) re-

-

lacion que ya habiamos encontrado anteriormente.
Podemos concluir que la relacion lineal
(*) 22 n=n(-w)

que se da para el sistema patron de Sraffa, serdaén para un sistema cualquiera pre-

viamente homogeneizado en el que los coeficierdesabajo directd, sean todos igua-

les.

6. INTERPRETACION DE LOS PRECIOS UTILIZANDO EL TEO REMA DEL PUNTO
FIJO

De (*)1» sabemos que parel, 0< Tl <%—1 la matriz | — (1H1) A es diagonal
a

dominante por columnag homogeneizada) y sda la matriz diagonal:

D=(dj), di=1-(1#T)a;, dj=0 sii#, entonces:
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—a,(1+nN)  -a,(i+n)

1 )
1-(1+N)a, 1-(@+n)a,
1
(1-@+n)A)D*=| ~30+N)
1-(L+M)ay,
_ a'nl(l-l- I-I) 1

1-(1+M)ay,

de donde A=1-[I -(1+M)A]D™ es una matriz tal que los términos diagonalegso

(1+m)a

y la suma de los elementos de cada columna 1<j<n es <1

7 1-(1+M)a,
porque 1-(1+M)a; > (1+M)a; y &; =0, tenemos que H/i”<1
izj
Entonces, la aplicacién ¢: R" -~ R"  definida pof:

#(p)=ID*+p|l -(1-(1+n)A)D?

(conw=1), es una contraccion en” R admite un punto fijo Gnic@, y

¢(p)=D*+p-p(l-@L+N)A)D*=p

p(l-@+n)A)D*=ID*
y multiplicando poiD a la derecha:

p(l-(1+n)A)=1

6 Ver apéndice matematico: Corolario del teoremalltgorema 2.
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y P es la solucion del sistema planteado. Ademas, 0 R", p° = 0, la sucesion
PPt =9 (0%, P =0 (F,...
construida a partir de°, converge ap, en dondep denota(pf,..., p,'f) k=0.

En lo que sigue, con el objetivo de aligerar lacsxgion haciéndola mas comprensi-
ble y sin pérdida alguna de generalidad, consideras un sistema formado sélo por

tres industrias e investigaremos como se formagj@onplo, el preciop, de la mercan-

cia 1.
Tenemos:

0 (1"'“)312 (1+n)313
1—(1+I'I)a22 1—(1+I'I)a33

~ (1"'“)&21 (1+I'I)a23
A=| —— = 0 — =
1—(1+Fl)a11 1—(1+I'I)a33

(1+Fl)a31 (1+I'I)a32 0

1-@1+N)a, 1-@1+M)ay

Si partimos dep”= 0 y suponiendo quev = 1,

1_ 0)— -Ip!= J E s
p —¢(I0 )—¢(0)—|D _(1_(1+r|)aﬂ’1—(1+|'|)a22 ’1—(1+|'|)a33j

y diremos que

P Ti-en)a,
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es el precio elemental de primer orden de la mefaary, como se ve, los precios rela-
tivos de primer orden dependen no sélo dé;Jasno también de log; (aparte dél).

Siguiendo el procedimiento iterativo tenemos:
2 _ ( 1)_|D—1 1A
pT=0¢\p’)= +p
y entonces

(1"'“)&21 + 5 D(1+n)331 —
_(1"'”)311 1_(1"'“)&33 1_(1"'“)311

2 Il |2
= E
PL 1—(1+I'I)a11+1—(1+l'l)a22 1

1 1+T11 1+T11
- 1+ ( + )a'21 D]Z + ( + )a31 D]s
1—(1+|'|)a11 1—(1+Fl)a22 1—(1+I'I)a33

que podemos interpretar como la suma del precinezital de la mercancia 1 mas la
contribuciéndirecta de los precios elementales de las mercancias & pi&cio de se-

gundo orden de 1. Es decir, el vector de los psed® segundo orden se obtiene me-

diante actualizacién de los precios de primer om®nla matrizA, que podemos de-
nominar “matriz de actualizacion”.

Por construccién de la sucesi@i)(tenemos:

pk — |D—1 + pk—lz\
pk+1 =|D_l+ pk;\

de donde

pk+1 _ pk =(pk _ pk—l);\

En efecto, obtuvimop® actualizand@*™, y para obtenen®*! es necesario actualizar
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tambiénp® - p*2.

7. CONSIDERACIONES EN TORNO A LA EVOLUCION DE LOS P RECIOS EN UN
SISTEMA HOMOGENEIZADO
En un sistema homogeneizado de

p(l-(1+n)A)=lw

se deduce que sw tiende a 0, lo que equivale a dqudienda a%—l, el vector de pre-

cios p tiende a ser autovector izquierdoAley, dado quel =(1,...,1) es autovector iz-
quierdo deA, deducimos que los precios tienden a ser tod@dagu

Lo anterior no significa en absoluto que en utesia homogeneizado los precios no
puedan cruzarse para un cierto valofgepero es mas dificil y si eso ocurre la varia-
cion de los precios relativos es muchisimo masesuav

llustremos lo anterior con un ejemplo numéricacgkmrelativo a dos industrias.
Ejemplo numérico 1
30 20 - 50 0= 100
50 20/ ° (30 ~(100
20 80 L =(20,80)

Matriz tecnolégica:

A=[8§ 83 : 1=(,,1,)=(0,2,08)
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el autovalor maxima= 0,5701 y la solucion de( v») (I -A) = (0,2, 0,8) es:

v; =1217391
v, =1304347

El tipo maximo de beneficio

Q| |

—-1=0,753905
y se comprueba que para Il+= 1,071428 la solucion de

p(l-@+n)A)=(0,2,0,8)

es

PL1=pP2= 1,4

Los precios se cruzan, pues, para un tipo de ioemetlativamente bajo del 7,14%.

Asimismo, para 1M=1,5 obtenemos:

p, = 4625
p, =3125

y para 1+1=1,75 tenemos:

p, =332
p, =180

Homogeneizemos el problema. Resolviendo
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(0(1,0(2)(5 |- A) =(0,0)
obtenemos:

a, =1851166
a,=1

tomando la mercancia 2 como numerario.

El sistema homogeneizado es:

03 03701 (925583 _ (1851166
02701 02 | 30 | 100

y el vector de los coeficientes de trabajo directo:
| = (0,10804 , 0,8)
La solucion de
(v1, v2) (I —A) =1

es

v, = 0657583
v, =1304214

Antes de calcular los precios para I1+= 1,5 y 1 H1 = 1,75, observamos que en
un sistema de dos industrias homogeneizado losoprao pueden cruzarse nunca, sal-
vo si I;=1,, en cuyo caso son iguales cualquiera que sgaoallé beneficio admisible

. En efecto, si para Ui tuviéramos p; =p. =p,
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{(1_(14'“)311) p—(1+l'l)a21 p=1l;
_(1""_')&12 p+(1—(1+|'|)a22) p=l,

o aun

de donde necesariamente debd set,.
Si1H#1=1,5

055 - 0,5551?

I—@+H)A:(
-0,40515 07

y la solucion de

p (1 -(+n)A)=(0,10804, 0,8)

es:
p,=24971
p, =3125
y paral H1 =1,75 tenemos:
p, =1946735
p, =1952080
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Se observa que:

7.1. SOBRE CUANDO SE INTERSECAN LOS PRECIOS

Consideremos el sistema

p(1-@+n)A)=I

|| =

y supongamos que existe una tasa de bene*ﬂicié()s ns< —1) para la que

Pi=P=P
Por comodidad de exposicion y sin pérdida de gdidad, podemos suponer
PL=pP2=p

y el sistema se escribe del siguiente modo:

(1_(1+n)a11) p—(1+ﬂ)a21 p_(1+r|)a31 Ps _"'_(1+r|)an1 Pn =l
_(1"'“)&12 p+(1—(1+|'|)a22) p—(1+|_|)6132 P3 —---—(1+I'I)an2 Pn =1,

_(1+n)3~13 p—(1+|'|)a23 p—---—(1+|_|)an3 Pn =13

-(+n)ay, p-@+N)ay, p--+{-0+N)a,)p, =1,

que es equivalente a:
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(*) 22

(1—(1+ﬂ)(a11+a21)) p_(1+r|)a31 Ps _"'_(1+n)an1 P, =l
(1_(1+n)(3~12 +3~22)) p—(1+|'|)a32 Ps —---—(1+I'I)an2 Py =1,

_(1"'“)(313 +azs) p+---=l,

=1+ )@y, +ag) p=-+ L=+ May,) po=1,

sistema este de ecuaciones con — 1 incognitas, siendo la condicion necesaria i suf

ciente para que admita solucién, que exiﬁa,(Os mn <%—1J, tal que el determinante

de la matriz ampliada sea nulo:

1-@+n)(ay, +a,) 1-@+N)(ay, +ay,) - 1-@0+N)(ay, +a,)
-(+n)ay, -(1+n)ay, -(1+n)ay,
-0
-(1+n)a, -(+n)a,, -@+n)a,,
I I, l,

es decir, al sumar las dos primeras filas de laimiat (1+I1) A, obtenemos una matriz

den— 1 filas yn columnas; los vectores columna de esta matrizmoes, linealmente

dependientes y la relacion de dependencia linds deantenerse para las componentes

li del vectod.
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Ejemplo numérico 2

Consideremos

05 0 03

A= 0 04 02/, 1=(0,3,0,6,0,9
0,1 02 01

Oj, 1<j<3 Ya; =a=086

Si tomamos 1M = 1,25, tenemos:

0375 0 -037
| -(1+n)A=| 0 05 -0,25
-0,125 -0,25 0,875

y se comprueba que la solucion de
p (I-@+n)A)=I
es p=(1,6,24,2,4), es decir,
P2= pP3
Sumando en - (1+M)A la segunda y la tercera filas, la matriz quedaaceigue:

0375 0 -0375
-0125 025 0625

en la que la tercera columna es igual a dos vacesgunda menos la primera, relacion
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gue se mantiene entre los
li: 0,9=2.0,6-0,3
y el determinante de la matriz ampliada es el sigei

0375 0 -0375
-0125 025 0625|=0
03 06 09

Se comprueba que en la matriz anterior la tefdara
| =(0,3,0,6,0,9)

es igual a 1,6 veces la fila 1 mas 2,4 vecesd&filpero (1,6 , 2,4, 2,4) era, precisamen-
te, el vector de precios que correspondid a 0,25 yw = 1.
El sistema que acabamos de considerar que es bogipagdo nos muestra que en un

tal sistema los precios pueden perfectamente s®izeT0, Sin embargo, dado que tien-

. . 1 . .
den a ser todos iguales cuarddiende a — -1, los precios relativos de las correspon-
a

dientes mercancias no pueden ser “excesivamenit@ols una vez que se cruzan.

Para una tasa de benefi€lo= 0, lo que hace distintos los precios es la ifex con-
figuracion del vectorl y de hecho el valor del excedefites (tomandav = 1) preci-
samentel, cualesquiera que sean Igdo que permitiria a la “sociedad de los trabaja-
dores” repartir el excedente por unidad de tratlagarrollado.

A medida que aumenta el tipo de beneficio, eldj@lpierde importancia en la de-
terminacién del vector de precios, y es por elle ga un sistema homogeneizado, a
medida que aumenfa, la diferencia entre los precia$; — pjJ se hace cada vez mas
pequefia (se crucen estos o0 no) hasta lleigéimte de ser todos iguales cuando
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-1.

-
I
Q| |

En el ejemplo numérico 2, Bi = 0, tenemos:

p. = 0,931036
pr = 1,551721
ps = 1,655169

parall = 0,25 sabemos que= (1,6, 2,4, 2,4) y pafd = 0,5:

p1 = 4,394344
p. = 5,492927
ps = 5,323909
Si normalizamos estos precios:
parall =0 p =(0,225, 0,375, 0,4)

parall = 0,25 p=(0,25, 0,375, 0,375)
parall = 0,5 p = (0,2888 , 0,3611 , 0,35)

Como se observa, y como era de esperar, lasmlifaseentre los precios relativos de

las mercancias disminuyen a medida que aumernifoeald beneficio.

8. SOBRE EL DENOMINADO “SALARIO DE SUBSISTENCIA”

Supongamos ahora que los bienes que integraanehdlo “salario de subsistencia”
estan incluidos en la tecnologia del sistema;adlaiio es, pues, considerado como cual-

quier mercancia. Ello no implica en absoluto queate de unaé€conomia de esclavos
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ni que los hombres sean tratados como cabdlj@®mo veremos mas adelante.

La dificultad fundamental (intrinseca al probled® este planteamiento) reside en
definir qué se entiende por “subsistencia”, cuestjoe dependera de los contextos his-
torico, institucional, etc.; aparte de la relacdm“poder” que existe entre la “sociedad
del trabajo” y la “sociedad del capital”.

Supongamos por un momento que han sido perfectandefinidos los bienes de
subsistencia; a cada unidad de trabajo debe corrdspun conjunto de bienes propor-
cionados por las distintas industrias, y dado usigb® tipo de beneficidl, este debe
afectar también a estos bienes, asi como al trapajdeado. En cualquier caso, si el ti-
po de beneficio es positivo (lo que supone quetexagcedente), parte de este corres-
ponde al trabajo y el trabajador puede utilizarklgjorando su “nivel de subsistencia” o
bien como “acumulacion de capital”.

De las consideraciones anteriores deducimos eetoencia de ampliar la matriz de
transacciones introduciendo una nueva columnaivalat las mercancias consumidas
por el trabajo y una fila relativa a las cantidadesrabajo empleadas.

Por comodidad de exposicién y coherencia con fwtas anteriores, el vector co-

lumna sera

(01041, O2041 5-++5 Oyt 1y Onednet)

el cual representa el salario de subsistenciaistehsa; el vector fila

(On+1,15-++s Ot 1)

representa las cantidades de trabajo utilizadakapalistintas industrias. El término

On+1n+1
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representa las unidades de trabajo consumidas! poopo trabajo durante el periodo
considerado y que es necesario “reponer” para esegluposterior funcionamiento del

sistema; de todas formas, no existiria problemanalgn considerar

On+1n+1=0

Asimismo,

Qn+1 = 0On+1,1 +...F Onean T Onet, ne1

sera la cantidad total de trabajo utilizado poidasistrias 1, 2,..n, n+1, y suponemos

Bn+1 =0

lo que significa que no existe trabajo excedente.

En lo que sigue continuaremos denotando cdnta matriz tecnolégica del sistema
original con autovalor maxima< 1, y ahora denotaremo&” la matriz ampliada, ob-
tenida al aumentar la matriz de transacciones c@ncoelumna relativa a las distintas
mercancias de subsistencia y con una fila relatikes cantidades de trabajo empleadas
por las distintas industriag* <1 representara el autovalor maximo @é. Evidente-

mente

job]
\Y
Q|

Si suponemos ahora que la remuneracion dahjtrese encuentra integramente

dentro del sistema y que el tipo de beneficio ailrieid, (Os mn s_—1+—1j, el sistema
a

de precios se escribiria
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p(i-@+n)At)=0
Suponemos que el sistema fue previamente homagelmgies decir, la matrix’ es

tal que Jj, 1<j<n,
23 =&
I
para que el sistema tenga solucion con signifieadmomico

(det(i -+n)A7)=0)

. ~ 1 . .
N debe ser igual & =—--1, en cuyo caso las soluciones son del tipo
a

p=0(1=(0(,...,0(), a>0

y las mercancias —incluida la mercancia trabajorteecambian “una a una”, es decir,

los precios son todos iguales.

Si M >0, lo que equivale a*< 1, es decir, si el sistema dispone de excedersie p
tivo después de la remuneracién del trabejoyalor del excedente, tomango=
a,...,1,..., 1), sera

El sistema se escribe:
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(L) (G + G+ Gpor) = Q4
On beA)ay -y ra )<0

.(1'+ 1) (Gurea *+* Gupes * Grsapen) = Qoon
poniendo

O = Out..tCn+ Q1 1Sis<ntl
y teniendo en cuenta que
Q=g +Bi
sumando por columnas obtenemos

n+1

(e + v +05)=5'8
1=
siendo la parte del excedente que correspondeaamdaistriaj 1<) < n+1:

M (Chj to.tqy t qn+1,j)
Para un vector
Ql
o)
Qni
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de produccion total fijo, la matriz tecnologiéa aumenta o disminuye, segun lo hagan
los consumos intermedios y, en particular, segdrala la columna+1, que representa

(en cantidades) la remuneracion del trabajo. Coaso extremo, si la colummetl de

(q{) es igual al excedente del sistema, entonces @/@ot maximoa* de A" es igual

a 1, lo que se corresponde dare0.

Ejemplo numérico 3

Con objeto de ilustrar lo anterior, consideremloseacillo ejemplo siguiente de tres

industrias y de una cuarta industria trabajo repmeslas por:

8 2 3 44 226 40

2 2 6 66 34 . |20
: [3: : Q =

4 4 3 0.2 188 30

10 4 6 2 0 22

siendo la matriz tecnolégica:
02 01 01 0.2
A 005 01 02 03

01 02 01 0009
025 02 02 0,09

Suponemos que el sistema ha sido previamente f@razgdo, de modo que

Oj, 1<j <4, Y a =a'=06

al que corresponde un tipo maximo de benefi¢‘|T0:_—l+—1= 0,6
a
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que admitep = (1,1,1,1) como autovector asociado por la izgidesolucion de

El valor total del excedente esi B, =448 unidades monetarias
i=1

de las que corresponden a cada indugtria<j<4: M (Z qijj

0,6[24=16 a la industria 1
0,612=8 a la industria 2
0,6M18=12a la industria 3

0,6[132=88 a la industria trabajo

Cuya suma es, precisamente, 44,8.

Observamos, por otra parte, que en la cuarta eca@lwe ¢;, que corresponde al tra-

bajo,
s g, +1(2 q)= 132 +8,8 =22

que es, precisamente, la cantidad total de uniddelésbajo empleadas; hecho este que

no deberia sorprendernos, pues de la Ultima ecudei@*)s, teniamos:

(1+ ﬁ)(ql,nﬂ ..t qn,n+1 + qn+1,n+1) = Qn+1

que es la cantidad total de trabajo empleado.
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APENDICE MATEMATICO

1. ALGEBRA DE BANACH Mn (R)

Denotaremo#n (R) el conjunto de matrices cuadradas de ordean coeficientes

reales. Para
A= (a) OMn (R)
i es el indice de la filay el de la columna.
Dados

A= (g;)) O Mn (R)
B= (bij) O Mn (R)
AOR

y con las operaciones habituales
A+B = (g + by)

AA=(\ &)

de sumay producto por un escaMn (R) es un espacio vectorial sobre R.
Ademas, enMn (R) disponemos de otra ley de composicién intgorajucto de ma-

trices cuadradas:

A.B = (a). (by) = ()
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donde
Yi= él 3y by
el producto es asociativdl A, B, CJ Mn (R):
A.B.C)=(A.B).C
es distributivo respecto de la surhbA, B, C 0 Mn (R):
AB+C)=A.B+A.C
admite un elemento neutro, matriz identidad 1.
Proposicién 1
Las aplicaciones

Mn(R) - R, ={xOR/ x>0}

a)A=(a)) - |A=supl | ay|
1=

) A=(a;) - |4 =sup3 |a;

son normas emn (R).

Demostremos a) —la demostracion de b) es equiealen

1) [Az0y [A=0 - sup3[a|=0 - Oi,j g =0 - A=0
joi=
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2)ONOR, A A4|=s?p§1\w\=|7\ 1A

3) DA BOMN(R), |A+B]=supl |a, +b| < sups|a| +sups| | = |A|+[8]
j o= | ]
Mn (R) es, pues, un espacio vectorial normado.

Proposicién 2

Mn (R) es completo. Tenemos que demostrar que todssisncde CauchyA), de

elementos d&in (R) es convergente évin (R).

DenotanddA' = (qj) como Q) es de Cauchy &vin (R),
Oe>0, OttON/ p=ty, q=to= HAp—AqH<£

pero

H ” < — i i ‘ <
joi=

|ay -a|<e

por lo que la sucesion de numeros re(aé{;)ts es de Cauchy en R completo y converge a

un namero real que denotaremas

49



Demostremos ahora qu&’) converge aA=(a;) en Mn (R). Seae 0 R, € > 0, co-

mo (afJ )t converge en R ay,
Ot@i, ) ON/ t=t(,j) = \ag—&j\<%

tomemos

to=sup {t@,j), 1<i<n, 1<j<n}

entoncedlt>ty y [Jj, 1<j<n,

| at —al<nif =
2|8 ~a[<n=e

de donde resulta
sup[i \ 3 —%DQ
i i=1

0 aun

| - A<

lo que demuestra que la sucesiéh, (converge aA.
Proposicion 3

0ABOMN(R), |AE|<|A
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SeaA .B = (y;), con

Vi = X ay by
k=1

tenemos:

i ay by
k=1

ssup ] £ a <[4 sun( % |=| A 78]

|AcE|=] () |= sud £ [ v,|)=sup. <sup}. 3 |a, by|s
j \i=l j i1 j =1 k=1

La norma elegida es, pues, “compatible” con edpoto de matrices. Ademas, es

evidente que la norma de la matriz de identidatt es
I1=2

Resumiendo lo expuesto en las proposiciche® y 3, podemos afirmar que
Mn (R) es uralgebra de Banach con unidad |

Cabe resaltar que, respecto de la norma
* n
|A =sup 3. |a]
ij=
gue denominaremosibrma dual, Mn (R) es también un algebra de Banach con unidad

I. La demostracion es similar a la efectuada yzati#mos una u otra segun convenga al

contexto en el que nos encontremos.

2. EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO
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Demostramos guklin (R) es un algebra de Banach y luego en parti@edamespa-

cio métrico completdotado de la distancia

d Mn(R)xMn (R) - R,
A B) - d (A B) = |a-5

Definicion.
Sea E, d) un espacio métrico —por ejempMn (R)- vy

¢E—>E
X - ¢ (X

diremos quép es una contraccion énsi
OkOR, O<k<1

tal que
Ox,yOE, d(®x®).6(y)skd(x Y
Definicion.

Diremos quex es punto fijo d&, contraccion erg, si
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Teorema del punto fijo

En un espacio métrico completo, toda contracdi@amite un punto fijo Unicx v,

ademas,[Ix, [0 E la sucesion iterativa construida a partixgle

X0, X1= ¢ (X0), oo X0 =0 (Xn1), ...

converge ax .

En efecto, sea

XUE Y X=0¢ (X1), n21
Tenemos:

d (Xn 'Xn+1)s kn d (XO 'Xl)

d (Xn 'Xn+p)s d (Xn 'Xn+l)+ d (Xn+l 'Xn+2)+ -.+d (Xn+p—l 'Xn+p)s

<k d (% %) [L+k+..+KP +..)s

<k"d (%, ,xl)[-lhik (porque0<k <1)

término este que tiende a cero cuando

n—>+00

por lo que la sucesio,), es de Cauchy eB completo, y admite un limite.
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Dado que toda contraccion es una aplicacion caat{imcluso uniformemente conti-

nua), tenemos:

6 (®)=0 (lim x,)=lim ¢(x,)=lim x,., =%

n-oo n- oo n- oo

y X es punto fijo de.

Demostremos qug es Unico. Supongamos geietambién es punto fijo. Tenemos:

es decir, qux=X.
Teorema 1

Para queA [0 Mn (R) sea inversible eiMin (R), es necesario y suficiente que exista

D O Mn (R), D inversible y tal que
|1-AD?|=K <1
En efecto, siA es inversible, tomand® = A tenemos
|1-AmAY=0<1
Reciprocamente, supongamos que exidt@nversible tal que
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H | —AD‘1H=|<<1

Entonces, la aplicacion

®:Mn(R) > Mn(R):
®x)=D"+x(I-AD?

es tal que
| ® (-0 =| (x=x) —AD‘l)“ < |x-x| Or-AD7|
(porgue Mn (R) es un algebra de Banach).

Siendo

|1 -AD?|=k<1
tenemos
d (@ (x), @ (x))=]|P (x) - @ (x)| < k[x— x| =k d (x,x)

y @ es contracciéon eiMn (R) completo, por lo que admite un punto fijoamk .

Siendo X punto fijo de @,

0 aun
D +x(1-AD?) =%
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de donde
x AD1=D?

y multiplicando porD a la derecha,

y X es lainversa dé\.
Ademas/[] X, [0 Mn (R) la sucesion
X0, X1 = @ (X0),:-s X0 = @ (Xn-1),..-
converge a

x =A™  (Teorema del punto fijo)

Corolario.

Con las anotaciones del teorema anteridgl [ R",
¢:R"[M0 - R"
pmM - ID*+p(l - AD?)
es una contraccion eR" que admite un punto fijo Unic@ soluciéon de pA=I,
O p’OR", p es el limite de la sucesion iterativa:

0% pt=4(p°).....p” =g (p").......
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En efecto, tomando como normaBh, |p|=sudp| tenemos:
i

¢ (p)-#(p'). =[(p- P)(1 -AD?) <1 - AD™
=K|lp-p| con k<1

Mn(R)|| P p'

Rl‘l

Por lo queg es una contraccion eR", que admite un punto fijo Unic@ al que para

0 p° OR" converge la sucesion iterativa:

% pt=4(p°)....p” =g (p" ).

ytenemos ¢(p)=p, ID'+p-pAD*=p aloqueeslomismo pA=I.
Definicion.

Sea A = (g;) [ Mn (R), diremos queA es de diagonal dominante por columnas si

Oj, 1<j<n,
2y z o)
De forma similar diremos quA es diagonal dominante por filasSii, 1<i<n,
2| > 2 3|
Definicion.
SeaA = (a;) UMn (R), diremos queA es de tipo Leontief si

a; >0 [i
8, <0 sii#]
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Teorema 2.

Si A= (g;) U Mn (R) es Leontief diagonal dominante por columnasgs inversi-

ble en Mn (R) y, ademas,
A'>0
Siendo A diagonal dominante y Leontief]j, 1<j<n,

a; > Z‘aii‘

[E]

consideraremos, entonces, la maliz (d;) definida por

¢ =3

g=0 sii #j.
Necesariamente

dj =a; >0

por lo que la matriz diagondD es inversible enMin (R) y siendoA diagonal domi-

nante, kO R, 0O<k<1, tal que

!
Hl—AD]”_sw{EI(EH%U}sk<1

por lo que la aplicacion

®:Mn(R) - Mn(R) :
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®x)=D"+x(I-AD?
es una contraccién eMn (R) y admite un punto fijo Gnicox =A™

Ademas, dado qu®&™=0 vy (I - AD‘l) >0 partiendo de = 0, la sucesiéon
X0y X1 = D (X0)yeees Xn =@ (Xn-1),... €S tal que x,=20 [n vy, en consecuencia,
lim x, =x=A"

nd - e

Para las matrices Leontief diagonal dominantedfifa® tenemos un resultado equi-

valente considerando ahora la aplicacion

®:Mn(R) - Mn(R) :
®(x)=D"+( -D7A) x

Teorema 3.

Si ADOMNn(R) y A es autovalor dé\, se tiene ]\|<|A.

Sea A autovalor deA, entoncesdxOR", x#0 talque AX=AX o, loquees

lo mismo, Al-A)=0 o AI—-A noinversible enMn (R).
Entonces (teorema 1), para toda mabizinversible se tiene:
[ -1 -A)D721

si A =0, ello significa queA es no inversible y, obviamente,

M=0<|A
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Supongamos\ # 0 y consideremos la matriz diagorfal= (dj) donde

di=A vy dij =0 para# |

Tenemos | -(A1 —A)D‘luzsup[%(inj 3, m:%w y como debe ser|T1|||A4|21 ,
i i=1
resulta |A[<|A.
Teorema 4.

a) SeaAlOMn (R), A=0 ytalquelj, 1<j<n,

2 =a=[A

i=1
entoncesa es autovalor real maximo d& que admite1= (1,...,1) como autovec-
tor por la izquierda.
b) SeaAOMn(R), A0 y AOR, talque A>|A| entonces NI —A) es inversi-

bley A —A)*>0.
Demostracion

a) Resultaquel A=al y a es autovalor real. Por otra parte, dado que pai@ t

autovalorA, |\|<|A| (teorema 3), resulta que es autovalor maximo.

b) Consideremos la matri® = (dj) donde di=A y dj=0 sii#]j.

Tenemos que HI ~(n1 —A)D‘luzn)\—| <1 ylaaplicacién
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®:Mn(R) > Mn(R):
®® =D +x(1-(\1-A)D?

es una contraccién eMn (R) que admite un punto fijo tnick=(\ 1 -A)™" y dado

que D'>0 y I-(AI-A)D™>0, partiendo dex = 0, la sucesion

X0, X1 = @ (X0),-, X0 = P (Xn-1),...
estal quex,=0 [n, porloquex=(\1-A)" =lim x,=0.
Corolario.
El autovalor maximoa de A= 0 es el extremo inferior del conjunto:

T(A)={a0R/ OAD(a,+e), (A 1 - A) inversibley (A 1 - A)* >0}

Teorema 5 (de Perron-Frobenius).

Toda matrizA [0 Mn (R), A= 0, A irreducible admite un autovalor maxin® real
y estrictamente positivo, al que corresponde upvaator X positivo (admitido por

sobradamente conocido).
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