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INTRODUCCIÓN,- En un trabajo anterior [4] estud—ii un espacio 

topologico cuyos puntos eran funciones enteras de orden infinito, y 

demostré que unos subconjuntos formados por las funciones que tienen 

ciertas propiedades, eran "despreciables'. El sentido de este termi- 

no "despreciable" era el que le da Kuratowski l 1, pag.48] cuando 

dice: "En numerosos protlemas de Topologia, la noción de conjunto 

de primera categoria es semejante a aquella de conjunto de medida O 

en la teoria de la medida (conjuntos "gespreciables")'", 

En este trabajo estudiaremes otro espacio en el que habre- 

mos definido, de un modo "natural", una medida, Con esta medida de- 

mostraremos que si consideramos los subconjuntos formados por las 

funciones que tienen las mismas propiedades que suponiamos %'e'ïa el 

trabajo anterior, estos conjuntos son "despreciables" en eí sentido 

de la medida, es decir, son de medida mula. È 

l.- Antes de enunciar los resultados y dar las Mineas gene- 

rales de las demostraciones, debemos recordar algunos resultados 

que tendremos que utilizar eontinuamente y definir algunas notacio- 

ness 

En mi trebajo citado se demuestra que para toda función 

F(z), entera y de orden infinitojexiste una función W(r) que veri-' 



ficas 

(I) 1leg W(r) es una función creciente y convexa de log r 

La & 

D w(:-(l +(_1°£_L) ) Ly oD 
leg W(r)/ do 

(ZI1I) Él(r)voO y E (r)— O cuando r — 00 

E(r) d 
(v) (—ogr. \ — O monotonamente cuande r Ç o 

log W(r)/ L 

donde log,X = log log X y M(ry F) = Qmex IF(z)I 
. Z =T 

Be- Sea W(r) una función que verifica las condiciones (I), 

(I1), (III) y (IV), y sea 

F(a) = Zauz“ 

una función entera cualquiera de orden infinito y que verifique (V), 

esto ultime lo indicaremos por FES . Si cambiamos el signo de un 

número finite o infinito de coeficientes de Fla), obiendrentos una 

meva función entera F,(z), y según un resultado conocido [4y lema 2| 

l R 

tendremos Ó 

logQM(r, Fl) 

i’1~>2 log W(r) 

o sea,si F€ Sy entonces Fj € ) donde Fy es según hemos dicho cual- 

quier función que difiere de F unicamente en el signo de una suce- 

sión de sus coeficientes. 

Por otra parte el mismo lema l4, lema 2] permite obtener 



otre resultado semejante, a saber: Si 

Fey = Zlagrt 

se puede demostrar que si FeS  entonces Y CSge 

Be- Ahora vamos a definir el espacio S que estudiaremos: 

El espacio S estarà formado por la totalidad de las funciones 

SEtani gxa taAntaxelxsÍgROxREXUNAXENEESÍóR que pueden obtenerse a 

partir de F cambiando el signe de una sucesibén finita o infinita de 

sus coeficientes (naturalmente F tambien pertenece al espacio S pues 

se obtiene mo cambiando el signo de ningún ceeficiente)s %reste es- 

pacio swmemixmmez le asignaremos la topologia de la convergencia uni- 

forme en los compactos, y sin necesidad de repetirlo al hablar de 

este espacio le supondremos esta topologias 

_Ahera debemos definir las funciones de Rademacher que con 

una lige-a variación en la definición nos permitirà construir una 

medida en S. 

Sea ro(u) una funeién periodica de periede l y tal que 

+1 Ocuc1/2 
rg(u) = 

-1 1/2cuc1l 

generalmente para los valores u = Oy 1/2, 1, se toma rf (u) 

pero nosotros consideraremos unicamente r, (u-0) y T, (u+0) une evi- 

dentemente existeg,Ahora para todo XÍBRXREX número natural n es- 

eribiremos 

rp () = r ( u) 

y entonces las r,(u) son las funciones de Rademacher. 

Sea fel intervalo O4u41 y consideremos el conjunto É, 
L l 



de 108 puntos de /Bo que pueden escribfse 

u= (2% 4 127" 

donde X es un entero no negative y n un número natural, Entonces al 

complemento de }31 respecto a fio lo representaremos por )34' Supon- 

gamos que cada punto u € jj; se desdobla en les u' y u" y escribamos 

Si, ademés del erden corresponiiente a la recta real, se supone que 

u'< u" entonces el conjunte 

BBU B, UB, 
seré totalmente ordenado. Cuando heblaremos del espacio fi se enten- 

dera que queremes indicar el con;]unto}? al que se ha asignado la 

tepologia deducida del orden que acabamos de definire 

Ahora podemos indicar la ligera modificación que queremos 

introducir en las funciones de Rademacher: Sea R,(s) una función 

definida en la totalidad de f del siguiente modo: 

si seçfáy s = u' entonces Rn(s) = rn(u-o), mientras que si 

8 =u", R (s¥ = r (ut0). on h 

Si s 3, , entonces R (0) = r, (0+0) = +1, R (1) = §~;1(1-o) = -1 

y finalmente si s — u (pero s #0 ye#1 Rs) = v, (W ; 

Como la función F que sirve para definir el espacio S puede 

tener coeficiente/nuloj nosotros la escribiremos en la forma 

. Flz) = > & zk“ 
n 

entonces escribiendo 



X 
F(2) = an(")'k: - 

es facil demostrar que se establece uma eorrespondencia biunivoca 

en 4 - $ tre B y S. Evidentemente R, (a) = -@z). Ademfs tambien se puede 

demostrer . 

TEOREMA I.- Los espaeies B y S sen homeomorfes y la cor- 

respondencia g — F, €s un homecmorfismos 

No daremos la demostración de este teorema, pues es muy 

simple y el lector a quien intèrese podré encoptrarla facilment,e-; 

A,- En el número anterior definimos implicitamente una fun- 

ción u(s) que para cada función s € fl toma un valor perteneciente 

a1 intervalo O<u<l; aJemàs con el orden Aefinido en 8 esta función 

serà no decrecientes Puesto que los valores que toma u(s) enja llenar- 

totalmente el intervale O<u<ly es univalente emcepte en un con- 

junte numerable, es evidente que es correcta. la siguiente definición 

de medida en }-3 3 81 H es un subconjunto de )9 diremos que H es me= 

Aible si y solamente si U(H) es meiible en el sentido de Lebesgue 

Entonces la medida de H en JB 3 que prepresentaremos por H-Il!3 vendra 

dedq por — : 
u 

I fl, =l 

donde| XÍy, es 1a medida de X en el sentido de Lebesgue en ?.ka recta 

real, : 

Por otra parte la hnomeocmorfia g: s — Fg entre 5% y S per- 

mite definir una medida en S por la igueldal 

'Í 'S= ‘H'fi 



donde H = g'l(gg) y donde | G |4 representa la medida en S del sub- 

conjunto $ de S. 

5.= Sea 

F(z) = Zanz" 

una función entera. Representemos }v'r(r) por la igualdad . 

ILL(J!) = max fafllrfl 
no 

y D(r) por 

Y (e) = max {n: E a /J—(r)} . 

Finalmente parz simplificar pondremos siempre O( (r) en lugar de 

/ log r \É(ï') 

\ log w(r)/ 

que interviene en l: definición de las propiedades de las funciones 

w(r). 

En este n2 y en los dos sucesivos demostraremos tres lemas 

que para el orden finite fueron dados por Littlevood y Offord rel 

siende los muestres su traducción al orden infinite 

LBIA 1.- 51 FES, k>W(r) y a<k(log RUT 365 0), enton- 

ces para r suficientemente grande : 

v - 
J na ira 1 40U r)) ® k/?,l"—(r') donde R = r(1 +oL(r))e 

R R 

DEMOSTRACION, - Be las definiciones se deduce facilmente que 



dé" donde 

q no [RY (R) ; /v 

( ez l d) H é YE) . 

Ademas 

. ltl @ St = () xg (x<1) 
dr 

y si ponemos x = e’ tendremos 

Laa x O ga (e l)y 
@ () EEd ln 

A m 
- K1) (k+1)y L 1 

%( a) 1) aa 1 - & 

Y puesto que según las formulas de Cauchy poiremos demostrar que 

de (2) y (3) resulta 

n. gl 1 1 (k+1)3y/5 
(4) &%nqx Znígq ‘q ï—-—;m e 

Ahora bien, segun las hipotesis, puesto que x = € 

resulta 

ol S2 1 L _ efE(log E)T (1+0(1)) 
2 a gjd 1. S 

y por lo tanto de (1) y (4) se sigue el lema l. 

G.- Representemos por D el operador z %-z" entonces dadsyq 

números positivos 

D19 Doy erey Pq 



definiremos los sicuientes operadores 

Daa = @ = PDee O =y D O = Pyyy)eee O = pgD 

Ahora con la medida en S definida en el n2 4 se puede demos- 

trars 

LENA 2.- Dado un número positive £ < 1 extète un es e £) 

tal que, para todo z que verifica falsro [Oo se pue'e determinar un 

conjunto de q enterd positive/Py, Doy eee9 Py SOR las siguèntes pro- 

piedades: Si 

k=2 V(e(l t () + w(r), 

ningún p sobrepasa k, ademés qé(w(r))Z y existe un conjunto excep- 

cional _% = %-(z, E) C s tal que si FES y F%á 

sup| D a S exple ) 5) fute) 
h 99 

la medida de À_í siendo < exp(-('w'(r))g -o(1)), 

DEMOSTRACIÓN,- Si suponemos q< (W(¥))E y 

z 2 V(r(1 80 )) + w(flé(w(@l"s‘” (9 

i 
h 

(5) (Da,n Z a z”!Lanlanlr ée:á)( N D uco) 

aplicanfio el lema 1 tenfl*emos 

s
l
 

Ahera escribiremeg 

(e) F (2) =Py, s(z) +ZR (s)a,xx 

(aqui suponemos que ningún a, es igual a Oy de haber algunan sucesion 

nux de coeficienteg nulos, es muy facil tamaxtxax modificar la de-' 



mostración de mode que se vea que los resultados contimuan giende va- 

lidosj es suficiente utilizar el mismo preceiimiente que nes ha per- 

mitido obtener una correspondencia biunivoca entre i fi y S)e 

Sea qlel número de terminos de Pk,s cuyo%ád%le es 

>exp(—(w(r))25)ft(r). Pueden preentarse dos cases (I): qlé(w(r))& y 

(1D)3 gy > (M(r)és 

En el caso (I) sea 

D39 Doy ssey Dy (g = q) 

A 
los indeces de los terminos de > !anll‘n que sobrepasan HXGHEREESEERT 

- o 

exp(-(‘.‘:’(r))gé)/M(r). Entre estos habra èl termino mayor, cuyo indice 

supondremos que corresponde a E Pp. 

Entonces es facil ver que 

PP (a) = KR (8) zp“+z sl ks P og S 0 4 

donde K>1y 

4 _ 
LS la S, fa te i Terpte (a ) ur), 

4 : 

pero como q (u(r)) é y ké("l(r))l*o(l) resulta 

. 
- 

KL axp( (et 

" 

y per consiguiente 

LS col o D j ) /M,(r). 

Bor lo tante cua‘nflo r > {Oa tendremos 

l Pra (@)1= § e 

y de (5) y (6) resulta finalmente 
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'ffi'q,hl”s(s)l>/¢(r), 

Esto demuestra el lema en el cago (I). 

‘En el caso (II) la demostración puede efectuarse casi de for- 

ma identica al metodo empleado por Littlewood Offord [2] pero utili- 

zando la acotación por medic de funciones de W(r), como hemos hecho 

en el caso (I), Entonces se verifica que excepto si & pertenece a un 

conjunto de medida 2"3; exp(-(w(r))góo(l)) tendremos 

6 supl Da nia (21> 2exp(=(9(r)) 5) atr) 

y por los mismos valores de sy según el lema 1,: tendremos 

6 3 ¢ 5 le0(1) 
ol Da 7o (21> 53Dl P Py (2D £ exple(E(AP ux 

S exp(=(w(x)) 5) L (x4 

Dada la correspondencia entre las medidas en F y en S, esta formula 

demuestra el lema en el caso (ID)# 

7+~ LEHA 3.- Dados dos fúmeros po«“Hvar- pqaely ol exis: 

te un Q F (Gy 8) tal que para todo zy que verifique lz | = r>p, 

existe un conjunto LP_ á (¢4 9, r) que depende unicamentelde £ 3 © 

y P, cuya medida es menor que expíe (\'J(r))a/?) tal que si F ’fé ,Ó en. 

el circule fz - z,/< (7(®) " € existe un punto z' tal que È 

Ira > eple ar SS u), 

DEMOSTRACIÓN,- Tomendo 64 tal que 6< 91\1 'àividiendo: la 

eircunferencia 'zl zr enm - (Wr)) 31 partes iguales, y represen- 

nte— 
tendo por 2z, los puntos de división, entonces, par-a r f) suficie I 

u 
mente grande, la cir-cunferencwal lz = 29 | = ()" $ ontendra en s 

- 
- 
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— interior la totalidad de por lo menos una de los cireulos |z - Lara 
-g, 

(W(r)) 97. En efecto parsHMl r suficientemente grande; se cumple, 

dadas las propiedades de Wir), 

-6 -8 
ogra La ) T (e P. 

Por otra parte poniendo À 

o i 
T = S el A j xiL(X+pí)—ich,nx l 

iA 7 

tendremos 

E) 2 7 6 — n. - (7) l q_’th(z)l ‘Z; c‘n,n“) Fo(2)] = 

y f 1 . : az 
-2__420111?1'57 rs(Z) : %lí 

flog z - log zk5n+1 

28 8 i 
— Aar TT (e a pa 

4 
-0, 

donde M es el màximo de lFs(z)l en el circule |z - ada (W(r)) L 

Sir >{J donde D es suficientemente grande y verifica P >F , 

1 (/4 1 o 

según el lema 2 aplicado a la totalidad de les ma se deduce de (7) 

que existe un conjunto 451(; S de medida £ m exp(-(w(r))í/j?). tal que 

9i F, É $ el mbximo M verificard 
8T H h 

N L 
3 exp(=(w(2))36) )y 

para deducir esta desigualdad hay que tener en cuenta las propieda- 

des de qy de W(r) y de 108 Dye Puesto que si r 7{)1 y ÍO( es suficiente 

mente grande!se cumple 

m Ep B ) — epletetr)) ), 

Bl lema queda totalmente demostrados 



12 

8.~ Ahora podremos ya lemostrar el teorema a qfie nos hemos 

referide en la introducción. Pero antes debemos dar algunas definï- 

ciones. 

Representaremos por A el conjunto formade por todas las fun- 

ciones FES para cada una de las cules sExxpusiuXe existe una f“uneieá 

f(2) entera tal que 

legzhï(r-, n 
m 21 

hse leg(t(r) 

log n(r, 1§§F-f)) 
,E; og Mr 1 

donde n(r, 1/g) representa, según Nevanlimna, el número de ceros de 

g contenidos en el cículo lal £ re 

Ademís el complemento de A en relación a S lo representare- 

mos per-Be 

Entonces podemos enunciar y demostrar el: 

TEORENÀ II.~ A es un F de medida nula y por consiguiente B 

es un Gg de medida 1. 

.DEMOSTRACIÓN, - Según un resultado contenido en ‘una\ anterior 

trabajo PL, lema ]J resulta inmedlatamente que existe una sucesion 

írn%tal que lim r, = co y que para toda función P S se verif‘xca 
1. 

j 1-0(1) 
1og/,L(rn, F)>(W(rn)_) 

Entonces si suponemos en el lema 3, £ < 1/4 podremos dedfucir facil- 

mente que si qu 55( £40y 1) = (]L:L se verificarà 

log 1> Mr D 

o seayque cualquier punto de la circunferencia |z| = r, esta a una 



13 

distancia inçurim- a (w(r_a))'e de otro punte en el cual se verifica 

(8) log lF(z)!>(w(rn))1'°(1). 

Como que siempre es posible elegir la gucesión %rnj de modo 

que 

3 apletrtr E)a co 

entonces, haciendo esta elecctén/resulta facilmente que 

Es 

SaU $ 
mad noa T 

serà de medida mula 

Per otra parte si F gé yj,a partir de un valor n, que puede 

depender de F, tendremos I‘¢ (/1 (no ny), o sea que para esta funeión 

todo punto de las circunferencias lal = r (n>n)) estaré a una dis- 

tencia inferior a (W(r“))'O de un punto en que se cumpla la (8)s Por 

consiguiente siguiendo el mismo procedimiento que al final de la de- 

mostración de un resultado que di en una memoria anterior T_S, teo= 

rena I\fl se demuestra que si Fé (L resulta F;A, o sea A C É/’/lu que 

demuestra que la medida de A e; nulas \ 

Para demestrar que A es un FU se procede como éu [\É,_ teore- 

ma IVI. h 

Según hemos dicho en la introjucción el teorem: quk acsbamos 

de demostrar expresa meilante la medida la misma idea que el teorema 

IV de [4] expresaba meiismte la categoria. De forma semejante, si 

bien con demostraciones més complicadas pueden demstrarse unos re- I 

sultados que en S expresarian mediante la medida lem misma idea que 

los teoremas V y VI de [4] expresadajpor me’ iación de la categoria en 

Swyt* 
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SUBRE UN ESPACIO DE FUNCIONES ENTERAS 

DE ORDEN INPISTTO (1) 
- mamss 

F. Sunyer Balaguer 

le— Pare nmuestro objeto es necegerio mejorar, en primer lugar, los 

ordenes de King-lai Hiong, es decir es necèserio demostrar que para cuel- 

quier función F(z) de orden infinito existe una función realnï Vtwal ques 

1: log ¥W(r) es una función gmeciente convexa de log T, 

2 s(r), 
log T 140(1) ((n —-—ïm) //<(x-r( =) 

39 E(2)D 0 y £{(r) — 0 cuendo r — m 

El(r) 
40 (Ií;gïrr — 0 monotonamente Cuando fr —d co 

logZE(r,F) 

E e <! 
En este Nota no daremos ninguna demostración enunciando solamente 

los resultados, no obstante creo interesante sefialar que las demostraciones 

si bien no son dificiles son bastante laboriosag, 

Si E(r) es ung Punción dada la cual verifica las cnnd;ciones 10, 29, 

32 y 42 y si t(r) es otra función real tal que t(r)>0 y t(r) _>9mm¢ 

r — oy entonces si #(z) = 23 z verifica 

log, K(r,?) 

un dog EJE 

logg( Z/an, rn)g(l + t(r)Mog W(r) 

diremos que Pé s : Ademés supongo que la topologia de Sw 4 es la topolo- 
9 

cio Gbicrto , é j y 2uga con esta 

(Je- Estas investigaciones fueron llevadas s.mm / 
Ua Se Favy. 

( 
t 



gia llemeda f"compact-open"s y; en lugar de decir "espacio S' teon esta to- 
£l 

pologia® diremos simplemente"espació 5!r t"' 
L 

Es conocido el hecho de que 313 es un espacio metrico, y he podido 
st 

demostrart 

THEOREHA Zoe— 8 es de segunda categoria 
vet 

2.~ Si para FE Sw 4 existe una funcién entere £(z) tal que 
La é 

— 1og,E(29£) 
lim <1 

log H(r) 

log n(z,1/(F-£)) . 5 Toe W= <1 

donde n(r,l,’çü) es el número de ceres de P(z) en | s|<r, nosotros diremos 

que FE A, Finelmente representaremos por B el complemento de A respecto a 

S' P Con estas definiciones se puede demostrar: 
Ld 

- TEORENA 2.~ B gg un Gí denso de segunda categoria 

TECREHA Je- A g8 un Fa_ de primera categoria 

34~ Sea n(r,Xs € 31/F) el número de ceros de F(z) contenidos en el 

sector 

fajar jarg z —o( [ < € -_ 

Entonces si Fesw y para cualquier £ — G y para todo valor figf-to 2y 
t L 

excepto pamun valor & lo sumo, se verifica 

@) 735 Lo n(ï;;c% É.l/(F—a)) -7 

nosotros afirmaremos que la dirècción arg g = O es una dirección de Borel- 

~Valiron. Si la igualdad (1) se verifica para todo valor de & a sin excep— 

ción nosotros diremos que arg Z = (X es una dirección de Borel-Valiron sin 

valor excepcional. 



Sea Ç la familia que contisne todas las FeS"t para las cuzles 

existe un valor de O( (el cusl puede depender de F) tal que arg g =X no es 

una dirección de Borel-Valiron sin valor excepcional, El complenento de C 

en relación g S" 4 lo representaremos por D. Con estes notaciones se puede 

demostrars 

TFOREMA 4o~ D eg un GS denso de secunda categoria 

TEORERA 5.~ C es un P, de primere categorig 

4+~ Ses como hebitualmente F(p)(s) una integral de F(s), le función 

F(z) o una derivada de P(s) respectivemente según que PLO, P 8 O, 6 p>0a 

Entonces podemos definir el conjunto C" del siguiente modosF <C° si 

Fésw ¢ ¥ Por lo menos pare un valor de p la función F(p)(z) tiene una di. L 
rección que no es de Borel-¥aliron sin valor excepcionel, El complemento de 

C' en relación a Sw 4 io zeprosentavemos por D', Entonces se puede demostrar , ) 

TEORENA 64~ D° es m Gí denso de segunds categoria 

' TEOREMA T.— C" es un F_ de priuera categoria. 

OBSERVACION .~ Del teorema 1 y de los teoremas 39 53y T respectiva- 

mente se sigue que las clases Fci, Fel y FEC" son excepcionsles en 5' 4 
. 

en sentido topologico, Pera el orden finito hebiamos demostzado ya Un0S re- 
do nç han heehr- 

sultados aeme:;ante? Mra remtd gp otros autores 


