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INTRODUCCION. - En un trabajo anterier tg] eatudiﬁ un espacio
topologico cuyos puntos eran funciones enteras de orﬁeﬁ infinito, ¥y
demostré que unes subconjuntos formades por las funciones que tienen
ciertas propiedades, eran "despreciables”. El gentido de este termi-
no "despreciable" era el que le da Kuratowski f'l, pag.48] cuande
dice: "En numerecsos protlemas de Topologia, la nocidén de conjunte
de primera categoria es semejante a aquella de conjunto de medida O

en la teoria de la medida (conjuntos "jespreciables™) .

En este trabaje estudiaremes otro espacic en el que habre-
mosg definide, de un modo "natural”, una medida. Con esta medida de-
mostraremos que si consideramos los subconjuntos formados por las
funciones que tienen las mismas propiedades que suponiamosfﬁh el
traebajo anterior, estos conjuntes son "jespreciables™ en el sentido
de la medida, es decir, son de medida mnula. b

1.- Antes de enunciar los resultades y dar lag thineas gene-
rales de las demostraciones, debemos recordar algunos resultados
que tendremos que utilizar eontinuamente y definir algunas netacio-
nees

En mi trabajo citade se demuestra que para toda funcion

F(z), entera y de orden {nfinite existe una funeidn W(r) que veri-'



fleas

(I) log W(r) es una funcién creciente y convexa de log r

. : ¢
(I1) 1’1'(!‘@. +(_:L_@_g__l:__) (r)))((w(rnho(l)
Tog W(r), /<

(111) é(r) >0 y £ (p)=>0 cuando r —> 00

_log r. E(r) -
(IV) —> 0 monotonamente cuande r — @
log W(r)/ -

log M(ry F)
v) M TIm ——— = 1
r>ee  leg W(r)

donde log,X = leg log X y M(ry F) = max IF(z) ]
]
2.~ Sea W(r) una funcidn que verifica las condiciones (I),

(11), (IIL) y (IV), y sea
F(z) = Z anzn

una funcién entera cualcuiera de orden infinite y que verifique (V),
esto ultime lo indicaremos per FE& S e 5i cambiamos el signo de un
nfimero finite o infinito de coeficientes de F(z), obtecniremos una
nueva funcién entera Fi(z)y ¥ seglin un resultade conocido [4, lema 2]

£ ]

tenfdremos ' i

leg?M(r, Fl)
T —— =1
psoe  log W(r)

L = o = ¢ Ual=
o sea,si F& Sﬁ entonces F{ G Sw’ donde Fl @s segin hemog dicho cu=
quier funcién que difiere de F unicamente en el signo de una suce=
gidén de sus coeficientes.

Por otra parte el mismo lema [4y lema 2] permite cbtener



otro resultalo semejantey a sabers Si
T = Azflanirn

se puede demostrar que gi Feasw entonces g?sesw.
3¢= Ahora vames a definir el espacie S que estudiaremos:

El espacie S estaréd fo-mado por la totalidad de las funciones

texelrzignexiexunaxsuesskén que pueden obtenerse a
partir de F cambiando el signe de una sucesibén finita e infinita de
sugs coeficientes (naturalmente F tambien pertenece al espacio S pues

se obtiene no cambiande el signo de ningln ceeficiente). Et ‘este es-

pacio swpmmixmmex le asignaremes la tepolegia de la convergencia uni-

forme en los compactos, y sin necesidad de repetirlo al hablar de
este espacio le supondremes esta topologia.

‘Ahcra iebemos fefinir las funciones de Rademacher que con

una lige-a variacidn en la definicibn nos permitiréd construir una

medida en S.

Sea re(u) una funcién periodica de periode 1 y tal que

+1 O<u<1/2
're(u) =
-1 1/2.:u <

ﬂ"'

generalmente para los valeres u = 0y 1/2, 1, se toma rf(u)
pere nosotros consideraremes unicemente . (u=0) y r, (u+0) Que evi-
dentemente existep; Ahera para todo wxImexi®x nimere natural n es-

ecribiremos

r (u) = roténu)

y entonces las rn(u) son las funciones de Rademacher.

Sea fel intervale Ocu(ly consideremos el conjunte f,
[/



de log puntos de }% que pueden eseribise

u= (2 + 1)2™°

donde k es un entero mo negative y m un nimero natural. Entonces al
complemento de ji respecto a ji lo representaremos pordﬁz. Supon=
gamos que cada punto ug ﬁa ge desdobla en les u' y u" y escribamog
8!‘= [ u' ):= ,u“
B=U g=U
-“'AE‘B’ Qﬁ.f
Si, ademhs del erden corresponiiente a la recta realy, se supone que

u'< u" entonces el conjunte

B=RUB UB,
gerfé totalmente ordenade. Cuando hablaremos del espacio_ﬁ se enten-
dera que queremes indicar el cmnjunto)? al que se ha asignade la
topologia deducida del orden que acabamos de definir,

Ahora podemos indicar la ligera modificaciédn que queremos
introducir en las funciones de Rademacher: Sea Rn(s) una funcidén
definida en la totalidad de [ del siguiente mode:

si sefzﬁgy g = u' entonces Rn(s) = rn(u-o), mientras que si
8 =u", R (s¥ = r (u+0). .

| si s 3, » entonces R (0) = r (0+0) = +1, R (1) = r (1-0) = -1
y finalmente si s = u (pereué A#0ys#1) Ris) = r (we f
Come la funeidn F que sirve para definir el espacic S puecde

tener coeficientg/nuqunosotros la egeribiremos en la forma

. F(z) = > & an

n

entonces escribiende



Xn

Fg(2) = ERn(s)aknz

es facil demostrar que se establece una correspondencia biuniveca

entre > y S. Dvidentemente F () = 'ﬂf.gz). Alemés tambien se puede
demostrar | B

TEOREMA I,- Les espaecies [3 y S sen homeomorfes Yy la core

responiencia 8 —> F, es un hemeomorismo.

Yo daremos la demostracion de este teorema, pues e€s muy
simple y el lector a quien intérese podré encontrarla faeilmentes

4.~ En el nfmere anterior definimos iniplicitan&ente una fun-
cibén u(s) que para cada funcién s ¢ [ toma un valor perteneciente
a1l intervale O<u<l; alembs con el orden definido en 8 esta funcién
gsera né decreciente, Puessto que los valores que toma uf(s) en)& llenar
totalmente el intervale O<u<l y es univalente emceptec en un con=
junte numersble, es evidente que @S correcto. 1a siguiente definicidn
de medida en 3 3 Si M es un subconjunto de B diremos que H es me=
1ible si y solamente si u(H) es me’ible en el sentido de Lebesgue
Entonces la meiida de H en 3, que reprecentaremos por |H] 5 vendra

dadq por

i

—

5l = @]y, ;_
4
dende|X|, es la medida de X en el =zentido de Lebesgue en 12 recta
real.

Por etra parte la homeemorfia gi: s => Fg entre P y S per-

mite definir una medida en S por la igu=1da8

'f ‘S= 'H'}B



donde H = g"l(@) y donde l@- |4 representa la medida en S del sub-
conjunto ¢ de S,
5.- Sea

F(z) = > az"
una funcién entera. Representemos }L(r) por la igualdad

/LL(#) = max |a_|o"

n>o A

y P (r) per

Y (r) = max {n: Ly r? = /vf’-—(r)} .
Finalmente parz simplificar pondremos siempre O( (r) en lugar de

[ leg v Elr)
\ log W(r)/

que interviene en 1= definicidén de las propiedades de las funciones
w(r).
Fn esta n® y en los dos sucesivos demostraremos tres lemas

que para el orden finite fueron dades por Littleweod y Offord [2]

siende log muestres su traduceidn al orden infinite

a-

- PO
LEMA 1.- Si FES,, k>W(r) y q<k(log k) 1-%6 > 0), enton-

¢
ces para r suficientemente grande i,

-

> n%la | (1 rol (o)) (R)"k/?‘f«‘«(r) donde R = r(l +oL(r))e
v
DEMOSTRACION, - Be las definiciones se deduce facilmente que

; /» \P(R)
|ag| B« (RIS (%) )

‘ (V(R)=n
lagl™% () )

L



o= Y(R) o0 n
> ad n_ [R) S .9/F
(1) Zeghria[3)  p(e) 2 ndg) .
Ademas
> q k'l'l
(2) Sa%® = (ay) g (x<1)
R+4
y si ponemeos x = ¢’ tendremos
: : ¢ 4 m
(o2 \G el 4q Gty 2 g gem (k+1l)y & __ 1
3 = = (k+1)
@ \*m Tow ay? 1 - & %(m’)

dy 1 - e

Y puestoe que seglin las formulas de Cauchy podiremos demosirar que

a% 1 11 5™

de (2) y (3) resulta

' - o (k+1)3y/5
(4) n< £ ‘i
5%3‘ 2% iy1% 1 - esy °
: i uesto gue x = €Y =
Ahora bien, segun las hipotes 8y puesto ¢ o (o)

resulta

a! 5% _1 1 Sk (log ¥)7 “(1+0(1))

21

24 1y9 1 - e¥/0 "

y por lo tante de (1) y (4) se sigue el lema l.

6+~ Representemos por D el operador 2z %E' entonces dadsyq
nimeros positives

Pys Doy evey Pq_




definiremos log gicuientes oneradores

@q,h = (D = pl).-.(D - ph_l)(D - ph_'_l)‘O'I(D ." pq)D

- Ahora con la medida en S definidz en el n? 4 se puede demos-

trar:

LEMA 2.- Dado un nimero positive £ < 1 extdte un p = (f)
L1
tal que, para tode z que verifica lzl = »> P se pue‘e determinar un
e
conjunte de q entery positivespys Poy ¢y Py COR las siguéntes pro=

piedadegs Si
k=2 P(r(l+ A (p))) + Wir),

ningin p sobrepasa k, ademés q;{(?f(r))g y existe un cor_zjunt.o excep=

cional j§ = %_(z, £)C 8 tal que s8i FES ¥ F%é

Supl P . F(2)] > expl=(7(r))7) (i)
h q,h /

- - wg {
1a medida de E’- siende < exp(n-(W(r})é' o(l)y,

DEMOSTRACION.~ Si eupenemos q< (W(r))t y

= 2 Y(r(l +0((r))) + w(r)é(w(%f)lw(l) iy
aplicanio el lema 1 tendremos é !
§ ,_

(5) !obq h z a zn!/— nq! alr Lexp( (Wfr))l""(l)?i/(,(r)
Ahora escribiremeg
& Fg(a) = By o(2) +2R (s)a, 2"

(aqui suponemos que ningin a, es igual a O, de haber algunal sucesion
aux de coeficientes nulogy es muy facil Remmmkxme modificar la de="



mostracibén de mode que se vea que los resultades continuan giende va-
lidog; es suficiente utilizar el mismo precediimiento que nes ha per-
mitido obtener un= cerrespendencia biuniveca entre }3 Yy S)e
Sea qel némere de termines de ?k,s cuyo?gédﬁlo es
;;GXP(h(W(r))gg)}4(r)a Pueden pr=entarse d0s casos (I): ql££(W(P))& y
(ID3: g, > (W(r)E,

En el cagsoe (I) sea

pl’ p,,, oii’ pq (q = ql)

_ R _
los indeces de los terminos de :E:!anirn gue sobrepasan HEXEHEEENEG0
- =]
exp(-(w(r))gé)ﬂi(r)i Tntre estos habra el termino mayers cuyo indice
supendremos que corresponde a B py.

Entonces es facil ver gue

S ph ~
°£E;hpk,s(z} = thRph(s)aphz *Z,

donde K>1 y

A . -
| > 1218 S fa ) rPe kT e (= (W) ) 1L(0),
1 o |
A
pere come g (W(r))® y kf&(wtr))l+°(1) resulta

KL exp((u(r))F*O1))

y por consiguiente

- 2t=0(1)

I > 1<exp(=("(r)) ) ).
1 |

Bor lo tante cuando r > tendremos
‘ Q

1D gy 1Py 82 1= 2 lr)

y de (5) y (6) resulta finalmente
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1D 1T (2| >4

Esto demuestra el lema en el case (I).

En el cagso (II) laldemcstracién puede efectuarse casi de for-
ma identica al metodo empleado por Littlewcod Offord [2] pero utili-
zande la acotacién por medic de funciones de W(r), como hemos hecho
en el caso (I). EIntonces se verifica que excepto si & pertenece a un

conjunto de medida 2"qi.;' exp(-'('v'u.'(r))gio(l)) tendremos

- 2¢
0 I ; > -(w fL
Sup| D, Py q () | > 2expl=(A(rD ™) il
y por los mismos valores de sy segln el lema 1, tendremos
0 ; l=0(1) -
i ;) - - - ¥ _2:_
, s§p| @qihl"s(z; 1> S;xlpl jq;th§8(Z), exp ( (?(r)! )[DL(I')
2¢ |
> exp(=(W(r)) =) Le(rds

Dada la correspondencia entre las medidas en J’f vy en Sy esta formula

demuestra el lema en el caso (ID#

7.~ LEMA 3.~ Dados dos fimercs positives ¢ <1y 6«1, exis=
te un Q ‘5 (Cy @) tal que para tedo z, que verifique lz | = r>P
exlste un con,junte L}g @ (¢, ® r) que depenie unicamente. "de £ 4 ©
y ry cuya medida es menor que exp (= (W(r))?’/?) tal que si F % {5 en.
el circule [z = 3,!< (1(3)) " existe un punte z' tal que

&

17, (2")] > exp(=(u(r))®D) Llr),
DEMOSTRACION, = Temende &4 tal que 6< 9, <1 rdividiende- la
eircunferencia |zf =yrenm= (W(r) 1 partes iguales, y represen-
tendo por z, los puntos de divisibn, entonces, para r>p suficiente-

endra en su
mente grenie, la circunferencialf |z - 2 o| (wir))~ ® ent

i . . f‘
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“interior la totalidzd de por lo menos unaz de los eireulos |z - sz(

. -9, "
(W(r)) “7. En efecto parsHil r suficlentemente grande; se cumple,
dadas las pﬂmpiea»aes de Wfr), |

-G i
o e(i(e) T4 (W(r) T (W(r) P

Por otra parte poniende

?‘ [

xirz'(x +pg) = > ey ﬁxn

i*h
tendremos
(7) 1D g P2 < S op,nl P Fg (@) =

v
; a :
B 2 enl § Tyte) B Bl
=4 flog z - log zk)n

20 = ‘
_ 2%98u(r)) T T (w(e) -+ pydul
Ak
-Ql

donde M es el méximo de [T, (z)] en el circule |z = 2, /< (W(r)) ~
Si r %»Fidandef} es suficientemente granie y verifica P{s—p ’
seghin el lema 2 aplicade a la totalidad de los z,, se deduce de (7)
gue existe un conjuntojyfg; s de medida< m exp(- (W(r))EfPl tal que
s1 F & ¢ el méximo M verificarh

M

M > exp(w(W(T))gE)fiiT)!

para deducir esta desigualdad hay que tener en cuenta las propieda-
des de gy de W(r) y de los py. Puesto que si rj>fz y.fi es suficiente

mente grande,se cumple
n exp(- (7B’ = exp(~(w(rNE/D),

Bl lema queda totalmente demostrado.
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8.~ Ahera podremos ya ﬂémostrar el teorema a éue nos hemeos
referide en l= introduceién. Pero antes debemos dar algunas defini-
ciones. |

Representaremos por A el conjunte formade por todas las fun-
ciones FES para eada una de las cules sEsxpapiwks existe una funeion

£(z) entera tal que

logi(ry £)
m 2z
py~  leg(w(r)

og nlr, 1/(F=f))
T 2R <,

donde n(ry 1/g) representa, seglin Nevanlinna, el nimero de ceros de
g contenides en el ciculo |z] <.

Ademée el complemente de A en relacién a S lo representare=
mos pPor- Be

Entonces podemos emunciar y demostrar els

TEOREMA IT.- A es un F_ de medida nula y por consiguiente B

s un GE? ie medida 1.

DEMOSTRACION, - Seglin un resultade contenide en 'una\ anterior
t.raba,jo PL, lema 1:[ resulta inmediatamente que existe una su‘cesion

5Lrn % tal que lim v = ¢ y que para toda funeidén FcS se verif‘lca
L.

log/x(rn, F) > (W(r,)) 1-e(1)

Entonces si supenemos en el lema 3, £ << 1/4 podremos deducir facil-
mente que si Fq: f’;( £ 49y Pn) = (}i se verificara

log 1> (W(r,)) 70D

o sea,que cualquier punte de la circunferencia lz] = r, esta a una
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distancia=tn£eriar a {W(rn}}'e de otro punte en el cual se verifica

® log |F(z)| > (u(r )1 D),

Como que slempre es posible elegir la sucesidn %:rnj de modo

que

S exp(=(w(x, )53 2 00

entonces, haciendo esta eleccidn;resulta facilmente que
5#&:[;? L) %V
mad n>om
serh de medida mula

Por otra parte si Fsi ?),a partir de un valor n, que puede
depenﬂér de Fy tendremos Fqé ?i (n;>ne)g o sea que para esta funeidn
todo punto de las cirecunferencias |z| = Pn(ﬂgfﬂo) estaré a una dis-
temeia inferior a (W(rn))*g de un punte en que se cumpla la (8)s Por
consiguiente siguienie el miemo proceiimiento que 2l final de la de-
mostra~ién de un resultado que 4i en una memoria anterior [3, teo-
rema IV] se demuestra que si Fegigzresulta Fgéa, o sea A C.?)lo que
demuestra que la medida de A eé nﬁlac |

Para demostrar que A_ea un Fg.ae procede como Qﬁ [%L tebre=
ma:If]. :"

Seghin hemog diche en la introduceibn el teorem: qu& aczbamos
de demestrar expresa meiiante la medida 1z misma idea que el teorema
IV de [4] expressba meiiante la categorias De forma semejante, si
bien con demostraciones més complicadas pueden demstrarse unos re=

sultadog que en S expresarian mediante la medida lam misma idea que

los tecremas v y VI de [@j expresadapor meiacibdn de la categoria en

Sw, t*
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SUBRE UN ESPACIO DE FUNCIONES ENTERAS
DE ORDEN INFIRITO (:)

P T mmas

F. Sunyer Balaguer

le~ Parz nuestro objeto es necesario mejorar, en primer lugar,; los

ordenes de King-Lai Hiong, e¢s decir es necesario demostrar que para cual-
wer )
gquier funcién F{z) de orden infinito existe una funcifn real, tal gue:

1° log W(r) es una funcibén gweciente convezxa de log o,

20
H(r(” (zfii)ﬂr);) {:{H(r))l +0{1)

3 E(e)>Cy E{r) => 0 cuando T —> @

&{r)
loz = (=) ,
40 Tog W(T -~> O monoionamente cuando T —> @

log, E(z,F)
e s
g 1im = 1,
log Wz}

En ests Note no daremos ninguna demostracién enunciando solamente

(%]

los resultados, no cbztanie creoc intercsanie sefimlar que las denosiraciones
si bien no son dificiles son bastante laboriocsas.

Si ¥(r) es una funcién dada la cual verifica las condiciones 19, 29,
3° y 42 y si t(r) es otra funcibn real tal gue t(r)>0 y t{r) -}bf:u&ﬂdg
r -5 ¢ entonces si Fz) = Zanzn verifica ;
t
L logzﬁ(r,?} &

e g ) -t

log,( X |a| )< (1 + t(z))log ¥(z)

diremos que Fe Sw es la topolo-

t: Adem&s supongo que la torologia de SW .
¥

— QT S JOY, | e S . .
FRDU OG- S0 7 S0 il S T e R intel 3

s

gig ligralg “HonOROED SD1lclTo"y J-o2

U Ve~ Sstas investigaciones fueron llevadas & cabe baje com e A—
U. s* I\Tavyd



gia 1llamade "compacti-open”; Y. en lugar de deecir “espacio Sﬁ 4C0n esta to-
E |

w
o

pologia® diremos simplemente“espacio S

2%
Be conoeido el hecho de que Sg , @8 un espacio meitricoy y he podide
»
demostirar:
THEOREFA l.- Sw 5 28 de segunds categoria
R -
2.~ Si pars F&S_  exisie una funcidn entera £(z) tal que
b 2 §
logzﬁ(r,f)
1im = X
log W{r)

log n{w,1/(FP-£)) |

e
Tin Tog (=) <3

donde n{r,1/ 50) os ¢l nfimero de ceres de ¥(z) en | z|<r, nosotros diremos
que Fc A, Finalmente representarsmos por B el complemento de A respecto a

sw £ Con estas defiriciones se puede demostrar:
3

TEOREFA 2,~ B es un Gﬁ_ denso de segunde categoria

TECREHA 3.~ 4 8 un Fcr de primnera categoria

3,~ Sea n{r,0s & »1/F) el nfmero de ceros de F(z) contenidos en el
sector
[3}41-, Eargz—o([{& "

Bntorces si Fe B ¥ pars cualquier ¢ >0 y para todo valor fi;ﬁ‘-to Ay

i wel
excepio pamun valor & lo sumo, se verifica

W et

= log n{rgor,s £ 1/(F-2))
{ z -
(2) i log #(r) .

nosotros afirmaremos que la dirdccién arg z = O es una direccidn de Borel~
~Valiron. Si la igualdad (1) se verifica pare todo velor de & a sin excep—
cidn nosotros diremos que ars z = (X es una direccién de Borel-Valiron sin

valor excepcional.



Sea € la familis que contisne Sodas las Fe?_s N para las cuales
!

existe un valor de O( {el cual puede depender de P) t2l que arg z = X no es
una direccién de Borel-Valiron sin valor excepcional. El complemento de £
en relacidén & ‘:‘:w s lo representaremos por D. Con estas notacionss se puede

b
cdemostrars

TPOREMA 4o~ D g un G‘a denso de segunda categoria

TEOREFA 5.- C es un F de primers categoris

4.~ Sea como hebitualmente F'( )(5) una integral de F(sz), la funcisn

F(z) o una derivada de F{z) respectivemente segzin que p<Cy p = 0y ¢ p>0.
Entonces podemos definir el conjunto C° del giguiente modmi? &6° =i

Feg , ¥ por lo menos pars un valor de p ls fumoién F(P){s tiene una di-

racci&n gue no os de Borel-Yaliron sin valor excepcionsl. El complemento de

C® en relacitn a S . lo segrosentavemos por D*. Entonces se puede demostrar
' :

TEOREWA €.~ D" es un Gﬁ_ denso de sesunda categoria

| TEOREMA 7.- " o3 un F_ de primera categoria.

OBSERVACION .~ Del teorema 1 y de los teoremas 3y 54¥ T respectiva-

mente se sigue que las clases Fci, FeC y F<C® son excepcionales en S‘ir "
»
en sentido iopologice. Fara el orden finito hebiamos denostradc ya unocs re-
4’0’ WWJ‘ Han ﬁfﬁé&""
sultados semejante 5

-

W e




