APPOXIMATION DES FONCTIONS PAR SOMMES
D'EXPONENTIELLES (°*)

par F. Sunyer Balaguer

INTRODUCTION

Leg propriétés des fonctions gqui, dans une domaine donné peu-
vent, quel que soit £ - O, &tre approchées & moins 4'/ par des som-
mes d'exponentielles dont les exposants appartiennent & une suite
A = §>\n% donnée, ont eté étudiees par plusieurs auteurs (voir par
ex.Schwartz [7], Kahane [4] et Leont'sv [ld])(l). D'autre part Mandel-
brojt, dans des Mémoires et des Monographies [5] é&tudie les propreié-
tés des fonctions qui dansg une demi-bande peuvent étre représentées
par les sommes partielles d'une série de Dirichlet avec une certaine
précision logaritmiique.

Lorsquepbn ne suppose paswgans quelque domaine la fonction
puisse quel que soit & >0, étre approchée & moins 4'Z , on peut
poser l'hypothese suivante:s Il existe une famille > de domaines
bornés intérieurs & une demi-bande et tels que l'approximatiqn:m)(d),
que dans le domain 4 € > peut étre oﬁtenue avec des sommes §'expc-

1
Bt

nentielles dont les exposants appartiennent & /| , vebifie

77(&)'—>o

’ )1
(*) Ces recherches furent effectuees sous contract avecLOffice of
Naval Research de la U.S. Navy.

(1) Les nlimeros figurant entre crochets renvoient a la bibliographie
placée a la fin du Mémoire.



2

lorsque le domaine a s'élé%e % 1'infini. Celh est/idée de la b-préci-
sion logatithmique. (générslisation de la précision logarithmigue de
Mandelbrojt, car dans celle-ci le domainem 4 n'est pas borné).

Dans ce Mémoire nous étudierons la caracterisation de la clas-
gse des fonctions qui,dans une demi-bande donnée, peuvent étre repre-
sentées par des sommes d'exponentielles Jont IXE¥ les exposants appar-
tiennent & une suite /| sussi donnée aveec une certaine b-précision
logarithmique. Je dig caracteriser dans le sens de trouver des proprie-
tes de la fonstion necéssaires et suffisantes afin que la fonetion
appartienne & la classe.

Dans la section I j'étudie le probleme dans le cas oh la de-
mi-hande est horizontale et la suite des exposants est formée par des
nombres réels non négatifs.

La section II est consacrée & 1l'étude du cas ou la demi-bande
est verticale et la suite | se compose de nombres réels (positifs ou
négatifs). Malgré guey dans ce cas,on n'obtienne pas la caracterisa=-
tion de la classe (car les propriétés sont necessaires, mais non sdf-
fisantes) les résultats obtenu: sont peut-étre les plue intéressants,
méme les lemmes qui servent & obtenir les théoremes. Le second théore-
me de cette section relie la b-précision logarithmique dans une demi-
bande&erticale avec le presque periocdicite. s

Le cas ol 1'angle de la demi-bande avec 1l'axe positif des abs-
cigses est quelcongque je l'étudie dans la section III. :

Dans les trois premiers sections nous supposons toujours que la
suite des exposants est formée par des nombres réels. Par contre, dans
la section IV, je suppose que les exposants peuvent étre complexes,

.

. zNéanmoins j'introduis une condition & la limite sur

les arguments des exposants, car je crois que sans aucune condition
11 est presque imposgible d'obtenir des résultats dans la direction

qul nous interesse.




La section V donne d'abord des corollaires des théoremes anté-
rieurs lorsque les exposants sont des nombres entiers et en deuxieme
lieu des hypotheses d'adhérence obtenues au moyen des résultats récents
de B.R-Salinas |11].

Finalement, dans la section VI, j'étudie la distribution des
points singuliers des fonctions représentées par des séries de Diriclet
Ces résultats n'ont pas de relation avec les théoremes antérieurs mais

puisque la démonstration est semblable je les donmne dans ce Mémoire.




l.1.- Notations et définitions.- On dit qu'une suite /\ = {%\n%

de nombres non négatifs tels que
e - == - : N =
0 -—-/\1 )\2 oo-<>\n<--oo 1lim )\n—OO
est mesurable et de densite D =i 1l'on a

1i z D
m ——— =
An

Supposons que la suite /| n'est pas mesurable, maig que 1'on
peut construire des suites mesurables qui la contiennent comme suite
partielle. Alors la borne inférieure D des densités de ces suites
sera appelée la densité maximum de /| (voir Polya [6] ou Bernstein [1])
et on peut démontrer qu'il existe au moins une suite mesurable de den-
sité D qui contient /| comme siute partielle. D'autre part si N(, )
désigne le nombre de Ngp Qui sont inférieurs & A, il est possible de
démontrer que la densité maximum D de /| peut s'exprimer par

! N

N(A) = N(x)h) :
(lo1.1) D = lim Tim '
] AP A= x N\

D'ailleurs, puisque nous admettons la pos&ibilité que Ay =0,
nous devons modifier légerement la définition de la densité moyenne
supérieure de Mandelbrojt [5]. Nous écrirons

)

1 AN(x)
(1.1.2) D = Tim -
' A 4

X
7

dx

- & 1
on voit facilement que lorsque A1/ Oy la nouvelle definition donne le
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méme nombre que celle de Mandelbrojt et que par contre celle-ci,lors-
que }\l = O, donnerait toujours D'= oo tendis que la nouvelle défini-
tion exprime comme toujours une propriété & 1'infini de la guite .| .

De (1l.1.1) et de (1.1.2) i1 résulte D° - D.

Noug allong maintenant definirune famille qui jouera un role
tres importants dsne la suite, saveir: la famille i’ (/) des combinai-
sons linéaires de f’e-}\nsg , cette famille sera appelée parfois la
classe des polynomes de Dirichlet correspondants & la suite /| .

D'autre part, nous réprésenterons par K(.\,H) la fermeture des
fonetions 'f(s)étﬁ (/1) avee la topologie de la convergence uniforme
dans l'ensemble H.

De méme nous désignerons dans le plan s =0+ it par‘C(so,R) le
cercle |s - s |=R et par /\ la demi-bande horizontale {g;g’o, | t]<
}Ig(ir)% o g((7) eet une fonction continue, & variation bornée et
telle que g(C) >0 et lim g(o) = g>0.

Finalement, si nous représentons par © (x) 1'intersection de |\
et de la bande verticale x - b= "< x, on peut définir la b-precision
logarithmique de la facon suivante: Si

Imf Sup |F(s) - {(8)| < e P®

ped(N) SEHLK)
.
ol p(x) est une fonction non-décroissante tnedant vers + o RENX (ce-
tte fonection peut étre égale & + o pour x suffisamment grand) on 4di-
ra que les polynomes de Dirichlet ¥TK < (s)< $ (/\) représentent
F(g) dans /\ avee une b-précision logarithmique p(x).

1.2.- Dang ce numéro je suppose que la suite /| est telle que

2 ?\;11400. Malgré que les résultats avec cette hypothese ont les
Fa

mémes conclusions qu'avec 1l'hypothese P* = O nous etudierons ce cas, ‘

car les autres hypotheses peuvent &tre moins restrictives et le theo~




reme peut 8tre démontré d'une fagon différente.

Nous posons

HK n) anzn si ;\1 =0
(1.2.1) q(z) = < o

IT_< ) _Zb 2" sl %1>O

(1.2.2) Q(R) =J e g (rar
0

comme Nous supposons ii %;14100, la théorie des fonctions entieres
nous donne immédiatemen€ que la fonetion (1l.2.1) est entikre et que
1l'integrale (1l.2.2) converge pour RO

Dans ce cas nousg definirons l'hypothese d'adhérence comme
suit. Nous dirons que les fonetions g( T7) et () et la suite /| vé-
rifient l;hypothése d'adhérence <2 (g(T)yp()y / ) 8'1l existe une

fonetion continue non croisante h( (), avee 1im h((U) = h, telle que

h<g, log Q(/Th(0))<p(D) + M (M<_00)

” W du
(p(E) = log QU/Th(T))) exp | = — j > d®= co.
2 g(u) = h(u) :

Nous pouvons voir facilement que dans cette aéfinitich on
peut supposer en conservant toute la généralité, que lim h( ) § h = 0.
Cette remarque est intéréssante puisqu%elle nous permet de comparer
cette hypothese d'adhérence avec celles de Mandelbrojt [5].

En utiliqant des méthodes semblables & celles que j'utilise
pour démontrer la conelusion 3 de quelques résultats de mes articles

[8] et [8] théoreme V| nous pouvons démontrer




THEOREME I.- Si

-
1° /| est telle que >, A\, <=°°
>/

2° F(s) gst une fonetion holomorphe dang /| et les combinai-
sons linéaires 7(s)& {(/\) représentent F(s) dans /\ avec une b-pre-

cigion logarithmique p(7 ).

3% l'hypothese {2 (g((),p(0)y/\) est satisfaite

alors. quel que soit le rectangle fini X ={s = 0+ 8| O, <0 = o=0,
ol s '
[t] ==t 5C /1y nous avoms F(s)&K(/\,yX).

Soit W(zl,;ﬂ}b, {)) la elagse des fonetions F(s) holomorphes
dans | et telles que les combinaisons linéaires ¢ (s)& 55(/\) les
représentent dans /\ avecf]\une b-précision logarithmique p((7) telle
que l'pypothése () soit satisfaite. Avec cette notation il résulte.

THEOREME II.~ Si /\ est telle que > }\;1400, afin que fEHN
7
R F(s)< W(/\,/\yby<)) il est necéssaire et suffisant que

(I): F(s) goit holomorphe dans le demi-plan 7 =~ [,

< . ~ApS
(II)s Il existe une série de Dirichlet . dne *

et une sui-

de nombres naturels {nk§ telles gue

lim S_ (s8) = F(s)

The

uniformément dans tout domaine ]

t
>0, +§ | = | <C
© =l —§

‘)\ns

et o la suite

quelles gue soient & >0 gt C>0, gt Sy(8) = Z; a e

,{ n, % dépend uniguement de /.

Remarque.- Dans ce cas (I) et (II) ne sont pas independantes,

(I) decoule de (II).



Démonstration.~ Soit [ le segment 7, < (J < U, de 1'axe réel.
Si nous supposonsque F(s)ézw(ﬁk,/hb,fl) suivant le théoreme I nous
aurons F(S)EX(/|5 Xy) et d'apres un résultat de Schwartz [7, théore-
me II, p.57=-58] il résulte que F(s)EK(/l4 Xg)y ot g4 est le segment
0, < U Z oo de 1l'axe réel.

Alors d'apres un autre résultat de Schwartz |7, théoreme fon-
damental I, p.38-39] F(s) est holomorphe dans le demi-plan U > et
puisque (7, est arbitraire avec la seule condition (7 > (L, 11 résulte
que F(s) est holomorphe dans la totalite du demi-plan U >0, .

Le méme théoreme de Schwartz prouve qu'il existe une série de
Dirichlet = dne.Ans et une suite-{nk§ qui verifient (II) de notre
théoreme II.

D'autre part il est évident que si F(s) verifie (I) et (II)
nous avons F(8) EW(A 4/l 4by5)), c'est-a-dire que les (I) et (II) sont
suffigantes.

1.3.- Lorsque l'on suppose que la suite est telle qu'elle
peut veérifier _Ei'h;l = oo on doit modifier les conditions afin d'ar-
river a des conélusions gemblables. Pour exprimer ces conditions il est
necessatre de dommer préalablement des définitions nouvelles

En premier lieu nous posons

¢
g/z_ﬂ_(—<\ 5@ gl ?\l =0
(1.3.1) \(z)= ‘2‘
T gl N >0
[T(x+4)
(1e3.2) CL(R) = | e RN (r)ap

il ¥
Ces definitions, quand ) ,~ 0, sont celles de Mandelbrojt [5]. Si la’

densité moyenne supérieure de la suite /\ est finie la fonction (1:3¢1)




est entiere et 1'intégrale (1.3.2)converge pour R° -/ D°. D'ailleurs,
comme nous supposens toujours que la densité maximum D de /[ est finie
et puisque, comme nous ~vonsg dit deja, ﬁ‘.\:— D, on voit que dans ce tra-
vail on aura toujours B*.- oo.

Définitions de l'hypothetse d'adhérence.~- Nous dirons que les
fonctions g( ) et () et la suite /| vérifient l'hypothbse A'adhé-
rence A(g(0),p(0)y/\) 8'il existe une fonction continue h( () non

croigsante, avee lim h( ) =D*, telle que

P g log L Th(O))<p(T) + M (M<o0)

i =0

_D,. .
S lp(O) = log L(/Th(0))]| exp<- %'S du \ 40 = ¢o.

[

< | g(u) = h(u)/
Avec ces nouvelles definitions on peut démontrer:

THEORWME III.- Si

12 ,\est telle gue D*'< o

2? F(s) est holomorphe dans /\ , et les Cﬁ(s)éd}(/\) repré-
gsentent F(s) dans /| avec une wmm b-précision logarithmique p((),ol
b>2J(D°, et g(0) >D* et 1im g(0) = g>T°

3% l'hypothese A(g(O0),p(0),/\) est satisfaite

.,
alors, pour un domaine Y /| bormé et tel que la distance entre la

frontibre de X et la frontibre de /| est superieure 3 /1 D*, nous

aurons F(s)eK( /Ay L)e

Démonstration.- Dans un dee}mes Mémoires [§] nous avons démontte
un résultat semblable avec la seule différence que la conclusion était
F(s)< K( i}\n% 'Ui-)\n% s X)y c'est-a-dire que F(s) appartenait a la

fermeture des expressions de la forme
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et pour démontrer le khis théoreme III il faut seulement dans la dé-
monstration de mon résultat anterieur [§, théoreme déduit de V comme

II se deduit de I] remplacer (l.3.1) par

-

2 ey R
Aayy) = (14— x” ) I Kl i "“:—z) g

Al ) NN +00)

on peut démontrer, en premier lieu que si O - A |

(1.3.3) 2oyl < A(r + 1)

et si 1'on éerit

I_I- \;1 + %?;\ = Zz-czm,n 270

e R n

et

: <7 2m)
(8) = ) C rl (8),
fﬁo 2m,n°
on peut démontrer aussi que i

11 = F(s)
lin \Hnom (
uniformement dans X « D'autre part, puisque nous utilisons /\(z,ﬁfk)
au lieu de (1.3.1), mnous pouvons arriver, compte tenu de (1.3.3) et en

employant un méthode égale & celle de mon article [§], & démontrer
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oL =N s ( 4+ ¢ )3 ) - \
- (' k ’ = )\ o
n (&) = a (e © 4 be e = (ape ™ byCde’ ™)
1 £

-5

et comme ‘7"%(3) est indépenant de X et le raisonement peut étre
fait pour toute valeur de K, on voit finalement que tous les b, doi-

vent @tre nuls, et il & s'en suit immediatement que

.

F(S)&K(A,X)o

Si nous représentons par Hx le demi-plan (> x on peut deduire

du théoreme III et de quelques resultats de Schwartz [7, p.135-136] Lle:

THEOREME IV.- 8i

12 / est telle que D<o

28 dans la d&finition de ,\ la fonetion g(() vérifie g(o ) >D°
et _lim g(0)>D",jlen outre g(o)>D + D* pour x £(0< x + $ avee
B >ens
afin gque F(s)& W(/A 4/\ ybyA) avee b>2/[D*, il edt nécéssaire et suf-

figant que

(I) F(e) goit holomorphe dans Hxlv A, ol x, &st le plus petit

nombre réel tel que g( () >D pour X, < <X + ?2-

- )\ns .
et une suite

(II) Il existe une gérie de Dirichlet > 4 e 3

{7y 3 e nombres naturels telles que

1im snk(s) = F(8)

uniformément dans tout domaine

C;"le*‘é O’-xl'éc

3 > o -/\na a ‘ d
pour ( >0 et C>0 queleconques, ou Sm(s) = >, 4.0 et olt la suite:
, 1
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(

fnk§ dépend uniguement de /| .

Démonstration.- D'apres le théoreme III on peut voir facile-
ment, en tenent compte de la condition 29 du théoreme IV, que pour 7 >0

suffisamment petite F(s)eK(/\y X)) ot X est le domaine
P s 3

Alorg d'aprés un résultat conmu (voir par ex. Kahane [4, Prop 8,
p«85]) quel que soit & >0 on peut déterminer 7} suffisamment petite

afin que, en représentant par Xl le domaine
B, o
| 0= % =& =351<] 1] <J(D+ 7

on puisge affirmer que F(s)cK(/\, ?(.1). _

Ptiisque Xl est un rectangle qui vérifie les conditions requi-
ges pour que la propriété P VIII de Schwartz |7, p.135-136] soit AXHEX
valeble il résulte facilement que (I) et (II) sont nécéssaires afin gue
F(g)eW(/\y/\ ybyA) car >0 est arbitraire. / |

La suffisance des (I) et (II) est./;‘:?’f/ﬁ%t" LA,

Remarque.=- On pourrait démontrer lam nécésité de (I) Q't. (II) en
appliquant & )CO la propriéte P VIII de Schwartg et alors appliéuer en-
guite un théoreme de Bernstein sur les points singuliers d'uéefoncti-
on représentée par une série de Dirichlet [7, théorme IX,p. 136].

lede~ Si au lieu de la cendition
g(o)>Dp + B poﬁr x< 0<% +P g >2J(D*
on ecrit

g(0) > 2p° pour XL O<x+ P, B >4)(D*
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on peut obtenir, en utilizan dans la démonstration un résultat de Ka-

hane [4, théoréme 3, p. 96] yun théoreme semblable au théoreme IV,
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« IT =

2sle= Jusqu'ia présent nous avons supposé que la demi-droite cen-
trale de A est la partie O > 0, de 1l'axe réel. Maintenant nous &tu-
dierons le méme probléme gue ci-dessus mais en supposant quey au lieu

de 4\ , nous prenons

A = {slse"ﬂe A %

=
c'est-2-dire nous supposerons que /| a tourne d'un angle o .

Bans cette sectlon nous étudierons le cas pour O =/[/2 que Je
erois le plus intéréssant et dans la section suivante nous étudierons
les autres, savolr: || </[/2 et JT/2 <L /T

Afin de simplifier les notation nous écrirons Ai au lieu A )
D'ailleurs, nous supposerons aussi que dans la dé&finition de /\ la fone-

tion g(( ) est ézale a une constante g >0, nous aurons donc

Ay =110 1< gt>143 «

D'autre part nous considérérons au lieu de ¢ (/\) la famille
_ g7 . = ERB
¢* (/\), combinaisons linéaires de %e N j c'est-~dire la classe for-

mée’ par les expressions de la forme ‘
t
“Wl -)\ 8 .K B “.
o " o

24 (aje + b€ )

car en ce cas le signe des ?\n n'a pas 4'importance.

D'aprés tout cela il résulte naturel de dire que si WRNNENHNNN
F(s) est holomorphe dans Ai et si

Imf Sup |F(s) - (f’(s)i"—’—e“p(")
Ped'(A) Ksr:fxw .
Sedy
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les f(s) € $* (/\) représentent F(s) dans g&i avec une b-précision lo-
gapithmique p(x), oli p(x) vérifie les mémes conditions qu'anterieure-
mente.

Finalement, mous donmerons une hypothise &'aﬁhérenc#plus gim-
ple que l'hypothése A, cer dans ces cas il n'est pas nécessaire que la
suite /| intervienme dans l'hypothése 4'adhérence.

Hypothese d'adhérence B(gyp(t)).- Si pour h>0 suffisamment
petite est satisfaite

u} p(t) exp K;- g §—§;ﬁ> at = oo

nous dirons gue gkt la fonetion p(t) vérifient 1'hypothese d'adhérence
EX#X B(gyp(t))e | |

2,2, - Maintenant nous pouvons déja énoncer le:

THEORMME V.- S1
1° /| est telle gque D<@

22 F(g) est holomorphe dans Zﬁi et les ‘fks)55§?°(/\) représen=

tent F(s) dans /|, avec une b-présision logarithmique p(t) ou b>2/ID
3% 1'nypothese B(g,p(t)) est vérifiée

alors F(s) est holomorphe dans la totalité de la bande |tT|<%g.

S 3.~ La dfmonstration du theoreme V s'appuile sur deux lemmes,

dans ce muméro nous démontrerons le premier:

LEUME l.- Soit /| une suite mesursble et de densité D. si nous

080
s == o o
A = ] (1-1;.?)

n
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et sl nous représentons par

N, _ -Z8
fge) = jo/\m(z)e iz

la transformee de lLaplace (rf;(s) représgnte aussi le prolongsmeat

analytique) alors & 1l'exterieur du domaine

(2:3.1) [#1< /(D + ¢ lorl=< € ( £>0)

nous aurons uniformément

& &
QE?& me(s) -

Démonstration du lemme l.- En premier lieu il est facile de dé-

montrer que en ecrivant
%4t
-[Ta-2
.f

X FIT

et en posant z = refx-, pouryr >0 et X ¥ O,se vérifie
! N 1 lsin ]sz] i
P (2)| > min (1,]=575%

pour tout entier poslitif m.
Par suite en appliguant un résultat de Bernmstein |1, Note II,

n? 3, p. 276| on peut déduire pour r > r, et X # 0,/

(2.3.2) 1A (2)]<| /\g(z)leilz'/min( el ’“’ﬂ)

quel que so0it l'entierm positif me.
D'autbe part, d'apres les propriétés connues de la transforma-
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tion de Lapdace d'une fonction entikre (voir par ex. Bernstein |1, Note

III]) 11 est possible de déterminer quatre valeurs C(I,ng,Cia et O,

telles que les
i
ok, o -ix, -sxe -
(2.3.3) fﬁl-(s) =MJ e j/\m(xe Je dx (J = 1y2y3,4)

gont convergentes respectivement dans guatre demi-plans l'union des-
quels recouvrey la totalité des points exterieurs au domaine (2.3.1).
en outre dans ces demi~plans les intégrales (2.3.3) représentent la
transformée de Laplace ougeon prolongameit analytigue. .

De (2.3.2) i1 déecoule facilement qu'en déterminant convengbler
ment les quatre valeurs de ™, les ‘fﬁ,J(s) sont uniformément conver-
genteg pour tout m entier positif et pour s intérieurm & un angle Ay
et en plus il résulte que la réunion de ces quatre angles recouvre la
totalité des points exiérieurs & (2,3.1)- De la cenvergence uniforme
des (2.3.3) par rapport a toutes les valeurs de m et du fait que pour

toute valeur finie de z

lim A p(2) =1
»
il s'en suitm
= l l‘
nifg\kg,J(s) /8 b

uniformement pour sébAj. Et puisque ‘fm,j(a) est la prolongemént analy=-
tique de ' ,(s) il résulte, en tenant compte que la reunion des Aj re-

couvre la totalité du plan a l'exterieur de (2.3.1), que

lim'f (s) = 1/s

VYN =50
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uniformément & liexterieur de (2.3.1).

Remarque.~- Il serait intéréssant de savoir, lorsque /\ ntest

pas mesurable mais a une densit® maximum D<oo si 1l'on a

(24 3.4) lim 7' (8) = 1/s

v
aussi uniformément % 1l'extérieurm d'un ouvert quelconqgue qui contient
le diagramme conjugué des /\m(z) {on voit que pour toute valeur de m
le HRONRDAME diagroarme conjugué de /\m(z) est le méme) On sait que
1'on peut voir facilement que la (2.3.4) a lieu uniformément h 1'ex-

terieudsm de tout ouvert gqui contient le cercle
lslé—ﬁ/ﬁ'

mais on sait augsl que ce cerele peut contenir des ares de la frontie-
re du Aisgramme conjugué dans son intérieur.

O, 4.« Avant 4'énoncer le deumidme lemme nous devons donner
quelques notations. Seolent kl et k2 deux nombres réels et Glet G2 deux
ensembles de points du plan s; alors nous representerons par lel+k2G2

l'ensemble

{s!s = k.8, + ko8o9 slc’fG,, 326(}25

P
en gutre nous représenteronspar U le cercle |s|<1 et par J L:}.e' segment

(=1 /(4 +i/(). Maintenant i1 est possible d'énc‘:mcer et

démontrer le:

LME 2-" _§;l_ .

12 /\ a une Mmaximum D<o

22 1

=4

existe un numére 77 > 0, un ensemble ouvert G, et un do=

mzine comnexe Gotels que F(s) est holomorphe dams Gy + Gg et_cue
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DJ + / UCGqe

32 il existe une suite {}«{, mﬂsurable et de densité D gui

contient /\ 4 et une suite {nki de nombres naturels avec lim oy, = 00

et telles cue, en &erivant

2z ] 1--~—>T(1--—-—) (0 EA)

D% }\,n&fk
"k

C (2) = ﬂ’( )\nj IT 1___) (0%/\)

}\A‘,\‘L(\‘{-'“ M-h "{'n

et _si nous représentons par Q,(s) la transformée de Laplace de Cy(2),
1'identit

éF(s + v)Qk(v)ﬂvzo
-

est valsble pour s<G,, oh [ est la frontibre de DJ +70

alorg F(s) est la limite uniforme 2 1'intérieur de G, d'une suite de
polynomes de Dirichlet lf)n(s)ézﬁ' (A\)e

Démonstrztion.= Soit W(s) une fonection entiere d'ordre 1 et

de HpM tippe moyen avee le diagramme conjugué contenu dans DJ + 7U,si
P

Sy :
w(z) = > as .

1
s 3

1a théorie de 12 transformation de Laplace nous permet de deduire que
la trensformée v(s) de W(z) peut étre represantée & 1l'exterieur d'un

cercle Auffisamment grand par

V(s) = > an

De méme la transformée de Laplace de




‘ 2 a
v . z LE n-'2 n
Z = N —— =
Wy (2) L )\2) wiz) = >, (an " ) z
o 0
pourra étre represante par
& .\ n]
(20 02) Vl(s) - 2_;(831 x 2 ) ntl*
Neg / 8

En eutre il est connu que aussi bien V(s) que Vl(s), sont holomorphes

& l'extérieur du diagramme comjugué de W(z), ou de Wy(2)y qui evidem-

ment gont &gaux.
D'autre part, d'apres les hypotheses du lemme 2 la fonction
F(g + f u) est holomorphe par raport h chacune des trois variebles

lorsque s €Gyy UEDJ + 77U et OQ}BSL Par suite les fonctions

f(ﬁ,s) = j() F(s +f #@)V(u)du
[

f]_(JB 28) =j{rF(s + fu)v, (w)du

sont holomorphes pour scG, et 0= P<1 ( évidemment guand nous disons
qu'une fonetion est holomorphe si O Z:'Fsl nous voulons dire qu'elle
eat holomorphe dans un domaine ouvert qui contient le segment (O41)).
D'ailleurs, si IJBI est trés petitm, F(s + Pu) sera hp],omorphe
dsns un cercle |u] <R de rayon R suffissemment grand pour la validité
des développements (2.4.1) et (2.4.2) et pour que la convergence de
ces développemente soit uniforme. Par suite la Théorie des résidus no-

ug donne

(204.3) = SaF™@p®

(2e4de4) Dmfl(ﬁ 48) = Z! Q n"2) (n) (S)ﬁ
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De (2¢4.3) et (Pe4.4) 11 decoule

- ‘ :
i fl(ﬁ ,S) = f(ﬁ gS) » f"?; 2 f(éﬁ S)
? h; ds

Par suite moyemnant la proloncemint analytique, lorsque [3 dé-

erit le segment (0,1), on arrive &

u

a

2
(2.405) fl(ljs) 3:(; e & ) f(l’S)-

8

el
o M

51 nous fussions partis de Wl(z) = gW(z) nous serions parvenus a

fl(I’S) = %E f(l’S)o

Représentons maintenant par W (8) la transformée de Laplace de

fe2)

R

et écrivong .

hk(s) =“} F(g + u)Qk(u)du
B

Hk(s) '{es #& u)Mk(u)du

v‘f"

puisque d'apres les conditions du lemme nous avons hy(s) =0 pour sc=Gg

nous auronsg en appliguant plusieurs fois la (2.4.5)
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T 2
%’é’ ij Kl";};: )PT (e) = h (s)=0 gil0 e
s 8
me“\,‘*& n
H (1 - ‘15 g'_—p) He(s) = h (8)=0 si Cqé/\
)\H&Mhﬁ /\n g

c'est-a-dire 11 résulte finzlement que H,(s) est un polynome de Diri-
chlet correspondant & la snite finie formée par les I), tels que
/\n </uﬁk.

Dtautre part, d'apres le lemme 1, il se suit facilment gque
lim H (8) = F(s) uniformément pour s<G,. Ceci termine la démonstration
du lemme 2.

2.5, Démonstration du théoreme V.- En premier lieu suivant la
condition 2¢ pour toutr t,>t_, on peut déterminer un Cf) (8) & d_g'(/\)

1 0 tl

tel quey pour | 0| <g et ty<t It,*b avec b>2)(D, on a

: -p{t,)
(245.1) |F(s) = %l(a)k_ e

et par suite on veut choisir // suffisamment petite de fagon que, si
] &r. |<a' - }7 alors, si gé(j_l L 'I_'t,l - i/T") + DJ + 37U Z(a (2.5.1) se
vérifie. Il en résulte que, gi sf_O;-r it,+ 1/]

7 2 ‘ —p(tl)—
(25.2) | 3? kF(sf 1D+ u) - ﬁptl(sl + 177D + u)) Qe (u)du| < Ke

Mais d'autre part il est connu que d'aprés la théorie de la transfor-
mation de Laplace nous avons
(2+5.3 j£ 7’(51 + 17D + u)Qy (u)dwi==0
¥
pour tout C,D(s)é F°(A).
De (2.5.2) et (2.5.3) on obtient
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-p(t,)
!‘f F(s; + 1]{D + u)Q, (u)du| <Ke 3
r
Et s1 1'on choisi’?<;h, oli h est la guantité qui intervient dans la
définiton de la condition R(g,p(t)), il résulte d'apres Mandelbrojt

[ 5y théoreme 2,2.VI|

jF F(s + @ (wdu=0
F

pour | "|<g = hy t>/(D + t_. Et en appliguant le lemme 2 il résulte
qu'a 1l'intérieur de cette demi-bande, F(e) est la limite d'une suite
de polynomes de Dirichlet quiéié“(/\) et cette limite est uniforme
dans tout domaine borné intérieur & la demi-bande citée.

En appliguant un résultet de Schwartz |7, Prop. PVIII, p. 135-
136] 4&3j% utilisé antérieqrement et temant compte que h peut étre aus-
si petite que 1'on veuille il résulte que F(s) est égale a la somme
de deux fonetioms F,(s) et Fy(s), dont la premidre F,(s) est holomor-
phe dans le demi-plan O > -g et Fg(s) est holomorphe dans le demi-plan
O <L +gs Alors T
F(s) = Fy(8) + Fy(s).

MY la ~omelusion du théoreme découle de

0.6~ THEOREME VI.- Avec les mémes hypotheses que dans le théo-

o T
reme V_on suppose en outre que 1'indice de condenmsation U de A yéri-

. 2
fie Q< gy alors F(s) sera presque-périodigue dans la titalite de la

bande |0 j< g = 0 :

Démonstration.~ Lorsque dans le n? antérieur nous avons uti-
11884 le résultat de Schwartz nous aurons pu voir qu'il existe une se-

rie de Dirichlet TRXBRXTY

(2.6.,1) . ,ziang-AnS

et une suite %nk% telles que,quels que solent >0 et K>0, nous avons
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lim s_ (8) = Fl(s)

e

uniformément & l'interieur du domaine

Treg e |55l <K

oL - A8
T { = n
ol Sm‘s) é‘ aje "

D'autre patr, d'aprés un résultat ie Polya-Eernstein on ne dg-
minue la generalité en supposant maintenent que /| est mesurable car
dans le cas contralre on peut former une suite mesurable qui contient

A et qui aura la densité D et l'indice de condensation{.
Puisque nous savons que F,(s) est holomorphe pour O >--g en rai-

sotmant comme Gallie [2] nous obtlendrons pour les a, de (2.6.1) la

horne

A (=g+E+D)
la l< Ae a

ol £ >0 est arbitraire. Da cette borne on dedult imméiiatement, puis-
gue nous supposons que /| egt de dencité maximum finie, que la série
(2.6.1) est asbsolument convergente pourdi-g + 0 .

Comme par le méme méthode on veut démontrer aussi qut Fo(s)

A8 . 7
T abgolument convergente pour 0<g -9,

est la gomme d'une série b e
¢ pulsque F(s) = Fy(s) + Fy(s) un resultat classique de la’théorie
des fonctions presque-periodigues démontre le théoreme.

Genuys [3] grrive & un resultat dont la conclusion est la mé-
me que du théoreme VI. Neé%oins les hypothéses poses par Genuys sont
beaucoup plus restrictives que les hypothéses #u théoreme Vi. Notammat
Genuys suppose gue les An_sont des entiers et avec cette hypothése oam
a peur voir que F(s) est periodique et non seulement presque-periodi-

que com affirme la conclusion de Genuys.




- III -

3s1.~ Dans cette section nous étudierons les cas ol dans JM on
suppose 0 <| (| < J{/2 ou /7’/24’[&[&‘/(. Nous commencerons pour le pre-
mier casj néammeins a la fin ﬂg;#g;ude nous reviendrond au cas X = O m=
dar les résultats de la gection II nous permettent d'obtenit des ré-
sultats différants de ceux de la gection I. A vral dire il -y-a des
cag ol les résultzts gni suivent sont aussi walables pour 2/ = O,com-
me =e nous verrons ensuite.

3¢2.= Nous verrons en premier lieu que, si |X | /7/2 et |0 |
a une valeur tres proche & /(/2, dans le théoreme qui c-orrespond au

théoréme IV on peut suprimer la condition
(8.2,1) g{(0)>D* + D pour xéﬁ<x+fl§

car avee les autres corditions 11 suffit gue & |0 | solt treés proche
& /(/2 pour qu'il existe une valeur x° tel gue pour tout Xy~ x’ 1'cn

peut determiner un t,de fagon que le domaine

il(?- x|< D" |t = t,J< D+ 'ﬁ'§

gsoit interieur & .ﬂ%.
I1 est evident que pour des valeurs particulieres &;D, D* et

g la condition 2° du théoreme gulvant peut étre ausgi verif:f;é pour

toutes les valeurs de O tels que | 6_ |< JI/2. Dans ce cas le théo-

reme est valable pour toutes ces valeurs, meme O = O,

THECREME VII.- 31
1° /| 2 une densité maximum D < oo
20 | 1< )(/2y D cogy< g = D*
afin-ewe F(s)eW(Ll, /| byA) ovee b>2/ID"y 1l est nécéssaire et suffi-




sant_gue

(I) F(g) goit holomorphe dansj[}fq)ﬁx ol x dépend de [L.(c'egg-
\ . L
a-dire de gu) et ¢ )

An®

(I1) 11 existe une serie de Dirichlet > d e et une suite

{nk% de nombres naturels telles yue

1lim Snk(s) = F(g)

uniformement dang tout domaine

Fzx+k 15:'%*3;%0

: o -\.8 -
pour & > 0 et C >0 queleonyues, ol Sm(s) = _> a,e "n et _ol {nﬁf aé-
4

pend uniquement de /A .

Démonstration.- Je ne dommeral pag la démonstration de ce thée-
reme car elle est ires semblsble & celle du tnéortme TV. En réalite RER
pour démontrer la nécessité des conditions (I) et (II) 1l fout seule-
ment demontrer qu'il existe un domaine }i ouvert gui contient un seg-

ment { O =xy [t = t°|§:ff”§ et tel que

F(e) EK(A ,X)
s I
Le théoreme III suf'fit pour le démontrer. ;o
3e8.~ Comme nous avons dé&jh dit le résultaet de la sq:ption II
nous permet aussi d'cbtenir un résultat dans la ligne du theoreme IV

mails avee des conditions différantes:

THEORTIE VIIT.- Si

12 /| a_une densité maximum D<< oo

22 | 1< /[/2y 2D cos< g
afin que F(s)é:w(ﬁa;/\,b,A), avee b>2Dleina |, il est nécéssaire et




X suffiscat que (I) et (IT) du théorbme VII golent satisfaites

Démonstration.= Au moven des lemmes 1 et 2 de la section II on
peut démontrer gu'il existe un domaine ouvert /f gui contient le seg-

ment

U= x [t - tol::'zTD

é/’tel gue
Fls) XN, X))

et la démonstration continue comme dans la £in de la démonstration du
théoreme IV. |

Remarqueld 1.~ A vrai dire dans les théorémes VII et VIII, pour
obtenir les correspondents au théoreme [V, nous aurons 44 remplacer la

condition (3.2.1) par

g(u) D cos X+ D* pour xLusLx+f
ou par

g(u) >)D ecosy pour x<u<x + f3

respectivement pour le théoreme VIT ou VIII; et avec
e

u =R ee” ) se Ay

¢

et EREE ol zussi respectivement, )Q?M’C)l sinx| + D*)ou § >¢,}$1D!"éino<'| .

En realite dans le fnéorbme VII et VIII mous avens suppose gue ces

conditions sont satisfaites pour des valeurs de u suffisamment grandes.
Remarque 2.=- %

(3:3:1) ' cos (< D*/D

la condition
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D eos =g - D*

est plue restrictive gue

2D ecos({ < Zo
De méme si
(3:3.2) sino < D*/D
la condition

b>2[D*

est plus restrictive que

b>-2/( sinlle.

En outre ont voit que les conditions {3.3.1) et (3.3.2) ne peuvent pas
étre satisfaltes simultznément que st
T, oo
X :;2
Par suite uniguement en ce cas le théoreme VIII peut contenir pour
quelques valeurs de Ol le théoreme VII,
3.4.- Maintenant nous &tudierons le cas 7[/2<|0/|< /eet com-
me dans le cas | |< /(/2, nous cbtiendrons deux théoremes selon que
1'on utilise le théoreme ITT ou les résultats de la section I dans

la démontration.

Tn utilicant le théorbtme III on peut obtenir fe:

THEORIME IXe- Si
1* /| a une densité maximum D< 0
20 Jr/2g|oC|< /gt Dl cos(|«L g = D°
afin que F(s)ew(%, /\sbyh) , avee b>2/D%y il est nécéssaire et suffi-




sant gque
(I) F(s) soit entibre

. =).8
(II) il exliste une gsérie de Dirichlet . d_e et une suite

%nkg e nombres naturels telles gque

1lim s (8) = F(s)
m n, 8 8

uniformément dans tout domaine

L
0> x [O__ =l<c

— =An8 g .
pour tout x et pour tout C »0, ol Sm(s) = 4,0 i et _ou {nki de-
.—f

pend uniquement de /\.

o e T
e R U E e B

ARBEEE La démonstration utilise le théoreme III et
une méthoie sembleble h celle de la démonstration des théortmes I¥,et
VII.

3¢ 5.~ De méme en utilisant les lemmes de la section II nous

pouvonsg enoncer le:

THEORTNE Xe= Si

12 /| a une densité maximum D<co o
o0 Jl/e<|ol]l< /T et oD cos X |« & A |
afin que F(s)ézw(zxejﬂ,b,A), avee b>2/[D|sin X |, il faut due (I) et |

(II) du théoreme IXsoient satisfaites.

Comme nous avons dit, la démonstration utilise les lemmes de
1z seetion II et on procede comme dans la demonstration du théoreme
VIII.

Remarque l.- Coume dans le théoreme I dans les th§pr%mes IX'

et X les conditions (I) et (II) ne sont pas independentes.
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Remarque 2.~ Si au lieu de la b-precision logarithmique dans
les théoremes IX et X on utilise la précision logarithmique les con-

ditions (I) et (II) ne sont pas suffisantes.
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4,1.- Jusqu'a present nous avons consideré uniguement le cas
ot /\ = { )\n% est une suite formée par des nombres réels non négatifs.
Maintenant nous étudierons les ecas ou les /\n peuvent etre des nombres
complexes. Malgré qu'il ne s'agit pas de définitions admises unanimé-
ment nous définirone la densité maximum de /| = f?\n% comme la densi-
té maximum de {[ Mgl { et de meme la densité moyenne stipérieure de
sera celle de % | '}\n] { .

En sutre nous écrirons

e

ZH <l+ 1-»22 ) si 7\1'=
\ n

9 | Aol
G(r) =
o0 2 o
f J (1 T si/\ > 0
- ' >\n|
L' (R) = { “Rre(r)ar.
0

i
Avec ces notations nous pouvons donner la définition de 1l'hy-

pothése d'adhérence qui nous permettra d'obtenir pour le caseol la
suite | est formée par des nombres complexes des résultats ‘tout a
fait semblables aux théoremes que nous avons établés dans les. sections
I et III.

Hypothese d'adhérence A;(g(0), p( (7)y/l )a= Nous dirons que
les fonctions g( &) et p(() et la suite /\ satisfont 1'hypothese
d'adhéremce Aq(g(()yp(07),/\) 8'il existe une fonection continue non
croissante h((), avee 1lim h( () = D*, telle que

D'<g log L°( Th(O))< p(CO) + M (M<.00)
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j (p(0) = log 1 (/[ h(())) exp [~ % j ey Exh(x)> 40= oo.

On voit facilement que cette hypothése est égale a 1l'hypothese
A si dang celle-ci on remplace L(R) par L°(R).

Par lg méme méthode que nous utilisons pour démontrer le théo-

reme III il peut &tre démontre.

THEOREME XI.- Si

12 /\ est formée par des nombres complexes et a une densité

moyenne superieure D°< oo

2¢ F(s) est holomorphe dans '\ telle gue g((r)>D* et les

combinaisons linéaires ‘/(s)& $(/\) représentent F(s) dans /\ avee
une b-precision logarithmique p( (), olt b>2)(D°

3% 1l'hypothese A,(g(0)yp(0),/\) est satisfaite
alors pour tout domaine {  /\ et tel gue la distance entre la fron-

tiere de ) et la frontibre de /\ est supérieure & JD*y noug suronss
F(8)EK(/\y 1)

Déjh dans [8] nous avions démontré un résultat sembleble mais
dans lequel la conclusion était F(s)< K( {)\n% L/ f - }\ni y L) clest-
MhERESRME -B-dire que F(s) est uniformement dans X égale a la limite

d'une suite de fonetions de la forme

;zl'j(tsznem)\'ﬂs + bney‘ns) '
gue
Pour démontrer maintenant toutes les b, sont nulles on procede comme
dans la démonstration du théoreme III.
4,2.,- Je crois que si 1l'on ne pose pas quelque restriction
sur la distribution des arguments des }\n 41 est presque impossible
d'obtenir des résultats dans la direction qui nous intérese. Nous

supposetons done que
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(4.2.1) IE[ngAJsG<?72

Kehane dans un resultat dont nous nous servirons, suppose que
(4.2.2) | arg Nl < 0<J/2 N =192y ses

Nous allons voir que, si dans le resultat de Kahane[4, théoreme 27,
p. 97] on suppose simplement (4.2.1) au lieu de (442.,2), le resultat
ne change pas essentiellement pour notre but. Déja ﬁﬁhane dit que
lorsque 1'on remplace la condition (4.2.2) par (4.2.1) la premikre
partie de son résultat ne change pas. Nous démontrerons le résultat

complet avee cette modification d'hypothes€s.

THEOREME XII.- Si /| est une suite de nombres complexes_avec

une densité maximum D<@, gi

(442.1) Tim |arg )\ o= 0< 172

et si () est un domaine ouvert et connexe qui contient 1l'intersection

du cerele |s|< /D et de la bande | (7 |< /T Dlsinf ), 2lors une fone-

tion f(s) guelcongue holomorphe dans () et telle que f(s)<K(/| 450,
peut &tre prolongée analytiguement dans tout 1'angle '

|arg s|< %’-€9 :

1
Bt

et dans chaque angle

=
N
(4.2.3) | arg sl|< )< 5 -0

i -8
11 exist un n = n ()) tel gue f(s) -,;zld e 'n est bornée dans

54.251‘ et pgut e}re uniformgmeni apgroximee dangs (4.2.3) par des

sommes de la forme
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‘zia(f\ Je ~/n®

'n-rf

O'ey
ol 4 = 111;1 a( N\ n)y cette limite existe toujours car les c@(A\,) sont i‘

T kg
les coefficients de e n® dans les combinaigons lineaireg ‘%}Vs) gui
tendent vers f(s) uniformément dans(l.

i

Demonstration .~ D'aprés (4.2.3) & < % - ). at par suite selon
(4e2.1) 1l exigte un n = no( y ) tel que

(4e244) larg \,l< g -Y pour n>ng
D'ailleurs si nous posons 4 = lim a( )\ ) on veoit f‘acilement que la
7 —>f
fonetion
*E -)\ 8
(4024 5) £(g) - >.d e

gera, uniformement dans () , égale & la limite d'une suite de fonctions

de la forme

. P _?&18
(4.2.6) S alnye
Mmoot A4
et pulsque gque pour toutes ldes 7\n qui interviennent dans ces expre-

ssions est verifiée la (4.2.4) en apliquant le resultat de Kahane on

voit que la fometicn (4.2.5) est holomorphe dans 1'angle ¥R

|arg s| < y et que pour ”}/ > 0 quelcongue la fonction (4.2 5). est bor=-
née dans |arg s|< )/ - 7/et dans ce méme angle elle est unifdrmément
apppochée par les expressions (4e248)

Puisque )/ est arbitraire avec le seule condition

T 2 »
y<z*e
et compte temu que ’17 > 0 est aussi arbitraire, les resultats ci-dessus
démontrent le théoreme XII.
4.3.- Les théortmes XI et XII nous mEmmmnmemmim permettront
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de démontrer

THEOREME XIIT.- Si
12 /| est telle que 1im |arg )\nl_é_éc;% gt D<o

2¢ g((7)>>D* pour toute valeur O >0, gt g(0)> D'+ D dans un
intervale O, < 03 <0< ¢ 4+ 2J{(D°+ D|sin(|)
afin que F(s)eW(/l,/l,byA,) avee b>2/(5*, il est nécéssaire et suf-
figsant que

(I) F(s) goit holomorphe dans /| |/ H, ol H est un angle

—_— )

s T g
jarg(s - 8")|< 3 =0 (ggldegend de /)

< “ S
(II) il existe une gerie de Dirichlet > d e B et une suite

%nkzj de nmombres naturels telles gue

lim sy, (8) = F(s)

uniformement dans tout angle

|arg(s - &™) |< Y

) - n ~h 8
pour_ tout 7“;% -0, ol 8" dépend de /\ et de A Sm(s) =Z a_e 'n
et ol ﬁnki dépend uniguement de /\ .

Démonstration.~- La suffisance des conditions (I) et (II) est
comme toujours évidante. ’

Pour en démontrer la nécéssite on peut commencer poufr remar-
quer quesi F(8)S W(A , /| ybyA;) d'aprés le théoreme XI et la condition
20 au théereme XIII #1 existe un domaine ouvert commexe () qui conti-
ent 1'intersection de |s - o '|< /(D et de |- O'|=/[D|sin (| ol ('
dépend de /\ , et dans lequel F(8)SK(/1,5D.

Par suite, en appliquant le téoréme, XII on véit en premier
lieu que la condition (I) est satisfaite.

D'ailleurs, d'apres le meme théoreme XII on voit que F(s) peut

dtre approchée uniformément dans tout angle
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T
2

(443.1) larg(s = o) <)< w'- e

M au moyen des memes polynomes de Dirichlet que dans (2 . D'autre part

d'apres des résultats connus, il MMM est facile de voir que pour

')\S
chaque n fixe le coéfficient an qui multiplie e 1 converge vers une

limite 4 . Si nous démontrons que la serie = ae est ultracon-

vergente uniformément dans tout angle
. e i
| arg(s -sl)léry*<\§ -

ou sldépend deﬁjet/ﬂ, 1a fonetion vers laguelle converge est F(s),
d'apres un résultat conmu (voir par ex. Kahane 4. prep.7, p.84].
Pour démontrer l'ultraconvergence de la serie
> dng-%ns
nous utileserons une méthode qul, avec quelques modificationsy, a servi
déja dans d'autres cas semblables.

De méme que, pour le cas ou les Nyp sont E réels, nous pouvons
supposer que la suite /\ est contemue dans une suite mesurable de den-
sité D et en outre, puisque nous pouvons choisir arbitrairement les
arguments des nouveaux nombres introduits afin que la suite soit me-
surable, nous pouvons supposer que (4.2.,1) est satisfaite pai la nou-
velle suite. D'autre part rien ne nous empéche de supposer qye:cette
suite est la /| car il suffit d'adjoindre les nouveaux nombrés et de

supposer que les d correspondents sont nuls.

Soit

;‘f\ (Z) = _J[

(iei je suppose | Aq| > O car dens ce cas {1 ne Addminuit pas la généra-

lite) et soit ifi(s) la transformée de Laplace de




-A (M)
(A X I AR

noug aurons

1 “Ns _
57T § e \fn(s)ds = 81{'!1
i
ol C est un cercle |s| = R >/[D. Par suite, si nous supposons que 8,
est un point tel que tout le cercle |s - s | = R est intérieur & 1l'an-

gle (4.3.1), nous aurons

Aa8 = A8
n-o a n~o

73-J~]E_{ jﬁ F(s, # u) k]L‘n(u)ﬁu = 1im ane.‘ = d,e
¢

D'ailleurs, selon un théoreme d'Hadamard ou ces généralisations
on peut définir une suite{ng et un nombre ’}/ ~ O tels que sur la

frontikre des domaines
(4.3.2) |arg z| < O + }/ R <|2|<Ryyq

on peut écrire

A (2)| > e 272

ol ¢ -0 est un nombre détérmine. Si nous représentons par _f_k la
frontitre de (4.3.2) et par g 1l'ensemble des )\, interleurs & [y en
supposanty ce qul est toujours possible, que Rk+1‘/; 2Rk, 11 résulte que

gl - )\ est dans un angle exterieur a {f—k,

- Ak _ { -z
| S —AL(Ae X =1 9 e”® 4z =
ey (N AR AT L BT + 9/ (2
11 k— ) A
OOy
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D'ailleurs, on peut voir MM trés facilement qu'a 1'exterieur
d'un cercle suffisamment grand la transformée de Laplace d'une fone=-
entiereg de type mgven d'orire 1
thon peut etre exprimée au moyen des intégrales prises sur des demi-
drdites extérieures h un angle d'ouverture plus petit que /T. Par sui-
te on peut exprimer

£

= K]L.n(s)e *n
I\“eﬁﬁ\

au moyen des intégrales prises sur des demi-droites exterieures a - fk.

De tout ceci il résulte que

L8 7n :
fﬁ(s)e = w Ey
A E:U?ai
3 l'exterieur d'un cercle de rayon suffisantment grand Hl R°. Par sui-

te, si le point 5 est tel que le cercle de centre 5 et de rayon R est
interieur & 1l'angle (4.3.1), il découle

7 AL =\.8
< ge n g n <M &,
w‘-;{d}\

— - A8
Cette inbralite démontre que la série = dne 'n

est ultra-
convergente dans un angle |arg(s - 8,)|<) et pour démontrer MMM
qu'elle est uniformément ultraconvergente dans ce méme angle il suffit
de voir que M pour des valeurs de K suffisamment grandes dépend du
maximm de F(s) - ;zia e ~n® dane un angle interieur & (4.351) dans
lequel elle est bornée, et par suite M est aussi bornée inﬂépendam-
ment de la valeur de ﬁ et de 5. On a démontre done l'uniforme ‘ultra-

convergence de la série dans tout angle intérieur &
|a.1"g(8 " 31)|<Y

mmhﬁ@xuéﬁbiﬂtaﬂﬂ@ Ceci démontre le théoreme.

4,4.- De méme que pour le cas des )\, réels, pour le cas ol

ils peuvent étre complexes et vérifient (4.2.1) on peut étudier aussi
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ce que devienent les résultats lorsque 1'on rémplace A par /| "

On voit en premier lieu que si | [<% - G4 on peut obtenir un
resultat semblzble eu théoreme XIII;

Bu contraire, si
) I 6
. t;é'@('é-é +

on peut voir facilement que les conditions (I) et (II) sont encore né-
céssaires afin que F(s)& W(A,/\yby Aq)y meis qu'elles ne sont pas
suffisantes. Dans ce cas un résultat que je crois aveir quelgue intéret

est le suivant:

TEOREME XIV.- Si

1* /| est telle gue Iim|arg) |< (< /[/2 gt D<oo

20 /2 +0 = || 3=//2 -pet gu)>B* + D
alors toute F(s)EW(/, /\sbsA)y ol b>2/(D*, est holomorphe dans 1'an-
gle &

oL > arg(s -s°)>-},;£, + 0 our o >0

o < arg(s - so)/\’-g - pour X <0

\
oli s, dépend uniquement de /| et /| , et 11 existe une serie de Diri-

chlet > a.e " et une suite {nki de nombres naturels telles que

1lim Snk(s) = F(s)

uniformément dans tout angle

—

“larg(s ~s™|< y< % -0

—

m =My 8 <
pour tout 8" P , o S,(8) = > d.e 1 et ob %nk% dépend uniguement
. =

de N




a0

Démonstration.- La démonstration est semblable a celle du théo-
reme XIII et par suite ne le dommerens pas.

4,5.,~ Quand ffzzch|>-% + 0 on peut démontrer le

THEOREME XV.- Si

1? /| gst telle que Timlarg ) |<C < )-g et D< oo

22 JT>|oll>% + 4 gt g5 + D
afin que F(s)e'ﬂ(ﬂq,/\,b,Al), oli b>2)[D*, il est nécéssaire et suffi-
gant gue

(I) F(s) soit entibtre

(II) égale a la (II) du théoreme XIII avec la seule différance

qu'iei s" peut étre guelcongue.

Démonstration .- De Méme que dans le théoreme antérieur, et
pour les mémes raisons, je ne domnerai pas la démonstration.
Remarque.~ Dans ce theoreme comme dans le théoreme I les con-

ditions (I) et(II) ne sont pas independantes.
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5¢le= Les théoremes II,IV,VII,VIII,IX et X ont des corollaires
lorsque l'on suppose que les )‘n sont des nombres entiers non négatifs
qul peuvent @tre interessants dans quelgques applications. Pour &tre

bref je ne donmerai que l'enoncé du corollaire du théoreme IV.

COROLLAIRE BU THEORWME IV.- Soit {nk% une suite de nombres en-

tieres tels que O<my<my , de dénsite meximum D<oo. Représentons

& . 0
par CP:, la classe des combinaisens linéaires de {z k? . Si f(8) est

holomorphe dans le demaine {Oélzl <1y |arg z|< )T )/§ gi y>B* +
et si
Imf Sup | £(s) - (2)|< e P

Hi/t’:'tﬁu J"BP&{T:),I‘:V-‘
LA IIr

oli log P < -2 (D" et en supposant
[ "u-l b /
p(r)r "dr = o ou I o
l | 2S¢y -D')

alors f(z) est holomorphe dans tout le cercle |z|< 1.

si au lieu de considerer le théoreme IV on consideére un des
théortmeg ol intervient AD( avee {_# O, /{ au lieu de domaine fﬁo__< |z] <1,
|arg 8| < /T )/f on aura un domaine dont la frontidre est formpfe par des
epirales logarithmiques. De méme, lorsque( >/(/2 la conclusion sera
f(z) est entikre.

5. 2. -~ Seit

P(s'yR,F) = Imf Sup |F(s) - Y(a)]
y yepA) secis;R)

oh comme toujours, C(s',R) est le cercle |s - s'|<R. Alors, d'apres,

des résultats de R-Salinas |11} et [12] on peut énoncer l'hypothese
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d'adhépence suivante.

Définition de 1'hypotese d'adhérence B(g(( ),Py/\)e~ Nous dirons

que l'hypothese B(g(0 ), P, A) est satisfaite ei pour un R tel que
AP~ Re T gllr)

log P(e4RyF)< H( () ai gc A\

log P(g yRyF)==-sS(0) el 8,= O+ 1/78,(0)

ot a,((0) est une fonction continue, & variation bornée pour U, <0<®

et telle que a,(U)<g(J) et 1lim ao((i?')éﬂf—\%‘ )y avee les conditioms

J a(e)e i
0,

0

et
-
J s(0)e P Map = oo
Ts
ol 5
B(O) ]
=

ol al &) est une fonetion conthnue & varia% bornée et tellg que

lim a(0)<ig - %,
D'apres les résultats de R-Salinas on peut donner 2 cette hy-
pothése une autre forme qui n'est pas équivalante mais je l'aise au
lecteur le soin de 1'enoncer.
Dans la pluspart des théordmes antérieurs on peut remplacer
les hypothtses 4'adhérence corresponientes par les hypotheses de la
forme de la B et avec des petites modifications des résultats restent

i ’ z \
valebles . Neamoins pour appliquer =zm ces hypothéses aux theoremesﬂfé%
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VI 11 feut, dans la définition de P, remplacer le cercle C(s’,R) par
un domaine ouvert qui contient le segment %D‘ =0, |t <1 /(/DE .




Gl

w NI @

6e1l.= Un théoreme classique de Bernstein affirme que lorsque la
suite .| est formée par des nombres réels non-negatifs et a une densi-
té maximum D tout segment de longuer 2/(D de la droite d'holomorphie
a, au moins, un point singulier de la fonction représantee par la série
Z;#;ﬁ“ﬁalgré 1'intérét de ce théoreme il est évident qu'il ne permet
pas de commaitre lz situation, ou encore mieux, la distribution des
poeints singuliers au dela de la drdite d'holomorphie. Dans cette direc-
tion Mandelbrojt & donné un théoreme tres interessant. Les méthodes
employées dans ce Mémoire nous permetront de démontrer dans cette sec-
tion deux théoremes qui étudient la distribution des points singuliers -
au dela de la droite d'holomorphie mais qui ne sont pas contenus dans
le résultat de Manielbrojt.

6.2;- Lorsque le centre 4'un cercle C(so,R) décrit un arc de
Jordan tel quaaune extrémite C(s,,R) est dans le demi-plan de conver-
gence etal'autre extrémité C(s,,R) est dans le domaine E, on dit que
E est relié au demi-plan de convergence par un canal de largeur 2R.

Le premier des théorémes que nous voulons démontrer peut &tre

enonces
L3

THEOREME XVI.- Scit H 1l'abscisa d'holomerphie de :

xns

(662.1) F(g) = :E:ang‘

sl A est telle gue O<A_<)\_,, et a une densite maximum D< oo, alors

il existe au moins une singularité de F(s) dans tout rectangle =
S = — 5 2= s i = B
{C’fla. U< Op=Hy t< t< t?§ tel que Uy = 0p = 2/(D*yty- 1,=27(5"+D)

et_qui peut 8tre relie avec le demi-plan de convergence de (6.2.1) par
un canal de largeur > 2/(D* dans lequel F(s) egt holomorphe:




Remarque.- On suppose pour gimplifier que (6.2.1) a2 un demi-
pPlan de convergence, mais, pour la valildité des résultats 11 suffit

qu'elle ait un demi-plan 4'ultraconvergence.

Démonstration.- Par le méme methode utilisée plusieurs fois on

peut arriver & démontrer qu'il existe un domaine ouvert () qui contient

le segment vertical
i . |
% (j’:i _______@’1 gz, tyt 6 <t<t, - ,’T'ﬁ'}
2
et tel que

F(s)e K(A ,$2)

: de L)
et puigque sm= la FTHEENERE longueur %@M vertical est >2//D d'a-

prés un resultat de Schwartsz, aussi plusieurs fois utilisée la fone-

tion F(s) sera holomorphe dans le demi-plan

en contradiction avee la définition de H.

6¢3.~ THEORMME XVII.- Mémes conditions que dang le théortme XVI

alorg F(s) a_au moins un point gingulier dans tout cercile |i; it =

2/T8"tel que U <H - /[Py et qui peut 8tre relil avee le dgg?.er]an de
convergence de (6.2.,1) par un cenel de largeur >2//D° dang lequel F(s)

est _holomorphe.

La meme remarque que pour le théoreme XVI est aussi valable
pour le théoreme XVII et la démonstration est presque le méme en utilie

gant au lieu du résultat de Schwartz un vésultat de Kehame [4, théore-

me 3, pag. 96].
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I set

b s .
2 b w— = b2 if =0
| " n :
(1.2.1) gz} =
% 5 P
b m— b,z : 5 5 0
| - n 3
(1.2.2) UR) = e RTg(rdr
since "l @ the theery of the entire finctiens allews us teo state

n

immediatly that the funetien (lL.2.1l)is entire, and that the integral
(le2.2) converges fer R 0,

Definitien of the adherence hypotheses (g2( )yp( )y Jo=
We shall say that the functioms g( ) and P( ), and the sequence
satlgfy the hypethesis (8( ),p( )y ) if there exists a continucus

nen-inereasing function h( ), with I1im h{ ) = hy such that

h g leg Q( h( )) p( ) + M (¥ o
Q.—
( ) ( £ 42 - -~ i
« % h =t e - 00
P e 4 2 g(u) - h(u) ;

We can easily see that in this definitien it may be suppe-
sed without lesg of generality that 1im h( ) = h = O. This remark
ig interesting since it allews us te compare this adherence hypothesis

with Mandelbregt's | | «




