
APioXlMATION DES FONCTIONS PAR SOMMES 

D' EXPONENTIELLES (O) 

par Fo Sunyer Ba1aguer 

1NTRODUCT10N 

Les propriétés des fonctions qui, dans une domaine donné peu­

vent, que1 que soit e /- o, etre approchées a moins d' E, par des som­

mes d'exponentiél1es dont l es exposants appartiennent aune suite 

/ \ = f:\ n ' donnée, ont eté 

eXoSchwartz [7] , Kahane [4J 

étudiees 'par plusieurs auteurs (voir par 

et Leont'ev [10] )(1) o D' autre part Mandel-

brojt, dans des Mémoires et des Monographies [~ étudie les propr~ié­

tés des fonctions qui dans une demi-bande peuvent etre représentées 

par les sommes partielles d'une série de Dirichlet avec une certaine 

précision l ogaritmmiqueo 

Lorsque Pbn ne suppose pas~ans quelque domaine la fonction 

puisse quel que soit t> O, etre approchée a moins d' í ,on peut 

poser l'hypothese suivante: 11 exis te une famille ~ de domaines 

bornés intérieurs a une demi-bande et tels que l'approximati~, 1t?(d ), 

que dans le domain d E Z peut etre o~enue avec des sommas ~ 'expo-
nent!elles dont les exposants appartiennent a /1 , vebifie 

, 
j ' ...... 

(O) Ces r echerches furent effectuées sous contract avec fbffice of 
Naval Research de la UoSo Navyo 
(1) Les números 'f igurant entre crochets renvoient a la bibliographie 
placée a l a fin du Mémoireo 
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loraque le domaine d s'éldfie a l'infini. Cela eat fldée de la b-préci­

aion logatithmique. (généra lisation de la précision logarithmique de 

Mandel brojt, car dans cel1e-ci l e domaineK d n' est pas borné~. 

Dans ce Mémoire no~ s ét udierons la carac ter isat i on de la clae­

se dea fonct iona qui, dans une dami-bande donnée , peuvent etre repre­

sentées par des sommes d'exponentielles nont IXMX les exposants appar­

tiennent a une suite /\ suss! donnée avec une cert aine b-précision 

logarithmique. Je dis caracteriser dans le sens de trouver des proprie­

tes de la fonstion necéssaires et suffisantes afin que l a f onct!on 

appart!enne a la classe. 

Dans la section 1 j'étudie le probleme dans le cas ou la de­

mi-bande est horizontale et l a su!te des exposants est formée par des 

nombres réels non négatifs. 

La section 11 est consacrée a l'étude du cas ou la demi-bande 

est ver t i cale et la suHe '\ se compose de nombres réels (positifs ou 

négatifs). Malgré que, dans ce cas ,on n'obtienne pas l a caracterisa­

t i on de l a classe (car lea propriétés sont necessaires, mais non súf­

fisantes) les r ésultats ob t enu' sont peut-etre les plus intéressants, 

meme les leromes qui s er vent a obtenir les théoremes. Le second théore­

me de cet te secti on r elie l a b-précision logarithmi que dans une demi-

bandeverticale avec le presque periodicité. , 
Le cas ou l ' angle de la demi-bande avec l'axe positif des abs-

ciases est quelconque je l'ét udie dans la section 111. 
, 
l ' 

Dans les trois premiers sections noua supposons toujours que la 

suite des exposants est formée par des nombres réels. Par contre, dans 

l a section IV, j e suppose que les exposants peuvent etre complexes, 

~. zNéanmoins j'introduis une condition a la limite sur 

les arguments des exposants, car je crois que sans aucune condition 

il est presque impossible d 'obtenir des r ésultats dana la direction 

qui nous interesse. 

I 
I 
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La section V donne d 'abord des corollaires des théoremes anté­

rieur s lorsque les exposants sont des nombres entiers et en deuxieme 

lieu des hypotaeses d'adhér ence obtenues au moyen des ré sultats récents 

de B. R- Salinas rlll . 
Finalement, dans la s ection VI, j'étudie l a distribution des 

points singuliers des fonctions représentées par des s éri es de Diriclét 

Ces r ésul t ats n ' ont pas de rela t i on avec les théoremes antérieurs mais 

pui sque la démonstration est semblable je les donne dans ce Mémoire. 

, 
j ' ,,' 
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\ 
- I -

1.1.- Notations et définitions.- On dit qU'une suite 1\ = ['A n~ 

de nombres non négatifs tels que 

est mesurable et de densite D si l'on a 

n 
lim - = D 

An 

Supposons que la sui te 1\ n' es t pas mesurable, maiá que l' on 

peut construire des suites mesurables qui la contiennent corome suite 

partielle.' Alors la borne inférieure D des densités de ces suites 

sera appelée la densité maximum de 1\ (voir Polya [6] 01.1 Bernsteln [JJ) 

et on peut démontrer qu'il existe au moins une suite mesurable de den- ' 

sité D qui contient 1\ comme siute partielle. D'autre part si N( !\ ) 

disigne le nombre de I\ n qui sont inférieurs a A , 11 est possible de 

démontrer que la densité maximum D de 1\ peut s'exprimer par 

N( ).., ) - N(x A ) 
D = lim Um -----:---

, ... / Á-7~ ,, - x '\ , 
l ' 

D'ailleurs, puisque nous admettons la possibilité que A l = 0 , 

nous devons modifier légerement la définition de la densité moyenne 

supérieure de Mandelbrojt [5J . Nous écrirons 

(1.1.2) 
l j'¡' N(X) . 

D' = IIiii - - dx 
" 1 x 

" > 0, la nouvelle défini tion donne le on voi t facilement que lorsque /\" 
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meme nombre que celle de Mand elbrojt et que par contre celle-ci,lors­

que '/1 1 = 0, donnerait tou,)ours 'D'= 00 tandi~ <iue la nouvelle défini­

tion exprime comme toujours une propriété a l'infini de la suite /1 • 

De (1.1.1) et de (1.1. 2) 11 résulte D' ' D. 

Nous allons maintenant définirune famille qui jouera un role 

tres importants dans la suite, savoir: la famille P ( /1 ) des combinai-
5 - 1\ S 

sons linéaires de l e n 1 , cette famille sera appelée parfois la 

classe des polynomes de Dirichlet correspondants a la suite ~ • 

D'autr e part, nous réprésenterons par K( ,,\ ,R) la fermeture des 

fonctions f (s) 6 f ( /1 ) avec la topologie de la convergence imifo:rme 

dans l'ensemble H. 

De meme nous désignerons dans le plan s = ~+ it 

par Ll la demi-bande horizontale 

par ,C(so,R) le 

{ü>O'o,Itl ¿ cercle Is - sol ~ Ret 

¡( g( u ) ; ou g( o- ) est une fonction contmnue, a variation bornée et 

telle que g( CJ ) :>- O et 11m g( ú ) = g > O. 

Finalement, si nous représentons par 'b (x) l' intersection de ..} 

et de la bande verti,cale x - b "':' eré x, on peut définir la b-precision 

logarithmique de la faGon suivante: Si 

Iiltf Sup IF(s) - f(s)l ~ e-P(x) 
'fE~(J\J ,EO(Kj 

~ ' . 

ou p(x) est une fonction non-décroissante tnedant vers + 00 F,DlC (ce­

tte fonction peut etre égale a + 00 pour x suffisamment grand¡) ,.on di­

ra que les polynomes de Dirichlet m ef es) ~ 4? ( /\ ) représentent 

F(s) dans ,1 avec une b-précision logarithmique p(x). 

1.2. - Dans ce numéro ,) e suppose que la sui te ~ est telle que 

.2 ~ ~l <::. oo. Malgré que les résultats avec cette hypothese ont les 
J, 

memes conclusions qu'avec l'hypothese 'D' = ° nous étudierons ce cas, 

car les autres hypotheses peuvent etre moins restrictives et le theo-



reme peut etre démontré d'une fagon différente. 

Nous posons 

q(z) = 

~ 

comme nous supposons 2, A ~l ..(. oo, la théorie des fonctions entieres 
~ 

nous donne immédiatement que la fonction (1.2.1) es t entiere et que 

l' integra 1 e (1.2.2) converge pour R," O 

Dans ce cas nous definirons l'hypothese d'adhérence comme 
, 

suit. Nous dirons que les fonctions g( en et f ( O- ) ~t la suite 1\ ve-

rifient l'hypothese d'adhérence .U (g( ü ),p( O" ), 11 ) s'il existe une 

fonction continue non croisante h( U ), avec lim h( ú ) = h, telle que 

log Q( }[h( u» ¿ p( () + M (M«:... oo ) 

J""(P« () - log Q( J(h( O"" ») exp ( _ 1 (iT __ dU 
___ ) d ~ "" oo. 

\. 2 ) g(u) - h(u) , 

, 
Nous pouvons voir facilement que dans cette dé f initidh "on 

6 

peut supposer en conservant toute la généralité, que lim h( ~ ) ~ h = O. 

Cette remarque est intéréssante puisqu ~e lle nous permet de comparer 

cette hypotbese d'adhérence avec celles de Mandelbrojt [5J. 

En utiliaant des méthodes semblables a celles que j'utilise 

pour démontrer la conclusion p de quelques résultats 

[j] et [ir théoreme vi nous pouvons démontrer 

de mes articles 



~ -1 

l° 1\ est telle gue 2', A"" <. = 
h 

7 

22 F(s) est une fonction holomorphe dans ~ et les combinai-

sons linéaires <fes) E p( 1\ ) représentent F(s) dans Ll avec une b-pre­

cision logarithmigue p( er ). 

3° l'hypothese D. (g( O" ),p« (J ), !I ) est satisfaite 

alors. guelgue soit le rectangle fini X =ts = 0- + itl crO <Jl~a<o:;: 

[tl ...:.C{ 3 e L1 , nous avons F(s) E: K ( 1\ , X" ). 

Soit W( LJ. , !\Jb, Q ) la classe des fonctions F(s) holomorphes 

dans -..':1. et telles qu e les combinaisons linéaires cp (s) ~ p U\ ) les 

représentent dans .6 ave~une b-précision logarithmique p( (J ) telle 

que l'pyPotaése J:.L soit satisfaite. Avec cette notation il résulte. 

= 
TH~OR~E II.- Si 1\ est telle gue S ~ ~l<-oo, afin gue!llGd 

~ 

__ F(S) E W( 1'1 , /\ ,b, S¿) il est necéssa!re et suffisant gue 

(1): F(s) soit holomorphe dans le demi-plan u>- u. 
"'""' -"n S (II): 11 existe une série de Dirichlet 2: dne et une sui-

de nombres naturels { nk ~ telles gue 

lim S~ (s) = F(s) 

uniformément dans tout domaine 

t 
-----I <:::.. C 
C5 - (Jo - f 

, 
l' ,-'. 

""'- ->ns 
quelles gue soient 1:> 0 et C> O, on Sm (s ) = :f. dne et ou la suite 

{ ~ ~ dépend uniguement de IÍ . 

Remarque.- Dans ce cas (1) et (11) ne sont pas independantes, 

(1) decoule de (11). 
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Démonstration.- Soit K¡ le segment :;; ~ CT~ ~ de l'axe réel. 

Si nous supposonsque F(s)~ W( L\ , t\b, 0 ) suivant le théoreme I nous 

aurons F(S) ~ K(/\ j Xl) et d'apres un résultat de Schwartz [7, théore­

me U, p.57-58] il résulte que F(s) E K(/\ , ;:(2),011 X2 est le segment 

~ ~ [) L.. 00 de l'axe réel. 

Alors d'apres un autre résultat de Schwartz [7, théoreme fon­

damental I, p.38-39] F(s) est holomorphe dans le demi-plan cr > lJ, et 

puisque ~ est arbitraire a" ec la seule condition (ji > 0;, il résulte 

que 1"(s) est holomorphe dans la totalite du demi-plan CT > ~ • 

Le meme théoreme de Schwartz prouve qu'il existe une série de 
- j. s 

Dirichlet Z dne n et une suite f nk 5 qui verifient (tI) de notre 

théoreme II. 

D'autre part il est évident que si F(s) vérifi e (I ) et (II) 

nous avons F(s) ,;;. W( L\ , /1 ,b, :;). ), c'est-a-dire que les (I) et (II ) sont 

suffisantes . 

1.3. -

peut vérifier 

Lorsque l'on suppose que la suite est telle qu'elle 
~ 1 
¿A~· = 00 on doit modifier l es conditions afin d'ar­

l., 

river a des conelusions semblables. Pour .exprimer ces conditions il ett 

necessarre de donner préalablement des définitions nouvelles 

(1.3.1) 

(1.3.2) 

En premier lieu nous posons 

'\ (z)= 

z fr(l + ~ ) 

0(1+ ~ ) 
~ "'" 

. LO'?) = J a-Rr ,\ (r) d~ 
o 

si /-. 1 = O 
, .' 

si ,A l > ° 

Ces definitions, quand '\ 1> 0, sont cellas de Mandelbrojt [5]. Si l a ' 

densité moyenna supérieure de la suite ~ ast finia la fonction (1. 3.1) 
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est entiere et l'int égrale (1. 3. 2)converge pour R >JT~·. D'ailleura, 

cornme nous suppoaons toujoure que la densité maximum D de A est finie 

et puisque, comme nous 2vons dit deja, ~.~ D, on voit que dans ce tra­

vail on aura toujours 'U. <:: oo. 

Définitions de l'hypothese d'adhérence.- Nous dirons ~ue les 

fonctions ~(Cn et p( (Y ) et la suite 1\ vérif'ient l'hypotheae zt'adhé­

rence A (g( a ) ,p( (Y ), /1 ) s' il existe une f'onction continue h( en non 

croissante, avec 11m h( éJ ) -= ~., telle que 

~. <:. g log L( 'Íh( U'» "::,, p( {j ) + M (M <: (0 ) 

log L( lfh( u », exp ( - ~ JI1 du ) d O" = oo. 
<- g(u) - h(u) 

Avec ces nouvelles définitions on peut démontrer: 

TFffioR);;ME Irr. - Si 

12 ,\ est telle gue j). <: 00 

, 
2Q F(s) est holomorphe dans Li , ~ les f es) ~ q? U\ ) repre-

sent ent F(s) dans ~ avec une pm! b-précision logarithmigue p( C!),ou 

b > 2 R'U·, et g( (J ) >n· .2!: Bm g( 0- ) = g > 15· 

32 l'hypothese A(g( v ) ,p( C!), /\ ) est satisfaite 
~ 

Alors, pour un domaine X e j borné et tel gue la diatance entre la 
- , 

frontiere de X et l a frontiere de fj est sujherieure a J[ D· 1 ~ 
l ' 

aurons F(s) E. K( f\ , ;0 . 

Démonstration.- Dans un de~mes Mémoirea [áj noua avons démontre 

un résultat semblable avec la suule différence que la conclusion était 

F(s) E K( l ~ n) ~ { - A n 3 ' X), c' est-a-dire que F(s) appartenait a la 

f ermeture des expressions de la forme 

( 
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et pour démontrer le tkiR& théoreme III i1 faut seulement dans la dé­

monstration de mon résu1tat anterieur [~ , théoreme déduit de V comme 

II se deduit de ~ remp1acer (1.3.1) par 

on peut démontrer, en premi.er lieu que si O '::C(k < 1 

et si l'on écrit 

et 

'fn (s) = .2: C2m n F(2m) (s), 
o ' o 

on peut démontrer aussi que , 
! ' .... 

uniformement dans X. D' autre part, puisque nous utilisons !\ (Zf c(k) 

au lieu de (1. 3.1), nous pouvons arriver, compte tenu de (1.3.3) et en 

employant un méthode égale a celle de mon article [~ , a démontrer 
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, 
Yn (s) 

o 

ét comme ¡rn (s) est indépenant de OCk et le raisonement peut etre 
o 

~ait pour toute valeur de ~, on voit ~inalement que toua les b n doi-

vent etre nuls, et il * s 'en suit immediatement que 

r'(s) 6 K ( !\ , )/.J, 

Si noua représentons par Hx le demi-plan (J> x on peut deduire 

du théoreme III et de quelques resultats de Schwartz [7, p.135-13~ le: 

TIffiORtME IV, - Si 

lQ .'\ est telle gue Dz. oo 

29 dans la dé~ini tion de D. la ~onction g( u ) véri~ie g( (J" ) >- i)' 

.lrLlim g( Q""" »'O', den outre g( cr »D + 'O' pou~ x t:(Yz x + ]S avec 

f .> 2 )T ~' 

a~in gue 1o'(s) .::: WU\ , jI ,b, A) ~ b > 2 !TD', il ett nécéssaire et su~­

~isant gue 

F(s) soit holomorphe dans Hx U4 , ou 
1 l' 

(l) Xl est le plus petit 

~n~om~b.!..r:::.e_r!.e:::.;' e:;l:.-t~e:..:l::......::gl.::u~e g( en > D pour xl <- CT ¿ x + "2 
- ).. s 

(H) 11 existe une série de Dirichlet ;¿ dne n 

t nk ~ de nombres naturels telles gue 

lim Sn (s) = F(s) 
k 

uni~ormémentdans tout domaine 

ét une suite 
~ 

et ou la suite : 
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f nk ~ dépend uniguement de 1\ • 

némonstration.- Dlapres le théoreme III on peut voir facile­

ment, én tenent compte de la conilition 2° du théoreme IV, que pour 7.> 0 

suffisamment petite F(s) Eo K( !\ , X o) ou Xo est le domaine 

Itl ..iG J/n+ "/ . 

Alors dlapres un résultat connu (voir par ex. Kahane [4, Prop 8, 

p. 8S}) que l que soi t E> O on peut déterminer i¡ suffisanment peti te 

afin que, en représentant par ;:(1 le domaine 

I tI <JTD + "l 

on pui see affirmer que F(s) Eo K( 1\ , Xl)' 

PUisque Xl est un rectangle qui vérifie les conditions requi­

ses pour qu. la propriété P VIII de Schwartz [7, p.13S-136] 80it .~XKI 

valable il résulte facilement que (I) et (II) sont nécéssaires afin que 

F(s) E= WU1 , /\ ,b,A) car E> O est arbitraire. 

La suffisance des (I) et (II) est.p '1e/fj1H 'Ú1tlt/;,1i:­
Remarque.- On pourrait démontrer laa nécésité de (I) et (II) en • 

appliquant a )(0 la propriéte P VIII de Schwartz et aloro apPtiquer en-

suite un théoreme' de Bernstein sur les points 

on représentée par une série de Dirichlet [7, 
1.4.- Si au lieu de la cendition 

g( U ) >-D + 15' pour 

on ecrit 

g( 0- ) > 215' pour 

, 
singuliers dlune foncti-

} ' ........ 

théoreme IX,p, 136], 
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on peut obten! r, en uti lizan dans l a démonstrat i on un r ésultat de Ka-

h [ 4 " ,,' , h ' , ane , theore~e 3, p. 9~ ,un theore~e s emblable au t eor ema IV. 
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~ II -

2.1.- Jusqu ' a présent nous avons supposé que la demi-droite cen-

trale de Ll. est la partie u> u de l' axe réel. Maintenant nous étu­o 
dierens le meme problema que ci-dessus mais en supposant que,! au Heu 

de .él , nous prenons 

c'est-a-dire nous supposerons que i1 a tourne d'un angle C( • 

Hans cette section nous étudierons le cas pour O( = !¡í/2 que je 

ereie le plus lntéréssant et dans la section suivante nous étudierons 

les autres; savoir: 1 "\. 1 < /(/2 et J[/2 .( I c( I~ Jr . 
Afin de simpHfier les notation nous écrirons l::. i au lieu !J1I/j, 

D'ailleurs, nous supposerons aussi que dans la définition de J la fone­

tion g( () ) est égale a une constante g > O, nous aurons done 

D' autre part 

cE· (1\ )~ombinaisons 
nous considérérons au Heu de 4' ( J\ ) la famille 

( ~ ¡., s ~ 
Hnéaires de 1 e- n ) c'est-a-dire la elasse for­

~ 

, , 1 i mee par es express ODS de la forme 

ear en ce cas le signe des An n'a pas d'importance. 

D' apres tout cela il résu1te naturel de dire 

F(s) est holomotphe dans b. i et si 

I'$f Sup IF(s) - cp(s)l ¿ e-P(x) 
'fGif (l\ ) >(~~-:xt~ 

i> 10<. ll..i 

que sl 'Ii~ 
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les o/ es) E cP · (j\ ) représentent F(s) dans Ll i avec une b-précision 10-

ganithmique p(x), ou p(x) vérifie les memes conditions qu'anterieure­

mento 

Finalement, nous donnerons une hypothese d'adhérenc~lua sim­

ple que l'hypothése A, car dans ces cas il n'est pas nécessaiTe que la 

suite 11 intervienne dans l'hypothése d'adhérence. 

Hypothese d'adhérenc-e B(g,p(t)).- Si pour h > O suff'isamment 

petite est satisfaite 

j""P(t) exp \ - ~ g ~ h) dt = 00 

nous dirons que ~et la fonc tion p(t) vérifient l'hypothese d'adhérence 

~ B(g,p(t». 

2.2.- Maintenant nous pouvons déja énoncer le: 

TH~ORl!;ME v.- Si 

lQ /\ est telle gue D< 00 

22 F(s) est holomorphe dans 6 i et les f es) é. cp ' ( 1\ ) représen­

tent F(s) dans L1 i avec une b-présision logarithmigue p(t) ou b > 2j[D 

3G l'hypothese B(g,p(t» est vérifiée 

alora F(s) est holomorphe dans la totalité de la bande 1 Lr l ¿ g. 
~ 

2.3.- La démonstration du theoreme V s'appuie sur deux leromes, , ,. 
dans ce numéro nous démontrerons le premier: 

LEMl~E 1.- 30it A une suite mesurable et de densité D. si nous 

posona 



et si nous représentons par 

la transformee de Laplaee ( tro (s) représente aussi le.. PI'olongilmellt 

analytigue) alors a l 'exterieur du domaine 

(2.3.1) I CJ I <f, ( E. ;>-0) 

nous aurons uniformément 

Um 'f'm ( s ) = -sl 
""~"" 

16 

Démonstration du lerome 1.- En premier 1ieu i1 est faeile de dé­

montrer que en eerivant 

et en poaant z 

pour tout entier positif m. 

¡'(-oc i Ir 
C( f O~ se vérifie 

, 
¡ -

Par suite en app1iquant un résu1tat de Bernstein 11, Note II, 

nº 3, p. 27 61 on peut déduire pour r > ro( et \JC '1 O, j[ 

( 2. 3. 2) 

quel que soit l'entie~ positif m. 

D'autbe part, d'aprea les propriétés eonnues de la transforma-
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t ion de Lapaace d'une f onction entiere (voir par ex. Bernstein [1, Note 

I II]) 11 est possible de déterminer quatre valeurs Dll , 0<.2 ' C( 3 et ex. 4 

tell es que les - -~ . 

J -iOL ~ 1\ -iOl . -sxe J 
= e ~ (xe J)e m 

o 
dx 

sont convergentes respectivement dans (iuatre demi-plans l' un:i.on des­

quels recouvre~ la totalité des points exterieurs au domaine (2.3.1). 

en outre dans ces demi-plans les intégr ales (2. 3.3) r eprésentent la 

tra.."lSformée de Laplace 011 SIGR prolong:l¡ni~'t; analytique. 

De (2.3.2) il découle faci l ement qu'en déterminant conve~le. 

ment les quatre valeurs de C'( , les t m,j (s ) sont uniformément conver­

gentes peur tout ro entier positif et pour s intérieurB a un angle Aj' 

et en plue il résulte que la réunion de ces quatre angles recouvre la 

totalité des points extérieure a (2. 3. 1) - De la cenvergence uniforme 

des ( 2. 3.3) par rapport a toutes les valeu~s de m et du fait que pour 

toute valeur finie de z 

i l s'en suit. 

11m 'Vm • (s) = l/s 
'Yl1-to<> ,J 

, 
l' .,-'. 

uniformement pour s E:: Aj • Et puisque t m,j (s) ést la. prolongerlteíí.t. analy­

t ique de Jrm(s ) i1 résulte , en t enant compte que la reunier. des Aj re­

couvre la totalité du plan a l'exteri eur de (2.3.1) , que 
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unlformément a l'exterieur de (2.3.1). 

Remarque.- 11 serait lntéréssant de savolr, loraque J\ n'est 

pas meaurable mais a une dens! té max!mum D .( 00 sI l' on a 

11m 'f. (e) = l/s 
~ -¡-"JO m 

auasl Ilnlformément a l' extérieura d 'un ouvert qlle lconque qul contient 

le diagramme conjugué des A (z) ton volt que pour tout e valeur de m m 
le ~ diag~amme conjugué de ~ m(Z) est le meme) On salt que 

l'on peut voirfacilement que la (2.3.4) a lieu uniformément a l'ex­

terleuDR de tout ouvert qul contlent l e cercle 

mala on satt aussi que ce cercle peut contenir des arcs de la frontib­

re du diagramme conjugué dans son intérieur. 

2."4. - Avant d' énoncer le deul!Iieme lemme nous devons donner 

quelques notat1one. Solent k l et k2 deux nombres réels et Glet G2 deux 

ensembles de points du plan s; alors nous representerons par k l Gl+k2G2 

l' ensemble 

~ 

en autre nous représenteronepar U le cercle I si ~ l et par J le' segment 

_~~M (-i J(, +1 JO. l\Ilaintenant 11 est possible d'én~ncer et 
l' .,' 

démontrer le: 

LEMME 2.- Si 
J 

12 1\ a une ~maximum n L oo 

22 11 existe un numéro ~> .O, un ensemble 0uvert Gl et un do­

maine connexé G2tels gue F(e) est holomorphe dans G1 + G2 et sue 



ro +'1 U C Gr 
3Q il existe une sui te {fn ~ mesurable et de densi té D qui 

contient A , et une suite {~5 de nombres naturels avec lim nk = 00 

et telles Que, en écrivant 

) 11 (1- z22\ 
'Yl-r., )Ln ) 

(O ~A> 

~(z) = 

19 

et si nous représentons par Qk (s) la trans~ormée de Laplace de Ck(Z), 

l'identité 

j F(s + v) Qk (v)dV = 0 

r 
est valable pour s é G2,-º.U r est la ~rontrere de ro + 7 U 

alors F(s) est la limite uni~orme a l'intérieur de G2 d'une suite de 

polynomes de Dirichlet 'fn(S) f=.P ·( !\ ). 

Démonstration.- 50it W(s) une f onction entiare d'ordre 1 et 

de jljiftIIt( tippe moyen avec le diagramme con,jugué contenu da.ns ro + ~ U, si 
~ 

, 
¡ , ~'. 

la théorie de la trans~ormation de Laplace nous permet de deduire que 

la transformée ves) de W(z) peut etre represantée a l'exterieur d'un 

cercle du~fisamment grand par 

De meme la transformée de Laplace de 



20 

pourra etre represante par 

En Gutre il est connu que aussi bien Ves) que Vl(s), sont holomorphes 

a l'extérieur iiu diagr=e cOlljugué de \'T ez), ou de Wl(Z), qui evidem­

ment sont égaux. 

D'autre part, dlapres les hypotheses du lemme 2 l a fonction 

F(s + f u) est ho lomorphe ?ar raport a chacune des trois variables 

lorsque s E. G2, u ~DJ + 1 U et O ~ j3 ~l. Par sui te les foncti ons 

f( P ,s) = ir F(s + fl U)V(u)du 

f'l( P ,~) = i F(s + J U)Vl(u)dU 
r 

sont ho1omorphes pour s b G2 et o s J3 ~ 1 ( év:!.demment quand nous disons 

qu 'une fonetion est ho lomorphe si ° ~ p .s 1 noue voulone dire qu' elle 

est ho1omorphe dans un domaine ouvert qui contient le segment (0,1). 

D' ailleurs, si 1]3 1 est tres petit., F(s + fl u) sera he~omorphe 

dans un cercle lul ~ R de r ayon R suffisamment grand pour la v.alidité 
, 

des déve10ppements (2. 4.1) et (2.4. 2) et pour que la convergence de 

ces développements soit uniforme . Par suite la Théorie des résidus no-

us donne 

, -1 ' ( p. ) = ~ ( a
n 

_ a,,,,n-ol\ F(n) (s )} n. 
m f l r ,s L.> l' ') 
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De (2.4. 3) et (?4. 4) il decoule 

~ ce que symboliquement peut etre 'écrit 

Par suite moyennant 1_ proloTIg'etren't analytique, lorsque p dé­

crit le segment (0,1), on arrive a 

Si nous f"llssions partisde Wl(z) = z1tl (z) nous serions parvenus a 

Représentons maint enant pa~ Mk(s) la transformée de Laplace de 

et écrivons 

~(s) = J F(s + u)Qk(u)dU 
¡-

Hk(s) = ~ F(s ~ u) Mk(u)dU 
r 

, 
j ' .• '. 

puisque d 'apres "les conditions du lemme nous avons hk(s) - o pour S é G2 

nous aurons en appliquant plusieurs fois la (2.4.5) 
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aiCO E!\ 

c'est-a-dire il résu lte fi!1a lement que Hk(s) est un 

chlet correspondant a la suita finie formée par les 

polynome de Diri­

!A n tels que 

A. r.. <fñ
k

' 

D'autre part, d'apres le lemme 1, il se auit fac ilment que 

Um Hk(s) = F(s) uniformément pour S E'=- G2• Ceei termine la démo:1stration 

du lemme 2. 

2.5.- Démonstration du théoreme V.~ En premiar liau suivant la 

eondition 29 pour teutr tl> t o ' en peut déterminer un 1ft (s) é~ ' ( f\ ) 
1 

tel que, pour I CJ I <:: g et tl <::. t ~ tl+b avee b > 2)t D, on a 

(2.5.1) 
-p(t ) 

I F(s) - Cft (s) 1<::. 2e - 1 
1 

et par suite on :peut ehoisir .1,1 suffisamment petite de faqon que, si 
'/ 4-A.. 1/ 

I v ll < g - ~ , alors, si s E: ul + it1 + i ;[D + DJ + yu la ( 2.5. 1) se 

vér!fie. I1 en résulte que, s i S = U + it + i n 
1 1 { / 

I 1 ( F(Sl+ i ;rD + u) - Lft
1 

(SI + i ,l(D + u» ) 

- ¡- , 
l ' 

Maia d'autre part il est eonnu que d'aprés la théorie de la transfor-

mation de Lap1aee nous avens 

1 r (Sl + ilf n + u) Qk(u)dU'l=-'O 
r 

pour tout f (s) t;i! ·( !\ ). 

De (2.5.2) et (2.5.3) on obtient 
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1 -P (t1) 
1 F(S l + 1 )(D + u)Qk(u)dul -<:::. Ke 

r 
Et si l' on choiai 1 <- h, ou h est l a quanti té qui intervient dans la 

définiton de la condition B(g,p(t», il résulte d'apres Mande1br ojt 

15,théors1IIe 2.2.VJ] 

1r F(s + uHik(u)dU =: O 

pour 1 cr 1.:::: g - h, t > JlD + too Et en appliq'..lant le 1e1ll1lle 2 i1 résulte 

qu'a l'intérieur de cette demi-banJ'l.e, F(s ) est la limite d'une suite 

de polynomes de D:!.r:!.ch1et qui é<f ' ( A ) et cette limite est uniforme 

dans tout domaine borné intér1eur a la áe1lli-bande citée. 

En app1iquant un résu1tat de Schwartz l7, Prop. PVIII , p. 135-

136] déja utHisé antérieurement et tenant compte que h peut etre aus­

si petite que l'on veuil1e i1 résl1lte q1le F(s) est éga1e a la s01ll1lle 

de d~ux fonetions FI (s) et F2 (S), dont la premiere .F1(S) est ho10mor­

phe dans le demi-plan ur;.? -g et F2 (s) es t ho1omorphe dans le demi-plan 

ur <. +g. A10rs ~~ la ,' onelusion du théoreme découle de 

F(s ) = F1 (S) + F2(s). 

2. 6.- ~OREME VI. - Avec les memes hypotheses gue dans le théo­

reme V on suppose en outre gue 1 t indice de condensation 'D de !\ véri­

fie t< g, a10rs F(s) sera presgue-périodisue dans la titalit: de l a 

bande 10' 1 <: g - 5' . , 
j -

Démonstration. - Lorsque dana le n 9 antérieur noua avons uti­

lisé le résu1 tat de SchVlartz nous aurons pu voir qu' 11 existe une se-

rie de D1rich1et ~ 

(2,6,1) 

et une suite l ~ 3 te11es que,quels que soient E> O et K> O, nous avona 
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uniformément a l'intericnr du domaine 

u> -g + & I cr ; gl < K 

""" - A S 
on s (a) = ".> a e n m\ ~ n 

-1 
• 

D' autre patr, d' ap!'es un rés"Jltat "~e Polya-Bernstein on ne ddl­

minue l a generalité en supposant maintenent que , '\ est mesurable car 

dans le caa contraire on peut former une suite mesurab le qui contient 

1\ et qui aura la densi té D et l' indice de condensation S . 

PUlsque nous savons que Fl (s) est holomorphe pour () > -g en rai­

sonnant cornme Gallie [~ nous obtie!ld:r'ons pour les an de (2.6.1) la 

borne 

on S> O est arbitraire. Da cetta borne on deduit irnmédiatement, puis­

que noua supposons que /\ est de dens i té maximum finie, que la série 
<-

(2.6.1) est absolu'nent convergente pour ü> - g + O • 

Comme par la meme méthode on peut u~montrer auasi qut , F2 (a) 

est la 
~ ~ ns ~ 

aornme d'une série 2 bne ubsolument convergente pciur CJ< g - (J) . 
, , 

-et puisque F(a) = Fl (s) + F?(s) un resultat classique de la "theorie 

des fonctions presque-periodiques dÉmontre le théoreme. 

Genuys [3J ~rrive a un resu ltat dont la conclusion est la me­

me que du théoreme VI. Neainoins les bypotbéses poses par Genuys sont 

beaucoup plus restrictives que les hypotbéses tu thÉoreme Vi . No tammat 

Genuys suppose que les An sont des entiers et avec cette bypotbése oa 

a peur voir que F(s) est periodique et non seu lement presque - periodi~ 

que com affirme l a concluRi.on de Genuys. 
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~ III ~ 

3.1. - DaTL'l c et te s ectl on nOU8 ét u d í eron s l es cas ou dans J", On 

suppose O ~ , o( , -< lT/ 2 ou }[/2 ..( ' ~ , ~¡r. Nous commencerons pour le pre­

mier cas; néanmoins a la fin d~tude nous reví endrond au cas ,"( = O u 

~ar les résultats de la section 11 nous permettent d ' obtenit des ré­

sultats dirrérants de ceux de la secti on l. A vrai dire il ~y~a des 

cas ou les résultats qui suivent aont aussi valables pour X = O,com~ 

me ~ noue verrona ensuite. 

3 . 2.- Nous verr'o~s en prenlÍer lieu que, si I,\" , ..(/r/2 et le¿ ' 

a une valeur t res proche a /(/2, dana le théoreme qui correspond au 

thécreme IV on peut suprimer la ccndition 

g ( 1)) > D' + D pou!' 

ca r avee 'les autres conditions il suffit que liI 'eL ' Solt. tres proche 

a /(/2 pour qu I il ex5.ete une va leur x' tel que pou!' tout x > x' l' on 
O 

peut determiner un tode faqon que le domaine 

soH inter ieur a D"" • 
~ 

11 es t evident que pou!' de s valeurs particuliElres de, D, D' et 

g l a condition 2Q du théoreme suivant peut etre aussi verifÍé pour , .< . 
t outes lee valeurs de ce tele que I ~ ' L )TÍ2. Dans ce cas Ú théo-

reme est valable pour toutes ces valeurs, meme C( = O. 

'I'I.ffiOR~AE VII. - 3 i 

lº / \ a ,une densité maximum D<: oo 

2° ,ex. ¡ < )(;2 , D coa¡;( <: g - 15' 

etf'in otte F(s )E: W( LJC\', I\ ,b,A) ~ b > 2J(D', 11 est nécéssaire et suffí-



sant 9.ID! 

a-dire 

(l) F(s) soit bolomorphe 

de g(u) ~ <ZÍ- ) 
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dans 1J IJ Hx 011 x dépend de L1 (e' est-
~ ~ 

( ) '" - AnS 
II il existe une serie de Diriehlet ;¿ dne et une suite 

{~. ~ de nombres naturel/L telles~ 

unifo:rmement dans tOllt domaine 

u;?x +E 

pend uniguement de ~ o 

Dámonstration.- Je ne llOlmerai pas la dámonstration de ce thée­

reme cal' ·e11e est tres semblable a celle du théoreme IV. En réalite PlIZ 

pour démontrer la néceasit é des condttions (1) et (II) 11 ~out 8eule­

ment demontrar qu I il existe un domaine X ouvert qui eontient un seg­

ment {[) = x, It - tol :::: frnJ et tel que 

F(s) E K( !\ , X) 

Le théoreme III suf'fit pour l e démontrer. , 
3.3.- Comme noua avons déja dit le résultat de la s~ction 11 

¡ , ....... 

noua permet aussi d'ohtenir un résultat dans l a ligne du theoreme IV 

mals avec des conditions différantes: 

12 !I a une densité maxirnum D< 00 

29 I Q ,< /[;2, 2D cos ex < g 

afin que r.(s) é: ~¡Ul , /\ ,b,A) , avéC b >- 2}rDlsin <x- l, il est nécéssaire et 
q: -



e suf1>lso.nt gue (I) et (n) üu théoreme VII soient satisfaites 

Démonstration.- Au moyen des lernmes 1 et 2 de la section II en 

peut démontrer qu! il existe un domaine ouvert X qui contient le seg­

ment 

(/ =x 

'iftel que 

F (s) E K ( !\ , x: ) 

et la démonstratien continue comme dans l a fin de la démonstration du 

théoreme IV. 

RemarquelH 1.- ~ vrai dire dans les théoremee VII et VIII} pour 

obtenir lee correepondents au théoreme IV, noue aurons dii remplacer la 

condition (3.2.1) par 

g(u) ;- D ~oe C( + D· pour x <. u ¿ x + j3 

ou par 

pOUI' x <: u < x + j3 

respectivement pour le théoreme VI! ou VIII, et avec 

, 
l' , 

et MWW ou aussi respectivement, flf>"~ 1 sin ct: I + D·) ou J3 >J¡Jf.1I1 sinD( l· 
En realite dans le thécreme VII et VIII nous avone suppose que ces 

eonditions sont satisfaites pou!' des va1eurs de u suffisammént grandés. 

Remarqué 2.- Si 
~ 

( 3 . 3.1) cos C« 5·/D 

la condition 
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D Co ~ C( 2:: g - D' 

est plus restr i ctive qu e 

.2D cos C« g . 

De meme s i 

(3.3.2) 

l a condit ion 

est plus r estri ctive que 

b >- 2 / (1l s i n lít. 

En outre ont voit que l es conditions (3 .3.1) et (3. 3.2) ne peuvent pas 

etr e satis·fai tes simul tan{¡ment que s t 

Par suite uniquement Pon ce cae le t h éoreme VIII peut conten!r pour 

quelques valeuT's de C( l e théoreTJle VII. 

3.4.- Maintenant noua étuG.ierons le cas 7f/2 < 1ex: I ~ )f ~t com­

me dans le cas IIX 1</1/2, nous obtiendrons deua théoremes s~lon que 

l' on ut11ise le théoreme III ou les résultats de la secHon t 'I._.dans 

la aémontration. 

En utilisant le théoreme III on peut obtenir <Ce : 

TIffiORl!;iviE IX. - Qi 

l0 11 a une denaité maximum D< 00 

20 J(/2~ , cX. 1" /[et DI cos C{ k g - 'J)' 

afin que F (s) G w( 4 , II ,b,A), avec b ;.>- 2 /tD·, 11 est nécéssalre et suffi-
---- '\ ---



sant gue 

(1) F(s) 80ft enti ere 

(TI) 11 edste une sér i e de Dirichlet ¿ dne ->ns 
et une suite 

~ ~ ] de nombres naturels talles gue 

1im Sn (s) = F(s) 
k 

uniformément nana tout domaine 

pour tout x et pon!' tout e )¡.-O, 

pend uniguement de /1 . 

- - ¡.. s on S (s) = 2 den et on { nk ~ dé-- m -1 n ) 

~ La démonstration utilise le théoreme 'III et 

une méthode sembleb1e a celle de la démonstration des théoremes IV,et 

VII. 

3.5.- De meme en uti1isant les lemmes de la section 11 nOllS 

pouvons enoncer le: 

1 2 !\ a une I!fnsit.é maximu~ n< 00 

2 2 JP 2 < 1 O( 1 ~ /T et 2U I cos O( k g , 
afín que F(s) é:: W( 4/I ,b,A), ~ b > 2 j[DI sin 0<: 1, 11 faut /jue (1) ~ 

(II) du théoreme IXsoient sati sfaites. 

Cornma nous avons dit, la aémons tration utilise les lemmes de 

la section II et on procede comme dans la demonstration du théoreme 

VIII . 

Remarque l. - Comma dans le théoreme 1 dans les thé.oremes IX 

at X les conditions (I) et (II) ne sont pas independentes. 



30 

Remarque 2.- Si au lieu de la b-precision logarithmique dans 

les t héoremes IX et X on utilise la précision logarit hmique les con­

ditions (1) et (11 ) ne sont pas su~~isantes. 

, 
l ' ,: .... 
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- IV -

4.1.- Husqu'a present nous avens consideré uniquement le cas 

ou !\ = { " n ~ est uné sui té formée par des nombres réels non négatifs. 

Maintenant nous ~tudier0ns les cas ou les An peuvant etre des nombres 

cOmplexes. Ma1gr~ qu'il ne s'agit pas de d~finitions admises unanimé­

ment nous définirons la densi té maximum de 1\ = {A n ~ corome la densi­

té maxilllum de { I " ni ~ et de meme la dentité moyenne súpérieure de 1\ 

sera celle de { I " ni f . 
En ~utre nOus écrirons 

G(r) = 

, si l\l~ O f 

Avec ces notations nous pouvons donner la définition de l'hy­

pothese d'adhérence qui nous permettra d'obtenir pour le cast9u la 

suite ,'\ est formée par des nombres comp1exes des résu1tats ;tout a 

fai t semblab1es aux th~oremes que nous avons étab1is dans 1es "sections 

I et III. 

Hypothese d' adhérence Al (g( (J ), p( (J ), jI ). - Nous dirons que 

les fonctions g( (J) et p( cj) et la suite 1\ satisfont l'hypothese 

d' adhérellee Al (~( 0-) ,pe u ) , 1\ ) s' 11 existe une foncUon contllmue non 

croissante h( v ), avec 11m h( en = D", telle que 

log L· ( ¡[ h( o ))¿ p( U ) + M (M ¿ oo ) 



)~p( (J ) - log L· (/lh( ()) )) exp (~~ JO- g(x) dx \ 
- h(X)) 
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d o = oo. 

On voit facilement que cette hypothese est égale a l'hypothese 

A si dans celle-ci on remplace L(R) par L·(R). 

Par l~ meme méthode que nous utilisons pour démontrer le théo­

reme III il peut etre démontre. 

TIffiORt:ME XI. - Si 

lR /\ est formée par des nombres complexes et a une densité 

moyenne superieure ñ·< 00 

2Q F(s) est holomorphe dans ~ telle gue g( cr»ñ· et les 

combinaisons linéaires éjJ (s) E P (I\ ) représentent F(s) dans Ll avec 

une b-precision loga.rithmigUé p( a), on b > 2;ri5· 

3 R l'hypothese Al(g( u ),p( CT), I\ ) est satisfaite 

alors pour tout domaine X e 1'1 et tel gue la distance entre lafron­

t19re de X et la front19re de Zl est supérieure a }(D., nous au.!'.o~ 

F(s> é K( 1\ , X>. 
Déja dans [~ nous avions démontré un résultat semblable mais 

dans lequel la conclusion était F(s) E K( ~ "" n 3 U r -" n 3 , X > c'est­

MkIIM -a-dire que F(s) est uniformemént dans X égale a la limite 

d'une suita de fonctions de la forme 

, 
; , 

1"t 
Pour démontrer maintenantAtoutes les bn sont nulles on procede corome 

dans la démonstration du théoreme III. 

4.2.- Je crois que si l'on ne 

sur la distribution des arguments des 

pose pas quelque restriction 
I A 4.-1 est presque impossible 

n 

d'obtenir des résultats dans la direction qui nous intérese. Nous 

supposenons done que 



33 

Kahane dans un resu1tat dont nous nous s ervirons, suppose que 

(4.2.2) n = 1,2, ••• 

Nous a110ns voir que, si dans le resu1tat de Xahane[4, théoreme ~', 

p. 97J on suppose simp1ement (4. 2.1) au 1ieu de (4. 2.2) , le resu1tat 

ne change pas essentiellement pour notre but. Déja ~hane dit que 

lorsque l ' on remplace la condition (4.2. 2) par (4.2.1) la premiere 

partie de son résu1tat ne change paso Nous démontrerons le résu1tat 

comp1et avec cette modification d'hypothes~ . 

TH~ORkME XII.- 2! ~ est une suite de nombres comp1exes avec 

une densité maximum D< ro, si -
(4.2.1) . 11m 1 arg A ni ::S e < /[ /2 

et si () est un dQmaine ouvert et connexe gui contient l'intersection 

du cerc1e 1 si <)(D et dé la bande I ú k Jfljl......!:..J) 1, a10rs une fonc­

tiQn fes) Que1cóngue ho1omorphe dans (l et telle gue f(s) 6 K( !\ ,D) , 
peut etre pro1ongée ana1ytiguement dans tout l'angle 

I arg sl< ~ - 8 

et dans chagué angle 

(4.2.3) 
J( 

1 arg s 1..::: y < 2' - (3 

'" 

, 
¡ , 

~ ->ns 
i t ( Y·) t 1 f ( s) '> d e "es.st~b~o~rn-=é.::.e...;d~a:::n~s 11 ex s un no ~ no . egue . - LJ-> n _ 

(4.~.~) et peut etre uniformément approximée dans (4.2.3) par des 

sommes de la formé 



~ a( I\ n) e -/ns 
'" T ¡ 0"" 

.2!:! dn= lima( " n)' cette limite existe tou.jours 
<f'-'f· . - ?-- s 

les coefficients de e n dans les combinaisons 

tendent vers fes) uniformément dans l1. 
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cal' les ctZ-( 'A ) sont • . n 
linéaires Cjls) gui 

ir Demonstration • - D' aprés (4.2.3) e < 2 - r at par suite Salon 

(4.2.1) il existe un no= no ( r ) tel que 

(4.2.4) pour 

D'ailleurs si nous posons dn= lim a( f, n) on voit facilement que la 
If-d 

fonation 

(4. 2.5) 

sera, uniformement dans iL , égale a la limite d'une suite de fonations 

de la fO:rnle 

,'}1. T-I , 

et puisque que pour toutes d.es " n qui interviennent dans ces expre­

ssiene est verifiée la (4.2.4) en apliquant le resultat de Kahan€ on 

voit que la fonetion (4.2.5) est holemorphe dans l'angle ,~~MMMMMMX 

I arg si ...::.. y et que pour 'lj '7 O quelconque la fonction (4.2.5); est bor­

née dans larg sl~ y. 7 et dans ce meme angle elle est unifGrmément 

appvoehée par les expressions (4.2.6). 

Puisque r est arbitraire 

T("I'fil 
Y< 2- D 

avec le seule eondition 

et compte tenu que ~ > O est aussi arbitraire, les resultats ci~dessus 

démontrent le thé0reme XII. 

4.3. - Les th(¡oremes XI et XII nous f'.'m@M'Io!!li,.,p"a permettront 
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de démontrer 

THtORtME XIII. - Si 

111 II est telle Qué TIñi larg ,A nl < e< ~ ~ D,¿ oo 

211 g( J )7 DO pour toute valeur 0>0
0

.!tl g( CT ) .> ño+ D dans un 

intervale Ó o -o;; (Jl < CT.c:. O- 1+ 2)l (D'+ DI sin (j 1) 
afin gue F(s)"\S W( Ll , I \ ,b,Al ) ~ b .> 2Jfj5·, il est nécéssaire et suf­

fissant gue 

(1) F(s) soit ho1 omorphe dans D U H, ou H est un angle 

'arg(s ") 1./ re i1 ( . IS', 1\ ) ~ - S <-- 2 - g ou depend de .u 
- " s (11) il existe une serie de Dirichlet S; dne n . et une suite 

1l1< ) de nombres naturels telles gue 

1im Sn (s) = F(s) 
k 

uniformement dans tout angle 

larg(s - Sil) 1<::: r 
pour tout r < ~ - tJ , ou Sil dépend de Ll 

et ou 1 ~ ~ dépend uniQuement de / \ • 

Démonstration.- La suffisance des conditions (I) et (II) est 

comme toujours évidante. 

Pour en démontrer la nécéssite on peut commencer pou'r remar-, 
quer qUési F(s) EO W(LI , /\ ,b,Al ) d'apres le théoreme XI et la '~óndition 

211 du théoreme XIII il existe un domaine ouvert connexe {2 qui conti­

ent l' intersection de 1 s - 0- " ~ TTD et de I u - Er 1 L'-. ¡(DI sin e, ou 0-' 

dépend de D. , et dans lequel F(s) E:K( /1 , D). 
Par suite, en appliquant le téoreme, XII on v&it en premier 

lieu que la condition (1) est satisfaité. 

D'ailleurs, d'apres le meme théoreme XII on voit que F(s) peut 

etre approchée uniformément dans tout angle 
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Ik au moyen des memes polynomes de Dirichlet que dans [2 • D'autre part 

d'apres des résultats connua, il ~ est tacile de voir que pour 
- ).. . s 

chaque n fixe le eoéfficient an qui multiplie e n converge vera une 
~ - AnS 

limite d
n

• Si nous démontrons que la serie ~ dne est ultraeon-

vergente uniformément dans tout angle 

OU sI dépend de Ll et 11 , la fonction vera laquelle converge est F( a) , 

dIaprea un résultat connu (voir par ex. Kahane [4. prep.7, p.8~. 

Pour démontrer l'ultraconvergence de la serie 

nous utileserons une méthode qui, avee quelques modifications, a servi 

déja dans d' autres cas semblablea. 

De meme que, pour le cas ou les An sont t réels, nous pouvons 

supposer que la suite A est contenue dans une suite mesurable de den­

sité D et en outre, puisque nous pouvons ehoisir arbitrairement les 

arguments des nouveaux nombres introdui ts afin que la sui te soi t me­

surable, nous pOUVOBS supposer que (4.2.1) est satisfaite par la nou-
~ 

velle suite. D'autre part rien ne nous empeche de supposer que" cette 
I 

auite ést la / \ ear il suffit d'adjoindre les nouveaux nombr~s et de 
l ' 

supposer que les dn eorrespondents sont nuls. 

Soit 

/~ (z) 

(iei je suppose I ~ 11 / 0 ear dans ce eas il ne düminuit pas la généra­

lite) et 80it t n(s) la transformé"e de Laplaee de 



noua aurons 

ou e est un cercle Isl = R >!l D. Par suite, si nous supposons que So 

eet un point tel que tout le cercle Is - so l = R est intérieur a l'an­

gle (4.3.1), noue aurons 

D'ai11eurs, selon un théoreme d'Hadamard ou ces généra1isations 

on peut néfinir une su! te ~ Rk ) et un nombre '7 > O te1s que sur la 

frontiere'des domaines 

I arg z 1 <:::: e + I 
on peut écrire 

ou é > o est un nombre détérmine. Si nous représentons par f la . k 

frontiere de (4.3.2) et par gkl ' ensemble des 

supposant, ce qui est toujours possible, que 

si - Á est dans un ang1e exterieur a rk, 

A interieurs a Ik' en n , .' , Rk+1> 2~, il resulte que 
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D'ail1eurs, en peut veir 1!tTtIotv tres f'acilement qu'a l'exterieur 

d ' un cercle suf'f'isamment grand la transf'ormée de Laplace d'une f'onc-
entierel de type m9yen d' ordre 1 

tmon~peut etre exprime e au moyen des intégrales prises sur des demi~ 

drcbi tes extérieures a un angle d' ouverture plus peti t que 7l. Par sui­

te on peut exprimer 

. .,-, - '1-. 6 
2, 'fn(s)e n 

"" Etlz 
au moyen des intégrales prises sur des demi-droites exterieures a - rk , 

De tout ceci il résulte que 

'-V -A ti 1-:>: J n(s)e n <:.. N f k 
>'~"'h 

a l'exterieur d'un cercle de rayon suf'f'isantment grand Mi R'. Par sui-

te, si le point S est tel que le cercle de centre ~ et de rayón R' est 

interieur a 1'angle (4.3.1}, il décou1e 

c---r - A E - ¡" s 
I ¿ d e ne nI L M é; 

"eoq n k 
~ ,'-

~ - ins 
Cette inégaUte démontre que la série L., d e est u·ltra-n 

convergente dans un angle larg(s - al)' ~r et pour démontrer ~ 

qu'e1le est unif'ormément ultraconvergente dana ce meme angle il suf'f'it 

de voir que M pour des val eurs de 
"'0 ->ns 

K suf'f'isemment grandes dépend du ­

un angle interieur a (4.3.~) dans maximum de F(s ) - ¿ dne dans 
1 

lequel elle est bornée, et par suite M est aussi bornée ind~pendem-, 
ment de la valeur de ~ et de S. On a démontre done l'uniformé'-ultra-

eonver genee de la série dans tout angle intérieur a 

1~b1,..~. Ceci d'émontre le théóremé, 

4.4.- De meme que pour le cas des ~ n réels, pour le cas ou 

ils peuvent etre complexes et vérif'ient (4.2.1} on peut étudier auss i 
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ce que devienent les résultats loraque l' on remplace 1.1 par ¿J<{ . 

On voi t en premier" lien que si I c( I <: ~ - (j , on peut obtenir un 

resultat semblable au t héoreme XIII; 

mu contraire, s i 

on peut voi~ facilement que les conditions (I) et (II) sont encore né­

cés saires afin qué F(s) E: w( L\., A ,b, Al). maia qu'elles ne sont pas 

suffisantés. Dans ce cae un résultat que je crois avoir quelque intéret 

est le suivant: 

T~ORtME XIV.- 21 

111 I~ est telle gue TIiiiI arg A nl .e:::. G.e:::. /f/2 !.!: D< 00 

22 )(!2+ e;¿ l o<. l ;¿,)(¡2 - e ~ g(u) >- i5· + D 

alors toute F(s) E: W( Ll<x, /\ , b,A), ou b > 2 /05·, ést holomorphe dans l ' an­

gle Po¿ 

C( >- arg(s -s » _lf + e 
o 2 C{ > 0 

0« 0 

~ 

dépend uniguement de ¡'jo(. ~ !\ , et il existe une série ~e Diri­
- >- a ¿ dné n et une suite tI1t5 de nombres naturels telllls que 

lim Sn (a) = F(s) 
k 

uniformément dans tout angle 

. larg (s -s " )I ~ y< q--e 
"'" - >. s 

pour tout sil fo, Po( ' .!ili Sm(S) = ~ dne n et 011 ~ nk ~ dépend unisuemen1l 

~ 1\ . 



Démonstration.- La démonstration est semblable a celle du théo-
, 

reme XIII et par suite ne la donnerons paso 
;T JT 4.5. - Quand ) L ¿:: 1 ex.. 1>- "2 + e on peut démontrer le 

TH~ORm.m x:v. - Si 

1 2 Il est telle que Uml arg A nl~ e <.. JI ~ D<.. 00 

29 Jf? I c:X.. 1 >-~ + e et g.>- j). + D 

afin gue F(s) E:o W<4 ' 1\ ,b,Al ), ou b >- 2/[15·, 11 est nécéssaire et suffi­

sant gue 

(1) F(s) soit entiere 

(H) égale a la (H) du théoreme XIII avec la s·eule différance 

gu' i ci s" peut etre guelcongue. 

Démonstration .- De m~me que dans le théoreme antérieur~ et 

pour les memes raieona, ,j e ne donnerai pas la démonstration. 

Remarque.~ Dans ce theoremé comma dans le théoreme 1 les con-

ditions (1) et(II) ne sont pas independantes. 

, 
! ' ~ ... 
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- V -

5.1.- Les théoremes II,IV,VII,VIII,IX et X ont des corollaires 

10rsque l' on suppose que les /I n sont des nombres entiers non négatifs 

qui peuvent etre interessants dans quelques applications. Pour etre 

bref je ne donnerai que l'enoncé du corollaire du théoreme IV. 

COROLLAIPE BU THtORro.ffi IV.- Soit {nk ~ une suite de nombres en­

tieras tela gue O~ nk <... nk+l de dénsite maximum D< oo. Représantons 
n 

par <Po la classe des combinaisons linéaires de { z k j . Si f{s) est 

holomorphe lians le doma ine { O ¿I zl ¿ 1, I arg zl < n Y J on r> '15· + D 

et si 

IlJJf Sup If{a) - 't {z)l < e- p{r) 
'/JEfa J3 r <.f}I<r> 

'.vy.~I~n r 

OU log J3 '<o. -2 'U;" et en supposant 

1 p(r) 1.' "'- l dr = 00 

o . 

alors fez) est holomorphe dans tout le cercle Izl <c l. 

Si au lieu de considerer le théoreme IV on considere un des 

t.héoremes ou intervient 11", avec r:t.. f. 0, Ir au lieu de domaine {~,< I zl < 1, 

I arg zl -<. JT r j on aura un domaine dont la frontiere est form~e par des 
, 

spiralés logarithmiques. De meme , lorsque ~> Tf /2 la conclusion sera: 

f{z) est éntiere. 

5.2.- Soit 

p{s' , R,F) = 

OU comme toujours, C(s',R) est le cercle Is - s'I ~ R. Alors, d'apres , 

des résultats de R-Salinas (11) et [l~ on peut énoncer l'hypothese 
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d'adh~penee suivante. 

tléf'inition de l'hypotese d'adhérenee B(g( o- ) , p, !\ ).- Nous dirons 

que l'hypothese B (g ( (j ) ~ P, !\ ) ést satisfaite si pour un R tel que 

J[i5.~ R o:::: Jf g( () 

log P( s~R,. F) <:::" H( u ) ai 

Si 

ou ao ( CJ ) est une fonction continue, a vaI;'iation bornée pour CJ 0 <' üO:::: oo 

et telle que ao( cr ) < g( G ) et 11m ao( u )<I":- Ji. " avec lea conditionS 

et 

• ou 

bo j H( Ci )e-b(o-) d CJ¿ OO 

0-0 

J'''S( o- )e-b(() da- = 00 

0'0 

b( IJ ) = JO" d o- , s¡,lo- J 
(T ... , 

o 

0\1 a ( LJ ) es t une !'onction cont1!mue a varia~ bornée et tel~ que 

lim a( CJ )~ - JBr , 
) ' ...... 

~Iapres les résultats de R-Salinas on peut donner a cette hy­

pothese une autre forme qui n'est pas équivalante mais je l'aise au 

leeteur le soin de l'enoncer. 

Dana la. pluspart des théoremes antérieurs on peut remplacer 

les hypotheses d'adhérence correspondentes par· les hypotheses de la· 

forme de 

valables 

la B et avec des petites modifications d.es résultats restent 

• Neá~oins pour appliquer :Q!:J!lIl: ces hypotnéses aux théoremes V ti 
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VI il faut1 dans la définition de P, remplaeer le eerele C(s ' ,R) par 

un domaineQuvert qui eontient le segment tú = o, I ti ~ i ÍlD 3 • 

, 
j < ..... 
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VI -

6.1.- Un théoreme elassique de Bernstein affil~e que lorsque la 

suite ,\ est formée par des nombres réels non-negatifs et a une densi­

té maximum D tout segment de longuer 2JfD de la droite d'holomorphie 

a, au moins, un point singuller de la fonction représantee par la série 
-, s 

¿d~.e lIalgré l' intél'et de ce théoreme 11 est évident qu' il ne permet 

pas de connaltre 1& situation, ou encore mieux, la distribution des 

points s:!.nguliers au dela de la drdlité d 'holomorphie. Dans cette direc­

tion Mannelbrojt a donné un théoreme tres interessant. Le s méthodes 

employées dans ce Hémoire nous permetront de démontrer dans cette see­

tion deux théoremes qui étudient la dis tribution des points singuliers 

au dela de la droite d'holomorphie mais qui ne sont pas eontenus dans 

le r(¡sultat de Mandelbrojt. 

6.2.- LorSque le centre d'un cerele C(so,R) décrit un are de 
a 

Jordan tel que une extrémite C(s ,R) est dans le demi-plan de conver-, o 
a 

genee et l'autre extrémité C(so, R) est dans le domaine E, on dit que 

E est rallé au demi-plan de conver genee par un canal de larguur 2R. 

Le premier des théoremea que noue voulons démontrer peut atre 
, 
enonce: 

T~OREME XVI.- 80it H l'abscisa d 'holomorphie de 
, , . 

~ 1\ est telle gue O,,; ?I n < An+l et a une densite maximum D<. 00, alora 

il existe au moins une singularité de F(s) dans tout r ectangle _'" 

{ u l "; (J~ o-2<-·H, t l $ t~ t? ~ tel que <72 - J l = 2Xñ',t2- t l =2¡((D'+D) 

!! gul peut etre relie avec le demi-plan de convergence de (6. 2, 1) par 

un canal de largeur > 2 1m ' dans leguel F(s) estholomorphe; 



Remarque.- On suppose pour simplifier que (6.2.1) a un demi­

plan de eonvergence, mais, pour la val idité des résultats il auffit 

qu'elle ait un demi-plan d t u1traconvergence. 

Démonatration.- Par le meme methode uti1isée plusieurs foia on 

peut arriver a démontrer qu'il ~xiate un domaine ouvert [} qui contient 

le segment vertical 

ét te1 que 

F(s) é K( ¡\ ,o. ) 
dé.D. 

et puisque llPU la ~ longueur ~ vertical "" eat 7 2 JTD d'a-

pres un resultat de Sehwal'tz, aussi plusieurs f'ois ut11isée la f ono­

tion F(s) sera holomorphe dans le demi-p1an 

u + él 
(J>- 1 2 < H 

2 

en eontradiction avec la définition de H. 

6.3.- THtORkME XVII.- Memes conditions gue dans le théoreme XVb 

alors F(s) a au mO:!.ns un point singulier dana tout cercle 18- 0 o-itol :::: 
~ 

2 rr'D' tel gue 0"0 < H - ;TD, et gui peut etre relié avec le demi-'plan de , 
convergence de (6.2.1) par un canal de largeur > 2J(D· dans leguel F(s) 

) . ~ .. 

est holomorphe. 

La meme remarque que pour' le théoreme XVI est aussi valable 

pour le théoreme XVII et la démonstration est presque le meme en utili. 

sant au lieu du ,résultat de Schwartz un résultat de Kahane [4, théore­

me 3, pago 961. 
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I set 

ZrT z n 1 .¡. = bnz it' 1= O 
n 

(1.2.1) q(d = 

fT 
z 

b zn 1 + = if O 
n n 1 

(1. 2.2) Q(R) = -Rr ) e q(r dI' 

since -1 n 00 thé theGry of the entire f unctians allows us to state 

ill1l!lediat1y that the functien (1.2.1)18 enUre, and that the integral 

(1.2. 2) converges for R O. 

Definition of the adheronce hypotheses (g( ),p( ), ).-

'No shall say that the functions g( ) ano. p( ), and t he sequence 

satisfY the hypathesis (~( ),,( ), ) if thore exists a continuous 

non-increasing function h( j, with lim h( ) = h, such that 

h g, log Q( h( » p( ) + M 

1 ltu 
Ip( ) - lagQ( h( »Iexp 

2 g(u) - h(u) 

(M 00 

d .r oo. 
, 
" 

'Ne can easily see that in this definition it ay be suppo­

sed wi thout loss oí' generali ty that lim h( ) = h = O. This rel:lark 

ia interesting since it a110ws us te compare this adherence hypothesis 

with Mandelbrebt's 1 l. 

, 


