‘ ) ORWS : ASTRONOM I'R7.2

4




93 =

3o PROBLEMA DE LOS DOUS CUERPOS

Sean my o, las masas de dos puntos materiales y r la distancia entre am—

00s. Supondremos m, 7 I ¥y llamaremos primario al punto de masa my secunda—

2l 2

ric al de masa My e
De acuerdo con la ley de la gravitacidn, el primario atrae =1 secundario,

seglin la recta que los une, con una fuerza Fi de médulo:

LY . (1)

- : . i -8
siendo G la constante de la gravitacién : G = 6,67.10 CeBeSe

la expresidn vec—

[ntroduciendo el wvector s de origen en m1 y extremo en m29
torial de la fusrza q es:
m 1cm2
&y == BT E: (2)
-

Segln el principio de accidn y reaccidbn, el primario es atrafido por el se~

»undario con una fuerza:

F, =- F = G
gl i | ————3————_ﬁ£ (3)
T
Sean ahorsa oY f2 los vectores de po-
- i
mﬁiva
k\ sicién del primario y del secundario, Tes—
\
-’J 1 78 & 3 o - -
7 ¥ pectivamente, referidos a un sistema coor-
Vi -
o :
g denado de origen 0. (fig. 1), Se verifica
rd
s $ la relacidns
. N m,
o v

Si sobre los puntos de masas m, ¥ m; no

actuan otras fuerzas que las mencionadas,

odsmoneseribi nsus-~ecuaciones de movimiento en la formas
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. i
m ™ = - G I
2 T 3
(5)
M. <
1R
my rl = G 3 By
— " T
Derivando dos veces en (4) y sustituyendo despuds los valores dados por (5)
resultas
T
. G(my + m,)
T =T T = - T
g Iy By 3 =
T
o seas _
Lz =- F} = (6)
T
habiendo hecho, para simplificar:
A = & (7 L {
) (ml ITl2) \7)
La relacién (6) es la souacidén del movimiento relativo del
pecto al primario.

secundario con res-—

3.2 Integral de las Arecas

S5i designamos por v =
(6)s

la velocidad relativa del secundario, segin

. . }5
V=T =

o (8)
5 .
¥ 81 calculamos

'é'%_ (T/\ V)r

teniendo en cuenta (8), o%tenemos:
d

——(r A v) = rAY WA
dt - - - - -

ERE AN
i 5
Luego, integrando:

‘}J\

1 <
il

T AY

1o

(9)

relacibén que constituye la integral de las &rcas. La constante vectorial de

in-
tegracibén ¢ es la constants de las 4reas (equivale a tres constantes escalares ),

94 -
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1 Area del tridngulo elemental de la fig.2

puede expresarse como mdédulo del vector:

 —

di= = = /\dz

Se define como velocidad areolar la dsri-

vada con respecto al tiempo del &rea barri

da por ¢l radio vector:

. dh 1 T i
bz A mrm AT - 203

dr 1

At

lo que suministra una interpretacidn vectorial de la constante de las &reas:

o sea: la constante de las Areas es el doble de la velocidad areolar.

Integrando (10) se obticra:

A =— ¢ t 1+ k (11)

que expresa la ley de las &reas: "las &reas harridas por el radio vector en

tiempos iguales son iguales" (segunda ley de Kepler).

Multiplicando escalarmentse por <r ambos miembros de (9), es:
CeT = (r A v). = 0
Por tanto, ¢l vector r se mantiene perpendicular al vector constante ¢ ¥y se
mueve en el plano ortogonal a ¢ por el primario, luego: el secundario descri-

be una 6rbita plana alrededor del primario.

3e3e BHeuacidn de la bérbita relativa

Calculemos —"§%~ (z A o) tenisndo en cuenta las relaciones (8) y

(9): recordando que o es constante y utilizando ademds las igualdades rg;z.g

H
e
i

Tof = v ok



Integrando se obtiencs

H 8 =~ ~= g +Hh &

siendo }A ¢ la constante vectorial de integracidn, es decir:

s A e=P (2 o) (12)

T
d
i ahora caleulames o- teniendo en cuvenia (9) v (12) = |

Fege= (2 A=z (T A2 =P 2 (Fxte) =} (z4z) |

' 2
¥ hacemos: 5]
P = r (13)
obtenemos, finalmente:
P=7T+ I.0 . (14)

gue es la scuacidn de la Orhita relativa.

Para interpretarla introduzcamos ¢l &ngulc V, anomalia verdadera, formado por

los vectores r y & . (fig. 3) 3

r(1Lecos V)

P =T+ 1T 8E cos V

¥y despejando 13

r = k (15)

1lLe cos V

que es la ecuacidn polar focal de una cbé-

nica de pardmetro p dado por (13) y

excentricidad e ( médulo de e). Bl pri-

mario ¢cupa uno de los focos de la cbnica y
el vector @& tiens la direccién del radio
vector del vértice principal més préximo al primario, al que se le¢ llama perias

tro. Podemos, puss, enunciar: "en su movimiento relativo el secundario describe
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una cénica en uno de cuyos foms se encuentra el primero" (primera ley de Kepler).

La naturaleza de la cénica (15) depende del valor de su excentricidad 83

si e <: 1 serd elipse, si & =1 pardholay si e > 1 hipérbola. En el

primer y %ercer casos, designando porea vy b los semiejes, el valor del pari
B2

metro as p Z, e » 51 la cbnica es mna elipse, el semieje a recibe ol nombre

a

de distancia media, pues, en efecto, ¢s la media aritmética de las distancias

méxima y minima del secundario.

-

Por la segunda ley de Kepler el movimiento serd periddico de periodo P, con un

— ; 2 J\ ; . y :
movimiento medio n = M_Eril (radlanas por unidad de tlempo).

Segin (10), tomando médulos s

. J7v a b
c =2 4A=2 = nabd
P
y segln (13):
. 3
0  n° a2 1 b 3 p &
P P P
o sea:
LA
n® a3 - ! (16)
lo cual nos dice que para todas las elipses gque tengan igual r4 : "los cuadra—-

dos de los periodos son proporcionales a los cubos de las distancias medias™

(tercera ley ds Kepler).

Consideramos las constantes de integracidn c Jy & , cada una de
las cuales equivale a tres constantes escalares. Dichas constantes no son inde—
pendientes, ya que se trata de dos vectores perpendiculares. En efecto: multi-

plicando escalarmente por ¢ ambos miembros de (12) y recordando que gc.T = 0,

tendremos:
1
0= 9o" {x A 3 =M (—;—1:_-3--'~2-3n)=}ﬂ ceg-
gs deeir:

la
(6]
1]
(@]
P
]
-]
S
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Se tiensn pres cinco constantes independientes, que corresponden a las ecinco

|_» condiciones que en el espacio determinan una ~énica con un foco prefijado.
Recordemos que la scuacidn de la érbita se ha obtenido mr integracién de la ccua~
| » cidn diferencial vectorial de segundo orden (€). La solucidn de este tipo de ecua~

cidn depende de seis constantes arbitrarias. La sexta constante apareceri cuando

8Xpresencs X ¥ ¥ en funcibén de +4; puede tomarse para la misma, la época
- de paso por el periastro T.
| 5 En funcién de estz constante T ¥ contando las &reas a partir del perias-—
tro, de la ley de las A&reas (11) se deduce, para t = T,
1
. 0 = 5 o} T & k

| de donde:

i 1

2 k= - c T

| 2

)~ ¥; por tanto:

ff 1 1 1

A =— g $ 6 T =—— e (t-17) (18)
B 2 2 2

relacidén que fija la posicidn del secundario sobre su Srbita.

- Calculemos zhora la velocidad en funcidn del radio vector. Multiplicando

veotorialmente (12) por ¢ se obtiene:

)Ag/\ (—rte)=2 AGEANe)=(ee) v~ (cv) o=o2v

'f; y despejando v g

y recordando (13);s

(19)

1<

1
LS ’ -

=}

>
HIIH
le

=]

|




Asf{ pues, podemos descomponer ¥V cCOmo suma de dos vectores no ortogonaless

1 & 4 c 1
e -/\-—— de médulo constante —— y diweccidn normal a T , ¥ (e N
P A — —— —_— "\..\.
b T b
c e
de médulo constante e y direccién la del eje menor, a 90 de e en el

sentido del movimiento. Componiendo ambes vectores se obtiene una circunferencisc
como hodégrafa del movimisnto (Hod &=

grafa de Hamilton).

; c
Su radio wvale -Er- ¥ su centro se

encusntra sobre la normal al eje pri:-

cipal por el foco O y =2 una distan-

c e g
cla del mismo.

p

De la fig. 4 se deducen también, sin
dificultad, las componentes radial ¥
perpendicular de la velocidad en fun-

¢idn de la anomalia verdaderas

3.4 Integral de la energia

Multiplicando escklarmente por v  ambos miembros de (8) se obticne:

}ﬂ }\ }ﬂ y[ ; G 1
VoV = — 3 (ver) = - 3 (ro2) = — - 5T =~ 5 + =}ﬂ——* -
r - T s T T dt T
y como, por otra parte:
2 1 d
1 a (v°) .
at (V.V) = VeV

Resulta:
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e integrando, finalmente:

> M

P = —— 4 h (20)
2 * T

relacidén que constituye 1la integral de la energfa). La constante escalar de inte-

gracibén h se llana constante de la energis y, evidentemente, es dependiente

de las constantes de integracién & ¥ & . Seglin (20), el médulo de la ve—
locidad del secundario sélo depende de su distancia al primario, pues }A Yy h
se mantienen constantes durante ol movimiento.

Calculemos ahora la constante h de la energia en funcién de las cons tan-—

tes vectoriales £ ¥ & . Multiplicando escalarmente (19) por si mismas
- "’\2
1 |
2 I 1 1 2 2
Vi =¥y —=— o A( =zt wiemg (a4 g) =
D T D T
G2
2 1
5~ (14 o1 2 =~ 28 )
D
J teniendo en cuenta las igualdades (13) y (14):
o M . 1 (2 o2 _1
= _ - - e
v p(1+a+2r(pr)}‘(r. = )
Si identificamos con (20) se decduce:
1 }A 62 -1
Prm D T
0, en funeidn de c v e 3
)A 2
3 2
B we- >~ (e -1) (21 )
c
]mz
Como que ———-—E?-—-jp 0, segin que la érbita sea eliptica, parabblica
2 c
; . L ; . Z, 5
o hiperbélica, e ;‘ 1, segin (21) serd h %7 0y ¥, por tanto, segin
(20, la veleovidad en el infinito serd imaginaria, nula o roal, respectivamente.




— 1 Ol o

‘—: ’ : rﬂ , ¥ sustituyendo en (20)s

- v2 _ ),:\ (%_ 3 i & ) ( 50 )

e férmula muy dtil, también vAalida para la pardbola y la hipérbola sin més que

poner % ¥y o =2 en lugar de a, Tespectivamente.

8i la 6rbita es circular de radio £y segun (22) :

la velocidad Vs recibe el nombre de velocidad circularg

g v = ey
== 3 c r

Si la 6rbita es parabblica, la velocidad a la distancia 1T vale:

v, :\fj;__‘

‘@ ¥y Tecibe el nombre de velocidad de sescape a dicha distancia. Comparando ambas

.2 velocidades resulta:
fj; g3 - \J 2 v
= = c

| = 335 Movimiento eliptico

g El estudio del movimiento eliptico de un astro se simplifica notablemen-

te introduciendo los é&ngulos o anomalias que definimos a continuacidn:

e - I //“.\‘
- Anomalis verdadera: es el &ngulo V = PO0Q formado por el radio vector del

astro Q ¥ la direccidn del periastro P.

= g;\
_ Anomalia excéntrica:s es el &ngulo E = PCQ' formado por el radio CQf,
|2 siendo Q' la interseccidén con el circulo principal de la elipse de la normal

por @Q al eje mayor, y la direccidn del periastro CP.

Anomalia medias es el Angulo M descrito con vértice en el foco 0, en
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= sentido antihorario y a partir de la direccidn del periastro, por un astro fic—
ticio que gira con velocidad angular igual al movimiento medio n. BSi empezamos
= a contar el tiempo en ¢l instante de paso del astro por el periasiro, la anoma-—

1fa media valdrd nt, ¥y en gensral seri:

M = n (t-=T)

si designamos por T la época de paso por el periasiro.

. Consideremos ahora un siste
& - =

ma de ejes cartesianocs I, ﬁ/ ,con

origen en el foco D, y sean

(.Eﬁ f) ) las coordenadas del

secundario @ en dicho sistema.

o ow, Se verifica:

E—,:rcos?:CQl-CO:
$~ : =8 00os BE-ae =alcos E -~ o)

¥y, teniendo en cuenta que:

rsen V = a 1 - e sen KB

1 a sen B B Q’J.Q & g tam™i-
g ) h Q b
’ %
ffx i = T sen V =b sen E=a 1—92 sen B
.2 De esta forma obtenemos Ej v en funecién de una sola variable, la anomalia
g excéntrica:
2 T =roos V = a (cos B - e) )
= O _ 2 (23)

Tomando a como unidad, en el mismo sistema de ejes se tiene: /

» T
' T
» X = “%? = = cos V = cos E - e

il

3 T
¥ o= ) S sen V = \/J 1 = 62 sen £

a

1ue son las llamadas coordenadas reducidas del secundario.

De las relaciones (23), elsvando el cuadrado y sumando ordenadamente,
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| = Obtenemos ¢
- 1'2 = 3.2 (cos E - 8)2 + (1~ 62) senzﬂ = a2 (1 --e cos E)2
- \ 1
¥y siendo a.‘*;O, & 4 1 ¥ 1005 B f:l, extrayendo la raiz cuadrada:
. r= a(ll - e cos B) (25)
L= férmula que suministra el radio vector en funcién de la anomalia excéntrica.
'\ S1 queremos relacionar las anomalias verdadera y excéntrica, consideremos
L. la primera de (23) y (25): )
[ rcos V = a (cosB-e) |
( (26)
! r:a(l—ecosE)\
. Restando miembro a miembro:
- r
) (1 =cos V) = a ll—ecosE—oosEJ—e]
’ 0o Sea:
F - 5 v B
2~ sen —-2—-—=a(1-!-e)(1—cosE)=2a(1%e)sen > (27)
¥, sumando miemhro a miembro:
r(l £ cos V) = = l—ecosE-!-cosE—-e]
o seas
’ 2 ¥ g *
: 2r cos =a(l-e)(1l+cosB)= 2a(l -—e) cos = (28)
2
P~ Dividiendo ordenadamente (27) y (28):
2 v 1 4+e B
| = t an2 = t an2
- 2 1 ~e 2
. o, también:
1 tan —— tan ——— (29)
2 2
férmula que suministra la anomalia verdgdera en funcidn de la excéntrica.
g Relacionemosfinalmente, las anomalias media y excéntrica. Partiendo de la
ley de las &reas en su forma polar:
/ > d
: = 0




Alog -

Yy Tecordando:

se tilene:s

2

2 dA nabdt = =1 av

¢ integrando ahora entre 0 y 7V, valores que, respectivaments, corresponden

a la época T de paso por el periastro y a una época t cualquieras

1 5 '
M=n(t =17 =« ——nr T av (30)

Para efectuar la intogracidén indicada, calcul cuos 4V diferenciando en (29):

f——

1 av / 1l +e 1 di
VT B
2 0052 — 1l -e 2 cos2 e
2 2
y tengamos en cuenta (28) y operemos:
v 2
- l+toe oo 2 ) ayd = @ b
av. ; = da = - dE = — dE (31)
1l -0 cos 2
Sustituyendo en la integral (30) y recordando (25):
- {/.
v \E
& . r (r 4vV) = (1 —ccos B) dBE = E - e sen E
T ab /
[ O 5 O
obtenemos de esta forma la relacidn buscada:
M=E -~ e sen & (32)

que se denomina ecuacidn de Kepler.

Para resolverla observemos, en primer lugar, que si en (32) damos a M

o™

un valor comprendido entre K TJY ¥ (K+1) T ( K entero), dicha

ecuacidn admite una tnica raiz entre tales limites. En efecto, si ponemos

L{ (E) = E - e sen E - N
se tiene \—EI ( K T{ ) 4 0 v erK 1) T{ )705 y ademés:



\-Q (E) = 1 - e cos E
es slempre positiva. Iuego, la funcidn l‘»—k (E), creciente en el intervalo
L KT( s (K+1) T ] ¥ que toma en sus extremos valores de distinto signo,
tiene una Gnica raiz en dicho intervalo.
Entre el gran nimero de métodos propuestos para resolver la ecuacién de

Kepler citaremos los dos siguientes:

Método grifico: Dibujada una sinusoide, expresando el argumento en radianes,

por P, tal que OP - M, se tra-

4 za una recta que forme con el
don E eje de abscisas un 4ngulo O‘Q

tal que cotd = g3 la abscisa

0Q del punto A de interseccién

de dicha recta con la sinusoi~
' ""'/—‘-\\ﬁ de es 0Q = E. En efecto:
/ f\ E=0Q=0P+PQ=0P+QAcotO§=

N =M+ e gsen E.

Si la escala es grande, en la
va. 6 p .
> _ mayoria de los casos, este mé—
todo permite obtener E con una

aproximacién de un grado, sirviendo este valor aproximado como argumento inicial

para aplicar eotros métodose.

Método numérico: Sirve para corregir el valor de la momalia excéntrica encon-

trado con el método grédfico. Diferenciando la ecuacidn de Kepler (32):
dM = DE (1 - e cos E)

0, también, tomando incrementos:

AY
A == . (33)

1l —-ecos ®E

Consideremes que el valor de M de partida es M, ¥ que con el método gréifico se
ha obtenido un valor de E igual a Eys que llevado a la ecuacidn de Kepler nos

da un valor de M igual a My; ﬁ} M; vendrd dado por M, - My ; ello permitird
aplicar (33) sustituyendo E por Eo con lo cual obtendremos un ¥ =5, + ﬁ Eo

que serd mis aproximado. Con este valor de By puede volverse a (32) y reiterar
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. el proceso cuantas veces sea preciso.

== También existen tablas a doble entrada que suministran directamente E en
funcibén de e y de M.
== 3,6 Desarrollos en serie
Obtengamos ahora los desarrollos en serie de las anomalias excéntrics ¥y ver—
= dadera y del radio vector en funcidn de la anomalia media ¥y de la excentricidad.
Desarrollo en serie de la anomalia excéntrica: Expresaremos E por desarrollo en
serie de Mac-Laurin de potencias de e, considerando M como pardmetro. Para
_ hallar los distintos términos del mismo, derivaremos sucesivamente la scuacidn
- de Kepler:
M = E = e sen I para 8 = o, Eo = M
ra \
[ . - [ am \
3 0 = (1-ecosB) - sen B para e = 0, ————! = sen U
.~ de de /
(o]
2 7 % ,
d"E dE - daE
! 0= 5 (1 -e cos 4 € sen kb -2 —— cos B ;
de de de
A S
4 para e = 0O, = 2 sen Mcos M = sen 2M , etec.
-f; Jy aplicando la férmula de Mac-Laurin:
'} e2 93
E=M41+ o6 s6n M L sen 2M +-———£&sen 3M - sen M) + .... (34)
2 8
3 Desarrollo en serie del radio vector: Recordando la ecuacién de Kepler:
] - M=FE-e6 senl y la expresidn del radio vector : » = = ( 1l - & cos E),

derivando la primera respecto a E tenemos:

dM T
=1 —-e cos E =

dn a

y de agui:

T alM
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di
Calecul aremos a partir de (34), considerando e constante:
dM '
93
&2 _ 8% _ 11 ooos M+ e cos oM+ (9 cos 3M - cos M) & .... (35)
Toam 8 :

de donde, desarrocllando en serie por divisidn:

92 3 -

(1 - cos 2M) & —g——eB (cos M — cos 3M) 4... | (.

r=3 [-1 - & cos M L
2

Desarrollo en serie de la anomalias verdadera: Teniendo en cuenta la ley de

las &recas:

av
rE = n 32 \/; - 82
dt
J que
M=n(t-m"), a1 = n dt,

sustituyendo dt y despejando dV, se deduce:

J n@ —~—
fa \ / 2

av = | | \k/l - 8 al
\® )

De (35) se obtiens, elevando al cuadrado y ordenando segin las potencias de e:

2 3
a =] e
[ =1l4+2ecos Mt — (5cos2M+1)+ (13 cos 3M + 3 cos M ).
\I' 2 4

R <
5 5 1/2:
¥y desarrollando 1 - e = (1=2e°)
vl —— 82 =1 —"_:1:_"92"‘ _-1._"'84 "!‘ s s a
.2 8

Multiplicando estas dos series se tiene:
- 3 -

5 5 e
dV = {14+ 26 cos M+ —e° cos 21 + (13 cos 3M - cos M) +...

2 4

cU‘il

 —

e integrando y observando que para V=0, M=0 (por 1o que la censtante

de integracién serd nula), finalmente:

VaMd+2o0sen M4 —2 o2 sen oM £ —2

4 12

(13 sen 3M -~ 3 sen M) + ... (37)
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Expresemos ghora en funcidn de M. mediante desarrollos en serie de po-

tencias de la excentricidad, las coordenadas reducidas anteriormente defini-

das ( 24 ):
A = cos E - @& )
% e
b =\\ fll - e sen B g
Recordando gue r = g (1 - e cos E), despejando cos E y teniendo en
cuenta (36):
. % ;
1 - — 3 @ |
-Cos M)L..
cos B = a = cos M - e U3 ~ 5es oM) 1 (cos 3M-Cos )

© 2 8

¥y restando e de esta Ultima expresidn:

e 392
X = oos M- — ( 3 - cos 2M) ¢ 8 ( cos 3M - cos M) £+ .... (38)

Por otra parte, de la ecuacidn de Kepler M = E - ¢ sen E, despejando sen E y

teniendo en cuenta (34):
BE~M I e2
sen B = —————— - gen M L gen 2M - 1

e 2 8

(3sen3M - senl ) ¢ ...

/
Y multiplicando por el desarrollo de l\\fl 5 ig° obtenido anteriormente:
X

2
e

Y = sen M & sen 2M & (3sen3M-5sent ) 4 .... (39)

3.7 Movimiento parabdlico

En (3.3) hemos encontrado como ecuacidén de la érbita relativa del secun-

dario con respecto al primarios

1l Lecos V¥V

Si el movimiento es parabblico, e =1y p = 2q, siendo g la distancia del
foco al periastro, con lo cual la ecuacién de la Srbita Podréd ponerse en la

formas:
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i (40)

Consideremos ahora un sistema de coordenadas rectangulares 5) f/: con origen en

el foco 0. Seglin (40) se

verificaré:
0082 -v— - sen” ——
2 2
3 o
E5= rcos V=g =q(1-taf
2 Vv
cos
2
2 sen __ cos £
2 2
p: rsen V=g = 2q tan
0082 !
2
v
¥ haciendo tan — =85 :
2
= a(l-s°) /
—
\
iy~ HAB (41)
r = a (14589
V = 2 arc tan s .

Se trata, pues, de determinar s, ya que una vez calculada tendremos inmedizta~

mente las coordenadas cartesianas y polares del astro en su 6rbita.

Partiendo de la ley de las &reas en su forma polar y recordando (13):

av —
2 e =o0= \/ 2 )"“ a
dt
de donde, segin (40):
3/
3 > n 2 av
dt = i by av = AR iy
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v
da 2

2
B

g Vo1 v
/ q 3/2 (tan — 4 tan3 ——
}l.\

g-— > 3 2

o
i}
-.’::(J
{
no
M s
(o]
P i
'_.J
-'-'
o+
)
s
N

)

El movimiento parabdlico viene, pues, regido por la ecuacidn:

A
: (t—T) =‘tan—z—-l-—;-— tan‘j) - - (42)
3 2 3 2
2 aq
Siendo creciente el segundo mismbro de (42) cuando V varia entre Xy
L _“T y tan —-g—— entre - <9 y 4 s 4 conecide el primer miembro de dicha

L -~ = . - V - -
relacidn, ésta constituye una ecuacidn de tercer grado en tan —— , con una dni

2
Ca raiz real, que ha sido tabulada para diversos valores del primer miembro.

- a 1 . & P V -
51 no se dispone de tablas, la ecuacidn (42), ctbica en tan ~—5— Duede resol-

verse ficilmente haciendo:

v

tan —— =20t 2 X = oot X- tan \{ (43)
2

de donde:
TJ' V :
bean® ¢ = 3tan — L cot> X" ban® X
2 g -

Teniendo en cuenta estas relaciones Yy haciendo, ademés:

3 /_—_‘r?
tan \/ = tan —— 4
\( \ - (44)

(t - 1)

(42) se transforma en:

A

2(13

0, Tinalmente:

(45)

Las relaciones (43). (44) y (45) resuelven el problema,



3.8 Elementos de una érhita

Para definir la posicidén de un astro en una cierta época, en general,

2 es necesario conocer siete cantidades, denominadas slementos de la Orbita,

si bien en algunos casos particulares son suficientes seis elementos ( caso
2 de los satélites artificiales y de los pequefios planstas), o, alin, cinco ale-
mentos (caso de los cometas de drbita parabblica).
La posicién de la 6rbita con respecto z un triedro fundamental de re-—
= ferencia X, Y, Z, queda determinada por medio de tres de dichos elementos,
sus dngulos de Euler (\_ , 1, W/ (fig. 8 ), La interseccién del plano
o de la 6rbita con el plano fundamental de referencia X, Y, recibe el nombre

de linea de los nodos. Hay un nodo ascendente N, extremo en el que e as-—

= tro pasa a la regidn de las 2
positivas, y otro diametral-

mente opuesto o nodo descen—

te.

L es el argumento del nodo,

e

o &ngulo formando por el sje

X ¥y la direccién del nodo as

7 cendente ( si el plano funda~
mental de réferencia es el -

ecuador, { % es la ascensidn

» LA L recta del nodo ascendente, ¥
81 es la ecliptica, i\ es 1la

longitud del no o ascendente).

i es la inclinacidn de la 8rbita, o Angulo de los planos de la drbita y fun-

damental. Si 0 i < 90° el movimiento se llama directo, y si 902 &

-

P4 180, retrbgrado.

\Ases el argumento del periastro, o Zngulo que forman la 1fnea de los nodos

¥y la direccidn del periastro, contado en el sentido del movimiento a partir

del nodo ascendente: 0 55. A < 3600,
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Los dos elementos que determinan la magnitud y la forma de la dorbita

suelen ser el semieje mayor a y la excentricidad e. En algunos oasos es

tos dos elementos se sustituyen por la distancia del periastro gq = a (1~e)
v la distancia del apoastro Q' = a (1 + e). Si se trata de una Orbita
parabblica basta con un solo elemento, la distancia del periastro q = ~§—u

Finalmente, para definir la posicidn del astro en una determinada épo-

ca afin son necesarios otros dos elementos: el pericdo de revolucidén P, o el

BN
P

movimisnto medio n = , ¥ la época de paso por el periastro T, o
la anomalia media M_ en una época IR ( o también la anomalia media en
la época (7 =~-nT T P &= necssario si no ss conoce yﬁ; en caso

: _ 2 3 - o
contrario, la relacién (16) }A = n° 2’ nos suministra facilmente el va-

lor de n y, por tanto, de P. Tal es el caso de un satélite artificial o
de un pequeflo planeta.
- Actualmente, los tres Angulos de Buler se sustituyen por tres constan

tes vectoriales, P. Q. R, tres vectores unitarios ligados a la Sdrbita ¥y

definidos como sigue:

R rperpendicular &l planoc de la drbita.
P en el plano de la 8rbita y en el sentido del periastro.

3 en el plano de la érbita y perpendicular a P: @ = R /X B,

Nos proponemos obtener, ahora, la matriz del cambio de hase para pasar del
gistema P Q B al XY Z (fig. 8); recordemos para ello las matrices es-

tudiadas en (1.2) y apliquémoslas a nuestiro problema. Lfectuaremos en pri-

mer lugar un giro de &4ngulo - A/ , alrededor de R, que vendréd definido
por la matriz R3 (= tAS)s
cos \AJ —sen i A/ O
B3 ( - A/ ) =|sen cos 0
0 0 1

A continuacidn efectuaremos un segundo giro de &ngulo —-i alrededor de la
linea de los nodos i) ( posicién que ha pasado a ocupar P después

del primer giro). Este segundo giro vendré definido por la matriz Hl (~i):



1 0 0
Rl (-~ i) = 0 cos i ~ sen i
0 sen 1 cos i }
L

Después de este giro, que equivale a abatir el plano de la érbita sobre el pla-
no fundamental, R coincidirid coa Z.

Por dltimo  giraremos alrededor de R = Z un éngule - /L , siendo la

matriz correspondiente R, = Y O
~ o
lcos JL - sen -
R3 s N ) = lsen cos . n 0
| O 0 1 |

Con este giro llevamos a coincidir TP con X y @ con Y,

Efectuando el producto de las tres matrices obtenemos:

r % R N
=3P Q By = Ry (=9%) m(-4) B (-w) (4

PZ QZ RZ

L iy

que es la buscada matriz de cambio de bases

- [ b
cos-f L —sen L O 1 0 0 |cos Uy —sen i/ O
=M = sen 4/ _ cos /1 O 0 cos i -sen i seniAs cos A/ O
0 0 1 _{ 0 gen i cos i l L 0 0 1

Identificando obtensmos las constantes vectoriales en funcidn de los dngulos de

BEuler:
I T
: . : {
cos fL cos N — senSL cos i sen'd/
P =|sens\L cos N 1 cos{ L cos i sen'M
gen i sen W
— cos-\Lsen U — sen oS 1 cos A/ \
(47)
Q = - sen.{\.sen A/ * cosi™Lecos 1 cos (W
sen 1 cos (AJ

-
]

sen_\L sen 1

cos f - sen i

53]
]

cos i




: 714 =

La matriz M es ortogonal, ya que entre los vectores P 9 R existen las

relaciones:

P.P = Q@ =RR =1 P.Q = P.Re = Q.R=0 (48)

Ademds, por tratarse de triedros de igual orientacidn, el determinante de

M vale 1} \ = 1. En virtud de las relaciones (48), de ontre las nueve cons—

tantes escalares, equivalentes a las tTes constantes vectoriales, sdlamente hay
tres independientes.

Los elementos P, Qe B, a y e pueden ser sustituifdos tambidn rorc y_e
2

M a-e?)

=8 g o =c R (49)

pues, siendo segin (13) &

Conocidos Iﬁ v X, ¥ XY, enun cierto instante t,» podemos calcular

las constantes de integracién 1w ¥ & ¥ la época de paso por el veriastro

T. En efecto, segtin (9):

Y & se despeja de (12):

s
)

1
] =TX°/\E— -

o)

Suponiendo el movimiento eliptico, de (22) se obtienes

y de aqui, segin (16) ;

De la relacidén (25) podewmos deducir B

r

cos B o 1 (1 = O)
o a a

Js llevando el valor de e y de Eo a la ecuacidn de Kepler (32), obtener

el valor de MO que, con n y to’ nos permite determinar T a partir de la

relacién M = n (to - T ) o sea:
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Si el movimiento es parabdlico & sc halla andloganente: € = 1 y 1a férmu—
la (13) nos da D = 29. De la tercers de (41) obtendremos s = tan —g—, valor

que llevado a (42) nos bermitiréd determinar T.

3.9 C&lculo de efemérides

El célculo de una efemérides consiste en determinar, en funcidn de los ele-
mentos de su Srhita, la posicidn de un astro en un cierto instante +t. Hemos vis—

to que el vector de posicién dsl astro Puede expresarse, referido a la base P Q R,

[ 5]

en la forma r = E[ s definida por las férmulas (23) en el movimiento elip-
tico, y por las (41) en el paranélico. Referido al sistema fundamental X Y Z,
el mismo vector, designado ahora por ' , seri: Y =y l. Aplicando la matriz
7
M de cambio de base (46) obtendremos: N
x = ¥ =
O seas T - 7
¥ o4 + Qxiﬁf )
rt= |P [ 4 0= PG o4 i 0
P r & Q
A b
= 4 /J
O también, utilizando las coordenadas reducidas (24)s
‘ _
r = a( PX+Q Y ) (51)

X e Y se tienen calculadas en las taklas de Inmnes, de doble entrada, en funcidén
de la anomalia excéntrica K& y de la excentricidad €, 0 se pueden obtenar

por los desarrollos en serie (38) y (39).

Otros autores utilizan las constantes vectoriales A, By Ce

=
1]

ju)

I+

(52)

{5s
]
o'
o
]
11
ﬁ
I
m J
N
lo

|l
1

m

=}
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con lo cual es, segin (51):

1
! = A -1-—1——:-:-_-5__—;——-BY
= —_ \/1._.3 i

y teniendo en cuenta (24):

T =A (cos E-e) L B senG (53)

férmula muy prictica cuando se dispone de méquina de calcular. Entre las dos dl-

timas constantes vectoriales se verifican las relaciones de comprobacidn:

_é._é=a2 BB=2a” (1-62) AB =0

Cuando se trata de calcular una efemdrides parapblica suelen introducirse

ilas constantes vectoriales m, n
B = a 2
5 9 & (54)
bteniéndose entonces para r', de acuerdo con las férmulas (41)s
'=n(1-5%t2n s (55)

-

Para el célculo efectivo de una efemérides, refiriéndomos, por ejemplo, al
caso del movimiento eliptico, determinaremos primero la anomalis media mediante
la férmula M = n ( t - T), resolveremos, despuds, la ecuacién de Kepler
M=E- e sen E en la forma ya explicada y, aplicando una de las expresiones

(51) o (53), obtendremos 1las componentes del radio vector =r'.

S5i, por ejemplo, se trata de calcular ls posicidn de un satélite artificial,

el plano fundamenta: es el ecuador y las componentes de r' sons

' cos D cos A
' = r' cos D sen A

' sen D

© identificando con ( 1) o (53) obtendremos finalmente la ascensidn recta ¥y la

declinacidn geocéntricas de dicho satélite en la época considerada.




4.1 Orbita aparente del Sol

El movimiento de traslacidén de la Tierra azlrededor del Sol suele expre-

sarse en funcién de los elementos de la drbita aparente del Sol con respecto a

la Tierra. Segln vimos en el capitulo anterior, prescindiendo de la accién gra—
vitatoria de los deméds astros, en su movimiento relativo, la Tierra describe una
elipse en uno de cuyos focos se encuentra el Sol. Si a partir de un cierto ins—
tante trazamos por la Tierra T vectores TBl, ESE,TS3,... opuestos a los radios
vectores STl,
métrica con respecto al punto O, medio de TS, de la realmente descrita por ls

ST2, ST3°°'° obtenemos como Srbita aparente del Sol una elipe si-

Tierra alrededor del Sol (fig. 1). En el planc de 1la ecliptica, comin a ambas

6rbitas, cuando la Tierra se encuentra en uno de los extremos de la linea de los

o)

dpsides, perihelio ’1"1 o afelio T49 €l Sol se proyecta sobre el perigeo Sl
apogeo 54 de su érbita aparente, respectivamente.Asimismo, al éntrar la Tierra
en cada uno de los signos del zdédiaco, decimos que .el Sol entra en el situado a
1802 de cada uno de ellos; p.e. el Sol entra en Aries cuando la Tierra lo hace en
Libra, etc. etc.

Como ya indicamos en 1.3, en realidad quien describe una elipse alrededor
del .Sol no es la Tierra sino, con muchisima aproximacidny, el centro de gravedad

del sistema Tierra~Luna. Si prescindimos del efecto paraléctico, denominado desi-

Ejemplar reproducido por la Case

GESTETNER , Rbla. de Catalufia, 80

Barcelons, con la miquina multioco
Depbsito Legel. B 2307 = 1966 pista Modelo 360 n® 3B688L,
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gualdad mensual, y de las pertumaciones periddicas producidas principalmente

por Venus y Jupiter, todos ellos de muy pequetia amplitud y ya mencionados en el
citado apartado 1.3, el centro d: gravedad del sistema Tierra~Luna, con una ma-
sa suma de las de ambos astros, lescribe alrededor del dol una o©lipse, con una .
aproximacién tal que la més importante desviacién del movimiento eliptico es un
avance del perihelio de T:? por siglo. En Astronomia, al hablar del movimien-
to eliptico de la Tierra alrededer del Sol ( o del de éste alrededor de la Tie-
rra) se sobreentiende, implicitanente, del centro de gravedad del sistema Tie-
rra-Luna y no de la Tierra simplemente. Asi, en una cierta fecha, la ecliptica
es el plano de la elipse que en dicha fecha describe alrededor del Sol el cen—
tro de gravedad del sistema Tierra-Luna. Las anomalfias media o verdadera del
Sol, al describir éste su 6rbita mparente, =se refieren al centro de gravedad
del sistema Tierra-Luna como foco, etc. etc.

Consideremos los elemebtos de la érbita aparente del Sol relativos a sus
dimensiones, forma y situacién. El primero es el semieje mayor a de dicha 6rbi-
ta, o distancia media de la Tierra al Sol, y su valor actual es a = 149,60°10

km. No debe confundirse este semieje mayor con la unidad astronémica (u.a.) de

distancia, la cual se define como la distancia A que se deduce de la tercera ley

de Kepler (aplicada a un secundaric de masa despreciable.

1'1_2 ILB = K 2 M
haciendo en ella n = 0§9856 (movimiento medio diario correspondiente a un pe-
riodo de un aflo), K = 0,01720209895 (constante de Gauss), M= 1 (masa del

Sol). Asi se deduce que la distancia media de la Tierra al Sol vale
a = 1,000 000 03 u.a.

La excentricidad de la 6rbita aparente es
e = 0,016751 (1900,0)

disminuyendo a razén de 0,000042 por siglo. Realmente se trata de una varia-—
cién peridédica, con un periodo de unos 24.000 afios. _
Por dltimo la situacidn de la elipse en su plano viene definida por la longitud

el

media del perigeo /)

—

&G/ = 28le 13' 1530 (1900,0)

sumentando a razén de 61"89 por afio, y, poT consiguiente, dando el perigeo una
vuelta en unos 21.000 afios. Dicho avance del perigeo solar de 6189 por alo,

con respecto al equinoccio mévil, es la suma de la precesidén en longitud, de
50?26 por aflo, y del avance realmente experimentado por el perigeo, con Iespec-—
to & un equinoccio fijo, de 11'63 por afio, producido por las perturbaciones pla-
netarias,

Debido a la accidn perturbadora de los planetas, precesidén planetaria,

el plano de la ecliptica se desplaza, de modo que con respecto a la ecliptica



fija, la longitud del nodo de la mévil crece a razdén de 33" por allo mientras
que el &ngulo entre ambas aumenta en O}47 por afio.
En el movimiento eliptico, designando por M y L la anomalia y la longi-

tud medias del Sol, respectivamente, se tiene:
L = + XM (1)

Analébgamente, designando por V ¥y {;} la anomalia y la longitud verdaderas

del Sol, respectivamente, se tiene:

O =W T (e)
Para obtener los argumentos relativos al centro de gravedad del sistema
Tierra-Luna con respecto al Sol, basta sumar 1802 a cada uno de los enterio-—
res.
Considerando ya el movimiento geocéntrico del Sol, habida cuenta de las
desigualdades lunar y planetarias, designando por 1 y b la longitud y la la-
titud geocéntricas del Sol, por R su radio vector, y por 8 la oblicuidad de

1a ecliptica, las coordenadas rectangulares ecuatoriales geocéntricas del Sol

seran, evidentementes

X rl 0 (0] R cos cos 1
Y = |0 cos B - sen R cos sen 1
Z 0 sen & cos R sen
o sea:
58 = R cos b cos 1
= R (cos & cos bsenl - sen @ senb) (3)
Z = R (sen 8§ cos sem 1 4+ cos E sen b)
que por las sustituciones cos b = 1, sen bf;b”/206265 suelen reducir-
se as
X = R cos 1
Y = R (cos €& senl - 0,0000019 b") (4)
7 = R (sen B sem1 - 0,0000044 b")

Siendo, por otra parte:

R cos D cos A
R cos D sen A (5)

R sen D

i

n

en funcidén de la ascensién recta A y la declinacién I geocéntricas del Sol,
identificando con (4) y prescindiendo ahora de b" ( | v|) & 1) 2), final-

mentes

Cos D cos A cos 1

cos D sen A cos £ =en 1

1l

(6)

gen D sen E sen 1

1

e



Hie 2 Aberracién de la 1uz

Se entiende por sberracidén de la lu

z el fendmeno,
de la velocidad C de propagac

debido & la finitud
i4én de la luz, por el cual los astros no se ven

desde la Tierra en la posicidén que ocupan €n el inst

ante de la observacidn.

Limiténdonce a la interpretacién clési

ca del fendémeno (la relativista intxo-

duce una correccidn del orden de
? 0y001l, mno comprobable experimentalmen—
igf/}ﬁ%\i’ﬁ te), sean (fig. 2) con respecto a un
- a /’ ™ A sistema inercial O: p la posicidn de
_ v 7 T:;;Ew?%ﬁ’ un astro cuando la luz sale de é1; T
! J/ /«’/ ! 1a posicién del mismo cuando dicha luz
A .f ;"j /” 1;_ llega a la Tierra T3 P' la posicién en
_‘5‘;} ;_,r._.«; //1_5' 1 1a cual se observa el astTo en tal ins-
f ‘,r; IJ;/{":CH' \1 tante. Sean, ademés, I ¥ i los vegc
’!!/ E tores de posicién del astro y de lea
= / : Tierra, y L ¥ 3" sus respectivas Ve
\ locidades, que coﬂr‘lsideraremos constan-—
1 tes en el tiempo de luaz dt que la 1luz
‘1 tarda en pasar de p a T. E1l fendémeno €8,
1 lii e ciertamente, el resultado de la SupsTRO
}-.. sicién de otros dos. Por una parte,mien
E-i tras que la luz TecoTTe el espacio PT &
Y !}, una velocidad C y en un tiempo dt,
p.\‘\ i\ pT = C dt, el astro p ha pasado =&
\"x‘__ | ocupar la posicién P, pH = ¥ dt. Por
-\'*-\ %'-. otra parte, la luz incide sobre el ob-
\

l! servador T con una velocidad relativa
L .
N gt = B = ;Sj , v éste observa el

astro en una posicidén P! tal que pPi=_£
Qa'g.'l \ o d'E. Segin ésto, la correccidén ds que
hay que aplicar para pasar de la posi-
cién topocéntrice verdadera s 2 la apa
rente s' vale:
4 -
. gl o g = a8 = (9 « &) dt
— s m DM
== o, siendo PP é pT y dt = PE el , también, finalmente:
L= C C o
1 1ds = _1 (5 - £ ) )
S c




Apliquemos azhora (7) al estudio de la aberracidn Anua de las estre

llas, debida a la traslacién de la Tierra alrededor del Sol (realmente alre—
dedor del centro de gravedad del sistema solar, y asi se considera en las
"Efemérides Astrondmicas" desde 1960). Para la mayoria de las estrellas es

desconocido el término Y dt, aberracién secular, ¥y por ello su efecto se

engloba en las posiciones medias de los catélogos., Seglin ésto, expresando el

movimiento de la Tierra en funcidn del aparente del Sol alrededor de la Tie-

rra, 5 =~ R, la férmula (7) se reduce a:
1 ds=-_1 R (8)
8 C

flg.3

En coordenadas rectilineas eclipticas (Aries, Céncer, Polo norte eclip—

ticas) las componentes de j{_ se obtienen ficilmente recordando 3.3 férmula[19)=

. R 1 % _
T = - G fm— 1 & e (9)
= P R P
¥ Proyectando sobre los ejes cada una de las componentes de dicha wvelocidad
(fig. 3), en funcidn de las longitudes del Sol y del perigeo, (o) ¥ UJ s
respectivamentes q - i
cos ( O ~ 2709) + e cos Cl ) 2?09)[1 —(sen@ i+ e sen ()
R = % sen(@—-?foﬁ}-!-esen( -2?OQ)J=%- Cos@-!—e cos (U ) |
Sustituyendo en (8) se obtiene, pues:
sen C‘ + e sen
1 ) i
— ds =k - S o) g
= ds k (co () + e cos LU) (10)

habiendo introducido la constante de aberracidn:




k = = e = 20§50 (11)
& D Cal(l-e)
(valor internacional, pendiente de rectificacién, 20¥47).
Si 1la estrella en cuestién tiene unas coordenadas esféricas eclipticas L, B,
s, las férmulas diferenciales de paso de rectilineas a esféricas, tras las
consabidas rotaciones R, (L) ¥ R2 (902 — B ) (recordar paralaje diumna,

p.52, férmula (9) ), son, segin (10):

[

- dB sen B 0 =-cos B I cog L sen L 0 sen (L4 e sen W
cos B dL |= k 0 i | 0] {wsen L cos L 0 - (cos |Ej$ e cos)W
1 is cos B O sen B L 6] 0 1 0
S
¥y operando:
dB = - k sen B [sen (@ - L) 4+ esen (0 - L)]
dL = - k sec B [cos (O-1L) +ecos ( G o= L)] [12)
1 ds = k cos B [sen (CQ-—IJ + e sen ({I* - L)] j

Corrientemente, en el célculo de las posiciones aparentes de las estre-
1las ( y asi lo confirmé la U.A.I. en 1938) no se tienen en cuenta los tér-
minos en la excentricidad e de (12), que se engloban en las posiciones me-

dias de los catélogos. Con ello (12) se reduce a:

4B = — k sen B sen ( O L) )
dl = -k sec B cos ( (& - L) g’ (13 )
1 ds = -k cos B sen ( /@ - L) S

2

Para interpretar estas ecuaclones consideremos el sistema de ejes carte-
sianos, con origen en la estrella considerada, de eje x el méximo de longi-
tud en el sentido de las latitudes decrecientes, eje y el menor de latitud
en el sentido de las longitudes srecientes y eje 2z el radio =. Asi se

tiene, segtn (13):

X = - 8 dB = k 8 sen B sen ( (EW— I}
y=8c¢cos B dl, = - k s cos ( E}— L) (14)
Z o= a8 = k s cos B sen ( (- L)

que son las ecuaciones paramétricas de una circunferencia, interseccidn de
la esfera X2 + y2 L 22 e k2 52 con el plano x Zos8 B - 2z sen B = 0, paTa-
lelo a la scliptica. Debido a la aberracidn &nua, la estrella parece descri-
bir pues en un afo, alrededor de su posicidn verdadera y con movimiento uni-
forme, una circunferencia de radio ks paralela a la ecliptica. Dicha cir-
cunferencia se proyecta sobre el planc x y tangente a la esfera celeste, se-

glin una ©elipse de semiejes k & sen B y k s llamadas' ~lipse de aberracidn.




Siendo la excentricidad de esta elipse e = cos B, se reduce a una circunferen-
cia en el polo de la ecliptica (B = 902) y a un segmento rectilineo en el pla—

no de la misma ( B = 02),

La teoria expuesta sirve también para estudiar la aberracién &nua del Sol,
pues, en efeoto, estando este dltimo muy cerca Jel centro de gravedad del sis-
tema solar, el término * dt ce& realmente pequefiisimo y despreciable : aras &1

9 q o it g P
valen las férmulas (8) a (12) sin mAs que hacer en estas Altimas B = Os L 58

R :
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te cos ( ¢ -
‘ o

dR = =~k Re sen ( E} -

ks decir, debido a la aberracidn de 1a luz, vemos al Sol con una longitud unos
20y50 menor que la que tiene realmente. Ahora Ja no se desprecian los términos
en la excentricidad, y tanto el término anual de 1a longitud como el valor re—
lativo del radio vector —%— dR  oscilan en tke-= é 0Yy34 = # 0,0000017 al~
rededor de sus valores verdaderos, en el transcurso de un afio.

Consideremos, por ultimo, la aplicacién de (7) al estudio de 1a aberra-
cién diurna de las estrellas, debida a la rotacidn de la Tierra sobre su eje.

bxecluidas ya las akerraciones secular ¥y &nua y pudiendo suponer ahora la Tierra

esférica de radio medio ¥, en coordenadas ecuatoriales se tiene, con notaciones

conocidass - -
7 |
0 geos cos ¢ - sen @
w= 10 5 = |{cos 4 seno ,:_j = \i/’ ? o= _? cos ;5 cos @
w gsen = 0

Ys por tanto, sustituyendo en (7), introduciendo Para cada observador su cons—

tante de la aberracidn diurna -

i w ¥ cos £ _ - :
k = = 032 cos p = 0, 021 cos §
C

y aplicando las férmulas ciferenciales de paso de rectilineas a esféricas:

—-dD - sen o
cos D dA | = k' R, (90¢ - D) Ry (&) cos
1 ds 0

y operando, recordando que O - A = H, finalmentes
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d) = k' =en D sen
dA = k' sec D cos H (16)

-k' cos D sen H _

_;)

i

=

o
n
il

Dada su pequefiez, la correccidn de aberracidn diurna #e una estrella sélo se
aplica en observaciones de mucha precisidn ( en general en observacionses me-—
ridianas ), y en tal caso so efectua simultaneamente con las de refraccidn y
paralaje diurna, para reducir a verdaderas geocéntricas las posiciones apa—

rentes observadas.

4.3 Paralaje &nua

Debido al movimiento de traslacién de la Tisrra alrededor del Sol, por
un efecto paraléectico, las estrellas préximas parecen oscilar alrededor de
sus posiciones medias en el transcurso del afo. Este fendémeno, llamado parala
je_&nua de las estrellas, es mucho menos notable que el de la gberracidn
dnua, pues, dada la distancia a que se encuentran, su semiamplitud no alean—
za nunca 1" (frente a los 20450 de la aberracién &nua).

S1; prooediendo ocomo en el apartado anterior, expresamos el movimiento

de la Tierra en funcidn del aparente del %ol,

en el triédngulo STE, Sol-Tierra-Estrella,de

iﬁ' la fig. 4, se tiene:
F 4
/
F'%' I// ds = 8 =-s8=R {]_7)
& f/ férmula que suministra la correccién de pa—
g A ralaje ds a aplicar para pasar de coorde-
/ - nadas heliocéntricas s (verdaderas) a
/ geocéntricas s' (aparentes),
i;// En coordenadas eclipticas se tiene, median-
Ag//,w”’/"T” te las férmulas diferenciales de paso de
S '% rectilineas a esféricas y suponiendo cir-
cular la érbita aparente del Sol:
- 8 d3B R cos 15
s cos B 4L = B, (90¢ - B) Ry (L)) R sen
das @

Yy opsrandos




4B = - 1  sen B cos ( @ - 1) Z

L = JT seeBsem ( @ - L)S (18)
1 ds= TJ[ cosBeos ( @ - L) S
S ' =

deniin oo ha heoks —e & J1, paralaje de la cstrella o #&ngulo bajo el

=

cual se ve desde la misma €l radio de la 6rbita terrestre.

También ashora podemos considerar el sistema de ejes X y z que introdu-

Jimos al interpretar geométricamente la aberracién 4nua y escribir, segﬁn(lB):

X = - 8 dB = R sen B ocos | () = L)
y= scos B dL = R sen ( © = L) (19)
Z = ds = R cos B cos ( () = L)

Luego, como en el apartado anterior, si suponemos R constante, debido a la

paralaje &nmua la estrella parece describir en un afio, alrededor de su posi-

cién verdadera y con movimiento uniforme, una circunferencia de radio R pa-
“i ralela a la ecliptica. Dicha circunferencia se proyecta sobre el plano x Vs
tangente a la esfera celeste, segln una elipse de semiejes R sen By R, y

excentricidad cos By 1lamada elipse de paralaje. Componiendo la aberracién

¥ la paralaje &nuas, dadas por las dos primeras componentes de (14) y (19),

se obtiene todavia otra elipse:

X =8 sen B { k sen ( E} - T} 17 cos G e = L)
y =8 [uk cos ( Q] - L ) + J]sen ( e - L)
de senmiejes 8 sen B k2 + = y 8 k2 ;TTg s ¥ excentricidad cos B,

drbita aparente de la estrells alrededor de su posicidn verdaders, Tecorri-—
)

da en un afio por el efecto combinado de la aberracidn y la paralaje &nuas.

En coordenadas ecuatoriales se tendri, pasando antes las eclipticas ge0=-

céntricas del Sol a ecuatoriales mediante la Totacidn Rl (= & ) y aplican-

do después las férmulas diferencidlsde paso de rectilineas a esféricas:

— s dD R cos @
i: s cos D dA = B (908 - D) By (4) B (= 8). 2 ReR
ds ' 4

vy operanao e introduciendo la paralajeTT de la estrella, limitédndonos a la

consideracidén de las dos primeras componentes:

T

ap =71 ](cos D sen 8 — sen D sen A cos 8) sen (- sen D cos A cos éiJ (20)

R e

di :Nﬂ' sec D i;cos A cos € sen (z) -~ sen A cos éj-}

Actualmente, con més precisidn, en las "Efemérides Astrondmicas" todavia se

da otra forma a las ecuaciones (20) expreséindolas en funcidn de las coordena—
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das rectangulares geocéntricas del Sol X, Y, Z, calculables mediante (4).
La 6rbifa aparente del Sol se supone ahora eliptica y con foco en la Tierra
(y no en el centro de gravedad del sistema Tierra Luna), y tomando tomo uni-
dad la distancia media de la Tierra al Sol la paralaje de la estrella vale,

exactamente, J/ = _1 .

’ s

Aplicando las férmulas de paso se tiene:

1
- = AD X
s cos D dA = B, (90e - D) Ry (4) Y
L ds Z
1 -
y operando, haciendo = I, finalmente:

mn

-

ap = JI (-XsenDcos A~ Y senDsen A4 Z cos D)

TT sec D (~ X sen AL (21)

<

con A) B

=

4.4 Posiciones aparentes

Alo largo de los dos apartados anteriores se ha podido ver gue se lla-

man posiciones aparentes de las estrellas a las grocéntiricas deducidas de

las verdaderas heliocéntricas teniendo en cuenta las correcciones de aherra-
cidén y de paralaje &nuas. S1 se conoce, dichas posiciones deben corregirse
todavia de movimiento propio.

Como estudiaremos con mis detalle en el capitulo VII, al moverse una
estrella con respecto al Sol, la componente perpendicular (al radio vector
Sol-Estrella) de su velocidad relativa da lugar, en un afio, a un desplazamien

to angular heliocéntrico de dicha estrella, movimiento propio de la mis-

ma. Unas 300 estrellas presentan movimientos propios comprendidos entre 1" y
5" por afio, y unas pocas entre 5" y 10" por afic (estrellas ”proyectil");
en media, el movimiento Dpropio de las estrellas visibles = simple vista es

del orden de 0}l por afio.

Proyectando sobre el paralelo y el meridiano celestes gue pasan por la

estrella, (fig. 5), en funcidén del dngulo de posicidn € las componentes del

.movimiento propio M son evidentemente:
¥

}ﬂ D = }* cos £ g

de donde se deduce el movimiento propio en ascensidn recta )J Ay el mo-

vimiento propio en declinacidn TT D




12§ -

}J A =)J sen & sec D 1

~ =)} cos ? (22)
pop =)oes @ _.

Por lo general, las posiciones de

las estrellas se corrigen simul ta-
Pl neamente de precesién y de movi-

- | miento propio y, a tal efecto, en

e

los catilogos de posiciones medias

—i figuran sendas columnas en las que

A
]
7
=
peS

se dan, para cada estrella, la va-

riacidén &nua en ascensién recta y

en declinacidn, suma de los corres-
pondientes precesidn dnua y movi-

miento propio.

En el apartado 2.8 ya indicamos como se reducian las posiciones medias
a verdaderas mediante la introduccidn de los nlmeros de Bessel y las constan—
tes estelares. Veamos ahora, andlogamente, como se procede pars corregir de

aberracidén y paralaje &nuas las coordenadas ecuatoriales de las estrellas.

En cuanto se refiere a la aberracién &nua, despreciando los términos en la ex—
centricidad que, como dijimos, se engloban en las posiciones medias de los ca-
t4logos, expresando‘é en coordanadas ecuatoriales mediante la rotacidn

Bl (=~ &) y aplicando las férmulas diferenciales de paso de rectilineas a

esféricas, segin (8) se tiene, evidentemente:

# - dD sen (o)
cos D d& =k R, (909 - D) Ry(4) R (- 8) ~{ cos @
1 as

2

y operando, considerando sélo las dos primeras componentes:

== di = — k sec D )’cos A cos B 0 1 sen 4 sen C)}
dD = - k [ (cos D sen 8 ~ sen D sen A cos g) cos ,6) 1+ sen D cos A sen @J

(23)

Introduciendo ahora los nimeros de Bessel y las constantes estelares:

c 3
, C= - k cos ¢& cos () D = - k sen 69
= . X , 24
[ c = cos A sec D d = sen A sec D ( 4)
L= c'= tan B cog D - sen A sen D d' = cos A sen D

las relaciones (23) pueden ponerse en la forma:




128 -

1]
(]
&)

\
dA = C ¢+ D d &

Para la correccidén de paralaje &nua, siendo segiln (4), con mucha aproximacidn,

Z = Y tan € , las férmulas (21) suelen escribirse:
)
ncie
dh =)l (c Y-4a x) (
a =T (c' ¥ -a' x) | (26)
/

I
en funcién de las constantes estelares (24).

Resumiendo lo visto hasta ahora, recordando las férmulas (9) del aparta—
do 2.8 y las expresiones de los nimeros de Bessel y de las constantes estela—
res que en ellas figuran (pég. 89), segtn (25) y (26), la reduccién de posi-
clones medias a posiciones aparentes se efectuarid aplicando a las primeras

las correcciones:

dA=Aa+tBb2Cc+Dds/)l (cY-ax) 4 T/"h

Ly (27)
dD:Aa*+Bbf4COT+Dd'+7T(c"f_dfx) L (,./V‘D
0, también, con notacién matricial:
da a b| |4 (e a ] [c A
(= Ja v| ] * et ar] |p-yrx W | (2
: - & - /D

Para el Sol, la posicién aparente del mismo, materializada por el Sol
aparente, se obtiene aplicando a su posicién verdadera la correccidn de aberra
cién dnua. En coordenadas eclipticas ésta viene dada por las fémulas (15),
obteniéndose pricticamente la correccidn en longitud (siempre negativa) divi-

diendo la constante de aberracidén k = 20y50 por el radio vector geométrico,

no corregido de aberracidn:

d@ = - k (1 +e cos v)"—’-—%— (29)

"(p =a (1 - 92) ™ 1 u.a.). De las coordenadas eclipticas aparentes se pasa
luego a las ecuatoriales aparentes, referidas al equinoccio verdadero y al
ecuador de la fecha, aplicando las férmulas de paso tomando la oblicuidad de
la ecliptica de la fecha. Estas consideraciones deben tenerse muy en cuentsa
en las péginas que siguen pues, en efecto, como veremos mas adelante, el

tiempo solar viene definido por el movimiento del Sol aparente.
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4.5 Aflos v estaciones

Se 1llamg afo al intervalo de tlempo transcurrido entre dos pasos conse
cutivos del Sol por un determinado punto de su érbita. Segtin sea dicho punto
el aflo recibe distintas denominaciones, variando su duracién debido al movi-
miento relativo de tales puntos,

Mo sidéreo es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos rasos co
secutivos del 3ol por un punto fijo de 1a ecliptica, o tiempo necesario pars
que la longitud media del Sol, referida a un equinoccio fijo, aumente en 360:

Afio trépico es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos pasos con
secutivos del Sol por el punto Aries medio, o tiempo necesario Para que lg Ic
gitud media del Sol, referida al equinoccio medio, aumente en 3609, Debido . al
movimiento de precesién de Jos €quinoccios, el equinoccio fijo y, por ello,
el aflo trépico es més corto que el afio sidéreo,

Aflo anomalistico es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos pasc

consecutivos del Sol por el perigeo, o tiempo necesario bara que la longitud
media del Sol, referida al rerigeo, aumente en 3609, LTebido al giro de 1a 1%
nea de los &4psides de 1a drbita solar, el perigeo avanzs 1163 por aflo respe
to a un equinoccecio fijo y, por ello, el afio anomaglistico es m4s largo que el
aflo sidéreo.

Determinando el nfmero de dfas medios que Sseparan dos equinoccios muy

alejados, Newcomb obtuvo 1g siguiente duracién del afio trépicos

T = 365,242199 dias medios (30)

La variacidén secular de 1a constante de la precesidn en ascensidén recta, hace
que dichg duracidn, dada Para el dia 19 de enero de 1900, disminuya a razén de
0553 por siglo.

Segin las anteriores consideraciones, las duraciones de los afios sidé-

reo S y anomalistico A vendrén dadas por las Proporciones:

T S i
3602 ~ 50y26 3600 3602 L 11163
0; sustituyendo el valor (30):

o
1l

365, 256360 dias medios (31)
365, 259641 dias medios (32)

Los afios sidéreo ¥y anomglistico aumentan s razdn de O?Ol y 0§26 por siglo,

respectivamente.

Como es sabido el afio trépico, al regular la sucesidn de las estaciones,
€s la base -del actual calendario. Habiendo en 400 afios civiles 303 comunes y
La ondario,
97 pisiestos (aquellos Cuyas dos dltimas cifras dan un nimero divisible por

cuatro, excepto aguellos que terminan en dos ceros .y cuyas dos primeras ci-
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fras dan un ndmero no divisible por cuatro), nuestro afic civil equivale a

303.365 + 97.366

o5 = 365.2425 dias medios (33)

lo cual representa un exceso de unos 00,0003 dias medios sobre la duracién del
afio trépico (30). Dado gue la reforma del calendario tuvo lugar hace unos
400 allos, dentro de unos 3000 afios la acumulacidn de dicho exceso arrojari un

desajuste de 1 dia.

La reforma a que nos hemos referido se 1llevdé a cabo, como sabemos, sobre
el calendario juliano (establecido por Julio César), cuyo afio juliano tenia

una durscidén media de

3.365 + 1.366 - 365,25 dias medios
4

siendo, por tanto, 0,0078 dias medios mis largo que el afio trdépico. Su malti-

plo, el siglo juliano de 36525 dias medios, se utiliza todavia en los cdmpu-

tos astrondmicos.
Para facilitar el cédlculo de largos intervalos de tiempo se utiliza tam—

bién el llamado periodo juliano, (ideado por Julio Scaliger) que empezé el 1°

de enero del aflo 4713 antes de nuestra era y en el cual se vienen contando los
dias por orden correlativo, comenzando en €l uno y siguiendo sin interrupcidn

como los nimeros naturales. De esta manera sakiendo las fechas julianas en que

ocurren dos fendmenos cualesquiera, el intervalo entre los mismos se halla con

una simple sustraccidén. Al 19 de enero de 1966 le corresponde el dia juliano

2.439.126. El dfa juliano comienza a las 12B del dia civil correspondiente.

Asi como el afio ¢ivil, sea comdn o bisiesto, empieza invariablemente a

. ; h A
medianoche en Greenwich ( 0 de T.U.) del 19 de enesro, como ya indicamos en

el apartado 2.8 (pig. 83), ¢l afio astrondmico o afio ficticic de Bessel comiern—

za cuanco es igual a 28092 la longitud media del Sol corregida de la aberra-

cidn de la fecha:

L - 2048/ = 280¢ (34)

(20984 k (1 + e) ). Dicho instante se indica colocando un cero a la dere—
cha del alio, separado por una coma; asi 1966,0 es el comienzo del aflo astro-
némico de 1966. Un aflo astrondmico puede empezar dentro del 31 de diciembre
del afioc civil anterior, €l cual, a estos efectos, se considera dfa cero de ene-
ro del aflo en cuestién. Asi, por ejemplo, 1966,0 = 09799 de enero de 1966. La
duracién del afio astronémico es de un afio trépico (30), y asi, segtn el ejem-

plo considerado, el principio del afio astrondmico de 1967 tiene lugar el

1967,0 = 09798 ¢ 365%u5 - 365% « 1%41 de snero do 1967.
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Con la notacidn nﬁ hemos designado, en 1a reduccidén de posiciones medias

verdaderas (apartado 2.8) y de éstas a aparentes (apartado 4.4), la fracc
de afio trépico transcurrids desde el principio del afio astrondémico, pars
yo instante conocemos tales posiciones medias. Estas se han obtenido corr

giendo de precesidén en un ndmerc entero de aflos trépicos -reduccidn al afi

las posiciones medias de un catilogo de estrellas (6stos suelen confeccio:
€ para los equinoccios de 1900,0 & de 1950,0).

Por definicidn, las estaciones comienzan exactamente en los instante
en los cuales el Sol aparente entra en los signos de Aries, Céncer, Libra
Capricornio, o, dicho de otro modo, cuando la longitud aparente del Sol Ve
0e, 3902, 180¢ o 2709, respectivamente. Tales instantes, debido s 1s sucesi
de los aflos comunes Yy bisiestos, pueden tener lugar en dos fechas distintg

para cada estacién y Son, para el hemisferio boreals

Primaveras 20 6 21 de marzo
Verano 21 & 22 de junio
Ototlio 22 & 23 de septiembre
Invierno 21 & 22 de diciembre

51 despreciamos 1ga influencia de Pequefias variasciones periddicas y seculare
(aberracién &nua, desigualdad mensual, avance perigeo solar, etc.), podemos
caloular, hasta la centésims de dia, la duracién de cada estacidn limitando

nos a la consideracién del movimiento eliptico del Sol (fig. 6).

4}3, 6

la anomalis verdaders gl principio y al final de la estacidn. Bastari enton—

ces, segln la ley de las dreas, dividir el afio €n partes proporcionales g
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las &reas que obtengamoss . ;. A
T V]--I-—;L r/ Vl '!- 2
. 2 av
S == [ 22 av - P ’
2 -
i (1 +e cos V)
Ve N
2 L g
= g (1 = 2 e cos 7V 4 3 &2 cos? Vo= sovsows ) dif e
) v
1 i
_ '\
2 [ . v T 17 72
e ; \-V - 2e sen Vi 3 62 (v ¢ sen 2 s =
< 4
Ui
/ :
7T TT gen 2V.
=8 (1-e2%2 LA \/ 2 & cos Vb |43 ef - ~—
5 2

Designando por & el &rea de la elipse y por D 1la duracién de una estacién

que se inicie con una anomalisz verdadera Vi; tendremos

A = 7T’a b = ?T‘ a2 \ 1l - 92
Ul 2 \/2 e cos (T

> 1

———

(1-—-62) 3}/2 Jk

i 135 eT D e

b
=

2

¥y desarrollando en potencias de e:

\/ JU v 2
D = —%—'— o cos (V. <+ Y e = sen 2 V. 4+ ... aflos trdpicos.
4 T 1 4 4 1

Al iniciarse la primavera de 1950,0 la anomalfis verdadera era Vl = 7725510",

Sustituyendo en la férmula encontrada este 4dngulo para la Primavera, y
Ui 1+ 909, Vl 4 1809, Vl 4+ 2709, pars el verano, otofio e invierno, respecti-

vamente, resultan las siguientes duraciones en dias medios:

92,80 dias medios

Primavera: 91,31 & 1,50 - 0,01 =

Veranos 91,31 + 2,31 + 0,01 = 93,63 "
Otofio: 91,31 - 1,50 - 0,01 = 89,80 "
Invierno: 91,31 - 2,31 4 0,01 = 89,01 " "

Dichas duraciones varian lentamente con el

avance de 61§89 por afio que experimenta el

noccio mévil (recuérdese 4.1). Y asi,

duce ficilmente, p.e

> que hace unos 700 afios, es decir hacis el aflo 1250,

transcurso de los afios, debido al

perigeo solar con respecto al equi~

siendo en 1950,0 A/ = 2820 4! 50", se de-

el
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Sol pasaba por el perigeo en el solsticio de invierno ¥y por tanto duraban

igual la primavera y el verano, y asimismo el otofio ¥y el invierno.

4.6 BCuacibén del centrc y reduccidn al ecuador

Como ya indicamos en el apartado 1.7, al describir el Sol su &rbita
aparente, de acuerdo con la ley de las dreas, no cs uniforme la variacidn
de su longitud. Aungue esta Ultima lo fuese,; tampoco lo seria, evidentemen—
te, la variacidén de su ascensién recta. Para poder utilizar las observacio-
nes del Sol para la medida del tiempo y asi llegar a definir el Sol medio,
se impone pues estudiar con detalle tales hechos.

Segin vimos al principio de este capitulo, al estudiar la érbita apa~
rente del Sol, designando por L y Gj sus longitudes medis y verdadera
baricgﬂﬁricas (relativas al centro de gravedad del sistema Tierra-Luna),
por W 14 longitud media de su perigeo -todas referidas al equinoccio

medio de la fecha—~ y por M y V sus anomalias media ¥y verdadera, se tiene:

)

2 (35)
&:\,L/ L 7 S

Se llama ecuacién del centro a la diferencia entre las longitudes verdade-—

ra y media del Sol:

C= ¢ - L =7 - u (36)

y es, por lo tanto, la correccidn que hay que aplicar a la longitud I de

un Sol ficticio para obtensr la longitud &) del Sol verdaderc. Recor—

dando la férmula (37 ) del apartado 3.6 (pég. 107), que suministra la ano—
malla verdadera en funcidn de la media:
r 5 2 M
V= M L 2esen ML e sen 2M L ...

-

la ecuacién del centro puede expresarse, segin (35), en funcién de la lon-

gitud media I del Sol:

C=2 esen (L-\k/)+ 26? son2 (L -W)4t... (37)
4
De las férmulas del movimiento eliptico se desprende inmediatamente
gque la ecuacién del centro es positiva entre el perigeo y el apogeo en la
primera mitad de la elipse y negativa entre el apogeo y el perigeo en lsg

segunda mitad de la misma, anulindose en los extremos de la linea de los
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édpsides. Presentari pues un maxime en su primera mitad ( ¥ un minimo en la

segunda) que vamos a calcular a continuacidn. Siendo seglin la ley de las

Adrcas:
\JIJ-_\_'_
5 \
32 V=nab=n 32 \v 1 - @2
se tendri, segin (36):
S
o\ /
: # az\/l_eg
C:V-—]’l:n( _1}20
32

es decir, en el maximo de la ecuacidén del centros

32 = a2 1 - 82 =a b (38)
el radio vector es media geométrica entre los semiejes mayor y menor.
Comparando (38) con la ecuacién polar de la elipse:
/ 2
a (1 - e“)

11 e cos T

¥y eliminando R entre ambas, tras sencillas operaciones se obtiene:

o 62) 3/4 -1
cos V = (39)

e

Anédlogamente, eliminando R entre (38) y la relacidn:

R=a(1-ecosBE)

fédecilmente se tienes
1= (1 =gy W%

e

Cos e = (40)

' e T _<TT »
Siendo, segin (39) y (40), % 5 5 =% la ecuacién del centro
Pasa por su maximo en un punto de la érbita comprendido entre los extremos
del pardmetro y del eje menor. Dicho miximo puede calcularse, conocidas las
correspondientes V y E por (39) y (40), buscando M por la ecuacidn de

Kepler y efectuando la diferencia V - M.

Para el Sol, & = 0,0168, la aplicacién de las Férmulas anteriores suminis—
tra los valores: V = 902 43' 30", E = 892 45! 20", M = 88e 47' 35", (¢ = 1@
D3t 55",

Se llama reduccidén al ecuador a la correccidn gue hay que aplicar a la

longitud E} del Sol, verdadero para obtener su ascencidn recta A:

Q=&-~ @D (41)
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Siendo segin (6) (poniendo {;} en lugar de 1):
tan A = cos & tan O) (42)

procediendo como en 2.1 (pig. 45) y manteniéndose siempre G muy pequeillo, se

tiene:

e B o B (L B {E} ) " tan A - tan (¢} _ (1 - cos 8) ta; ) (43)
1L tan A tan [.) 1+ cos & tan (9
Ve operando como glli:
2 B 1 4 ;
4 = — tan sen 2 ) 4+ = tan sen 4 o] = ad 44
Q ; Sk _&2 “) (44)
: P 2,-./\-/.
desarrollo en serie gue converge riapidamente, (pues tan g '— 0904).
Segin (43) la reduccién al ecuador se anula para tan (E) = 0 ¥y

tan G} =0, €8 decir, cuatro veces en el transcurso de un aillo, pars
&y =08 © = 9%, (O = 1800 y (D) = 2702, lo cual tiene
lugar en los eqguinoccios y en los solsticios. Para encontrar el miximo ( y

minimo) de Q, derivando (43) se tiene:

) 2
d (tan Q) = T - sow 8 ) 1l — cos & +tan N -0

d (tan CD ) (1 + cos 8§ tan2 . )2
¥s por tanto, Q pasa por un mAximo para:
5 1 _
tan  (0) = (45)
\\/ cos B
Segin (43), para dicho mAximo es:
1 - cos & '
tan @ = (46)
2 \ cos &
. L L
Haciendo € = 232 27' en (45) se obtiene: (5) == 462 14" = 1809; y se-
L

gin (46): @ = o0 28!,

4.7 FEcuacidn de tiempo

De las definiciones (36) y (41) de la ecuacién del centro y de la reduc-

cidén al ecuador, sumando ordenadamente se deduces:
C+Q = A=-1L

Y por tanto: .
Lo=.0 NQ 4G (4

—J
—
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Elementalmente, si pudidsemos introducir un Sol medio cuya ascensidn recta
A~ fuese igual a la longitud media L del Sol ficticio ( ambas referidas

al equinoccic medio de la fecha)s

A, = L (48)

sustituyendo en (47) y recordando lo dicho en el apartado 1.7 (pdg. 25), el
paso del tiempo medio Hm al verdadero H (f; Hv) gse efectuaria aplicando

al primero una ecuacidn de tiempo:

E=H-H =4 =-4A =~ (044) (49)

Dicha ecuacién de tiempo se calcula a partir de los desarrollos en serie de
Cy Q (37) v (44), y viene dada dia por dia en los anuarios astrondmicos.
Reduciéndonos a la consideracién de los primeros términos de C y Qs y ponien
do en esta tiltimg (E]ffL para simplificars

E=-2esen (L - L/ )+ tan® _EE_ sen 2L (50)

se obtiens, por composicidn, la adjunta gréfica de la ecuacidn de tiempo
(fig. 7).

Aproximando hasta el segundo, resumimos en el siguiente cuadro sus ce-

ros y extremos, con indicacidén de las fechas en que tienen 'lugar:

febrero g R B = - 14m Bk minimoe absoluto
abril 16 o™ o°
m . = * .

mayo 15 3 47" maximo

junio 15 o" of

julio 27 - B Fg™ minimo
septiembre 2 o™ Os

noviembre 4 16" 24° méximo absoluto

diciembre 25 0 0
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De las relaciones ya conocidas:
1% 1% 2 AL
g o 8 + A s

restando miembro a miembro se obtiene:

dv

17 e A ¢ (A 3 =bs, ]

y siendo, segin (49) A E = & Am _A A

se tendrd, finalmente:
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es decir: un dia verdadero equivale a un dig medio menos el camblo diario
de la ecuacidén de tiempo.

Siendo, segtn (50), en primera aproximacidn:

r - g
ZX B X 1~ ~ 2% eos (L - A} & 2 tan2 ; cos 2L 74 L

los ceros, miximos y minimos de /A E darén las fechas en las cuales son
iguales las duraciones de los dias verdadero y medio a aguellas en que los
dias verdaderos son de méxima o minima duracidén. Asi obtenemos el siguien—

te cuadre resumen:

febrero 11 A E = 0°

marzo 28 - 18?4 maximo

Imayo 5 0®

junio 20 - 13?0 minimo

julio 27 0®

septiembre 17 21?4 maximo absoluto
noviembre 4 o°

diciembre 23 - 29?9 minimo absoluto

4.8 S0l medio

Hoy en dfa, con mayor rigor, se procede como sigue. En primer lugar,
como ya dijimos en 4.4, el tiempo solar viene dado por el movimiento geo-
céntrico del Sol aparente, es decir del Sol que observamos corregido de
refraccidn, paralaje diurna y aberracién diurna. Ello significa que la as-—
censién recta A que figura en (47) debe corregirse de aberracién &nua y de
las variaciones periddicas que diferencian las longitudes baricéntrica
geocéntrica del Sol. Segln la Mecdnica Celeste, la longitud media geométri-
ca L del Sol, referida al equinoccio medio de una cierts fecha viene dada
a

por una relacidn de la forma:

% t (51)

y por tanto, segin lo dicho, la ascensidén recta geocéntrica del Sol aparen—
te valdris
! 2

A =L ,-k+IL; 2L, t°4C+Q4 ..., (52)

siendo k = 20y50 1la constante de aberracidén y donde los puntos indican tér
minos periddicos de pequefia amplitud (desigualdad mensual, perturbaciones
planetarias, término anual de la aberracién, etc.). Por otra parte, el tiem-~

po sidéreo medio es de la forma:
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o =90 Lo tio 1t (53)

y designando por N 1la ecuacidén de equinoccios, segin el apartado 2.8
(pdg. 90), el tiempo sidéreo verdaderc o aparente valdris

2
- i ' 1
e e 4 Ql t 4 92 T LI ( 54)

Restando ordenadamente (52) y (54) el A&ngulo horario H' del Sol aparente,

o tiempo sclar aparente, seri:

4 2
Po= = Al & = By e Q) G an & (B s £5 e 0w L e
H Q- A (@O L, + k) 4 () Ll) t 4 (e, L2) 5 Q4+ N
(55)
y puede descomponerse en la sumas
H' =H <+ E (56)
del &ngulo horario H ~del Sol medio, o tiempo solar medios
H = - i L -
Ho=(6, -L 4+ k)+ (6] -I,) % (57)

y de la ecuacidn de tiempo:

BermBw@dNd oo & (@2 - LE) £° (58)

El Sol medio definido por (57), es pues un Sol ideal que recorre el

ecuador,; en sentido retrdgrado, de modo su &ngulo horario crece Uniformemen—

te. Eligiendo convenientemente el origen y la unidad de tiempo, en (53)

puede hacerse:s
e L -k \)
o}

y (57) tomars la forma:

W

H =t (60)

es decir, con dicha eleccidén el tiempo t que figura en las férmulas anterio-

res serd un tiempo solar medio.

Restando ordenadamente (54) y (57) la ascensidn vecta 4 del Sol medio
valdré:

] 2
by =0-H =L ~-k+IL; $46,%" 40N (61)

es decir, el Sol medic no 7recorre el ecuador con movimiento uniforme.

Ademés, prescindiendo de la ecuacién de equinoccios N, y considerando por
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tanto dicha ascensidén recta veferida al equinoccio medio de la fecha, esta
Gltima no es igual a la longitud media del Sol corregida de aberracidn L - k,

pues &, £ L en contra d¢ lo que, aproximadamente, afirmaba (48). La dife-

g " gy
rencia, muy pequefias

2

(»

(4, =M - (L-k)=(86,=-L,)¢

que figura como término secular en la ecuacidn de tiempo (58), llegarid a ser

de unos 2 segundos dentro de mil afos.

Definimos en 1.5 (pég. 17) los tiempos sidéreos verdadero y medio y en
1.7 (pég. 23), en forma elemental, los tiempos solares verdadero y medic. Hs-
tudiamos también en el mismo apartado (pig. 25) la relacidén que existe entre

un dis solar medio y un dia sidéreo, encontrandos

. 19 L 3P w605 s,
O 8ea:
og PR _ op®® 1 (4% 54855 ) tos. (62)
De agui:
. hs hm P | S
24 =24 - ( 3 56,55) te8.

y el dltimo *términc de esta equivalencia se reduce a tiempo medioc por la

proporcidn que resulta de (62):

luegos

2aRE _ B (3" 55590) tom, (63)

Estudiemos ashora la conversidn de intervalos de tiempo medio en intervalos
de tiempo sidéreo y viceversa. Sean Il y S un intervalo de tiempo expresado
en tiempo medio y en tiempo sidéreo, respectivamente. Segin las equivalen—
cias gque hemos establecido las férmulas de conversién se deducen inmediata-

mente de las relaciones:

h m B S
. 24" + 3" 56,55 M P~ 3™ 55840

M 24" ; h

w
n
=




O S&gas
=M { K Aéii 3 M= 5 - 235,90
S=m{14 86400 ' ¥ (1 86400 )

o finalmente:

w2
It
=
=
|

0,00274 M (64)

Ui 0,00273 §

It
)]
I

Todos los anuarios astrondmicos llevan tablas de conversién de intervalos
de tiempo medio en intervalos de tiempo sidéreo y viceversa, que facilitan
sumamente los chlculos sin necesidad de recurrir a las férmulas de equiva—

lencia (64).

Resumiendo: Tiempo sidérec es el horario del punto Aries medio. En

un lugar son pues O]:1 de tiempo sidéreo cuando el punto Aries medio pasa por

el meridiano superior de dicho lugar.

Tiempo medio es el horario del Sol medio. HBn un lugar son pues Oh de

tiempo medio cuando el Sol medio pasa por el meridiano superior de dicho
lugar.

Tiempo civil (péAg. 25) es el horario del Sol medio aumentado en 108,

En un lugar son pues On de tiempo civil cuando el 5ol medic pasa por el me-
ridiaﬁo inferior de dicho lugar. Se mide en intervalos de tiempo medio, co-
menzando el dig civil 12h antes gque el dia medio.

Estos tiempos son locales, es decir, dependen del meridiano en el cual
se encuentra el observador. No ccurre lo misme con los que vamos a definir

a continuacidn:

Tiempo universal T.U. es el tiempo civil del meridiano de Greenwich

(introducido en 1912), y es la base de la divisién del globo en sus 24 husos
horarios.

Tiempo oficial +t es aguel por el cual se rige cada nacién ( o parte

de ella, si es de mucha extensidn). Suele diferir wun nimero exacto de ho-
ras (o de medias horas) del T.U.

Para pasar del tiempo oficial al tiempo sidéreo, pasaremos primero del
tiempo oficial al tiempo civil y,; luego, de éste al tiempo sidéreo. Actual-
mente en Hspahs, aun perteneciendo al huso de la Europa Occidental, vamos
adelantados una hora con respecto al T.U. Por otra parte, si designamos por
1 1a longitud del lugar respecto al meridiano de Greenwich (considerada po-
sitiva si es W y negativa si es E), la diferencia entre los tiempos civi-

les del lugar y de Greenwich serd igual a 1 y, por tanto, tendremos:

‘b:'b—]_—lh
c




El paso del tiempo civil al sidéreo puede llevarse a cabo de dos mane—
Tas, eligiendo una u otra seglin nos den el tiempo civil o el tiempo univer-
/ o
sal ( como ocurre frecuentemente).
Dado el tiempo civil se transformarid en intervalo equivalente de tiem-
. . z ; .- h ;
po sidéreo /A 8y, ¥y a éste se le sumard el tiempo sidéreo a O en CGreenwich

©, ¥ la reduccidn del tiempo sidéreo en Greenwich al meridianc local, r:

7

e=(e +r)tdo

viniendo dado r, evidentemente, por la proporcidn:

h m 8
24" = 3 56,55
1 T
R : : S + , W
Y ténilendo el mismo signo que 1, es decir = segin 1 sea B °

Dado el tiempo universal se transformari en intervalo equivalente de tiempo
! 5 % h .
sidéreo A © s ¥ a éste se le sumari el tiempo sidéreo a O en Greenwich

Qo ¥ se le restari, con su signo, la longitud 1
!
e=20 -1 A0

(0]

Los pasos inversos no ofrecen ninguna dificultad.

4.9 Tiempo universal y tiempo de efemérides

Seglin hemos visto en el apartado anterior, el tiempo solar medio es el

&ngulo horario del Sol medio, luego, serla un ticmpo uniforme si la Tierrs

girase con velocidad angular constante. Como ya indicamos en el apartado 2.9
no ocurre asi y, por tanto, el tiempo solar medio viene afectado por todas

las variaciones del movimiento de rotacidn de la Tierra: es un tiempo terres—

tre, no uniforme. Evidentemente, lo dicho se aplica también al tiempo uni-
versal T.U., tiempo civil en Greenwich.

Para ewvitar, dentro de 1lo posible, la falta de uniformidad del tiempo
universal, se corrige éste de las variaciones peribédicas de la rotacidn de-
bidas al desplazamiento del polo y a las fluctuaciones estacionales, ambas
bastante bien conocidas. Reduciendo el tiempo universal determinado por la
observacién, T.U.O., al polo medio mediante la correccidén de longitud A1

estudiada en 2.5 (péag. 72), se obtiens un tiempo universal més uniforme:
TU.I = ©TU.04 A 1 (65)

el cual a su vez se corrigs de las variaciones peribédicas estacionales 4& s

(pbg. 91) para dar lugar al llamado tiempo universal casi uniforms:
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7.0, 2. = T.U.l. + A s (66)

Como veremos més adelante, cs este tiempo universal casl uniforme el que
actualmente se emite mediante sefiales horarias, y es el utilizado para de-
terminaciones de precisidén en usos civiles, geodesia y navegacifbn.

Dada la no uniformidad del tiempo universal, si tomamos éste como va-
riable independiente en la férmula (51) suministrada por la Mecénica Celes-

tes

=1, 1 H ey
L lo : L1 t 4 L2 t

la longitud media del Sol calculada mediante esta férmula diferird, cada vez
més, de la deducida de las observaciones directas. Desde hace ya bastantes
afios se sabe que asi ocurre, no sélo para el Sol sino también para la Luna
v los planetas (precisamente fueron tales diferencias las que hicieron sos-
pechar la no uniformidad de la velocidad de rTotacidén de la Tierra). Ante es

tos hechos se ha convenido en llamar tiempo de efemérides T.E. al tiempo

uniforme de la Mecénica, o tiempo netoniano, variable independiente en las

teorias gravitacionales del Sol, la Luna y los planetas. Mas concretamente,

tiempo de efemérides es el que figura en la férmula de Newcombs

2

L = 2792 41' 27954 4 129602768y13 + 4+ 1%089 1 (67)

que suministras la longitud media geométrica del Sol ( t en centurias ju-
lianas de 36525 dfas), de modo que deducida ésta de la observacién en una
cierta época T.U.2, puede obtenerse el correspondiente T.E. de la relacidn

implicita (67). Asi se obtiene la diferencia:

AT = T.E. - T.U.2 (68)

gue permite reducir el tiempo universal a tiempo de efemérides y que figura
tabulada en todos los anuarios astrondmicos. A T fué nulo en el afio

1903 y actualmente es del orden de  + 36°,

Segtn (67) fué o® 7.B. del 0% de enero de 1900 cuando la longitud
media del Sol era exactamente de 2799 41' 27¥54; dicho instante difirid sdlo
en unos 45 de la época Oh T.U. del Od de enero de 1900. Tomando como
unidad de tiempo de efemérides la duracidén del afio trdépico en 1900,0, la re-
lacibén (67) permite deducir, a través del coeficiente de t, la duracidn del

dis medio de efemérides o, mejor, de su divisor el segundo de efemérides

(dia = 86.400 segundos), que ha sido adoptad~ internacionalmente como unidad
fundamental de tiempo.
Puesto que la duracién del afio trépico de 1900,0 (intervalo de tiempo trans—

currido para que L se incremente en 360¢ = 1296000") equivale segin (67) a
1296000
129602768,13

siglos julianos, el afio trépico de 1900,0 valdra



v 144

1296000. 36525.86400 segundos = 31556925,975 segundos, de donde la mue—

129602768,13
va definicién de segundo: es 1a fraccidn 1/31556925,975 de la duracidn del
aflo trépico en 1900,0. Bste segundo de efemérides es constante por defini-
cién y no experimenta variaciones con la rotacidn de la Tierra, como ocurria

con el segundo de tiempo medio = 1/86400 de 1a duracién del dia solar medio. .

A partir de 1960 los anuarios publican sus efemérides astrondmicas méis impox
tantes (eclipses, posiciones del Sol, la Luna, los planetas, etc.) con argu—
mento de fiempo de efemérides. Si se desea pasar a tiempo universal basta
aplicar (68) con el valor tabulade de A ;

La introduccidén del tiempo de efemérides ha llevado consigo la conside-
racidén de nuevos conceptos, tales como el Sol medic de efemérides, tiempo
sidéreo de efemérides, etc. etc. £n particular se ha definido el meridiano

de efemérides como la posicidn que ocuparia el meridiano de Greenwich si la

Tierra hubiese girado uniformemente & partir del instante en que concidieron
el tiempo de efemérides y el tiempo universal, g O. S5i recordamos Qque,
seglin vimos en el apartado anterior, para convertir wn intervalo de tiempo
medic en intervalo equivalente de tiempo sidéreo hasta multiplicar el prime-
To por el factor 1,00274 (férmula 64), a partir de dicho instante el meridia—
ne de _éfemérides habrd girado un &ngulo (expresado en tiempo) igual g
1,00274 T.E., mientras que, por la misma razén, el meridianc de Greenwich
s6lo habré girado un &ngulo igual a 1,00274 T.U.2; segin (68) ambos meridia-
nos formarén entre si un 4ngulo 1,00274 A\ T, encontrindose el meridianc de
efemérides 1,00274 Zl T al Este del meridianc de Greenwich (las estrellas
Pasarédn por el meridiano des efemérides antes que por el meridianc de

Greenwich). El tiompo sidéreo de efemérides @, es el horario del punto

Aries medio con respecto al meridiano de efemérides ¥y segin lo dicho, en

funcién del tiempo sidérco medio O valdris

&, = 9 +1,00274 AN (69)

Asimismo, se define la loneitud de efemérides lE de un lugar referida al

meridianc de efemérides; si 1 es su longitud geogrifica, evidentemente, se
tendra:
.= 1 4 1,00274 & 1 (70)
En la préctica el tiempo de efemérides es de dificil determinacidn, y
sélo se conoce con precisién al cabo de unos afios de observacién de los mo-
vimientos del Sol y de 1a Luna, principalmente. Debido a ello, mientras se

llevan a cabo las reducciones, suele sustituirse por el tiempo atdmico Tedoy

tiempo uniforme suministrado por relojes atémicos, ajustados de modo gue el




segundo atdémico coincida con el segundo de efemérides.,

Dicho +tiempo atémico facilita tambiédn ¢l 1llamado tiempo universal coor—

dinado T.U.C., tiempo uniforme (funcidn lineal del tiempo atdmico ue
Linato 3 P a

emiten las sedlales horarias de modo gue su diferencia con el tiempo uni-

versal casi uniforme T.U,2 sea siempre inferior a 0,1. Debido a la no uni-

formidad del T.U.2. las .sefiales horarias coordinadas T,U.C., se ajustan

cuando es preciso para gue se cumpla siempre la condicidn indicada, pro-

curando el T.U.2. con un error menor gque 0,1 segundos.




5. LOS PLANETAS

5¢1 El sistema solar

El sistema solar estd constituido por nuestra estrella el Sol, nueve planetas,

treinta y un satélites, casi dos millares de asteroides, cometas, meteoritos, polvo

metedrico y gas interplanstario.

Los planetas son cuerpos esferoidales y oscuros que reciben y reflejan la
luz del Sol, alrededor del cual giran describiendo Srbitas elipticas. Se clasifican

en terrestres: Mercurio, Venus, La Tierra, Marte y Plutdén; y Jjovianos: Jdpiter,

Saturno, Urano y Neptuno. Los primeros, de caracteristicas parecidas a las de la

Tierra, tienen dimensiones, achatamiento y densidad media comparables a los de ésta,
estando rodeados de transparentes atmbésferas que dejan observar los detalles de sus
superficies; sus periodos de rotacién son de uno o mis dias (Tabla I). Los segun-—
dos, también llamados gigantes por sus dimensiones, son mis achatados y de pequefia
densidad media, y presentan atmésferas opacas y de gran espesor comparado con la
parte sélida; los periodos de rotacidén son del orden de medio dia, creciendo en cada
planeta dicho periodo al desplazarse desde el ecuador hacia los polos (como ocurre
en el Sol).

| - - |
 Los satelltes acompafian a los pWanetas descrlblendo 6rbitas ellptlcas alrededor

Tabla I : DATOS FISICOS DE 10S PLANETAS
e T T T o T T T T
‘ | bolo ecuatorial | miento dad ' (Tierra | de
| () (g =1) =1) | rotectén|
'sol | @ | 696000 0 FR 5_3_3316” 1 2508 ]
| Mercurio | t{, 2500 0 . 3,8 ' 0,06 59% 0,06
| Venus | Q . 6200 0 .9 0,8 BOd L 0,76
| La Tierra . ¢ 6378 - 1/297 855 150 | syt pd® ! 0,39
 Marte o 3310 1/192 J,0 | o,11 | 2® 3™ | 0,15
| Jfpiter | M | 69880 1/15 1,3 318,k |- 9P 5™ | 0,51
saturno | VL | 57550 1/10 0,7 | 95,2 | 10" p® | 0,50
| Urano - 25500 /1 1,3 U,6 | 1 h 40 0,66
| Neptuno | & | 25000 1/45 1,6 17,3 | 5h 0,62
| Plutén ; Jﬁ | - P 5,0 0,9 - 0,16

de éstos. La Tierra tiene uno, La Luna; Marte, dos; Jipiter, doce; Saturno, nueve;
Urano, cincoj; Neptuno, dos; careciendo de ellos Mercurio, Venus y Plutén (Tabla II).
Saturno muestra adanfs, en su plano ecuatorial, tres anillos (A, B y C segin nos acer

camos al planeta) constituidos por particulas sélidas, destacando la ausencia de tales

particulas en la llamada divisidn de Cassini (que separa los anillos A y B).




Tabla IT SATELITES
Planeta | Satélites Distancia |Reriododevevo-|Exeentricidad Inclinacion Diamets
al planels Lucio'g sidérea | dela ﬁiﬁf‘-f:‘f:s“ir% en
en radios |en dias, hoym. orbita al plano del ecuadar | Kym .,
del piane‘ca. de tiempo medio de| planeta.
ds . h. m, | e !
28 35
L2 Tierra | La Luna 60,3 27 7 43 0,05 “18 10 3476
llarte Fohos 2,8 ¢ 7 39 0,02 1 8 15
Deimos 7,0 1 618 0,003 1 46 3
Thpiter |V Amaltes 2,5 | 01157 | 0,002 27,3 | 75-150
I Io 5,9 118 28 0,0 ly8 | F730
II Burovpa a,4 3 13 14 0,0003 28,1 | 3150
III Gan{medes| 15,0 7 3 43 0,001 11,0 | 5150
IV Calixto 26,4 16 16 32 0,007 15,2 | 5180
VI 161|251 0,14 120
VI 165 | 260 0,21 50
X 165 | 265 0,08 R 20
XI %15 | 692 0,21 25
VIIT 330 |739 0,41 R 50
IX 338|758 0,32 R 2%
XII - - - -
Seturno | Mimas 3L 0 22 37 0,02 1 31 450
Encelado 3,9 1 855 0,004 L4 500
Tetis 4,9 1l 21 18 0,0 1 5,6 | 1100
Dione 63 2 17 41 0,002 0 0 1100
Rhes 8,8 4 12 25 0,001 | 20,5 | 1600
Titén 20,5 15 22 41 0,03 18,3 | 4200
Hiperidn 24,8 21 6 38 s 1 31 400
Taneto 59,7 79 7 56 0,03 1% 51,8 | 1300
Febe 216,8 |550 10 35 0,1 (14899)R 300
Urano Miranda 592 1 9 56 - - -
Ariel 743 2 12 29 0,007 (02) R 500
Umbriel 10,2 4 3 28 0, 008 (0e) m 400
Titonia 16,8 8 16 56 0,02 (0)e R | 1000
Oherdn 22,4 1% 11 7 0,01 (02) Rr 200
Neptuno Tritédn 14,2 521 3 0,01 (1L602)R 4500
Hereilda 217 1359 21 10 | 0,75 - -
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Los astercides son pequefios planetas telesclpicos que describen sus &rbitas
elipticas principalemente entre las de Marte y Jipiter. Presentan excentricidades
e inclinaciones mayores que las de los planetas y los que pasan cerca de la Tierra
se utilizan para determinar la paralaje sclars

Los cometas se caracterizan por su cabellera, mostrandc también, muchas veces,
un nficleo o condensacién central y wuna cola. Esta Gltima se va desarrcllando a medid
que el cometa se aproxima al Scl por efecto de la presifn de la radiacién solar. Se

clasifican en periddiccs y no periddicos, segfin que la clnica que describen alrede~

dor del Sol sea una elipse ¢ una pardbola o hipdrbola.
Los meteoritos son piedras celestes que se ponen incandescentes al penetrar en

nuestra atmésfera, denomindndcse bélidos si estallan al caer. Alguncs enjambres me—

tebricos describen Srbitas elipticas alrededor del Scl y si éstas cortan a la de la
Tierra, anualmente, al atravesar la atmeosfera terrestre, dan lugar al fendmeno conog;

do vulgarmente con el nombre de lluvia de estrellas fugaces. El puntoc de la esfera

celeste del cual parecen provenir los meteoritos, definido por la direccidn de la ve

locidad relativa geocéntrica de los mismos, es el puntc radiante del enjambre.

El polvo metedrico, constituido por particulaspétreas y metdlicas, se distribu-
ye concentréndose entorno al plano medio de las drbitas planetarias, es decir en la
banda del zodiaco, con densidad decreciente segin nos alejamos del Sol. Al difundir

la luz solar, puede observarse como luz zodiacal unas horas antes de salir o después

de ponerse el Sol. También se manifiesta en una condensacidén del mismo existente en

direccidn opuesta a la del Sol, originando la 1lamada luz antisolar (rgegenschein» ).

Por {ltimo el gas interplanetario es, principalmente, una mezcla de hidrégeno, helio

¥ electrones libres.

52 Movimiento heliocéntrico

En primera aproximacién, cada planeta describe su drbita alrededor del Sol de
acuerdo con las leyes del movimiento eliptico estudiadas en 3.5. Tomando la eclipti-
ca como plano fundamental de referencia, con el eje X dirigido ﬁacia el punto Aries
(recordar p.111, fig. 8), los elementos que definen la posicidén de la érbita son aho

ra la longitud del nodo ascendente qJ}g » 12 inclinacidn i con respecto a la ecliptic

¥y el argumento de latitud del perihelio W 3 este dltimo se sustituye a veces por 1
longitud del perihelio sobre la drbita U = {;fb + W

En la Tabla III figuran los elementos eclipticos de los planetas, déndose la longitud
media del planeta LO = W + Mb para la fecha to = 1 de enero de 1957 en lu~

gar de la &época de paso por el perihelio T.
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Una vegz obtenidas, a partir de los elementos eclipticos, las constantes VYectoriales
eclipticas PQ R o A B L, las fémulas (50) o (53) de 3.9 permiten calcular una efe.

merides ecliptica heliocéntrica del planeta para una época determinada (recordar jajot

115 3 116).

51, conocida la posicidn ecliptica heliocéntrica del planeta r” =M r, nos int

resase su posicidn ecuatorial heliocéntrica I», bastaria efectuar, alrededor de 1fne

de los equinoccios y en sentido retrégrado, una rotacidn de dngulo igual a la oblicui

dad de la ecliptica §:

=k (-8)r"=r (-8)ug (1)

Actualmente se consid,
ran los elementos ecu:
toriales (referencia

X* Y 2% de la fig. 1)

ascensidén recta del nc

do ascendente /], incl

. L
nacion 1° con respecto

al ecuador y argumento

de declinacién del per

helio )/ *, y a parti
de ellos se obtienen 1.

|
| cos J\* cos

P = | sen<V * cos

sen L sen

“

e £

| =cos UL * sen
|

° = L~sm Jb sen

LY

sen 1 cos

sen u;ﬂJ sen

"] »
=CO8 (. U sen

&
I
_

Ccos

Las componentes de los vectores

cambio de base:

constantes vectoriales
ecuatoriales P* Q R’

(recordar p.113 férm.

47)s

¢ )
I . |
W % - sen VU * cos i* sen W “* /
i

W 4+ cos X * cos i’ sen W *

[_U ] h —f

P M a . 2 f+ » /
A = SsSenc¢ v cos 1° cos L/ /
W 4+ cos U’ cos i” cog W ¢ (2)
W’

- -, t

1

j.. ]

I
- L |
L
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o s

le QXJ RX’
M = Py_a Qy) Ry; ﬁ
L PZ‘ QZ' RZ.O

que permiten calcular directamente la posicidén ecuatorial heliocéntrica:

-

rm =M r (4«)

—_—

sin necesidad de conocer la ecliptica heliocéntrica r”e En la practica el célculo
de una efemérides escuatorial heliocéntrica se lleva 2 cabo pues, segin (i;), mediante
una de las férmulas (recordar las (50) y (53) de 3.9):

m_ PS+ QD (5)
rm _ A" (cosE~-¢e)+ B senE (6)

I

habiéndose hecho en la segunda A =a P’y B°=b Q".
Dados los elementos eclipticos Ju s 1, W pueden deducirse facilmente los ecuato-

riales (/L’, i*, (M “observando que, siendo segin (1) y (4):
W= R (-8)NM

se tiene:

R . = R
x % _
c
R., = R cos ¢ —R_sen &
J J Z
c
R, = R sené+ R cos B
% B4 Z
P, = P san &€+ P cos &
Z v z
Q. = Qy sen & + Q_ cos €
Z Z ;
¥y por tanto, finalmente:
N » . iy o
sen JLU? gsen i = senwl sen i
>, - - r C - il
cos Ul sen i = sen i cosJbcos & + cos i sen & L }>
. » - - C
cos 1 = —cos/U sen i sen & + cos i cos &

Tl | * { N - ~ . - c
sen i“senit/ * = (senJl cos uy+cos dl cos i sen W/ ) sen & + sen 1 sen (Mcos ¢

; . c )
VU cos i cos (/ ) sen &+ sen i cos LA cos@

J

sen i“cos W = (-sen <l gen W + cos ¢
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La posieidn ecuatorial topocéntrica de un planeta se calcula mediante dos
traslaciones (fig. 2). En primer lugar, la posicidén ecuatorial geocéntrica ™’ se

obtiene aplicando a la heliocéntrica r», dada por (5) o (6), la traslacidn

X
R = Y| , posicidn ecuatorial
..Z
gaocéntricé del Sol, cuyas compo-
nentes X Y Z son las coordenadas
rectangulares ecuatoriales geo—
céntricas del Sol que figuran dfa

por dia en todos los anuarios:
v’ =r +R (8)
A continuacidn se aplica a la an

terior posicién geocéntrica »”

la correcién de paralaje /| R,

que en coordenadas ecuatoriales

¥ expresando el radioc ecuatorial
terrestre en u.a. (segin férmula
(8) de la pig. 52) vale:

b

cos B° | cos 8° cos ©
AR=-14,27 .10 Ry (-9)| o == 4,27 . 107 |cos 4” sene | (9)
sen ¢’ sen 4°
(5,27 10—5 = 6378 114 Z ) siendo #4° 1a latitud geocéntrica del observador y e
149,5 « 10

su tiempo sidéreo local. Asi se obtiene la posicidn ecuatorial topocéntrica r’V del
planeta:

Vo= "+ R=rm+r+/\ R (20)

Debido al desplazamiento secular
de los planos fundamentales, tan-
to los elementos eclipticos (/L 3
i, (A/ como los ecuatoriales cﬂJ',
i’y W 7 varian lentamente con
el transcurso del tiempo, siendo
preciso establecer férmulas que
permiten calcularlos para una
época t conocidos para una

época anterior to. En cuanto se

L
8 refiere a los elementos eclipti-
cos, basta recordar (fig. 3) que

la ecliptica mévil E1 se desplaza
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-

A
Y

con respecto a la fija E girando alrededor de su nodo ascendente ¢ mientras
que el punto Aries \') retrograda, Sean: ..}_L la Jongitud del nodo ascendente de
la ecliptica mévil con respecto a la fija, JT la variacién 4nua del 4ngulo de
la ecliptica mévil con la fija, y p la precesidn general en longitud por afio.

Del tridngulo esférico N N N, (fZg. 3) se deduce fécilmente:

- : \

d W =70 cosec i sen (JVU - ﬂ ) dt (r
ddl-pdt =- cos i dw = JT cot i sen (JU= /1 ) at |
di =~ cos (JL - 7T ) at >

¥ por tanto:

= . ™

; 0 . j i
JU = Ui g+ L p+ JU cot i, sen ({/lo - )\ )] (t - to) ff-”’ (1
i, =Tl eos (g =T ) (&=t )

W = U, =T1 cosec i, sen (/L o™ I - to) /

I

%

- - . - - - - 1. 7 -
formulas de cambio de eguinoccio que suministran los elementos eclipticos (/ C, i,

W/ para un equinoceio t conocidos (/U 02 io, A/ o Para un equinoccio to.
Dado que la precesién lunisolar en oblicuidad es nula, la velocidad angular ins~
tantédnea del ecuador medio (comparar con la férmula en W/ * pig. 78) valdré:
= T 1
0 \ o
p sen & ——1 n

- p cos € -m

siendo m la precesidén dnua en ascensién recta y n 1la precesién &nua en decli-
nacién; por tanto, es igual a 902 la ascensidn recta del nodo ascendente del ecua
dor mévil con respecto al fijo. Segin esto, sustituyendo en (11) los elementos

eclipticos por los ecuatoriales, TT  por 90¢y p y JU por m y n, respec~
tivamente, se obtienen inmediatament e las férmulas de cambio de equinoccio de los

elementos ecuatoriales:

{ » _‘f P -
JU = ULO + (m-n cot i GOSUQ,/O) (t - to)

(=5, (.42,)

O
- 3 ) - 2 . —
W’ z g + 1 cosec i ] cos JUo (b to)

v

. . A {
i =1 =1 88 (.
o l



5.3 Movimiento geocéntrico

En una base ecliptica heliocéntrica X ¥ Z (fig. 4), sean I, ¥ r, los vectores
de posicidén de la Tierra P, ¥ de un planeta P, ¥ ¥ ==il AR ==jQ sus respec—
tivas velocidades. La posicién y el movimiento geocéntrico de dicho planeta,

una cierta época, vendrin definidos por los vectores:

r =1, - ;7
- 4 (13)
I =5 -5

¥, dependiendo la velocidad de un planeta sélo de su vector de posicién (recor

dar férm. 19, pig. 98), tanto r como v son funciones Unicamente de I ¥ Iy

Sean, ademds, o, ¥4, los
vectores movimiento medic
de Pl vy P2 v By, Fy G, los
fngulos del tridngulo Py
P, S, denomindndose elong
cidn v &ngulo de fase a F

v F, respectivamente. Mer
cionemos aun que un plane
ta P2 se llama inferior c
superior, con respecto a
la Tierra P, segin que

r, 8ea menor © mayor due

2
l.
Se dice que un planeta

inferior estd en conjun-—

cidn inferior o en conijur

cidén superior segin que &

longitud heliocéntrica se
igual a la de la Tierra c
a la de ésta mis 1802. Se
dice que un planeta supe~
rior estd en oposicidn o en conjuncién segin se cumplan las mismas anteriores

condicionese. Para todas estas configuraciones se verifica:

“r )=0 (14)

BEn la érbita relativa del planeta, r serd minimo o miximo, es decir P, pasard

por el perigeo o apogeo (semididmetro aparente y paralaje miximos o minimos), s

Se dice que un planeta estd estacionario cuando su longitud geocéntrica no vari

La proyeccidén sobre la ecliptica de la velocidad areolar relativa es entonces

nula y, por tanto:
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(no confundir con la condicidén de estacidn absoluta r " ¥ =0).

Para un planeta superior la elongacién E puede tomar todos los valores posibles,
dicidndose en particular que estd en cuadratura cuando E = 902; entonces también
vale + 902 la diferencia entre las longitudes geocéntricas del planeta y del Sol.

Un planeta inferior, en cambio, presenta una méxima elongacidn (oriental u occi-

dental) que puede calcularse mediante la condicidns:

I f ig
B s =0 (17)

dt rl r

Para un planeta inferior el 4ngulo de fase F puede tomar todos los valores posi~-

bles, diciéndose en particular que tiene lugar la dicotomia cuando F = 902. Un
plansta superior, en cambio, presenta un mdximo &ngulo de fase que puede calcu-
larse mediante la condicién:

d 2., £]=o (18)

dt r2 r

Estudiemos ahora los fenomenos geocéntricos considerados en la hipbtesis simplifi

cativa de que los plansetas describen drbitas circulares (segin la Tabla III, si

exceptuamos los casos de Mercurio y Plutén, las érbitas planetarias tienen excen-

tricidades de algunas centésimas). En dicha hipétesis, ademds de (13), se tiene:

A )
&y TR 5 %

~

o (19)
= I )

Designemos por {le , i, &) los elementos eclipticos del planeta P2, por Vg

su anomalia verdadera, por ll la longitud heliocéntrica de la Tierra Pl ¥y por
s = JU + W+ v, la longitud del planeta P, _
Y u, de Pl Y Pos contados a partir del nodo ascendente N (eje X), valdrén

sobre su érbita; los argumentos
u
. v
=== - / = - ) = { 3 -
u, =1 JU By = Ly =l A/ + 7, (fig. 5)
Segin (14) un planeta P, estard en conjuncidn o en oposicidén si el tridngulo N

P, P2 es rectangulo en P, y, por tanto:

tan ul

t
an u,

= cos i (20)
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(relacién también valida aunque las
érbitas no sean circulares). En pa:
ticular, si ademds de circulares l:
érbitas son coplanarias i =0 (segt
la tabla III, exceptuando los casos
de Mercurio y Plutén, las inclinaci
nes no llegan a 3¢, 5) y, seglin

(20): u =1 —-conjuncidn inferior

1
u oposicidn- o bien u, =u. + 180¢

1
-conjuncidén superior o similemente
conjuncién- (segin que el planeta
sea inferior o superior)e. En di-
cha hipétesis el intervalo de tiem
po S transcurrido entre dos confi-

guraciones sucesivas del mismo

nombre, denominado revolucidn si-

- h nédica, vendrd dado por la condi-

o cidn:
e ' nySt27 =n, s
— 'J"i'
- e introduciendo el movimiento medio sinddico n = S se tendrd, también:
' S
n=+ (n2 - nl) (21)
== debiéndose tomar el signo mis o el signo menos segin que el planeta P. sea infe-

2
rior o superior. En la tabla IV figuran las revoluciones sidéreas P.

Tabla IV
b e T PB - ‘_ e -fl_ o
| ” S . . . -, ; f
Mercurio - SR B AR WA - 115%s8 g7%7 |
| Venus 0 0:7 | 0,7 ‘ 583,92 224,70 |
' la Tierra | a1 1,0 | 1,0 | - | 365,24 !
5 Marte | 2 1,6 | 1,5 | 779,93 686,98
:. Asteroides | 3 2,8 | - ; - i -
Jlpiter L | 52 | 52 | 398,88 | 4332,59
2 | Saturno 5 10,0 | 9,6 378,08 | 10759,2, |
.y | Urano 6 19,6 | 19,2 | 369,66 ; 30688,39
= i Neptuno 7 38,6 | 30,1 367,48 ; 60181,11
- | Plutén 8 77,2 39,5 | 366,73 | 90730,57
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y sinddicas S de los planetas, asi como las distancias medias & y los radios
ro de sus 6rbitas (supuestas circulares) obtenidos aplicando la ley empirica

de Bode: .
3 - 2_ + A‘.{,
r = Usde
B 10

Dado que las excentricidades y las inclinaciones de las érbitas planetarias son

realmente pequefias, dichas revoluciones sinddicas dan una idea aproximada de la
periodicidad con la cual, para cada planeta, se reproducen las distintas confi-
guraciones.

Segin (15) un planeta P pasard por el perigeo o apogeo, recordando (13) y (19),
si se verifica:

(22 - E'l) . (22 22 - El El) =0

u operando:

(gg

Es decir, si generalizamos (21) y definimos el vector movimiento medio sinddico:

-m) . (z "z,) =0 (22)

E=.112 "'.I.]..l (23)

en el perigeo o apogec la Tierra Pl ¥y el planeta P, se encuentran sobre un plano

2
que pasa por n. Siendo pues
rectidngulos en R los triin-

gulos N R Pl vy NR P2

(figs 6) se tiene:

tan u

tan ul

= cos (i + j)

tan u

tan 1192 cos J

y dado que, segin se des-
prende de la figura:

nl sen 1

n, = n cos i
2 1

tan j =
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también, finalmente:

tan ul n2 - nl cos i

= : (24)
tan u2 n2 cos 1 nl

relacidn entre los argumentos de Pl ¥ P2 en el perigeo o apogeo.

Si las Orbitas fuesen ademis coplanarias 1 =0 y (24) se reduce a (20), es deciz
tales fenémenos tendrian lugar en las conjunciones u oposiciones.

Segun (16) un planeta P2 estard estacionario, recordando (13), si se verifica:

~

o+ (@ "tz "m) =g () "3 + 1z, x)

o también, segin (19):

2 2 2 3
ME t Lt L=y r+rn .0, (25)

Puesto que, en la hipdtesis de drbitas circulares, los argumentos de ny v,

valen uw + 90¢ y u, + 902, respectivamente, la relacién entre los argumentos de

P, ¥y P, serd ahora, segiin (25):

n, (cos u; ©os u, + sen u, sen u, cos i+

2
4

+ n, (sen u, sen u. + cos u; cos u, cos 1) n cos i (26)

i 4
il
2 1 2 T, +n,

X

Si ademds de circulares las drbitas son coplanarias 1 = 0 y suponemos, con mucha

aproximacidn, que se verifica exactamente la tercera ley de Kepler:

$4-d- )

de la relacidn (26) se deduce que hay estacién para:

( ) Ij-\/_;;_+'r2 rl

cos \(u, - u. )=

2 e T + 5
L &3 2 \\/r2

El tiempo que tarda el planeta en recorrer el doble del &ngulo G =u, -uy defi-

nido por (27), es decir, el intervalo de tiempo transcurrido entre dos estacio=-

(27)

nes que comprendan la conjuncidn inferior o la oposicién (seghn que dicho pla—

neta sea inferior o superior), es la duracién de la retrogradacién y vale, eviden
|

temente, G S, siendo S la revolucién sinddica.

180¢
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Dado que en el tridngulo S Pl P2 de la figura /4 se verifica:
r2=r2+r2—2r rcos E

2 1 1l

segin (17) un planeta P, estard en mixima elongacidén si:

2 2 2
Loogp= T ~07-15) .,
dt 5

2r. r
1
o sea, siendo P # 0, si:

2 9 B
rm=r] -r] (28)

Para que se cumpla la condicién (28) el planeta debe ser inferior (r2 & rl) Ts
en tal caso, el tridngulo S P, P, es recténgulo en Py F=90¢; la mixima elonga
cién tiene lugar con la dicotomia (supuestas las drbitas circulares). Siendo aho-

ra:

2
sen E = iy (29)
1
v, ademds, G = 902 - E, obtenemos la siguiente relacién entre los argumentos de
COs U, COs u, + sen u, sen u. cos i = —=- (30)
1 2 1 = e r

1.

Dado que en el tridngulo S P P2 de la figura / se verifica:

-

2 o B 2

rl—-r2+r --2r2rcosF
segin (18) un planeta P2 presentard miximo &ngulo de fase si:

2. (2 - 1)
d o 2 k s
at cos F = > r=0
2. T
2

o sea, siendo I % 0, si:

> 2 2

rU=r, -1y (31)

Para que se cumpla la condicién (31) el planeta debe ser superior (r2 P rl)

¥, en tal caso, el tridngulo S Py P2 es rectdngulo en Pl’ E =902; el méximo &ngu
lo de fase tiene lugar en la cuadratura (supuestas las drbitas cirailares). Sien
do ahora:

r
sen F=;-]2= (32)

ys ademds, G = 902 - F, obtenemos la siguiente relacién entre los argumentos de

Pl v P2:



r
AP
cOs u; cos u, + sen u; sen u, cos i= T, (33)

5.4 Efemérides para observaciones fisicas.

S5i se conocen el eje y el periodo de rotacidn de un planeta, para fijar
sobre el mismo los detalles de su superficie, se considera un sistema de coorde-

nadas planetogréficas andlogas a las geogrificas de la Tierra: longitud planeto-

gréfica L, contada a partir de un cierto meridiano origen O en sentido contrario

al de la rotacidn, y latitud planetogrifica B. Asimismo, para calcular las ante-

riores, se introduce un sistema de coordenadas planetocéntricas ecuatoriales:

ascensidn recta planetocéntrica A, contada a partir del punto vernal V del plane~

ta (nodo asecendente de su érbita con respecto a su ecuador) en el sentido de la

rotacidn, y declinacién planetocéntrica D.

Las coordenadas planetogrificas L, v B, del centro del disco geométrico del
planeta asi como el &ngulo de
posicién P de su polo norte, ne
cesarios para la reduccidn de
las observaciones, se obtienen
facilmente calculando las coor-
denadas planetocéntricas AE y
Dp de la Tierra. Estas Gltimas

y €l angulo de posicidn P se
deducen resolviendo el trifngu=—
lo esférico definido por las
direcciones del polo norte PQ
de la Tierra, del polo norte

PQ’ del planeta y de la Tierra

T vista desde el planeta (fig.

7)s en funcién de la ascensién

recta a_  y la declinacién do

geocéntricas del polo norte del

planeta y de la ascensidén recta

planetocéntrica C? del nodo
ascendente N del ecuador Q° del planeta sobre el ecuador Q de la Tierra (que pue
den considerarse constantes a lo largo del afio), y de la ascensidn recta a v la

declinacidn de geocéntricas del planeta (que figura dfa a dfa en los anuarios):
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)=send cosdcos (a =-a) -cosd send
) o o

cos DE sen (AE -

ol v

cos Dy cos (AE - ) = cos d sen (ao - a) (34)
sen D = ~cos d_ cos d cos(a_ ~a) - sen d sen d

B o o] (o}
cos D sen P = cos d_ sen(ao -a) /o (35)

Si designamos por ,x la longitud planetogrdfica del nodo N en la época t de
la efemérides, dicho argumento viene dado, evidentemente, por una relacién de

la forma:

M=o+ W (x-1) (36)

en la cual se conocen la A o correspondiente a una é&poca t ¥y la velocidad
angular (&) de rotacién del planeta (x). Luego, si C es la 1nteraecclon del
meridiano central P Q” T con el
ecuador Q del planeta (flg. 7%,
siendo VG + OC =T + NO, una vesz

calculados AE ;P y'DE median—

te (34) y )\ mediante (36), ob-
tendremos las coordenadas planeto-

grificas del centro del disco geo-

métrico:
I, = - (&, - q& )2
© A ‘s ( (37)
B =D
o) E /

Ademds (35) suministrard el &ngulo
de posicién P del polo norte, com-
pletando con ello el aspecto geo-
céntrico del disco aparente del pla-
neta.

Conocidas L.s BO y P para la é&poca

de la observacidén, es ya irmediata

la determinacidn de las coordenadas
planetogréficas L y B de un punto M
de la superficie en funcién de su

Fcn . ;
distancia angular , al centro T

del disco y de su &ngulo de posiciédn

(x) En JGpiter y Saturno el periodo de rotacidn disminuye al crecer la latitud
planetogréfica, considerdndose en cada uno de ellos un sistema I, que se
mueve con la velocidad media de la parte ecuatorial, y un sistema II, cuya
velocidad es la media del resto de la superficiee. BEn dichos planetas se cal

culan A - | mama AgAda aT ot mme
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8, ambos medidos con el micrémetro (fige 8)s Si s es el semididmetro aparante
del disco, en vista de la peguefiez de j; ¥ s, €l 4ngulo & que en el centro

del planeta subtienden los radios de M y T viene dado, con mucha aproximacidn,
por la fdérmula:

— §
sen o = — (38)
3
y por tanto, conocidas O  y @, considerando el tridngulo esférico M T P ,

(figs 8) se tiene, finalmente:

cos B cos (L - LO) =sen B sen & cos (& - P) = cos B, cosg
cos B sen (L - Lo) == sen o sen (& - P)

(39)

sen B = cos B  sen &  cos (& = P) + gen B cost

En el Sol se conocen también su eje y su periodo de rotacidn 7y, andlogamente a
cuanto hemos hecho més arriba, se considera sobre el mismo un sistema de coor-

denadas heliograficas: longitud heliogrifica L, contada a partir de un cierto

meridiano origen O en €l sentido de la rotacidn, y latitud heliogrdfica B. Las
coordenadas heliograficas LO v B0 del centro del disco solar y el &ngulo de po-
sicién P de su polo norte se obtienen ahora en funcién de la longitud geocéntri-

ca (9 del Sol (que figura dfa a dfa en los amuarios) y de la longitud heliogré

fica ;\ del nodo ascendente N
del ecuador solar sobre la eclip

tica:

)\ = >\O - W (t - to) (40)

C A o = 0% para t_=1,5 enero
1854, W = 14§ 184/dia). Sean
(fig. 9):th la longitud helio=
céntrica del nodo ascendente N,
I la inclinacidén del ecuador so-
lar Q7 sobre la ecliptica E, g

la oblicuidad de la eclipticae

En el tridngulo recténgulo N C T

se tiene:
tan (LO - /{ J=tan ( ® -l )eos I
/ (1)
sen B_ = gen ( {J - JU ) sen I >
Ademds, de los tridngulos rectiléteros Py PQ,T 7 Py PQ T se deducen p y q,

tales que p + g = P:



163

tanp=-cos ( ) - JU )tanI
P=p+gq (42)

tan g = - cos é) tan & §

Conocidos Lo’ BO v P para la época de la observacidn, se procede como en el caso

de un planeta para determinar las coordenadas heliogradficas L y B de una mancha so

- lar M, de coordenadas polares 5‘ , & (fig. 8); como antes, se aplican las fér-

mulas (38) y (39), si bien con signo cambiado la segunda de estas @ltimas por
contarse las longitudes heliogréficas en sentido contrario que las planetografi-
cas. En particular, al observar una protuberancia en el borde solar ( 5)== s, &
= 902), con la salvedad indicada (39) se reducen a:

tan (L - L ) = cosee B_ tan (P - ©) )

(43)
sen B =cos B cos (P - 0)

Consideremos ahora el aspecto geocéntrico de la iluminacidn de un planeta por el

Sol. La linea de separacién entre el limbo brillante ¥ el limbo oscuro, llamada

terminador, se nos presenta como media
elipse si despreciamos el achatamiento
del planeta (fig. 10). Luego, dado que
el &ngulo formado por los planos del
terminador y del disco geométrico es
evidentemente el dngulo de fase F, si
recordamos la afinidad existente entre
una elipse y su circulo prinecipal, la
relacién entre las 4reas del limbo bri-

llante y del disco geométrico valdré:

k —Ltcos F _ 0082 L (44)
2 2
£ 10 Dicha relacidn k es la fase del plane-
3 ta, y varia entre 1 y O mientras que el
a'%
&7 ‘ &ngulo de fase lo hace entre 02 y 180¢2;
% \/*Q‘T\“c?c para 1 > k 7 1/2 la parte ilumi-
y G\? nada tiene forma gibosa y para 1/2 >
NEA . .
I ‘xi\ | k 7> O forma de lunulaj para k =1/2

hay dicotomia. Segin vimos en el apar—
tado anterior, si el planeta es superior
presenta mdximo &ngulo de fase y, por

tanto, minima fase, segin (32) y (44)
dada pors:
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k = (45)

(supuestas las érbitas circulares).
Para completar la definicidén de limbo brillante, ademis del dngulo de fase F

debemos calcular también el 4ngulo de posicién ¥/  del Sol, que a su vez su-

ministra el &ngulo de posicién (¥} + 90¢ de la linea de los cuernos C C” y el
éngulo de posicidn G + 180¢ del defecto de iluminacidn. En dicho cédlculo

distinguiremos dos casos, segin se conozcan o no el eje y el periodo de rota-

cién del planetas
Si se conocen el eje y el pericdo de rotacidn del planeta (p.e. Marte o Jipiter.
el 4ngulo de fase F y el de posicién (i) se obtienen fécilmente calculando el
éngulo de posicién P del polo norte y las coordenadas planetocéntricas An y

DE de la Tierra y AL ¥ D

D S
tridngulo esférico ST P

del Sol; pues. en efecto, una vez calculados, en el

(fig. 10) se tiene:

Q‘.
sen F cos Q = sen DE cos DS cos (AE - A, ) + cos D sen DS
sen F sen Q = cos Dy sen (AE - AS) (46)
cos F = cos D cos Dy cos (AE - AS) + sen D sen Dg )
@ =P+Q (47)

Los primeros, P, AE t DEp se han deducido ya anteriormcnte mediante las férmulas
(34) v (35) y las segundas, Ay ¥ Dg, se determinan introduciendo como &ngulo
auxiliar la longitud planetocintrica Lg del Sol, contada a lo largo de la 4rbi-

ta E* del planeta a partir de su
punto vernal V (fige. 11). Sean:
JU e i la longitud del nodo

ascendente » y la inclinacidn
de la érbita E* del planeta con
respecto a la ecliptica E, \*}
la longitud planetocéntrica de
dicho nodo, 1 y 1° las longi=-
tudes heliocéntricas del planeta

sobre la ecliptica y sobre la

érbita, respectivamente. Se tie=
ne (fig., 11):
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JV + u= 1% 1800
Wotu=1I
f{ ¥s por tanto, eliminando wu:
Ly=1"-JU+ ¥ + 1800 (48)

L Siendo i bastante pequefio, 1°  suele calcularse en funcidén de 1 (que

= figura en los anuarios) mediante la férmylas

1’ = L4 bant % sen 2 (1 - JV ) (49)
- reduccidn a la brbita anfloga a la reduccidn al ecuador (recordar 4.6)s Final-
s mente, conocido Ly por (48), si llamamos ) la oblicuidad de la érbita E“con
= respecto al ecuador Q°, del tridngulo recténgulo V R S se deducen las coordena—
= das planetocéntricas del Sol:

g tan.AS = tan L. cos 'FV 2
S e
e % {50)
,:\

= sen DS== sen LS sen

S

S1 no se conocen el eje y el periodo de rotacidn del planeta (p.e. Mercurio o
Venus), el 4ngulo de fase F ¥ el de posicién (ﬁ) s8¢ calculan recurriendo a los
siguientes datos que figuran
= en los anuarios: {3) longitud
_; geocéntrica del Sol; )\ iﬁ;
coordenadas eclipticas geocén-
tricas del planeta; 1, b coor
denadas eclipticas heliocén—
tricas del planeta; f o
coordenadas ecuatoriales ge0m
céntricas del Sol; a ascensién
recta geocéntrica del plane-
ta. En la esfera geocéntrica

de la figura 12, el tridngulo

rectilitero PE P S proporciona

la elongacidén E:

cos E = cos 25 cos ( () - A )
(51)

Andlogamente, siendo [Q + 1802 la longitud heliocéntrica de la Tierra, en una
o esfera heliocéntrica se obtendria el &ngulo G, Tierra-Sol~Plar.eta:

Ty

. cos G==rcos b cos ( ¢/ -1 ) (52)
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Conocidos E y G mediante (51) y (52), el 4ngulo de fase vale:
F =180 - (E + G) (53)

Por 1ltimo, del tridngulo PQ P S (fig. 12) se deduce el &ngulo de posicidn del
Sol:

S sen (A~ a)

sen B

HEH @ - cOos

(54)

5.5 Brillos v magnitudes

Como sabemos, los planetas no tienen luz propia y la que nos envian es

luz solar reflejada. Cambiando algo las notaciones anteriormente utilizadas
(fige 13), con el objeto de ajus—
tarlas a las empleadas en los anua-
rios, veamos algunas definiciones.
Intensidad luminosa I de un planeta

P P, situado a una distancia r del Sol
//'H S, es la cantidad de luz que por
//%? unidad de superficie y de tiempo
/ envia dicho planeta en una direccidn,

51_ de &ngulo de fase F, y viene dada
por la férmula:

I=Gf—2(£)— (55)

4 siendo C una constante caracteris—
tica del planeta y £(F) una cierta
funcidn de fase, tal que £(0) =1
y £f( 7T ) = 0. Brillo aparente B

de un planeta P, situado a una distancia /\ de la Tierra T, es la cantidad

de luz que por unidad de superficie y de tiempo recibimos de dicho planeta ¥

viene dado por la férmula:
B = I = _f.LF)_.._ (56)

}ﬂ 2 r2 232

Este brillo aparente B suele medirse por la sensacidn que experimenta el ojo,
bajo la accibn de la excitacién lumfnica, a través de la denominada magnitud
aparente m. Segln la ley fisoldgica de Weber-Fechner, la variacidén de la sensa-
cidén m es directamembe proporcional a la variacidn relativa de la excitacién B:
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(k > 0)

e integrando:

B B
k 1n —= =k’ log —= (x* 7 0) (57)
B

ll

m=m
o

(obsérvese que cuanto mayor es el brillo menor es la magnitud). Para acomodar
la escala de magnitudes a la utilizada en la antigiiedad, se ha convenido en que
a una diferencia de magnitudes igual a 5 corresponda una razén entre los brillos
igual a 100 y, por tanto, segin (57):

5=k’ log 100 = 2 k’

Llevando a (57) el valor de k” se obtiene la férmula de Pogson:

B
0

me-m =2,571o0g
© B

(58)

Si en la anterdor férmula (58) sustituimos B por su valor (56), englobando los

términos constantes, se tienes

m=g+51og (r A ) - 2,5 log £(F) (59)

siendo g la magnitud aparente que tendria el planeta para r = A =1y F=0
(£(0) = 1)« En €l caso de los asteroides, dado que estos se observan siempre en

las cercanias de la oposicidén, suele tomarse F = 0 ¥s por tanto:
m=g+53.og(rA) (60)

Si el objeto celeste se comporta como un espejo esférico (asi ocurre con algunos
satelites artificiales), se demuestra que en dicha reflexidén especular la inten—
sidad luminosa no dependec del 4ngulo de fase ¥s por consiguiente, también puede

aplicarse la férmula (60). S5i se trata de un cometz se supone que su intensidad

luminosa es inversamente proporcional a una potencia 2x (con x 7 2) de su dis~

tancia r al Sol, y ahora, segin lo visto anteriormente:
m=g+ 5 (x log r + log [\ ) (61)

debiendo determinarse g y x por la observacidne



En primera aproximacidn, durante mucho tiempo se ha venido tomando como funcidn

de fase f(F) la propia fase k definida en el apartado anterior:

f(F) = 1+ cos F == 0052 F (62)
2 2

que cumple las condiciones £(0) =1 y £( J1 ) = 0. Dicha aproximacién constituye
una interpretacién muy elementalizada del fendmeno, pues equivale a suponer que
el planeta se comporta como un espejo plano en el cual vamos descubriendo un ma-
yor o menor porcentaje de su superficie. No obstante, en el caso de Venus, to-
mando circulares las Orbitas de la Tierra y del planeta, la hipétesis (62) con=-
duce a unas condiciones de miximo brillo aparente que concuerdan bastante bien
con la observacién.

En segunda aproximacién, sucle suponerse que el planeta es esférico y refleja

la luz solar por reflexidn difusa, en cuyo caso se demuestra que la funcidn de

fase vale:

f(F) = %——[senF+( 1T =F) cost (63)
¥ cumple las condiciones £(0) =1 y £( |1 ) = 0. La constante C que figura en las
férmulas (55) v (56) es ahora directamente proporcional al cuadrado del radio
del planeta y a su albedo (véasec
tabla I en la pigina 146), razén
entre la energia luminosa que el
planeta difunde en todas direccio-
nes y la que recibe del Sol. Si
las Srbitas se toman circulares,

la hipétesis (63) nos lleva ahora
a una ecuacibn trascendente en F

¥y tan F para obtener el miximo

brillo aparente.
Empiricamerte, si para cada plane—
ta se representa, en un sistema

de coordenadas polares, la funcidn

fig A

f(F) tomando f como radio vector
Yy F como argumento se obtiene una
curva llamada indicatriz de difu-
5idn del pleneta (fige. 14). Fx-

ceptuando la correspondiente a Ve—

nus, las indicatrices I de todos los demis planetas presentan un punto anguloso
para F =03 no asi la de Venus, comprendida entre las curvas II definida por
(63) y III definida por (62); observese que en todas ellas aparece un punto de
retrocesc para F= T1 . Llevando a (59) la funcién f(F) determinada experimen—
talment e mediante la indicatriz, desarrollando el logaritmo, se obtienen, para

cada planeta, las {érmulas de Miller que figuran en los anuarios:
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n=g+ 5 log (r Zl )+ aF+b F2 + c F3 (6L)

En el caso de Saturno debe tenerse en cuenta ademis la influencia que ejercen
los anillos sobre su brillo aparente.




