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Preambul

quest llibre recull les llicons que he impartit en una assignatura
‘8? Q que es deia Fonaments de les Matemadtiques, a primer curs del
g;i; Q grau de matematiques i del doble grau de matematiques i fisica
% a la Universitat Autonoma de Barcelona, en el periode 2021-2024
pero, de fet, el cami fins arribar a aquest llibre ha sigut forca més llarg i potser
va comencar en uns cursos que vaig impartir a la Facultat de Filosofia i Lletres
0 en uns cursos sobre geometria axiomatica que faig fer, fa moltissims anys,
al cinqué curs de la Llicenciatura de Matematiques. Tanmateix, en el rerefons
d'aquest llibre hi podreu intuir algunes de les meves obsessions —en el millor
sentit d'aquesta paraula— sobre les matematiques que a mi m'agraden i sobre
la manera de fer, entendre i comunicar les matematiques que a mi m'agrada.

Quan el Departament de Matematiques va incloure —just en el primer any
del pla d'estudis— l'assignatura obligatoria de Fonaments, l'objectiu que es per-
seguia anava molt més enlla de donar servei a les altres assignatures, en el sentit
d'estalviar-los la feina d'haver de parlar, per exemple, de la demostracié per in-
duccid o per reduccid a l'absurd, del concepte de funcid injectiva, del signe d’'una
permutacio, dels nombres complexos o del teorema xinés del residu. Aquest llibre
parla d'aquests temes, evidentment, pero els seus objectius sén forca més ambi-
ciosos i consisteixen en voler transmetre als alumnes que emprenen els estudis
de matematiques, d'una banda, quines son les grans idees transversals a totes
les matematiques —simetria, estructura, equivaléncia, abstraccid, generalitzacid,
analogia, computabilitat, per citar-ne unes poques— i d'una altra donar-los a
coneixer quina és l'estructura propia del discurs matematic —com s'escriuen les
matematiques— i ajudar-los en la dificil tasca d’adquirir el rigor imprescindible
i la creativitat necessaria del matematic professional.

D’acord amb aquests objectius, podriem dir que la tria de quins temes es
tracten i quins no té una importancia molt relativa: no ens preocupen gaire
els continguts concrets —gairebé tots ells s'explicaran amb més profunditat en
assignatures posteriors— perque, si el que volem és transmetre les gran idees i
els principis basics de com s'estructura el discurs, qualsevol tema ens pot ser util
per fer-ho. Tanmateix, cal matisar una mica aquesta afirmacié i exposar alguns
principis que he tingut en compte a 'hora de fer la tria de continguts:

e Crec que cal comencar parlant de logica i aquest llibre en parla amb més

it



Preambul Y,

profunditat del que és habitual en els primers cursos de grau. Es cert
que la majoria dels matematics hem aprés els fonaments de la logica que
utilitzem en la nostra feina sense haver sequit cap assignatura especifica,
pero alguns de nosaltres pensem que en vam aprendre massa poca i la
vam aprendre malament. Comencar el cami amb una solida base logica
sense mistificacions, que no amagqui els problemes, que no es redueixi a
l'utilitarisme, em sembla imprescindible per al futur matematic.

e No he tingut cap dubte en incloure en aquest text un capitol sobre teoria
de grups. Si estic dient que l'objectiu és mostrar a l'estudiant algunes de
les idees centrals de les matematiques, seria imperdonable que lestructura
de grup, la més fonamental de totes, la més transversal, la que codifica la
idea de simetria, la deixéssim per a un (hipotétic) curs posterior.

e He tingut molt en compte el vessant cultural extraordinari de les matemati-
ques en la historia de la humanitat. En consequiéncia, he inclos forca temes
que, sincerament, haurien de formar part del bagatge minim de qualsevol
persona culta: dels axiomes de Peano a la conjectura de Russell, del teo-
rema dels nombres primers a la criptografia RSA, de la triseccid de l'angle
a la férmula d’'Euler, i molts més.

e Finalment —ja ho veureu si us decidiu a llegir aquest llibre— m’he deixat
guiar també per principis estétics i ludics. He tingut la sort de trobar-me
amb estudiants excellents, realment apassionats per les matematiques, que
m’han permés gaudir enormement d'explicar el que em venia més de gust
mentre ells, n'estic forca sequr, també experimentaven l'immens plaer —que
els matematics coneixem prou bé!— del coneixement matematic clarament
estructurat i rigorosament fonamentat.

L'autor d’'aquesta obra que teniu a les mans —o, més probablement, a la
pantalla— ja té més de setanta anys i, per tant, ha vist amb els seus propis
ulls el canvi extraordinari que les matematiques i l'ofici de matematic han sofert
en tots aquests anys. Ara hi ha matematiques arreu de la nostra vida, i la
feina dels matematics és més diversa que mai. Ens podem preguntar, doncs, si
l'ensenyament de les matematiques ha pogut adaptar-se a aquest canvi i si la
immensa tecnologia matematica que ara ens envolta encara pot sentir alguna
necessitat de llibres com aquest. La meva resposta a la primera pregunta és
«ens hem anat adaptant, pero ho podriem haver fet millor» i en aquest llibre he
intentat deliberadament fer-ho millor. La meva resposta a la segona pregunta és
«si, absolutamenty, i aquest és un tema que fins i tot he debatut a l'aula, amb els
meus estudiants de primer curs. A diferéncia del que passava fa anys, quan hi
havia una via tnica d'accés a les matematiques, ara els camins sén molt diversos
i molts d'ells no comencen pel que entenem com a fonaments. En canvi, les grans
idees que estan presents en llibres com aquest sequeixen sent fonamentals i fins
i tot instrumentals en els desenvolupaments més actuals. En conclusié —i aixo
és una intuicié meva que podria ser erronia— tothom que vulgui entrar en el mén
de les matematiques pot treure profit de comencgar per aqui.



Part I:

Logica, nombre i estructura

del discurs matematic

Qo ‘'esséncia de la matematica rau en la
< utilitzacio del que es coneix com a

raonament deductiu en el qual el co-
g = neixement —la veritat matematica—

només ho és quan es pot deduir a
partir d'altres veritats —establertes préviament o
postulades explicitament— a través d'unes regles
valides d'inferéncia. La logica és, doncs, el princi-
pi del principi de les matematiques i aquest text,
en conseqiiéncia, ha de comencar amb lestudi de
la logica, ni que sigui la minima quantitat de logica
imprescindible per a la fonamentacioé de la sintaxi
del llenguatge de les matematiques.

Estudiarem la logica proposicional, la part més
elemental de la logica, i sequirem amb una breu
introduccié a la logica de primer ordre. Fins aqui,
podriem estar estudiant matematiques o qualsevol
altra disciplina basada en la logica, pero a con-
tinuacié entrarem en la definicié axiomatica dels
nombres naturals —els axiomes de Peano, d'u-
na importancia historica immensa— i ens enfron-
tarem, per primera vegada, amb el vertigen de
Uinfinit, component inevitable de la matematica, i
amb els teoremes de Gadel que posen limits insu-
perables a allo que podem demostrar.

També repassarem quina és l'estructura basica del
discurs matematic: definicions, axiomes, teoremes,
demostracions, contraexemples...

Foto: Gottlob Frege, 1849-1925



1 Logica proposicional

La part més basica, més elemental, de la logica és la logica proposicional. So-
bre ella es fonamenta tota la resta de la logica, tot el raonament que anomenem
logico-deductiu, la matematica, la ciéncia, la filosofia, el dret, els llenguatges
de programacid, l'estructura dels ordinadors... De fet, haurlem de dir que s'-
hi fonamenta la major part de tot aixo, perque hi ha també altres logiques —
intuicionistes, constructivistes, polivalents, quantiques, difuses,...— que s'apar-
ten de la logica proposicional que estudiarem ara. D'altra banda, també veurem
més endavant que la logica proposicional és clarament insuficient per desenvo-
lupar tot el que acabem d'esmentar i caldra anar més enlla amb sistemes logics
que inclouran la logica proposicional pero seran molt més potents.

Comencem, doncs, a parlar de logica proposicional i la primera cosa que ob-
servem és que per parlar de logica necessitem un llenguatge en el qual ens
entenguem —i aquest llenguatge no pot ser el de la logica proposicional perque
encara no el tenim. Distingirem, doncs, entre el llenguatge de la logica pro-
posicional i el metallenguatge que utilitzem per parlar de logica proposicional.
Admetre aquest fet és inevitable.'

La logica proposicional —més exactament, la versio més simple de la logica
proposicional que estudiarem ara— conté aquests ingredients:

e Proposicions, que designarem amb lletres A, B, C... i suposarem que en
tenim en quantitat illimitada, en el sentit que sempre podrem trobar, si ens
cal, una nova lletra que no haguem utilitzat abans. Si ens preguntem que
son i que signifiquen les proposicions, la resposta és aquesta:

La logica no s’ocupa del significat dels seus termes (semantica)
sind que només s'interessa per com aquests termes es poden
encadenar —escriure’n un a continuacié d’'un altre— validament
(sintaxi).

En cada aplicacié de la logica proposicional a un camp de raonament con-
cret, les proposicions seran frases d'aquest camp que tenen, com veurem
més endavant, un valor de veritat/fals ben definit: «8 és un nombre primery,

"No estem cometent cap incorreccié si comencem ara mateix a numerar les pagines d’aquest
llibre quan encara no hem definit els nombres naturals (ho farem a la pagina 62).

2



1 Logica proposicional 3

«el daltonisme és hereditari», «el delicte de furt esta tipificat a Uarticle 234
del codi penaly», «Socrates és mortaly.

e Connectors logics. N'hi ha cinc:?
N V = = =

Que signifiquen cadascun d'aquests connectors? La resposta és la mateixa
d'abans:

La logica no s’ocupa del significat dels seus termes (semantica)
sind que només s'interessa per com aquests termes es poden
encadenar validament (sintaxi).

Tanmateix, les regles d'utilitzacié d'aquests connectors —que veurem més
endavant— ens mostraran que funcionen, aproximadament, com les paraules

i, 0, no, implica, si i només si,
respectivament.

e Parentesis. En podriem prescindir (vegeu lexercici 1.9) pero fan que les
formules siguin més facils de llegir. A la practica, sovint s'ometen quan no
hi ha risc de confusid.

e Formules ben fetes (FBF) que sdn successions finites de proposicions, con-
nectors i parentesis que segueixen aquestes tres Uniques regles sintacti-
ques:

1. St A és una proposicio, A és una FBF.
2. St ¢ i ¢y sén FBF, aleshores
¢ (oY) (V) (e=4¢) ()

son FBF.

3. Totes les FBF s'obtenen aplicant repetidament les dues regles anteri-
ors.

Per exemple, (A = (B V ~C)) és una FBF perd -A-B =) no ho és. Es
possible decidir si una formula esta ben feta o no.

2Podriem utilitzar-ne menys perqué alguns d'aquests es poden definir a partir dels altres, com
veurem més endavant (exercici 1.17), pero tot és més clar si els utilitzem tots cinc. Per exemple,
tota la logica proposicional es podria escriure amb un Unic connector, el que s’anomena, en el
llenguatge de la informatica, la porta logica NOR, equivalent a =(AV B). Cal observar que els
dos Ultims connectors de la nostra llista de cinc s'escriuen, en els textos de logica, en la forma
—> L «—, pero a les matematiques el simbol — indica una aplicacié entre dos conjunts i és per
aquest motiu que els matematics prefereixen representar els dos Ultims connectors logics amb
els simbols = i &.



1 Logica proposicional 4

e Veritat i Fals. Cada proposicié de la teoria pot tenir associat un valor de
veritat —direm que tenim una interpretacio— que pren només un dels dos
valors Veritat (V) o Fals (F). St ens preguntéssim qué vol dir Veritat i que
vol dir Fals en el context de la logica proposicional, la resposta seria la
mateixa d'abans: «la logica no socupa del significat...». En cada aplica-
cié concreta de la logica proposicional —cada interpretacio— Veritat/Fals
tindran significats precisos.

e Taules de veritat. Un fet crucial de la logica proposicional és aquest:

A partir dels valors de veritat de les proposicions A, B, C ... que
apareixen en una FBF ¢ podem assignar, de manera univoca i
computable, un valor de veritat a ¢.

Per arribar a aquest principi cal que fixem com es comporten cadascun dels
cinc connectors respecte del valor de veritat de les proposicions que hi in-
tervenen. Aixo es fa fixant les taules de veritat de cada connector. Aquestes
taules de veritat ens assenyalaran, també, quina és la interpretaciéo —meta-
logica, és clar— d'aquests connectors.

Ja tenim tots els ingredients de la logica proposicional. Ara només ens resta dir
quines son les taules de veritat dels cinc connectors.

- (/)

Aquest és el connector més senzill d'explicar perque actua —fins un cert punt—
com ho fa la paraula «no» en catala:> —¢ té el valor de veritat oposat al de ¢.
La taula de veritat és

¢ ¢
V] F
F v

ONY

El funcionament d'aquest connector també és senzill d'explicar perqué actua de
manera similar a la paraula «i». La taula de veritat és

3Aquestes semblances que indicarem entre un connector logic i una paraula d'un llenguatge
natural —en aquest cas, el catala— s’han d'utilitzar amb molt de compte. La riquesa i la flexibilitat
dels idiomes naturals —i, en conseqliéncia, el seu nivell d'ambigiiitat— s6n immenses i, per tant,
aquestes semblances tenen només un limitat valor heuristic. Es absurd pensar que cada vegada
que pronunciem, per exemple, la paraula «no», podem substituir-la automaticament pel simbol
logic =. Com veurem, en alguns altres connectors la distancia entre connector i paraula és encara
més gran.
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OlYlloNY
ViV vV
VIF F
FV F
F|F F

Per illustrar el funcionament correcte d'aquest connector en el context de la
logica podem utilitzar aquest acudit:

Tres estudiants de logica entren en un bar. El cambrer els pregunta:
—Cervesa per a tothom?
El primer estudiant contesta:
—No ho sé.
El segon estudiant contesta:
—No ho sé.
El tercer estudiant contesta:
—Si!
El cambrer, que també sap logica, ho entén perfectament i serveix una cer-
vesa a cadascun dels tres estudiants.*

R/

Aquest connector també té un funcionament senzill i forca intuitiv: ¢ < ) és
Veritat quan ¢ i ¢ tenen el mateix valor de Veritat/Fals, i és Fals en cas contrari.
Normalment, es tradueix per l'expressid «si i només si». També es pot traduir
com a «¢ és condiciéo necessaria i suficient per a (¢/».

oV

Aquest connector actua de manera similar a la paraula «o» pero aqui cal anar amb
compte® perqué la paraula «o» té diversos significats en el llenguatge ordinari
—inclusiu, exclusiu, disjuntiu, alternatiu, equivalent®— i la seva utilitzacié en
aquests llenguatges naturals es presta a diverses interpretacions mentre que a
la logica —i, per tant, a les matematiques— el sentit de ¢V ¢ ha de ser sempre
el mateix, clar i inequivoc. Simplificant, el «o» de les matematiques és sempre
un «o inclusiu». La taula de veritat és

*He aprés aquest acudit a An Introduction to Formal Methods for Philosophy Students, de
Thomas Forster.

°A l'exercici .13 veurem un exemple on la paraula «i» es tradueix en el connector logic V.

®Si busquem la conjuncié «o» al diccionari de U'IEC hi trobarem només dos significats: (a)
expressa una alternativa i (b) denota equivaléncia, i cap dels dos reflecteix exactament l'Us logic
del simbol V.
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oYl oVy
VIV vV
VIF vV
FlV V
FlF F

Per illustrar el funcionament correcte d'aquest connector en el context de la
logica podem utilitzar aquest acudit:

Un estudiant de logica va amb ascensor. L'ascensor s'atura a un pis, s'obre
la porta, i una persona que esperava l'ascensor pregunta:

—Puja o baixa?
L'estudiant contesta:

—Si, evidentment!

o=

Finalment, aquest connector, que es llegeix «¢ implica ¢y» o també «si ¢, alesho-
res (/», és el més problematic de tots perqué, si bé és cert que té un funcionament
que s'assembla una mica al de la paraula «implica», resulta que aquesta paraula
s'utilitza en el llenguatge ordinari en diversos sentits que no tenen gaire a veure
amb el sentit logic del connector =. Aqul l'estudiant que comenca a estudiar
matematiques ha de ser molt curéds. La taula de veritat és aquesta:

oYl d=> ¢
ViV vV
VIF F
FlV %
F|F %

Observem que si ¢ i ( sén Veritat, ¢ = J és també Veritat, cosa que no passa
quan utilitzem la paraula implica en el llenguatge ordinari. Encara més, si ¢ és
Fals, aleshores ¢ = ) és Veritat sigui quin sigui y. Per illlustrar la diferéncia
que hi ha entre l'Gs logic de = i l'is de implica en el llenguatge natural fem
aquestes consideracions:

e Imaginem dues persones: A que es diu Andreu i B que es diu Berta. Con-
siderem aquestes afirmacions:

— (A es diu Andreu) = (B es diu Berta). Aixo és cert a la logica proposici-
onal, perd generalment no es considera que sigui cert en el llenguatge
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ordinari. Segurament, si 'Andreu fes aquesta afirmacié la Berta li con-
testaria que no, que ella no es diu pas Berta perque ell es digui Andreu.
El motiu d’'aquesta discrepancia és que, en el llenguatge ordinari, la
paraula implica duu associada una certa connotacié de causa/efecte
que el connector logic = no té.

— (A es diu David) = (B es diu Berta). Aixo també és cert a la logica
proposicional, perdo generalment no es considera que sigui cert en el
llenguatge ordinari.

— (A es diu David) = (B es diu Elisa). Aixdo també és cert a la logica
proposicional, pero no és clar que es consideri correcte en el llenguatge
ordinari.

— Finalment, (A es diu Andreu) = (B es diu Elisa) és Fals i aqui st que,
en el llenguatge ordinari, també es consideraria que és fals.

e Una bona manera d'entendre el sentit logic de A = B és imaginar-ho com un
contracte en el qual la persona que afirma A = B es compromet a verificar
B si li donen una verificaciéd de A. Posem un exemple: V (el venedor) diu a
C (el comprador) que li pot vendre una bicicleta per 300€. Sigui

A : C entrega 300€ a V.
B : V entrega una bicicleta a C

Quan V diu a C que li ven una bicicleta per 300€, esta establint un contracte
A = B. Qué pot passar?

1. Si C entrega 300€ a V i V entrega la bicicleta a C, s'ha complert el
contracte A = B.

2. St C no entrega 300€ a V, s’ha complert el contracte A = B, faci el
que fact V, és a dir, tant si li entrega la bicicleta (la regala) com si no
Uhi entrega.

3. Si C entrega 300€ a V, i V no entrega la bicicleta a C, en aquest cas
i només en aquest cas no s’ha complert el contracte A = B.

e El psicoleg britanic Peter Wason (1924-2003) va crear un test relacionat
amb la idea d'implicacié que va esdevenir molt popular. En aquest test es
mostren quatre cartes a una persona, d'aquesta manera:

7 2 €
v." T )
L 2

XA

i es fa aquesta afirmacid
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Les cartes de numero parell tenen el dors de color vermell.

Es demana que la persona decideixi si aquesta afirmacidé és certa o falsa
donant la volta al minim de cartes necessari per arribar al resultat demanat.
L'estudiant de fonaments hauria de fer-se aquest test per saber del cert si
realment ha interioritzat suficientment el significat logic de A = B.

e Podem illustrar el fet que si A és Fals aleshores A = B és Veritat, per a
qualsevol B, amb aquesta anécdota:

Un estudiant de logica parla amb un amic que li diu que no entén com a
partir d'una falsedat es pot deduir qualsevol cosa, i l'amic posa aquest
repte a l'estudiant: «demostra’'m que si 4 = 5 aleshores jo sdc Napoled.»
L'estudiant contesta: «Es molt senzill: si 4 = 5, restant tres a cada
costat tenim que 1 = 2. Aleshores, com que Napoled i tu sou dues
persones, Napoled i tu sou una persona.»’

Un cop fixades les taules de veritat dels diversos connectors logics ja podem
escriure la taula de veritat de qualsevol FBF i, per tant, si tenim assignats valors
Veritat/Fals a cadascuna de les proposicions A, B, C, ... que apareixen a una FBF
¢, tenim assignat, de manera univoca, un valor Veritat/Fals a ¢.

Tautologies i contradiccions

En el context que estem ara, una tautologia és una FBF que té valor de Veritat,
siguin quins siguin els valors de veritat de les proposicions que hi apareixen. Una
contradiccio és una FBF que té valor de Fals, siguin quins siguin els valors de
veritat de les proposicions que hi apareixen. Calculant les taules de veritat, és
molt senzill comprovar la validesa d'aquestes afirmacions:

e Si ¢ és una tautologia, = ¢ és una contradiccid, i viceversa.
e Si ¢ és una tautologia, ¢y = ¢ també ho és.
e Si O és una contradiccid, 6 = ) és una tautologia.

e (V- és una tautologia. Es tracta del famos tertium non datur —el «tercer
exclos»—, una veritat logica historicament controvertida que, tanmateix, en
el sistema formal de la logica proposicional és una tautologia: té valor
de Veritat per tota FBF ¢. Aleshores, la seva negacié ¢ A =¢ és una
contradiccid.

’Tanmateix, aquesta historia no s'adiu gaire amb el que estem explicant ara perqué l'estudiant
de logica, per tal de convéncer el seu amic, li mostra una cadena de raonaments que comenga
en A i acaba en B. Esta bé com a métode per convéncer un incrédul, pero aquesta cadena de
raonaments és realment innecessaria perqué el fet que si A és fals A = B és cert és un principi
de la logica que no té res a veure amb cap cadena causal.
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o< ((pAY)V (¢ A1) és una tautologia.

¢ = (Y = ¢) és una tautologia.

(¢ = ) A ¢) = ¢ és una tautologia. Es tracta de la traduccid a la logica
proposicional del més famoés dels sillogismes classics: el modus ponendo
ponens: «si ser home implica ser mortal i s'és home, aleshores s'és mortaly.

Donada una FBF, sempre podem decidir si és una tautologia, una contra-
diccid, o cap de les dues coses (vegeu l'exercici 1.16).

Formules equivalents

Dues FBF diem que sén equivalents —escriurem ¢ = ()— quan tenen la mateixa
taula de veritat® Algunes equivaléncies senzilles sén aquestes:

e - = ¢, la llei de la doble negacid.’

e Les propietats de commutativitat, associativitat i distributivitat d'alguns
connectors:

(e )= (e d)
(dAY)= (YA P)
(dV Y)=(YV Q)

(AP Ap=dA(PAp) ¢V I(LAP)=(PVP)A(PVp)
(VY Vp=oV (V) oAV P)=(pAP)V(PAP)

e Les famoses lleis de De Morgan, que usem constantment en la negacié d'un
«i» i en la negacid d'un «o»:

(AP

(~p V)

eV )= (=P Ay

En particular, AAB = =(~AV-B) i aix0 ens demostra que podriem prescindir
del connector A.

o (= ) = (- = -0¢), la llei del contrareciproc, de la que parlarem més
endavant (pagina 33).

o (p = ) = (Y V =¢). Aquesta equivaléncia ens diu que podriem haver
prescindit del connector = i és molt util per, en cas de dubte, substituir el
conflictiu = per dos connectors més intuitius com sén V i —.

8Podria semblar que ¢ = i és el mateix que ¢ < , perd sén coses diferents. ¢ < ( és una
FBF pero ¢ = ¢y no ho és perqué = no és un connector logic valid. Afirmar ¢ = ¢ és el mateix
que dir que la FBF ¢ & ¢ és una tautologia.

Aquesta llei de la doble negacié, com hem dit que tambhé passava amb la llei del tercer exclos,
no s'accepta a alguns tipus de logiques.
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o (o Y)= (¢ = yY)AN (Y = @), que ens diu que també hauriem pogut
haver prescindit de & perque és equivalent a la doble implicacio.

Per demostrar que aquestes equivaléncies son correctes, n’hi hauria prou amb
calcular les taules de veritat dels dos termes de l'equivalencia i comprovar que
coincideixen. Els matematics —els logics, els informatics, els filosofs... tothom
que usi diaritament les eines del raonament logico-deductiu— tenen sempre al cap
aquestes equivaléncies i les utilitzen constantment sense necessitat de pensar-
hi. Al mateix temps, estan especialment entrenats en detectar immediatament
les violacions de les normes de la logica proposicional que van trobant al seu
voltant.

Fem una observacié final. Els matematics mai no fan servir,'® en la seva prac-

tica professional, els simbols =, A, V, =, < sind que usen les paraules i la sintaxi
dels llenguatges naturals. Pero el fet que les matematiques s'escriguin en llen-
guatges naturals no impedeix que, en lestructura dels raonaments, es sequeixin
escrupolosament les normes de la logica proposicional que estem estudiant —de
manera elemental— en aquest capitol.

Reduccio a 'absurd

Hi ha un cert metode de demostracié molt habitual a matematiques que és el
que s'anomena reduccié a l'‘absurd. En aquest tipus de demostracié es comenca
admetent precisament el contrari del que es vol demostrar i es procedeix fins que
s'arriba a una contradiccio, de la qual (s'afirma que) es dedueix la conclusié que
voliem. Trobarem molts exemples al llarg del curs.

La demostracié per reduccié a labsurd s’ha comparat amb el gambit dels
escacs que és aquella jugada on, per aconseguir un avantatge sobre l'oponent
se li ofereix el sacrifici d'una peca. En la demostracié per reduccié a l'absurd
el matematic, per aconsequir demostrar una certa conclusié, ofereix no una peca
sind totes les matematiques a canvi.'!’

L'esquema d’'una demostracié per reduccid a l'absurd és aquest:

e Suposem que volem demostrar, a partir d'una hipotesi A, una conclusié B.
Per tant, la demostracié comenca dient «suposem Ap.

e A continuacié diem «per reduccié a l'absurd, suposem —By.

"OH{ ha excepcions, és clar. Per exemple, en els treballs de logica o a la pissarra o en un
esborrany quan es vol guanyar temps, o en un cas on hi hagi un enunciat mol complicat i es
vulgui evitar que la imprecisid present en els llenguatges naturals pugui dur a confusié.

"«Reductio ad absurdum, which Euclid loved so much, is one of a mathematician’s finest
weapons. It is a far finer gambit than any chess play: a chess player may offer the sacrifice of
a pawn or even a piece, but a mathematician offers the game.» G.H. Hardy, A Mathematicians
Apology.
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e A partir de A i =B es van traient conclusions fins que s'arriba a una con-
tradiccio. Per exemple, s'arriba a demostrar C A =C.

e Un cop s’ha trobat una contradiccid, diem que el teorema ja esta demostrat.

Tornarem a parlar d’aquest métode de demostraciéo més endavant, pero ara és el
moment d'explicar que la validesa de la «demostracid per reduccié a Uabsurd»
emana de la logica proposicional que acabem d'estudiar. Com? En el procés de
reduccié a l'absurd hem arribat a demostrar

(AA-B) = (CA-O).

Com és que d'aqui podem deduir A = B? Recordem que si D és falsa, D = E és
certa, sigui qui sigui E. Per tant, tenim

(AAN-B) = (CA-C) = B.

Ara, pel principi del tercer exclos, BV =B és sempre cert, és una tautologia. Per
tant,
A=AN(BV-B)= (AANB)V(AAN-B)= BV B= B.

Es un fet important que la validesa de la demostracié per reduccié a l'absurd
necessita el principi del tercer exclos i, per tant, no és valida en sistemes logics
on no s'admeti aquest principi.'?

2Quina part de les matematiques es pot establir sense usar mai la demostracié per reduccié
a labsurd, és a dir, sense admetre el tertium non datur? Aquesta és una pregunta molt rellevant
que no podem abordar en un text elemental com aquest.



2 | Logica de primer ordre

Es evident que amb la logica proposicional del tema anterior no en tenim prou
per comencar a fer matematiques —ni gairebé res més— i si volem fonamentar
les matematiques cal ampliar la logica proposicional a un ambit molt més ric. Per
exemple, analitzem aquest raonament sobre el nombre ¢ = 10223 x 231172165 4 1.

A: Tot primer de la forma 4k + 1 és suma de dos quadrats (Fermat, 1640).
B: ¢ és primer (Szabolcs et al., 2016) de la forma 4k + 1.

C: Existeixen enters a, b tals que ¢ = a’ + b’

En el raonament matematic, és clar que AA B = C és cert, perdo només amb la
logica proposicional no tenim cap manera de demostrar-ho perqué, en l'ambit de
la logica proposicional, les proposicions A, B i C no tenen cap relacid entre elles.
A l'enunciat anterior hi trobem termes que no apareixen a la logica proposicional,
com ara tot, existeix, és. Hi apareixen també predicats, és a dir, propietats P
que, aplicades a un objecte x, donen proposicions P(x) que son certes o falses.

La logica de primer ordre' que estudiem en aquest capitol —de manera forca
més superficial de com hem estudiat la logica proposicional, molt més senzilla—
és l'ambit on aquest tipus d'arguments que volem fer troben la seva expressid
formal. La logica de primer ordre també es coneix com a logica de predicats i,
a més de tot el que hi ha a la logica proposicional conté, com veurem, predicats,
quantificadors, variables, constants, etc. Per exemple, 'argument anterior, escrit
el el llenguatge de la logica de primer ordre, tindria aquesta forma:

A: ¥x (P(x) = Q(x)), B: P(o), C: Qo)

on P seria el predicat «és primer de la forma 4k + 1» i Q seria el predicat «és
suma de dos quadratsy. Aleshores, efectivament, (A A B) = C seria cert segons
les lleis d'aquesta logica més potent. De fet, la immensa majoria del corpus de
les matematiques es pot fonamentar en la logica de primer ordre que és, per tant,
el sistema logic que utilitzen majoritariament els matematics en el seu dia a dia.
En conseqiiencia, l'aprenent de matematiques ha d'adquirir 'habilitat de poder

'El fet de dir-ne de primer ordre suggereix que hi ha una logica més enlla d’aquesta, que seria
de segon ordre. Efectivament, en parlarem una mica més endavant.

12
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expressar tots els seus raonaments en el llenguatge de la logica de primer ordre,
si cal.? Donem un parell d'exemples de traduccié d'afirmacions matematiques
escrites en un llenguatge natural al llenguatge formal de la logica de primer
ordre:

e Considerem, en els nombres naturals, els predicats P(x) : x és primer; S(x) :
x és senar. El fet que tot nombre primer diferent de dos és senar s'escriuria
aixt:

x ((~(x = 2) A P(x)) = S(x)).

e Considerem, en l'ambit de les funcions reals, els predicats C(f) : f és conti-
nua; D(f) : f és derivable. El fet que tota funcié derivable és continua pero
no tota funcidé continua és derivable s'escriuria aixt:

(7 (D(x) = C(x))) A (3y (Cly) A ~D(y))).

e L'exemple de linici d'aquest capitol seria una aplicacié del modus ponendo
ponens:

vy ((¥x (P(x) = QW) A P(y)) = Q).

Després d'aquests exemples, expliquem quins sén els ingredients de la logica de
primer ordre.

e Tot el que ja tenim a la logica proposicional segueix essent valid.

e Quantificadors: 3 i V, amb el significat intuitiu de existeix i per a tot,
respectivament.3

e Variables: x, y, z, ... en quantitat illimitada.
e Predicats: P(x), Q(x),.... També de diverses variables H(x, y, z), .. ..

e Constants. Cada sistema formal basat en la logica de primer ordre pot
tenir les seves constants propies. Per exemple, Socrates seria una constant
en els sillogismes classics, 0 seria una constant en la teoria dels nombres
naturals, etc.

e Funcions d'una o diverses variables, que assignen objectes de la teoria a
altres objectes de la teoria.

e Axiomes. Cada sistema formal basat en la logica de primer ordre tindra els
seus axiomes, és a dir, FBF a les que s'associa el valor Veritat. Implicita
o explicitament sempre s'inclou un axioma que afirma que el domini del
sistema no és buit (per exemple, amb l'axioma dx (x = x)).

2Diem «si cal» perqué, com ja hem explicat en el capitol anterior, les matematiques s'escriuen
utilitzant, majoritariament, els llenguatges naturals, pero en qualsevol moment ha de ser possible
transcriure el text al llenguatge de la logica de primer ordre.

3lgual com passava amb la logica proposicional, la utilitzacié de dos quantificadors esta mo-
tivada per la comoditat. N’hi hauria prou amb un de sol perqué ¥x A = -3dx -A.
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e lgualtat. Els sistemes formals basats en la logica de primer ordre tenen,
generalment, un predicat d'igualtat (de dues variables) que escrivim a = b.
S’han de complir aquestes propietats:

— La igualtat ha de ser una relacid d'equivaléencia. Es a dir, ha de complir
les propietats

1. (Reflexiva) Vx (x = x).
2. (Simetrica) VxVy ((x = y) = (y = x)).
3. (Transitiva) VxVy Vz (((x = y) A (y = 2)) = (x = 2)).
— S’ha de complir la llei de Leibnitz, és a dir, la illimitada substituibilitat

d’'una cosa per qualsevol altra que sigui igual a ella:

Sia=bi¢ ésuna FBF que contingui a, aleshores’

(/)(CI)E(/)(/J)

Es a dir, si a = b, podem substituir arreu a per b sense que
s’alteri el valor de Veritat/Fals?

Tots aquests ingredients d'una teoria formal de primer ordre han de complir unes
normes sintactiques que en aquesta introduccid elemental que estem estudiant
no explicitarem completament.

1Si volguéssim escriure aquesta llei en un llenguatge formal ens veuriem obligats a escriure
una cosa semblant a aquesta

Vo ((a=b)= (- a )& ¢(---b-)).

El problema esta en que aquesta expressio no és valida a la logica de primer ordre. La diferéncia
fonamental entre la logica de primer ordre i la logica de segon ordre —que no estudiarem aqui—
és que a la logica de primer ordre els quantificadors només poden actuar sobre les variables del
sistema i no sobre els predicats ni sobre les FBF. Si ens volem mantenir dins de la logica de primer
ordre la solucid és substituir la llei de Leibnitz per una successié infinita de lleis, recursivament
enumerables, uns conceptes en els que no entrarem, una llei per a cada FBF, tenint en compte
que les FBF formen un conjunt recursivament enumerable. Es diu que la llei de Leibnitz no és
un axioma siné que és un esquema d’axiomes que representa, doncs, una quantitat numerable
d’axiomes.

°Ara que parlem de la llei de Leibnitz que ens diu qué «significa» la igualtat a matematiques,
és un bon moment per fer aquest comentari. Tothom sap quines sdn les primitives de la funcié
x: [x = x?/2+4 C. Suposem ara que tenim x = t3, que és una suposicié perfectament valida.
Aplicant la llei de Leibnitz que, recordem-ho, representa una propietat essencial de la igualtat
matematica, podem substituir x per 3 a la integral anterior i obtenim [t = t°/2 + C. Perd
també sabem que [ 3 = t'/4 + C’ i aixd ens porta immediatament a una contradiccié. Qué és
el que hem fet malament? On és lerror? Certament, no en la llei de Leibnitz, que és un principi
fonamental que esta per sobre de tot. Certament, no en els calculs que hem fet. On és lerror,
doncs? La conclusié a qué arribem és que escriure [ x no és valid perqué contradiu la llei de
Leibnitz i és per aixo que escrivim [ x dx, una notacié, recordem-ho, deguda a Leibnitz. | ara ens
adonem, també, que incloure dx no és una simple notacid, sind una cosa mot més fonamental:
no integrem funcions sind que integrem uns altres objectes matematics que s'anomenen formes
diferencials.



2 Logica de primer ordre 15

Dos exemples senzills

Com a exemple de com és un sistema formal fonamentat en la logica de primer
ordre podem parlar de la teoria de grups. Aquests son els ingredients de la
teoria de grups (notacié additiva):®

e Predicats: cap (només la igualtat).
e Constants: una constant designada amb el simbol 0 que anomenarem zero.

e Funcions: una funcié de dues variables S(x, y) que escriurem x + y :=
S(x, y) L anomenarem suma.

e Axiomes: tres axiomes:

1. (element neutre): ¥x ((x + 0) = (0 + x)
2. (associativitat): VxVyVz (x + (y +
3.

x).
z) = (x + y) + z).
(inversos): Vxdy (x + y = y + x = 0).

D’aquesta manera, la teoria de grups és un sistema formal dins de la logica de
primer ordre, amb un nombre finit d'axiomes.

Un segon exemple podria ser la teoria dels conjunts parcialment ordenats:

e Predicats: Un Unic predicat de dues variables que denotem x < y.
e Constants i funcions: cap.
e Axiomes: dos axiomes:

1. (antireflexivitat) Vx =(x < x).

2. (transitivitat) VxVsz( (x<y)A(y<z)=(x< z)).

Sintaxi dels quantificadors

Hem dit que no explicitariem totes les normes sintactiques de la logica de primer
ordre, pero st que n'explicitarem algunes que s'utilitzen constantment i cal tenir
ben clares:

e Si una FBF conté una variable x aquesta variable pot estar lligada a un
quantificador o no. En el primer cas direm que x és una variable lligada
i en el segon cas direm que és una variable lliure. St una FBF conté
variables lliures, es diu que és una féormula oberta i la podem entendre com

®Parlarem d'aquest concepte de grup, forca més a fons, en la tercera part d'aquestes notes.
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un predicat perque el seu valor de veritat dependra dels valors assignats a
les seves variables lliures. Els teoremes de les matematiques sempre sén
FBF tancades: totes les variables que hi apareixen estan lligades. Quan
una variable esta ligada, és intercanviable amb qualsevol altra variable:

VxP(x) =VYyP(y), IxP(x)=3JyP(y).
L'ordre dels quantificadors és important. D’una banda, dos V o dos 3 sequits
es poden commutar
VxVy P(x,y) =VyVx P(x,y); 3Ix3Jy P(x,y) =Ty 3Ix P(x, y).
En canvi, V i 3 no es poden permutar
Vxdy P(x, y) # Jy Vx P(x, y).
Pensem, per exemple, en aquestes dues frases que tenen significats ben
diferents:
— A cada partit hi ha un jugador que es lesiona.
— Hi ha un jugador que es lesiona a cada partit.
La sintaxi dels quantificadors respecte de la negacié es pot resumir en
aquesta frase: la negacié d'un V és un 3 de la negacid i viceversa. Més
formalment:
=Vx P(x) = 3x-P(x)
-3dx P(x) = Yx=P(x).
Aixi, per exemple, la negacié de plou cada dia és hi ha algun dia que no
plou, i la negacié de hi ha algun bar obert és tots els bars estan tancats.
Algunes propietats distributives dels quantificadors respecte de A i V es
compleixen i altres no. Concretament:
Vx (P(x) A Q(x)) = Vx P(x) A Vx Q(x)
Ix (P(x) V Q(x)) = 3Ix P(x) V Ix O(x)
En canvi,
Vx (P(x) V Q(x)) # Vx P(x) V Vx Q(x)
Ix (P(x) A Q(x)) # 3Ix P(x) A Ix O(x)
Hi ha un cas particular on aquestes equivaléencies si que es compleixen, que
és quan una de les dues proposicions no depén de x:’
Vx(P(x)V Q) =VxP(x) Vv Q
Ix(P(x) AN Q) =3xP(x) A Q
’En aquestes férmules és important haver postulat que el domini no és buit. Per exemple,
lequivaléncia 3x(P(x) V Q) = IxP(x) V Q deixa de ser valida en un domini buit. Posem un

exemple: suposem que el domini del sistema logic sén els unicorns, P(x) és la proposicié «x és
rosa» i Q és la proposicié «els unicorns no existeixen». Aleshores, IxP(x) V Q és Veritat pero
Ix(P(x) V Q) és Fals.
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N’hi ha prou amb considerar qualsevol exemple concret per adonar-se que
aquestes son regles sintactiques que han de ser valides. Per exemple,
considerem els predicats eléctric i blanc, referits als cotxes aparcats en
una gran esplanada. Si suposem que hi ha com a minim un cotxe aparcat a
l'esplanada, estarem d'acord que

— Dir que tots soén blancs i eléectrics és el mateix que dir que tots son
blancs i tots sén electrics.

— Dir que hi ha un cotxe que és blanc o eléctric és el mateix que dir que
hi ha un cotxe que és blanc o hi ha un cotxe que és electric.

— Dir que tots sdn blancs o eléctrics no és el mateix que dir que tots son
blancs o tots son eléctrics.

— Dir que hi ha un cotxe blanc i electric no és el mateix que dir que hi
ha un cotxe blanc i hi ha un cotxe eléectric.

A partir de les normes sintactiques anteriors podem deduir propietats com
aquestes:
Yy (Wx Alx) = Aly))

Yy (Aly) = IxAWX))

Per exemple, la primera propietat es deduiria d'aquesta manera:
Yy (YxA(x) = A(y)) = Yy (Aly) V 2VxA(x)) = Vy A(y) V =VxA(x).

En la primera equivaléncia hem convertit P = Q en QV =P. En la segona,
hem aplicat que si Q no conté la variable y, aleshores Vy(P(y) V Q) és
el mateix que VyP(y) V Q. Finalment, la darrera férmula és la llei del
tercer exclos perquée VxP(x) és exactament el mateix que YyP(y). La segona
propietat es dedueix de la primera per la llei del contrareciproc.

Tornem ara a l'exemple de l'inici d'aquest capitol —la versié de primer ordre
del modus ponendo ponens:

vy ((¥x (P(x) = QW) A P(y)) = Oly)).

En efecte, per la primera formula de l'apartat anterior
vy ((¥x(P(x) = 0() = (P(y) = 0(y)).
Per tant,
vy ((¥x (P(x) = QW) A Py)) = (P(y) = Qy)) A PLy)).

Pel modus ponendo ponens de la logica proposicional, tenim

vy (((P(y) = W) A Py) = Ol))

que, juntament amb la férmula anterior, ens ddéna la féormula que voliem.



3 Els nombres naturals:
axiomes de Peano it induccio

Es pot dir que les matematiques comencen amb els nombres naturals —i també
amb la geometria elemental— i, per tant, quan parlem de fonaments de les ma-
tematiques, més d’hora o més tard cal abordar el tema dels nombres naturals:
qualsevol fonamentacié de les matematiques ha d'incloure l'aritmética elemental
dels nombres naturals. Perd quan fem entrar els nombres naturals en el discurs
logic, obrim la porta a la fascinacio i el vertigen de U'INFINIT, que entra a l'edifici
que volem construir, de manera inevitable!

Algun matematic va dir que les matematiques son la ciéncia de linfinit. En
la serie

0,1,2,3,45,6,7,8,9,10,11,12,13, ... ... ...t

els primers 13 nombres, o els primers tretze mil milions de nombres, representen
la part trivial de la serie; és en els punts suspensius on hi ha l'autentic mistert:
Uinfinit. Per afirmar, per exemple,

3+1=1+4+3
potser no caldrien gaires fonaments logics. Si, en canvi, volem demostrar que
n+1=14+n

per a tot n ja estem parlant d'una afirmacid sobre tots els infinits nombres natu-
rals o, si ho volem veure aixi, estem parlant d'una infinitat de teoremes, un per a
cada valor de n, i ara st que ens podem adonar que ens cal alguna base solida
sobre la que puguem recolzar el vertigen d'aquestes infinites demostracions.

Per exemple, ens podem fer preguntes com aquestes:

a) n+1 =1+ n per a tots els nombres naturals n?
b) Per tot n, existeix un primer p > n?

c) Tot nombre parell més gran que 2 és suma de dos primers?

18



3 Els nombres naturals: axiomes de Peano i induccid 19

L'afirmacid b) es va demostrar fa millennis (proposicio 20 del llibre IX dels
Elements d’'Euclides, segle Il aC.); c) encara no s’ha pogut demostrar si és cert
o fals (conjectura de Goldbach, formulada el 1742 i encara no resolta); a) no
es va creure que requeria demostracié fins a finals del segle XIX. Fins i tot la
idea que realment siguem capacos de demostrar coses com aquestes —en els
dos primers exemples, ho hem pogut fet— té alguna cosa de meravella. Si, per
exemple, la conjectura de Goldbach fos falsa, hi hauria un nombre parell que no
seria suma de dos primers i podriem, en teoria, programar un ordinador perquée
anés comprovant la conjectura, de manera successiva, per a cada nombre fins
que, amb total seguretat, arribara un moment —potser ni nosaltres ni el nostre
univers hi seran— que trobara el contraexemple. Pero si la conjectura és certa,
una comprovacid per ordinador mai no ho podra demostrar per simple inspeccid
perqué mai no pot arribar a comprovar tots els nombres. Pero la situacié és més
complicada que aix0: encara que existis, per a cada n, una demostracié valida
per aquest n, a partir d'aquestes infinites demostracions, totes (potser) diferents,
com podem pensar que es pot arribar a construir una Unica demostracié —de
longitud finita, és clar!— que les englobi totes?

Durant segles i segles, l'existéncia i la consisténcia logica dels nombres na-
turals i les seves propietats basiques —la suma, la multiplicacid, l'ordenaciéo—
es van donar per suposades, indiscutibles. Kronecker, en una frase del 1886 que
es va fer famosa, va dir «Déu ens ha donat els nombres naturals, la resta de
les matematiques és obra de 'home». No és estrany que els éssers humans,
enfrontats a la idea d'infinit, acabin invocant alguna divinitat.

A mitjan segle XIX alguns matematics i alguns logics van sentir la necessi-
tat d'establir uns fonaments logics solids per als nombres naturals. En aquell
moment, algunes idees innovadores —com la teoria de conjunts de Cantor—
van permetre desenvolupaments admirables, pero la forca d'aquelles noves eines
també va comportar l'aparicid, al si de les matematiques, d’'algunes paradoxes,
d'algunes contradiccions que van sembrar la llavor del dubte sobre tot ledifi-
ci de les matematiques, comencant per la seva primera base: 1,2,3,4,.........
Principalment, és clar, per la banda de la dreta: «......... ».

La manera de fonamentar els nombres naturals hauria de ser a partir d'un
sistema formal dins de la logica de primer ordre. Aixo és el que va fer, entre
d'altres, Giuseppe Peano el 1889. Si bé, actualment, la teoria dels nombres
naturals s'inclou dins de la teoria de conjunts —ho estudiarem més endavant—
els axiomes de Peano segueixen tenint un interés per ells mateixos, si més no
com una fita historica fonamental.

Els axiomes de Peano

Els axiomes de Peano dels nombres naturals —n’hi ha diverses versions, ja en
parlarem més endavant— fonamenten tota la teoria en dos principis basics:



3 Els nombres naturals: axiomes de Peano i induccid 20

e El concepte de successor d'un nombre, és a dir, el que és una unitat superior.

e El principi d’'induccioé.

Fem ara una exposicid de l'axiomatica de Peano (diferent de la que va proposar
Peano: vegeu l'apéndix de la pagina 27):

e Es un sistema formal dins de la logica de primer ordre amb

— Una Unica constant, denotada 0.

— Una Unica funcidé, denotada S. Traduirem S(x) = y com «y és el
successor de x».

— Un connector d'igualtat.
e [res axiomes:

— Axioma 1: 0 no és successor de cap nombre:
Vxﬂ(S(x) = 0).
— Axioma 2: Si dos nombres tenen el mateix successor, son iguals:

Wxvy ((S() = S(y) = (x = ).

— Axioma 3 [Principi d'induccié]:?> Per tot predicat P es compleix
[P(0) A Vx (P(x) = P(S(x)))] = Vx P(x).

Es a dir, si P és un predicat i
1. P(0) és cert,
2. st P(x) és cert, aleshores P(S(x)) també ho és,

aleshores, podem afirmar que P(x) és cert per a tots els nombres na-
turals.

Es clar que els dos primers axiomes —necessaris, és clar— no invoquen directa-
ment U'infinit ni han de suscitar cap dubte. Es el tercer axioma el que fa entrar
a la sala un elefant immens o, millor encara, una infinitat d'elefants. Es 'axioma
que ens permet, fins a cert punt, «domesticary l'infinit dels nombres naturals i

TAntigament es considerava que el primer nombre natural era 1, és a dir, es considerava que 0
no era un nombre natural. Es important recalcar que comencar els nombres naturals amb 0 0 amb
1 és una decisi6 arbitraria absolutament intranscendent des del punt de vista dels fonaments de
les matematiques. Simplement: actualment el natural més petit és el zero perqué moltes de les
coses que fem a les matematiques —i també a la computacié— esdevenen una mica més senzilles
st ho fem aixi.

2Aquesta manera d'enunciar el principi d'induccié no forma part de la logica de primer ordre.
Recordem que a la logica de primer ordre és licit escriure «per tot nombre naturaly perd no és
licit escriure «per tot predicat». Aquest delicat tema el discutirem més endavant.
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es pot entendre, també, com si ens digués que si bé hi ha infinits nombres na-
turals, tampoc no n'hi ha tants, perque a cadascun d'ells s'hi pot arribar pas a
pas, comencant pel zero i pujant d'unitat en unitat: no hi ha cap nombre natural
inaccessible al metode del pas-a-pas.

Observem que el principi d'inducciéd no es pot demostrar a partir dels altres
dos axiomes de Peano. N'hi ha prou amb considerar el sistema format pels
nombres racionals > 0 amb S(x) := x + 1: es compleixen els axiomes 1 i 2 pero
no l'axioma 3.

El principi d'induccié s’ha anomenant alguna vegada principi del domino: si
tenim una filera de peces de domino i estan prou proximes cadascuna de la
seglient de manera que si cau una també cau la seglient, tenim clar que fent
caure la primera cauran totes. Aquesta és l'esséncia del principi d'induccid, una
eina poderosa que ens permet tenir la confianca que no és impossible demostrar
teoremes que involucrin tots els nombres naturals.

La primera utilitzacié explicita del principi d’'induccié s'atribueix a Blaise Pas-
cal pero els historiadors han trobat traces de la utilitzacié d'aquest principi en
autors antics com l'erudit hebreu del segle XIV Levi ben Guerson —que, per cert,
va escriure un comentari a Euclides en el que «demostrava» el famds cinqué
postulat— o, fins i tot, Euclides.

'axioma d’induccié ens permet fer coses com aquestes:

e Demostrar teoremes per induccié. Veurem algun exemple a continuacio, i
molts exemples al llarg del curs.

e Definir funcions per recursié. En parlarem amb més detall més endavant.

e Definir la suma, la multiplicacid i l'ordre dels nombres naturals i demostrar
les seves propietats basiques. També ho estudiarem més endavant.

e Demostrar que tot conjunt de nombres naturals té un minim. Equivalent-
ment, st un predicat no és cert per a tots els nombres naturals, hi ha d’haver
un nombre natural minim per al que el predicat siguti fals.

e Demostrar que els nombres naturals sén unics: si dos sistemes formals
compleixen els axiomes de Peano anteriors, s6n essencialment iguals. Es
diu que els axiomes de Peano sdén categorics.

Demostracio per induccio

La demostracié per induccid és una aplicacid directa de l'axioma d'induccio.
Aquest tipus de demostracié sequeix aquest esquema:

1. Es tracta de demostrar un teorema del tipus «per tot nombre natural n es
compleix P(n)».
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El primer pas de la demostracid consisteix en demostrar que el teorema és
cert per n = 0.

El segon pas consisteix en demostrar que si P(n) és cert per un n, aleshores
P(n+1) també és cert. Es diu «per hipotesi d’induccid, suposem P(n) cert».

. Arribats en aquest punt, el teorema ja esta demostrat.
Hi ha diverses variants d'aquest métode. Entre elles, aquestes:

e Si volem demostrar que el teorema P(n) és cert per n > k, podem fer-ho

també per induccid, comencant no amb n = 0 siné amb n = k.

A U'hora de demostrar P(n + 1) ens podem trobar que ens calgui utilitzar
no només P(n) sind P(k) per algun (o per tot) k < n. Es facil veure que el
principt d'induccié també ens garanteix que aquest métode —conegut com
principt d'induccid forta o completa— és valid:

(P(O) AYA ((PO)A--- A P(n)) = P(n + 1))) = Vn P(n).

(Vegeu l'exercici 1.30.)

El métode de demostracié anomenat del contraexemple minimal es justifica
per la induccié completa que acabem de comentar: st un cert predicat P
és fals per algun n, hi ha d’haver un nombre natural ng que sigui un con-
traexemple minimal, és a dir P(ng) és fals pero P(k) és cert per tot k < ny.
Veurem un exemple més endavant i alguns altres exemples al llarg del curs.

Un altre métode de demostracié que es basa en el principi d'induccio és
el que es coneix com a métode del descens infinit. Suposem que volem
demostrar que una propietat P es compleix per a tots els nombres naturals.
El métode consisteix en demostrar que si és falsa per a un cert n també
és falsa per algun k < n. Evidentment, és una reformulacié del métode del
contraexemple minimal.

Si tenim un algorisme que va generant nombres naturals cada vegada més
petits ng > ny > ny > --- el principi d'induccié ens permet assegurar que
l'algorisme, en algun moment, generara 0 i s'aturara.

Exemple

Teorema: n! > 2" per tot n > 4.

Demostracid per induccid. Es evident que el teorema és cert per n = 4. Ara ens
cal demostrar que el teorema és cert per a n + 1, suposant que sigui cert per a
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n.3 Aixo és senzill de fer. Tenim
(n+M'=mn+1)n!>(n+1)2"

on la desigualtat la podem escriure perqué estem suposant n! > 2" «per hipotesi
d’induccié». Aleshores, com que n > 4, tenim que n + 1 > 2 i, substituint a la
formula anterior, arribem a (n +1)! > 2" i la demostracid s'ha acabat.

Exemple

Discutim ara un exemple una mica més atipic.

Teorema: Per tot n # 0,2,3,5 podem subdividir un quadrat en n
quadrats.

Comencem observant que el teorema és trivialment cert per n = 1,4. També és
facil trobar solucions per n = 6,7, 8:

Demostrem ara que el teorema és cert per tot n > 8 utilitzant el métode
del contraexemple minimal —que és una combinacio de reduccié a l'absurd i
induccié. Suposem que ng > 8 fos un contraexemple minimal, és a dir, un quadrat
no es pot dividir en ny quadrats pero st que es pot dividir en k quadrats per tot
8 < k < ng. En particular, podem dividir el quadrat en ng—3 quadrats. Aleshores,
selleccionem un d'aquests quadrats i el subdividim en quatre parts. D'aquesta
manera, haurem subdividit el quadrat inicial en ng quadrats, una cosa que haviem
dit que era impossible

3Suposar que el teorema és cert per a n sembla que sigui una petitio principii, és a dir, caure
en la fallacia de suposar allo mateix que volem demostrar. No és aixi, de cap manera: no és el
mateix demostrar Vn P(n) que demostrar Vn (P(n) = P(n+ 1))
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Ja hem dit que una de les conseqtliencies de l'axioma d'induccid és la capacitat
de definir funcions de manera recursiva. Aquesta capacitat —que també és molt
important en els llenguatges de programacié— té una gran utilitat a totes les
matematiques i, en el cas dels nombres naturals, és imprescindible per definir les
operacions de suma i producte.

En primer lloc, enunciem explicitament el teorema d'existéncia i unicitat de

funcions definides recursivament:

Donats un nombre natural ny i una funcié g(x,y) definida sobre els
naturals, existeix una unica funcio f definida sobre els naturals que
té aquestes dues propietats:

1. £(0) = ny.

2. Per tot n, f(S(n)) = g(n, f(n)), on S(n) denota el successor de n.
Per exemple, la funcié n! per n > 0 es defineix habitualment aix(:
nl:=n-(n—-1)-(n—-2)---3-2-1

i amb aquesta expressio tots entenem qué volem dir. Pero aquesta no és una de-
finicio formal perqué els punts suspensius no formen part del sistema formal dels
nombres. Si volem una definicié formal cal recérrer a fer una definicié recursiva
com aquesta:

1. 0 :=1

2. (n+ M= (n+1)n!

Aleshores, el teorema anterior ens assegura que la funcié n! esta ben definida
per tot nombre natural n.

Una primera conseqliencia del teorema és la unicitat dels nombres naturals.
Dit amb més precisid,

Si (N,0,5) i (N',0,5") son dos sistemes formals que compleixen els
axiomes de Peano, hi ha una equivaléncia entre els dos.

24
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En efecte, podem definir per recursié una funcié f : N — N’ tal que f(0) = 0
L £(S(n)) = S'(f(n)) i també una funcié g : N' — N amb propietats analogues,
inverses una de laltra.

Sembla clar que la validesa de la definicid per recursid hauria de ser una
conseqtliencia de l'axioma d'induccié dels nombres naturals: tenim una funcid
definida per n = 0 i, si la tenim definida per un valor de n, també la tenim
definida per n + 1. Segons la idea del domino sembla «evident» que la tenim
definida per a tots els nombres naturals. La idea és correcta pero la demostracid
no és senzilla i la deixarem per a un apéndix que es pot deixar de banda en una
primera lectura.

Suma, producte i ordre als nombres naturals

Les operacions de suma i producte de nombres naturals es defineixen de manera
recursiva. Per simplificar la notacié escrivim n’ := S(n).

e Suma. Es ['lnica funcidé que compleix, per cada m, aquestes lleis recursives:

-m+0=m
-m+n"=(m+n)

e Producte. Es l'tinica funcié que compleix, per cada m, aquestes lleis recur-
sives:

-m-0=0

-m-n"=(m-n)+m

El teorema d'existéncia i unicitat de les funcions definides recursivament ens
garanteix que les operacions suma i producte estan univocament definides per a
tots els nombres naturals. A partir de U'existéncia d'aquestes dues funcions podem
demostrar, per induccid, les seves propietats elementals (associativitat, commu-
tativitat, distributivitat). Fem alguna d'aquestes demostracions, com a exemple.

e Per tot n, 0+ n = n. Demostrem-ho per induccid. Per n = 0, és clar perqué
sabem que m + 0 = m per tot m. Suposem que 0 + n = n per un cert n

i demostrem ara que 0 + n’ = n’. Pero aixo també és clar per la definicid

recursiva de suma i per la hipotesi d'induccid.
e Per tot n,m, m"+ n = (m + n)". Per induccié sobre n. Per n = 0:
14 4 l4
m+0=m"=(m+0).
Suposem-ho cert per un n i demostrem-ho per al seu successor n’:

m' +n " =(m +n)=(m+n)" =(m+n').
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e Ara podem demostrar la propietat commutativa de la suma: per tot n, m,
m+n =n+ m. Fem-ho també per induccid sobre n. El cas n =0 ja 'hem
vist abans. Suposem que m 4+ n = n + m i demostrem que m+n’ = n"+ m.
Aplicant la hipotesi d'induccié i U'apartat anterior tenim

m+n"=m+n)=n+m)=n+m.

La relacio d'ordre als nombres naturals es defineix a partir de la suma:

n<m = dk(n+k=m).

Tampoc no és dificil demostrar, a partir de les propietats de la suma, aquestes
propietats basiques de la relacido <:

1. (Transitivitat) Vn, m, k ((n <mAm<k)=n< k).
2. (Antisimetria) Yn, m ((n <mAm<n)=n= m).

3. (Totalitat) Vn,m(n < mV m < n).

En els dos apéendix que vénen a continuacié tractarem uns temes forca tecnics i
complicats que fan referéncia al teorema de recursid i a la versié de l'axiomatica
de Peano que vam estudiar en el capitol anterior —que ja vam dir que no era la
mateixa que va considerar Peano el 1889.

Apéndix 1: demostracié del teorema de recursio

Comencem demostrant el teorema que afir-
ma que podem definir funcions de manera
recursiva. La idea de la demostracié sem-
bla clara (recordem que n’ indica el suc-
cessor de n):

1. f(0) esta definit per f(0) = ng

2. Si f(n) esta definit, també f(n’) esta
definit per f(n’) = g(n, f(n)).

3. Per tant, pel principi del domino, f(n)
esta definit per tot n.

El raonament ha de tenir aquesta for-
ma, pero la dificultat es troba en aconse-
guir formular «estda definity d'una manera
formal. Els detalls s6n complicats.

En primer lloc, diguem que un predi-
cat de dues variables P(—, —) és recursiu
st compleix

P(0, no) AVa, b (P(a, b) = P(d’, g(a, b)).

Clarament, la idea que hi ha al darrere d'a-
questa definicid és que si disposéssim ja de
la funcié f podriem definir un predicat P tal
que P(a, b) és cert si i només si f(a) = b.
Aleshores, aquest predicat P seria recur-
siu, segon la definicié que acabem de do-
nar i, en certa manera, P seria el predicat
recursiu minimal. A continuacié definim un
nou predicat Py(—, —) d'aquesta manera:

Po(x, y) és cert &
P(x, y) és cert per tot P recursiu.
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Una comprovacio senzilla ens demostra que
Py és recursiu.

Lema 1. Per tot x existeix y tal que Py(x, y)
és cert.

La demostracié tamhé és senzilla, per in-
duccid sobre x.

Lema 2. Per tot x, l'element y del lema
anterior és unic. Es a dir

Vx (PO(X, y)APo(x,z) => y = Z).

La demostracio també es fa per induccio
sobre x, pero és una mica més complicada.

Primer pas: x = 0. Cal veure que
Po(0,y) = (y = ng). Suposem y # np i
considerem aquest predicat:

Pi(u,v) és cert &
Po(u, v) és cert i (u,v) # (0, y).

Observem que P1(0, y) és fals. El punt es-
sencial és que P71 també és un predicat re-
cursiu (demostracid relativament senzilla).
Per tant, per la manera com hem definit Py,
deduim que Py(0, y) no pot ser cert i aixo
acaba la demostraci6 del cas x = 0.

Segon pas: suposem que el teorema
és cert per x = n i demostrem-lo per

La idea és la mateixa d'abans.
Suposem que Py(n’, m) i Py(n’, s) son certs
ambh s # m i definim un nou predicat re-
cursiu Py:

x = n.

P>(u,v) és cert &

Po(u, v) és cert i (u,v) # (n',s).

Aix0 ens duu a contradiccio.

Per tant, amb aquests dos lemes anteri-
ors ja podem definir la funcié f que voliem:
f(x) és igual a l'inic y tal que Poy(x, y) és
cert. Ara cal veure que, amb aquesta de-
finicig, la funcié f compleix el que voliem.
Que f(0) = ng és clar. Si volem demostrar
que f(n') = g(n, f(n)) ens cal demostrar ai-
X0:

Vn Py(n’, g(n, f(n)).

és a dir, ens cal demostrar que si P és un
predicat recursiu qualsevol, aleshores

Vn P(n', g(n, f(n)).

Aquesta demostracié no és dificil, per in-
duccidé sobre n. Finalment, la unicitat de f
també és facil de demostrar, per induccid.
Aix0 acaba la demostracid.

Apéndix 2: els axiomes de Peano i la logica de primer ordre

Quan vam comencar a parlar de la fona-
mentacid formal dels nombres naturals vam
dir que voldriem tenir els nombres naturals
com un sistema formal dins de la logica de
primer ordre. En canvi, els axiomes que
hem enunciat no estan formulats en logi-
ca de primer ordre! De fet, el problema
es troba només al tercer axioma, l'axioma
d’induccid. Aquest axioma, en la formulacid
que hem donat, comenca dient «per tot pre-
dicat P» i aixo no és valid en la logica de
primer ordre, en la qual els quantificadors
poden afectar objectes de la teoria, perd
no predicats de la teoria. «Per tot nombre
natural ny és valid, pero «per tot predicat
P» no ho és.

En aquest apéndix —que també reco-
manem que, en una primera lectura, l'estu-
diant el deixi de banda— volem contestar
aquestes preguntes:

e Es possible reformular els axiomes
de Peano en la logica de primer or-
dre?

e Si formulem la teoria dels nombres
naturals en la logica de primer or-
dre, perdem alguna propietat impor-
tant dels nombres?

e No seria possible fer una teoria dels
nombres naturals que prescindis del
delicat axioma d'induccié?
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Si ens volem mantenir dins de la lo-
gica de primer ordre podem utilitzar una
estratagema similar a la que vam comen-
tar quan discutiem la llei de Leibnitz. En
l'enunciat de l'axioma d'induccio, quan di-
em «per tot predicat P» canviem aixo per
«per tota FBF ¢». Qué hi guanyem? Dir
«per tota FBF ¢» tampoc no és acceptable
a la logica de primer ordre, perd ho és si
pensem l'axioma d'induccié com un esque-
ma d’axiomes que representa una infinitat
numerable d’axiomes, un per a cada FBF ¢.
Hem de tenir en compte que les FBF for-
men una familia numerable i es poden anar
enunciant recursivament (exercici 1.14).

En conclusid, hi ha uns axiomes de Pe-
ano de primer ordre, amb una infinitat nu-
merable d’'axiomes. Diguem-ne P d'aques-
ta teoria de primer ordre dels naturals, i
diguem-ne P; de la teoria de segon ordre
amb els tres axiomes que hem vist ante-
riorment. Evidentment, l'axioma d'induccié
de P1 és més feble que l'axioma d'induccié
de P, i aixo ens fa pensar que potser hi ha
teoremes que es poden demostrar a P, i no
es poden demostrar a Py. Quins?

Potser seria util tenir una idea intuiti-
va de la diferéncia que hi ha entre l'axio-
ma d’'inducciéo de P; i l'axioma d'induccid
de P,. Pensem en el principi del domino.
A P, el principt del domino diu que qual-
sevol «cosa» que es transmeti d'un domi-
no al segiient, si li passa al primer domi-
no, es transmet a tots. En canvi, a P, el
principi del domino diu que algunes «co-
ses» (les FBF) que es transmetin d'un do-
mino al segiient, si li passen al primer do-
mino, es transmeten a tots. Per exemple,
imaginem que el fet que un domino faci
caure el segiient per efecte de la grave-

tat sl que es transmet a tots, pero que hi
ha altres coses —per exemple, una interac-
ci6 electromagnética— que encara que es
transmeti de cada domino al seglient, no
arriha a tots. Aixo voldria dir que hi ha
dominos inaccessibles a la interaccid elec-
tromagnética.

A la demostracio del teorema de recur-
si6 invoquem el principi d'induccié per a un
predicat estrany Po, la definicid del qual no
és valida a la logica de primer ordre. Efec-
tivament, el teorema de recursié no es pot
demostrar amb l'axioma d’induccid de pri-
mer ordre.

Pero la suma i la multiplicacié es de-
fineixen de manera recursiva! Resulta que
la suma i la multiplicacié no es poden de-
finir amb els axiomes de P i, com que una
teoria dels nombres naturals ha de conte-
nir les dues operacions fonamentals, és im-
prescindible incloure la suma i la multipli-
cacid entre les funcions de la teoria (a més
de la funcié S) i incloure com axiomes les
seves formules recursives. Aixi és com ho
va fer Peano.

Encara més: la demostracié que, es-
sencialment, hi ha uns Gnics nombres na-
turals és una conseqiiéncia senzilla del te-
orema que ens permet definir funcions de
manera recursiva. Com que aquest teore-
ma falla a Py, podria passar que hi ha-
gués diverses teories diferents dels nom-
bres naturals, cosa ben estranya. Efectiva-
ment, aixo passa. Hi ha nombres naturals
«no-estandardy, és a dir, nombres naturals
que compleixen tots els axiomes de Peano
de primer ordre, pero que no sén cap dels
nombres naturals «cldssics» 0,1,2,3,...1

En resum:

Tl'existéncia d’aquests nombres naturals que no sén cap dels 1,2,3,... no ens hauria de pro-
duir cap malestar perque, si ens mantenim dins de la logica de primer ordre, no els veurem mai.
Seguint amb l'exemple del domino, imaginem que la gravetat és primer ordre i la resta d'inte-
raccions —electromagnética, quantica— son segon ordre. Amb una axiomatica de primer ordre,
hi pot haver dominos més enlla dels que ocupen els llocs 0,1,2,3,... perd mentre no utilitzem res
més que la gravetat, no notarem que hi sén. De fet, la construccié de models no estandard de
l'aritmética de Peano de primer ordre requereix l'axioma de l'eleccid (vegeu la pagina 64), que és

com dir que no els podem construir.
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e A la logica de segon ordre, amb

tres axiomes n’hi ha prou per definir,
de manera categorica, la teoria dels
nombres naturals i les seves opera-
cions aritmetiques.

Podem fer una teoria dels nombres
naturals que es mantingui dins la lo-
gica de primer ordre, amb una infi-
nitat numerable d'axiomes, incloent
com axiomes l'existéncia de la suma

i l'existencia de la multiplicacid. En
aquest cas, la teoria deixa de ser ca-
tegorica: no hi ha un Unic sistema de
nombres naturals.

El teorema de Ryll-Nardzewski de
lany 1952 afirma que és impossi-
ble axiomatitzar els nombres natu-
rals amb una quantitat finita d'axi-
omes.

Fem un comentari final. Probablement, l'estudiant que hagi llegit aquests dos

apéndixs haura trobat que sdn excessivament técnics i dificils, i potser s'estra-

nyara que un concepte tan basic com els nombres naturals requereixi aquestes
delicades elucubracions. Per apaivagar aquests dubtes cal dir que la fonamen-

tacié estandard de la major part de les matematiques —també dels nombres

naturals— és la teoria de conjunts i que aquesta teoria, com veurem més en-
davant, permet esquivar les dificultats que hem trobat en aquest capitol en qué
hem volgut estudiar —per motius historics i també conceptuals— l'aritmética de
Peano fora de la teoria de conjunts. Si més no, aquests apéndixs poden servir
per fer més evident la «comoditat» que ens aporta la teoria de conjunts on, per

exemple, és valid el teorema de recursid.
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Qué fan els matematics? Com ho fan? Quina és l'estructura d’'un text matematic?
Qué fa que les matematiques siguin tan singulars en tot l'ambit del coneixement
huma?

Els matematics fan moltes coses diverses. Per exemple, ensenyar i aprendre
—aprendre sempre, tota la vida— i moltes altres coses com: modelitzar, intuir,
definir, generalitzar, imaginar, abstreure, conjecturar, experimentar, classificar,
afirmar, refutar... comprendre i demostrar: comprendre de manera profunda, i
demostrar de manera irrefutable i eterna, com no ho fa cap altra ciéncia o cap
altra activitat humana. En el fons, crear coneixement solid i perdurable.

Fer matematiques es troba a les antipodes de fer calculs rutinaris o aplicar
receptes estandard per resoldre problemes estandard. Un matematic s'enfronta
cada dia a uns problemes que ni sap com atacar ni, probablement, disposa de
les eines per fer-ho —crear-les, inventar-les, descobrir-les, forma part de la seva
feina. Els matematics sempre intenten fer allo que no saben fer, allo que potser
ningu ha fet abans i ningi no sap com fer.

La matematica —és una llastima que aixo no sigui gaire conegut fora del
mon matematic— és una de les activitats més creatives que hi ha, i també una
de les més exigents i implacables: un error, qualsevol error, ensorra tot ledifi-
ci. Quan van preguntar a Hans Freudenthal quines virtuts havia de posseir un
bon matematic, aixo és el que va contestar: energia, fantasia, autoconfianca i
autocritica.

El caracter definitiu i immutable de les veritats matematiques ha seduit els
pensadors des de les epoques més antigues. A diferencia de les altres ciéncies,
el coneixement matematic de fa, diguem, dos mil anys, sequeix conservant la seva
plena validesa. Platé va dir que la matematica' tracta d'alld que sempre és.

La fascinacié per la immutabilitat i la certesa irrefutable de les veritats ma-
tematiques han influit profundament en tota la historia del pensament i és in-

"De fet, Platé parla de la geometria.

2Als professors de matematiques se’ns demana, quan fem la guia docent, que utilitzem biblio-
grafia actualitzada i aquesta demanda ens sembla ridicula perqué, per exemple, a la bibliografia
d’'una assignatura com geometria lineal hi apareixen els Elements d'Euclides (escrits el segle Ill
aC) o el UWibre Grundlagen der Geometrie de David Hilbert, escrit fa més de cent anys!

30
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concebible® que un fildsof, un historiador o un humanista no conegui ni que sigui
minimament la influéncia historica que han tingut els Elements d'Euclides, la
teoria de conjunts, el problema del cinque postulat, la resolucid de la quintica, la
quadratura del cercle, les maquines de Turing, el problema del continu, la clas-
sificacié dels grups simples o els teoremes de Godel, per citar només uns pocs
exemples d'extrema importancia.

No cal insistir sobre la rellevancia de les matematiques a l'obra de Pla-
té6 —que afirma que cal exigir als governants de la republica que sapiguen
matematiques—, d'Aristotil o de Pitagores. Ramon Llull —avancant-se enorme-
ment al seu temps— volia fonamentar el coneixement en una pura manipulacid
logico-simbolica; Spinoza va escriure la seva Etica a la manera dels geometres
perque aixi li semblava que esdevenia incontrovertible; Wittgenstein va escriure
el seu Tractatus logico-philosophicus en un llenguatge de «definicions» i «teore-
mes» manllevat de les matematiques, etc.

Aprendre a estructurar un discurs matematic de qualitat requereix, proba-
blement, molts anys de treball, i en aquest capitol ens limitarem a indicar unes
primeres pautes.

Definicions

En el seu aspecte més primitiu, donar una definicié consisteix en assignar un
nom —un nom nou, no usat abans per designar cap altra cosa— a un objecte
matematic o a un predicat. Per exemple, en el context dels axiomes de Peano,
l'objecte “dos”, que es representa pel simbol “2" es defineix com el nombre natural
successor del successor de 0:

2 :=5(s(0))

i, en el context de les funcions reals, dir que una funcid és continua és una manera
abreujada de dir que la funcié compleix aquesta propietat:

f continua = VxVe > 030 > 0Vy (|x — y| < 6 = |f(x) — f(y)| < €)

de manera que, clarament, fem un bon estalvi d'esforc. Es a dir, una definicid
apropiada en un moment apropiat ens ajuda a fer més clar el discurs i també a
pensar amb més facilitat.

Pero una definicié pot ser molt més que aixo0. La definicié és una de les eines
més poderoses que tenim els matematics —principalment els matematics. La
llibertat que tenim a les matematiques per definir allo que vulguem de la manera
que vulguem és illimitada. Per exemple, res no ens impedeix definir, st volem,

20 .=

3Inconcebible no vol dir impossible.
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perd aquesta definicié esttipida ens portaria a tenir férmules massa complicades*
mentre que, en canvi, la definicié 2° := 1 déna lloc a férmules molt més senzilles
i naturals.

Una bona definicié pot representar un avenc matematic important, pot ser
un acte de geni com, per exemple, quan Cayley va definir el concepte de grup
abstracte o quan Hausdorff va definir l'any 1914 el concepte d'espai topologic.
Poincaré va intuir perfectament la idea de l"homologia d'una varietat en una série
de treballs genials publicats a partir de 1895, pero la definicié abstracta, axioma-
tica, d’homologia que van donar Eilenberg i Steenrod cinquanta anys després va
representar un pas endavant immens a 'hora d'entendre, clarificar i generalitzar
les idees de Poincaré.

Teoremes

Un teorema —lema, proposicid, corollari, etc— és una afirmacié matematica que
es pot demostrar. L'existencia de demostracié és l'tinic criteri de validacid a les
matematiques.

Un teorema es situa sempre dins d'un context formal —generalment basat
en la logica de primer ordre— en el qual hi ha uns objectes d'estudi —sobre la
naturalesa dels quals no es diu res—, unes relacions entre aquests objectes i uns
axiomes que compleixen els objectes i les relacions.

Per exemple, a la geometria d’Euclides els objectes sén els punts i les rectes,
les relacions sén del tipus “la recta r passa pel punt P” i els axiomes sén els cinc
axiomes d'Euclides (per dos punts diferents hi passa una tnica recta, etc.). Si
estudiem un grup abstracte tenim elements del grup x, y, ..., un element unitat
1 i una multiplicacid x - y, i els axiomes afirmen que la multiplicacié compleix la
llei associativa, 1 actua com a element neutre (és a dir x-1 =1-x = x per tot x)
i per tot element x existeix un element y tal que x -y =y - x = 1. Si, en canvi,
estudiem els nombres naturals, podem fer-ho sobre l'estructura formal donada
pels axiomes de Peano.

Una demostracio és una successio finita de proposicions Py, ..., P, on P, és el
teorema que es demostra i cadascuna de les proposicions anteriors és un axioma,
un teorema demostrat previament, una hipotesi present a l'enunciat del teorema,
0 una proposicio que es dedueix de les anteriors per alguna de les regles de la
logica.

1

Pero, abans d'intentar demostrar un teorema, s’ha d’enunciar. D’on surten,
doncs, els teoremes? En l'ensenyament, normalment, a lestudiant se li propor-
ciona l'enunciat del teorema i se li demana que trobi una demostracid que el
validi. A la vida real, en canvi, trobar quin és el teorema que cal demostrar és
una part no gens trivial de l'activitat matematica, potser la més creativa i la més

*Penseu quina seria la férmula per a 2"~ si haguéssim definit 2° de la manera anterior
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emocionant. Cal usar grans dosis d'imaginacid, cal experimentar, fer-se pregun-
tes, assajar exemples... és la part de les matematiques que més s'assembla a les
ciéncies experimentals.”

Tipus de teoremes

La major part de les vegades, un teorema es redueix a una afirmacié del tipus
A= B,

és a dir, A son unes hipotesis i el teorema ens diu que, si aquestes hipotesis
es compleixen, també es compleix la conclusié B. Dit d’'una altra manera, sense
utilitzar el connector logic =, dirilem: A és condicié suficient per a B.

Sobre aquest esquema podem considerar quatre variants:

A = B, l'afirmacio original.

e B = A, lafirmacié reciproca que també es pot enunciar dient que A és
condicié necessaria per a B. L'afirmacié original i la seva reciproca sén ben
diferents i un matematic és una persona especialment entrenada per no
confondre-les. No és el mateix dir tots els cotxes de bombers sén vermells
que dir tots els cotxes vermells sén de bombers.®

e B = -A. Aquesta afirmacié s'anomena la contrareciproca de A = B i té
la important propietat de ser equivalent a loriginal, com vam veure quan
estudiavem la logica proposicional. Per exemple, st un matematic hagués
de demostrar que tots els corbs sén negres podria fer-ho demostrant que
totes les coses que no sén negres no sén corbs.”

e -A = -B, que és el contrari de A = B i el contrareciproc de B = A.
Posem un exemple:

1. (original) Si plou, suspenem la sortida.

>Un exemple curiés és aquest. La successié de Fibonacci 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... es coneix
i s'estudia des de fa segles, perd no va ser fins el 1970 que el matematic luri Matiasévitx es va
«adonary que els nombres de Fibonacci F,, tenen aquesta propietat curiosa: F,? | Fn=F, \ m. Un
cop descobert aquest teorema, demostrar-lo no va ser gaire dificil. Aquestes investigacions sobre
els nombres de Fibonacci van jugar un paper important en la resolucié (negativa) del problema
10 de Hilbert per Matiasévitx i altres matematics.

®Algti va dir: és més fecil que un matemdtic surti al carrer amb les sabates canviades de peu
que no pas que confongui A= B amb B = A.

’Es clar que aquest métode no és valid a les ciéncies experimentals! (Paradoxa del corb
o de Hempel) Aquesta és una de les grans diferéncies entre les matematiques i les ciéncies
experimentals.
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2. (reciproc) Si suspenem la sortida, és que plou.
3. (contrareciproc) Si no suspenem la sortida, és que no plou.

4. (contrari) Si no plou, no suspenem la sortida.

Exemples i contraexemples

Podem demostrar un teorema amb un exemple? | refutar-lo amb un exemple?
Depén.

Una afirmacié de la forma
tot x que compleix A també compleix B

no es pot demostrar amb un exemple, pero si el volem refutar aleshores si que
n'ht ha prou amb posar un exemple d'un x que compleixi A i no compleixi B. Direm
que hem trobat un contraexemple.

Considerem aquesta afirmacié (Euler):

Per tot natural n el nombre n?

—n + 41 és primer.

Si volem demostrar que aixo és cert, un exemple no aporta absolutament res a
la demostracié. Dir que 372 — 37 + 41 = 1373 és primer no ens acosta a la
demostracié que n? — n + 41 sigui primer per tot n.2 En canvi, si l'afirmacié
d’'Euler és falsa (Euler ja sabia que ho era), aleshores st que n’hi ha prou amb
mostrar un contraexemple. Podria ser aquest:®

9982 — 998 + 41 = 995047 = 197 x 5051.

D’altra banda, un teorema de la forma
existeix un x que compleix A

queda demostrat si, simplement, donem un exemple.

Cal tenir molt clara aquesta situacid que apareix constantment a la practica
diaria de les matematiques i que, malauradament, produeix forca errors entre els
principiants. Per demostrar que tots els habitants d’'Enfesta (comarca del Solso-
nes) presenten peu grec hem de comprovar que tots i cadascun d'ells tenen peu
grec; per refutar Uafirmacio, n'hi ha prou amb mostrar un Unic habitant d'Enfesta
que no tingui peu grec. S6n circumstancies extraordinariament diferents.

8Ni tampoc demostra res tenir un ordinador comprovant que n?

n=1,2,3,...durant mil anys o mil milions d'anys!
°Hi ha un contraexemple molt més evident. El sabeu trobar?

—n + 41 és primer per
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Estructura d'una demostracié (amb un exemple)

La pregunta com es demostra un teorema? no té resposta. No hi ha cap métode
per trobar una demostraciéo —pensem que hi ha conjectures que no s’han convertit
en teoremes (o s’hi ha trobat un contraexemple) fins molts anys (o segles) després
d'haver sigut formulades. Pero un estudiant de matematiques ha de tenir clara
quina és l'estructura que hauria de tenir la demostraciéd que busca. Aixo s'apren
amb molts anys de practica, pero aqui podem donar un primer exemple (n’hi haura
molts més al llarg del curs).

Suposem que volem demostrar aquest teorema:
Tota funcio derivable és continua.

Encara que no sapiguem demostrar el teorema, hi ha algunes coses que cal tenir
clares. En primer lloc, cal intentar evitar aquests errors molt freqlients:

a) Mostrar un exemple. Pensar en exemples concrets pot ser util a nivell
heuristic o en un context docent, perdo no aporta absolutament res a una
possible demostracié del teorema.

b) Utilitzar com a valid allo que volem demostrar: petitio principii o raonament
circular.

c) Utilitzar alguna propietat que precisament es demostra a partir del que vo-
lem demostrar. Aquest error pot arribar a ser subtil i dificil de reconeixer.
Com exemples historicament importants tenim la llarga llista de «demos-
tracionsy» del cinque postulat d'Euclides, que sempre utilitzaven, en algun
punt més o menys amagat de l'argument, una propietat de les rectes que
només es pot demostrar amb el cinqué postulat.

d) Intentar demostrar el reciproc o el contrari del teorema que es proposa,
pensant que es demostra el teorema original. Sempre podem substituir un
teorema pel seu contrareciproc, que és un teorema equivalent, pero no pas
pel contrari ni pel reciproc.

e) Utilitzar a la demostracié termes que no han estat definits o «inicialitzats».
Aquest és un error molt freqlient entre els estudiants de matematiques
més principiants. Per exemple, si a la demostracié apareix un terme u, és
imprescindible que, préviament, s'hagi definit que és u —per exemple, u :=
2k+1, on k s’ha definit anteriorment o apareix a les hipotesis del teorema—
o bé s’hagi deixat clar que u és un element genéric d'un determinat conjunt
—per exemple: sigui u un nombre real positiu.

Vegem ara qué podem saber sobre l'estructura de la demostracié del teorema
«tota funcid derivable és continuay.
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e La demostracié no incloura cap exemple. Dir, per exemple, que la funcié
f(x) = x>+ 1 és derivable i tamhé és continua no ens aporta res a 'hora de
demostrar que totes les funcions derivables sén continues.

e Tenim clar com comencara i com acabara la demostracio:

Demostracio: Sigui f una funcié derivable, a continuacié demos-
trarem que f és continua.

* * *

Per tant, f és continua, com voliem demostrar. [

. ara hem d'omplir els asteriscs. Observem la presencia de la paraula sigui,
inevitable i ubiqua a totes les demostracions. Tal com hem dit a l'apartat
anterior, la frase «sigui f una funcié derivabley» inicialitza f i, d'aquesta
manera, ja podem utilitzar f a la demostracié.

e Com que hem de demostrar que f és continua, hem de comencar repassant
la definicié de funcié continua.’® Per tant,

Demostracio: Sigui f una funcié derivable, a continuacié demos-
trarem que f és continua. Per demostrar que f és continua hem
de veure que es compleix aixo:

VxVe > 030 > 0Vy (|]x — y| < 0 = |[f(x) — f(y)] < €)
% ok ok
Per tant, f és continua, com voliem demostrar. O

e Ara veiem que hem de demostrar que es compleix una certa desigualtat
complicada per a tot x i per a tot € > 0. Aixo ja ens diu alguna cosa més
sobre com sera la nostra demostracid:

19Es a dir, encara que a l'enunciat del teorema la paraula derivable apareix abans de la paraula
continua, a la demostracié hem de comencar amb la definicié de funcié continua. La definicié de
funcié derivable ja la necessitarem més endavant. Un problema molt estés entre els principiants
consisteix precisament en voler comencar a demostrar A = B treballant la hipotesi A en lloc
de la conclusié B. Illustrem aixd6 amb un exemple com el de la venda de la bicicleta (pagina 7):
has posat un anunct on hi diu que et vens una bicicleta per 200€. Ja hem comentat que aixo és
una implicacié del tipus A = B on A és em dénes 200€ i B és et dono una bicicleta. Imagineu
que et truca una persona dient que esta interessada en la bicicleta i dema et vindra a veure per
tancar el tracte. Queé fas? No comences a treure conclusions sobre qué son 200€, no comptes
els diners, no calcules quants bitllets de 20 son.... el que fas, logicament, és anar a buscar la
bicicleta i mirar que estigui a punt per vendre. Quan arribi el client, lit mostraras la bicicleta,
lt mostraras que és realment una bicicleta i no pas un paraigua fins que ell et digui que se la
queda i aleshores, precisament aleshores, li exigiras A, és a dir, que et doni els 200€. En una
demostracié matematica del tipus A = B, la majoria de vegades, hem d'actuar exactament igual.
Hem de comencar mirant qué ha de passar perqué B sigui cert i reservar-nos a la maniga la
hipotesi A per al moment que la necessitem.
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Demostracio: Sigui f una funcié derivable, a continuacié demos-
trarem que f és continua. Per demostrar que f és continua hem
de veure que es compleix aixo:

VxVe > 030 > 0Vy (]x — y| < 8 = |[f(x) — f(y)| < €)

Sigui x un nombre real qualsevol i siqui € > 0 un nombre real
positiu qualsevol.
* * *

Per tant, f és continua, com voliem demostrar. [

e A continuacié hem de demostrar que existeix un 0 > 0 amb una certa
propietat. Per tant, al llarg de la demostracié haurem de ser capacos de
trobar aquest nombre 9.

Demostracio: Sigui f una funcié derivable, a continuacié demos-
trarem que f és continua. Per demostrar que f és continua hem
de veure que es compleix aixo:

VxVe > 030 > 0Vy (|x — y| < 0 = |[f(x) — f(y)] < €)

Sigui x un nombre real qualsevol i sigui € > 0 un nombre real
positiu qualsevol.

Definim 0 := % x %

Per tant, f és continua, com voliem demostrar. [

e Ara hem de demostrar que per tot y es compleix |x —y| < 0 = |f(x)—f(y)| <
€. Per tant,

Demostracio: Sigui f una funcié derivable, a continuacié demos-
trarem que f és continua. Per demostrar que f és continua hem
de veure que es compleix aixo:

VxVe > 030 > 0Vy (|x — y| < 0 = |[f(x) — f(y)] < €)

Sigui x un nombre real qualsevol i sigui € > 0 un nombre real
positiu qualsevol.
* * *

Definim 0 := % % x. Sigui y un nombre real tal que |x — y| < 0.
Demostrarem que |f(x) — f(y)| < e.

* * *

Hem vist que |f(x) — f(y)| < e. Per tant, f és continua, com voliem
demostrar. [J
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e Observeu que encara no hem utilitzat la hipotesi del teorema que ens diu
que la funcié f és derivable. Aixo és normal: les hipotesis del teorema no
apareixen a la demostracid fins un cert moment en que trobarem que les
necessitem. En aquest exemple que estem considerant, la hipotesi l'haurem
de fer servir per arribar a trobar una bona definicié de 9.

Tenir clara aquesta estructura és una condicié necessaria per arribar a obtenir
una demostracié. Pero, evidentment, no és suficient.



6 Els teoremes de Godel

Els famosissims teoremes de Godel (1930) posen limits a allo que es pot de-
mostrar en determinats sistemes formals. La seva importancia conceptual va ser
immensa. D’alguna manera, ara aquests resultats que van ser revolucionaris han
entrat al domini public i la quantitat d'obres de divulgacié que en parlen —no
sempre prou acuradament— és molt gran. En tot cas, un (futur) matematic ha de
tenir una visié d'aquests resultats més precisa i més técnica del que ofereixen la
majoria d'obres de divulgacié que hem esmentat. Tanmateix, tampoc no podrem
anar fins el final —cosa que requeriria més temps i més coneixements de logica
dels que tenim— pero st que intentarem donar, en aquest capitol, una visié prou
correcta de qué diuen exactament els teoremes i quines implicacions tenen.

D’entrada, ens situem en un sistema formal dins la logica de primer ordre,
amb una serie d’axiomes. Com hem vist en el cas dels axiomes de Peano de
primer ordre, hem d’'admetre la possibilitat de tenir infinits axiomes, pero sempre
exigirem que aquests infinits axiomes es puguin enunciar algorismicament, és a
dir, hi hagi un algorisme per anar-los enunciant un darrera l'altre (no volem ser
més precisos en aquest aspecte técnic).

Podem pensar, per exemple, en aquests casos:

e Els nombres naturals amb els axiomes de Peano de primer ordre.

e La teoria de conjunts amb els axiomes de Zermelo-Fraenkel (que veurem
més endavant).

e La teoria de grups.

e La geometria d'Euclides amb els seus 5 axiomes (convenientment formalit-
zats).

e Els nombres reals amb els axiomes que estudiem a calcul (en la seva versio
de primer ordre).

e La teoria de les maquines de Turing com a model formal de la teoria de la
computacio.

Quan tenim una teoria d'aquestes ens podem fer dues preguntes crucials: és
consistent? Es completa? Discutim que vol dir aixo.

39
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Consisténcia d’'una teoria

Una teoria diem que és consistent quan no hi ha contradiccions, és a dir, quan
és impossible demostrar A A —A

Una teoria inconsistent no té cap utilitat perque ja sabem que si tenim demos-
trada una contradiccid, automaticament totes les proposicions sén demostrables.
Recordem que, per tot B, es compleix que AA -A = B.

Si, desenvolupant una teoria, arribem a un punt on hem demostrat una con-
tradiccid, l'tinica sortida possible és debilitar els axiomes que hem posat.

Exemple. Suposem que en els axiomes dels nombres reals canviem aquest axioma
(existencia d'inversos)
Vx#03dy :xy =1

per aquest altre axioma més fort:
Vxdy :xy =1.

La teoria que obtindriem és una teoria contradictoria: aplicant l'axioma a x = 0,
existiria y tal que 0 =0y = 1. Pero 1 > 0 i, per tant, 0 > 0, en contradiccié amb
un altre axioma dels nombres reals.

Exemple. Quan Cantor va crear la teoria de conjunts va posar com a axioma que
per tot predicat P hi ha un conjunt A format pels x tals que P(x) és cert:

VPIAVx (x € A& P(x)).

Bertrand Russell va observar que, amb aquest axioma, la teoria de conjunts és
inconsistent:

Paradoxa de Russell. Apliquem l'axioma de Cantor al predicat x & x:
existira un conjunt A tal que

Vx(x e As x €& x).
Si substiuim x per A, obtenim
AcASAEA

que és una contradiccio (observem que (P & -P) = (P A -P)). Per
tant, la teoria de conjunts de Cantor és contradictoria.

Per resoldre aquesta paradoxa —que, evidentment, invalidava la teoria de con-
junts de Cantor— Russell va desenvolupar la teoria de tipus (que no estudiarem)
i Zermelo i Fraenkel van reemplacar l'axioma de Cantor per un axioma més feble:

"Recordem que A A -A és sempre Fals, perd aqui estem parlant de si és demostrable o no és
demostrable. Es a dir, en una teoria consistent no hi ha cap successié de deduccions logiques
que comenci amb els axiomes i arribi a un teorema que digui A A -A.
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Per a tot conjunt U i per a tot predicat P existeix un conjunt A format
pels x € U tals que P(x) és cert.

En resum, una teoria només és util si és no contradictoria i, per tant, seria
fonamental poder demostrar que les teories que utilitzem a les matematiques,
principalment les més basiques sobre les que es construeix tot ledifici —els
nombres naturals, la geometria elemental, l'aritmética, la teoria de grups, la
teoria dels nombres reals...— estan lliures de contradiccié. La pregunta crucial
de si l'aritmética és contradictoria o no ho és apareix al segon lloc de la famosa
llista de 23 problemes que David Hilbert va proposar l'any 1900 en el Congrés
Internacional de Matematics de Paris:

Problema 2 de Hilbert (1900): demostrar que la teoria dels nombres
naturals segons els axiomes de Peano no és contradictoria.

Teories completes i proposicions indecidibles

Una teoria diem que és completa si, per a qualsevol proposicid ®, existeix una
demostracié de ® o existeix una demostracié6 de -®. Com que en una teoria
contradictoria totes les proposicions es poden demostrar, les teories contradic-
tories sén completes, d'una manera trivial. Per tant, la pregunta si una teoria és
completa o no ho és només té interés en les teories consistents.

Si nt @ ni =P es poden demostrar (en una certa teoria formal), direm que ®
és indecidible. L'existencia de proposicions indecidibles en una teoria formal no
és cap cosa estranya. Posem un parell d'exemples:

e La teoria de grups. Recordem que la teoria de grups és un sistema formal
amb una funcié + (utilitzem per exemple, notacié additiva), una constant 0
i tres axiomes: associativitat, element neutre i existencia d'inversos. Con-
siderem, en aquesta teoria, la proposicié seglient

VxVy x+y=y+x,

és a dir, la llei commutativa de la suma. Es evident que ni aquesta proposicié
ni la seva negacid es poden demostrar a partir dels axiomes de grup, perqué
Z és un grup commutatiu i les simetries d'un triangle equilater formen un
grup no commutatiu.

e El cinqueé postulat d’Euclides. Durant segles, molts matematics van inten-
tar demostrar el cinqué axioma d'Euclides a partir dels altres quatre, cosa
que, si fos possible, demostraria que Euclides va afegir un axioma superflu
a la seva teoria de la geometria. A mitjans segle XIX es va construir una
geometria que complia tots els axiomes d'Euclides menys el cinque. Per
tant, el cinque postulat és indecidible a partir dels altres quatre.
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Dit aix0, també hem de dir que hi ha certes teories que, pel seu caracter
fonamental, sembla com si haguessin de ser completes. Per exemple, l'aritmética
elemental, representada pels axiomes de Peano. Es imaginable que hi hagi una
proposicié que parlt només de nombres naturals, sumes i multiplicacions i que
ni ella ni la seva negacié siguin demostrables? Es possible que hi hagi una
proposicié de geometria elemental que sigui indecidible a partir dels cinc axiomes
d'Euclides (convenientment perfeccionats)? Resulta dificil pensar que hi pugui
haver indecidibles en aquestes arees tan classiques, tan fonamentals.

David Hilbert va expressar repetidament l'opinié que, més aviat o més tard,
podriem resoldre afirmativament o negativament totes les conjectures i aques-
ta opinid de caracter més aviat filosofic s'ha interpretat en el sentit de dir que
Hilbert creia que no hi podia haver proposicions indecidibles a l'aritmética. Ex-
plicitament, a la seva famosa llista de problemes hi trobem:

Problema 10 de Hilbert (1900): trobar un algorisme que permeti
decidir si qualsevol equacié diofantica té solucié o no en té?

Els teoremes de Godel que explicarem a continuacid van demostrar que aques-
ta pretensio o desig de Hilbert era irrealitzable.

El primer teorema de Godel

Recordem que estem parlant de sistemes formals F amb una quantitat «raonable»
d’axiomes (com hem comentat abans). El primer teorema de Godel diu:

Primer teorema de Godel (1931): Si F és consistent i prou potent
com per contenir l'aritmética dels nombres naturals, aleshores F no
és complet.

Es a dir,

No sabem si U'aritmética dels naturals estd lliure de contradiccid, pero
si ho estd, aleshores no és una teoria completa: hi ha alguna proposi-
cid sobre els nombres naturals que ni ella ni la seva negacid es poden
demostrar. Hi ha proposicions indecidibles.

2Una equacié diofantica és una equacié q(xi,...,x,) = 0 on g és un polinomi en n variables,
amb coeficients enters, i només ens interessen les solucions x1, ..., X, que siguin nombres enters.
Un dels exemples més famosos d’equacié diofantica és lequacidé de Fermat x" + y” = z". El
problema de demostrar que aquesta equacié diofantica, per n > 2, no té cap solucié en els
nombres enters # 0, va ser durant molts anys un dels problemes oberts més famosos de les
matematiques.



§) Els teoremes de Godel 43

Fem algunes observacions sobre aquest teorema. Suposem que la teoria dels
nombres naturals és consistent (si no ho és... tanquem la paradeta: la matematica
no té res més a dir).

e Sabem que a l'aritmética hi ha alguna proposicié indecidible, diguem-n"hi
F. Aixo deu voler dir que hem sigut massa poc exigents a l'hora d'escriure
els axiomes de la teoria. Afegim F als axiomes i tenim una nova teoria en
la qual F ja és demostrable. Pero... la nova teoria sequeix complint les
hipotesis del teorema de Godel i, per tant, seguim tenint alguna proposi-
cid indecidible, diguem-n'hi F’. Podem afegir aquesta nova proposicié als
axiomes, pero ja veiem que aixt no anirem enlloc: a totes les teories que
anirem obtenint encara els podem aplicar el teorema de Godel i mai no ens
podrem desempallegar de les proposicions indecidibles!

En el moment que hem donat entrada als nombres naturals, a la suma
i a la multiplicacié6 —i els hem de deixar entrar perqué sense ells no hi
ha matematiques— hem d'acceptar que sempre hi haura un limit a allo
que podrem demostrar, sempre hi haura proposicions indecidibles amb les
que podem ensopegar en qualsevol moment de la nostra activitat com a
matematics. Les teories matematiques que incloguin els nombres naturals
no poden ser, simultaniament, consistents i completes.

e Ara que sabem que hi ha proposicions indecidibles® ens podem preguntar
quina probabilitat tenim de trobar-nos-en una algun dia. Per als estudi-
ants de matematiques o d'informatica la resposta és: la probabilitat és del
100%; al llarg dels estudis us aniran explicant que tal o qual afirmacié és
indecidible. En aquest mateix text en trobarem alguna, més endavant.

La pregunta és més complicada si afegim la condicié que la proposicio in-
decidible tingui un enunciat molt senzill dins de U'aritmética més elemental.
Es a dir, voldriem explicar un problema indecidible a «una persona del car-
rery que només tingui una formacié matematica basica. Aquests exemples
podrien servir:

— La conjectura de Collatz és el problema més senzill d'explicar i més
dificil de resoldre que hi ha. ELl 1937 a un postdoc anomenat Lothar
Collatz se li va océrrer aquesta pregunta d'aspecte trivial:

Prenem un nombre natural n qualsevol; si és parell, el dividim
per 2; si és senar, el multipliquem per 3 i li sumem 1; repetim
el procés indefinidament. Podem demostrar que, en tots els
casos, arribarem al nombre 17

Ningu ha resolt aquesta pregunta ni ningéi ha demostrat encara (2024)
que aquest problema sigui indecidible, perd hi ha veus autoritzades®

3Quan parlem de proposicions indecidibles sempre hauriem de completar la frase dient en
quin sistema formal son indecidibles.

Wegeu l'article On Unsettleable Arithmetical Problems de John H. Conway a The American
Mathematical Monthly, Vol. 120, No. 3 (March 2013), pp. 192-198.
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que veuen molt probable que ho sigui. De fet, si que s’ha demostrat
que el problema general de decidir si aquest tipus de problemes tenen
solucié o no és indecidible.

— El problema 10 de Hilbert que hem esmentat abans, sobre un algo-
risme per decidir si les equacions diofantiques tenen solucid, es va
demostrar el 1970 que és indecidible (Matiasévitx, Robinson, Davis,
Putnam): es pot construir una equacidé diofdntica que no té cap solu-
cid, perd no es pot demostrar que no en té cap.”

— Fora de l'ambit de laritmética —pero molts d'aquests problemes es-
tan relacionats entre ells— el problema indecidible més famds és el
problema de l'aturada d'una maquina de Turing. No tenim temps
d’'entrar en detalls. Diguem que aquest resultat el podem expressar
(aproximadament) en aquesta forma: és impossible crear un progra-
ma dordinador que analitzi els programes i ens digui si s’‘aturaran o
entraran en un cicle.

— Evidentment, quan coneixem una proposicié indecidible F, ja sabem
que qualsevol proposicié la demostracid de la qual ens porti a una de-
mostracio de F, ha de ser també indecidible. Per exemple, el famds joc
de la vida de Conway o els dominos (o rajoles) de Wang presenten pre-
guntes que, si tinguessin resposta, també tindria resposta el problema
de l'aturada d'una maquina de Turing i, per tant, sén indecidibles.

Idea de la demostracioé del primer teorema de Godel

La demostracié del teorema de Godel no és ni molt llarga ni molt dificil, pero
aquest text no és el lloc indicat per fer-la amb detall. Ens limitarem, doncs, a
donar una idea heuristica —molt aproximada— de per on va la solucio.

Comencem observant que els llenguatges naturals sén tan rics que no és gens
dificil fer afirmacions que duen immediatament a contradiccié. Posem alguns
exemples classics:

e Paradoxa del mentider: Tot el que dic és fals. (S'atribueix a Epimenides,
filosof del segle VI aC.)

e Paradoxa del barber: El barber afaita tothom que no s’afaita ell mateix.
Qui afaita el barber?

>Aqui sembla que hi hagi una contradiccié entre que diguem que no té cap solucié i que diguem
que no podem demostrar que no hi ha cap solucid. Aquesta contradiccio no hi és. Els autors citats
demostren que existeix una equacio diofantica g(xi, ..., x,) = 0 tal que la proposicidé «!'equacié no
té solucio» no es pot demostrar i la proposicié «l'equacio té solucio» tampoc no es pot demostrar.
Per tant, l'equacid no té solucid perqueé si (xq, ..., X,) fos una soluciod, automaticament existiria una
demostracié de «l'equacid té solucié» consistent en substituir els valors (x1, ..., x,) a l'equacio i
veure que surt 0.
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e Els guardes d'un pont pregunten a tothom on va, i pengen a la forca els qui
menteixen. Arriba una persona i quan li pregunten on va contesta que va a
que el pengin a la forca. Qué han de fer els guardes? (Don Quijote de la
Mancha, segona part, capitol 52.)

e Pinotxo diu: ara em creixera el nas. Qué passa a continuacio?

e Paradoxa de Protagores i el seu deixeble Euatle: El deixeble va acordar
amb el seu mestre que li pagaria les llicons de dret quan guanyés el seu
primer cas. No va pagar perqué no es va dedicar a fer d’advocat i Protdgores
el va demandar perqué pagués el seu deute. Que podia passar en el judici?

e Paradoxa de Grelling-Nelson: diem que un adjectiu és heteroldgic si no
s'‘aplica a ell mateix: monosillabic i proparoxiton son heterologics; polisil-
labic i agut no ho sén. Es heterologic l'adjectiu «heterologic»?

e Marca la resposta correcta d'entre aquestes dues: (a) la resposta correcta
és la (b); (b) la resposta correcta és la (a).

Veiem que aquestes paradoxes —i moltes més que hi ha— es basen en frases
que son autoreferents i sén coneqgudes des de fa molt de temps. No ens ha
de sorprendre,® doncs, l'existéncia de senténcies indecidibles en els llenguatges
naturals. Per exemple:

«Teoremax: aquest teorema és indecidible.

és un teorema —de manera informal— clarament indecidible (en una teoria con-
sistent). El que Godel va fer va ser demostrar, d'una manera molt enginyosa, que
una proposicié semblant a aquesta es pot arribar a formalitzar utilitzant la logica
de primer ordre i l'aritmetica de N.

El segon teorema de Godel

Recordem que el problema 2 de Hilbert demanava demostrar que l'aritmeética de
Peano és una teoria consistent, és a dir, lliure de contradiccié. El segon teorema
de Godel diu que la demanda de Hilbert no es pot dur a terme:

Segon teorema de Godel. Si F és un sistema formal consistent com
el del primer teorema, la proposicio «F és consistenty és indecidible.

®Després de tants segles de la paradoxa del mentider, no ens hauria de sorprendre que una
frase autoreferent sigui paradoxal, pero encara ho fa. El 2021 va circular per les xarxes socials
una versiéo més elaborada d'aquestes paradoxes i va generar forca debats. Representava un
concursant d’'un programa de preguntes i respostes que havia de contestar aquesta pregunta: Si
respons aquesta pregunta a Uatzar, quina probabilitat tens d'encertar la resposta correcta? (a)
25%, (b) 0%, (c) 50%, (d) 25%.
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Es a dir, o bé laritmética és inconsistent —i, per tant, absolutament inutil— o
bé és consistent —com tothom creu i espera— i, en aquest cas, no hi ha cap
demostracié que ho demostri.

Haviem comencat innocentment dient «0, 1, 2, 3,......... » L ara comencem a notar
el vertigen del mén infinit on hem entrat. A mida que avancem en lestudi de la ma-
tematica, aquest vertigen —aquesta fascinacio— encara creixera illimitadament.

Apéndix: més detalls sobre la demostracié del teorema de Godel

La idea que hem donat sobre la demostra-
cié del primer teorema de Godel és forca
superficial i és probable que hi hagi estu-
diants que vulguin tenir una idea més acu-
rada i més técnica —sense necessitat d'ar-
ribar a fer tots els detalls. Com hem dit, es
tracta de formular una FBF que, d'alguna
manera, afirmi la seva propia indemostra-
bilitat. Vegem com es pot arribar a fer.

El primer pas consisteix en convertir
totes les expressions de la teoria formal
en nombres naturals. Es a dir, codifiquem,
d’alguna manera efectivament computable,
cada simbol logic, la constant 0, la funcid
successor, el signe de sumar, el signe de
multiplicar, els quantificadors,... utilitzant
nombres naturals. Pel que fa a les varia-
bles, observem que es poden codificar totes
amb dos nombres: un nombre per a una va-
rtable x i un nombre per a un simbol " que
ens permeti crear totes les altres variables:
X', x",x", ... A continuaci6 —per exemple,
amb un nombre que actui com a separa-
dor— podem també assignar un nombre
natural a cada férmula ben feta (FBF) i un
nombre a cada demostracio. Tot aix0 es
pot fer de diverses maneres i la conclusid
d’aquest procés és que tindrem una funcid
injectiva i computable G que assigna a ca-
da FBF i a cada demostracié un nombre
natural G(—) que s'anomena el seu nombre

de Godel’

En el segon pas definim un predicat
Q(n, m) de dues variables (que sén nom-
bres naturals) que és Veritat quan passen
aquestes tres coses:

e m = G(F) per una certa FBF F (Uni-
ca, és clar).

e F té una variable lliure x. Es a dir,
podem escriure F(x).

e Si G(D) = n, aleshores D no és una

demostracié de F(m).

Observem, doncs, que hem definit un pre-
dicat Q de manera que, si F(x) és una FBF
amb una variable lliure, lexpressié formal®

Vn Q(n, G(F(x)))

significa, precisament, que «no hi ha cap
demostracié de F(G(F (x)))».

A continuacio, observem que

H:= "VYn Q(n, x)"

és una FBF amb una variable lliure x. Per
tant, aquesta férmula tindra un nombre de
Godel, diguem-n'hi k:

k :=G(H) = G("Vn Q(n, x)").

’Aquest procés, que en temps de Godel devia semblar forca sorprenent, en el temps de la

revolucio digital ja ens sembla molt més natural.

8Quan escrivim Vn estem utilitzant la hipotesi del teorema de Godel que diu que el sistema
formal que tenim inclou la teoria dels nombres naturals.
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Finalment, sigui U aquesta FBF sense va-
riables lliures:°

U:= "¥n Q(n, k)".

Segons hem dit abans, U s'interpreta com
«no hi ha cap demostracié de H(k)». Pero
H(k) = U i, per tant, U s'interpreta com
«no hi ha cap demostracio de U». Ja hem
aconsequit, doncs, el que ens proposavem:
trobar una expressid formal que afirmi la
seva propia indemostrabilitat.

Com que partim de la hipotesi que la
nostra teoria formal no és contradictoria,
és clar que la FBF U que afirma, precisa-
ment, que ella mateixa no és demostrable,
no és demostrable. Per acabar la demos-
tracio del primer teorema de Gédel hem de
veure que —~U tampoc no és demostrable.

Pero —U és
U = ”E|I‘l() ﬁQ(I‘IQ, /()”

i si tinguéssim una demostracié de = U, tin-
driem una demostracié de = Q(ng, k) per un
cert ng i aixo, per la manera com hem de-
finit Q, vol dir que ng seria el nombre de
Godel d'una demostracié de H(k) = U, co-
sa que ja sabem que és impossible.

En tot aixdo que hem dit hi ha detalls
que requeririen molta més precisio, pero
creiem que amb lexplicacid anterior les-
tudiant ja pot tenir una idea forga exacta
de com es demostra el primer teorema de
Godel. La idea de fons —expressada d'una
manera molt informal— és que l'aritmética
dels nombres naturals és tan potent que
permet formular-hi la paradoxa del menti-
der.

YObserveu com estem jugant perillosament —perd correctament!— amb | autoreferéncia!



Exercicis de logica i nombres naturals

1. Quines de les proposicions seglients son la negacid de l'afirmacié «la solucid és 2 o
3»: (a) Ni 2 ni 3 no son la solucid; (b) La solucié no és 2 o no és 3; (c) La solucidé no
és 2inoés 3.

2. Escriviu la negacié de les proposicions segiients:

(@) Dues rectes diferents sempre es tallen en un Unic punt.

(b) Hi ha un polinomi a coeficients enters que no té arrels reals o, si en té, sdn
totes positives.

(c) A tots els municipis hi ha alguna persona tots els fills de la qual no han tingut
ni el xarampid ni la rubéola.

(d) Per tot nombre real a existeix un nombre real x tal que per tot nombre real y
es compleix que y > x implica 1 < y — a.1°

(e) Si V2 és racional, jo séc Juli César.
(f) Si V2 és irracional, jo séc Juli César.

(g) Lalarma sonara si s'obre la porta i el boté d'anullacié no es prem, o si hi
ha moviment i no succeeix que el botd d'anullacié es prem o l'alarma no esta
activada.

3. Decidiu si les proposicions (a), (b), (d), (e), (f) de U'exercici anterior son certes o falses.
4. Comproveu si aquests raonaments sén logicament correctes:

(@) Perqué jo dugui el paraiglies és necessari que plogui. Quan plou, mai no duc
sandalies. Avui duc sandalies. Per tant, no esta plovent i en conseqiiéncia no
duc el paraigiies.

(b) Si baixen els tipus d'interés, la borsa pujara. Si els tipus d'interés no baixen,
aleshores la construccié i el consum privat baixaran. Ara, el consum privat
no esta baixant. Per tant, és cert que la construccié no esta baixant o el
consum privat no esta baixant. Es a dir, és fals que la construccié i el consum
privat estiguin baixant. Aixo vol dir que els tipus d'interés estan baixant i en
conseqtiencia la borsa pujara.

0Aquest exercici i algun altre com el 4.b estan trets del Cours d’Algébre de Roger Godement
(1962). La seva inclusio aqui és un petit homenatge a aquell llibre que tant va inspirar els qui van
iniciar-se en les matematiques al voltant de l'any 1971, en particular Uautor d’aquestes notes.
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5. Enuncieu el reciproc, el contrari i el contrareciproc del teorema de Pitagores. Quins
d’aquests teoremes son certs a la geometria ordinaria?

6. Considereu aquestes dues proposicions: (A) 3 és parell; (B) El polinomi x>+ x +1 no
té cap arrel real. Considereu les proposicions: A implica B; A implica (no B); (no A)
implica B; (no A) implica (no B). Quines d'aquestes quatre proposicions sén certes i
quines son falses?

7. Escriviu les taules de veritat d’'aquestes formules de logica proposicional:
(@) A= (B = A).
(b) =(=AV A).
(c) (AV(B&e A) = ~(CA-DB).

8. Decidiu quines d'aquestes formules son tautologies, quines sén contradiccions i qui-
nes no son ni una cosa ni l'altra:

(@) A= (A= A).

)
(b) (A= A) = A
(©) (A= -A) & (A= A).
(d) (AAB)= (C = A).
(e) (A= B)V (B = A).M
(f) ((C=A) = (AVB))V((C= B)= (B= A).
(g) (A= (B=O) V(A= B)= (A= ().

9. (Logica proposicional sense paréntesis) Si modifiquem les regles sintactiques de la
logica proposicional podem prescindir dels paréntesis —a canvi de fer les expressions
molt menys intelligibles. La idea consisteix en escriure tots els connectors com ho
fem amb el de la negacid: abans de les proposicions a les que afecta. Aixi, escrivim
VAB en lloc de (AV B), AAB en lloc de (AAB), =AB en lloc de (A = B) i ©®AB en lloc
de (A & B). Per comprovar que realment les dues sintaxis son equivalents, traduiu
d’'una sintaxi a l'altra aquestes FBF (i decidiu si son tautologies):

(a) [((A:>X)/\(B:>X)) AA= Y)A(B= Y))] & ((AVB) = (XVY)).
(b) &= A= BC = NABC.

10. Utilitzeu el calcul proposicional per resoldre aquesta endevinalla classica de Lewis
Carroll:

(@) Cap poema interessant és impopular entre les persones de bon gust.

"Es facil veure que (A = B)V (B = A) és una tautologia, i aixd pot semblar sorprenent o,
fins i tot, absurd. Estem dient que, sempre, una implicacié o la seva reciproca son certes? Per
exemple, o bé parell implica primer o bé primer implica parell?!? Sembla que no, pero la solucid
d’aquest aparent contrasentit es troba quan ens adonem que ara estem en el context de la logica
proposicional i no en el de la logica de primer ordre. El que tenim clar és que ni tot nombre parell
és primer ni tot nombre primer és parell, pero aix6 no contradiu el fet que (A = B)V (B = A)
sigui una tautologia, perqué a la logica proposicional no hi ha el concepte de «tot nombre». A i
B sén proposicions com, per exemple, «3 és parelly i «3 és primer» i, certament, la proposicié «3
és parell implica 3 és primer, o 3 és primer implica 3 és parelly és certa.
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11.

12.

13.

14.

15.

(b
(c) Tots els poemes que vosté ha escrit parlen de bombolles de sabé.

)
)
)
)

Cap poema modern esta lliure d'afectacio.

d) Cap poema afectat és popular entre les persones de bon gust.

(d) C
(e) Cap poema antic parla de bombolles de sabé.
Quina conclusio podeu treure d'aquestes cinc premisses?

En un examen de calcul es demana demostrar que la funcié sinus és derivable. Un
estudiant contesta «com que sin0 = 0, aixo implica que sin(x) és derivabley i el
professor de calcul li diu que la seva demostracid és incorrecta, pero l'estudiant
afirma que a la classe de fonaments li han explicat que aquesta implicacio és correcta.
Comenteu la situacio.

Utilitzeu la logica proposicional per resoldre aquesta endevinalla de Lewis Carroll:

(@) Els animals s'ofenen si no els faig cas.
(b) Tots els meus animals estan en aquest camp.

(c) Els animals no poden entendre situacions complicades si no han estat ben
entrenats.

Cap dels animals que hi ha en aquest camp és un toixo.
Quan un animal s'ofén, arrenca a correr udolant.

(f
(9

No faig cas de cap animal que no em pertanyi.

) Cap animal que hagi estat ben entrenat arrenca a cdrrer udolant.

Considereu aquestes afirmacions:

(@) Al casino del poble només hi trobes jubilats i anarquistes.

(b) Els que no miren mai la televisid, escolten les noticies a la radio.

(c) Qui pot llegir sense ulleres, no esta jubilat.

(d) Els anarquistes nt miren mai la televisié ni pengen fotos a Instagram

Traduiu tot aixo al llenguatge de la logica proposicional i demostreu (utilitzant només
el llenguatge de la logica proposicional) que «els clients del casino que no escolten
les noticies de la radio necessiten ulleres per llegir i miren la televisio».

Escriviu un programa en el vostre llenguatge preferit que vagi escrivint consecutiva-

ment totes les FBF de la logica proposicional que continguin només les proposicions
A B, C.1?

Escriviu un programa en el vostre llenguatge preferit que, donada una cadena de
caracters formada per lletres i simbols logics (A, V, =, =) decideixi si és una FBF o
no ho és.

12El nombre de FBF amb només tres lletres es fa molt gran a partir de n = 3, on n és el

nombre de vegades que apliquem les regles sintactiques basiques. Per reduir una mica aquest
nombre, suprimiu el connector & i tingueu en compte la commutativitat dels connectors A, V. Un
cop tingueu totes les férmules per n = 3 (n'hi ha 793.158), reduiu aquest nombre suprimint les
formules que simplement es diferenciin en una permutacid de les tres lletres A, B, C. En quedaran
448.343, de les quals 121.216 sén tautologies.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Escriviu un programa en el vostre llenguatge preferit que, donada una FBF, decideixi
si és una tautologia o és una contradiccid.

Un conjunt de connectors logics es diu que és complet quan donada qualsevol taula
de veritat, sempre hi ha una FBF que ddna aquesta taula de veritat i només utilitza
els connectors logics del conjunt.

(a) Demostreu que el conjunt de connectors {A,V, =} és complet.

(b) Demostreu que el conjunt {A,V} no ho és.

(c) Eninformatica es consideren les portes logiques NAND i NOR que tenen aques-
tes taules de veritat:

AT B NAND(A, B) | NOR(A, B) |
VIV F F
V[F v F
FlV v F
FIF v v

Escriviu NAND i NOR a partir dels connectors A, V, =. Demostreu que cadascun
dels dos connectors és complet. Es a dir, podem fer tota la logica proposicional
amb un Unic connector.

(@) De vegades s'utilitza el quantificador 3! que significa «existeix un tinicy. Doneu
una definicié de 3!'x P(x) a partir dels termes de la logica de primer ordre.

(b) Sovint trobem expressions del tipus Vx > k P(x). Escriviu aix0 mateix en el
llenguatge formal de la logica de primer ordre.

Escriviu en el llenguatge de la logica de primer ordre aquesta afirmacid: tot nombre
natural primer diferent de 2 és successor d'un multiple de 2. (Podeu utilitzar la suma
i la multiplicacid.)

Considerem, als nombres naturals, el predicat R(x, y) que és cert exactament quan
x < y i el predicat S(x, y) que és cert exactament quan x > y. Decidiu quines
d’'aquestes formules sén certes:

(@) Vx3dy R(x, y); (b) Vx3y S(x, y).

Digueu si és certa o falsa aquesta propietat dels nombres naturals:

VYndmVk [(Elu (n+1=ku)Adv(m= kv)) = (k= 1)] .

Considerem, en els nombres naturals, el predicat S(a, b, ¢) que és cert exactament
quan ¢ = a + b. Demostreu o refuteu aquestes formules de logica de primer ordre

E|XE|Z(—|X =z A (Jy S(y,y,x) At S(t, ¢, Z))).
Ex(VgEIZS(g,Z,X)).

Enuncieu, en el llenguatge formal de la logica de primer ordre dels nombres naturals,
aquest teorema de Fermat: tot primer de la forma 4k + 1 és suma de dos quadrats.
(Podeu utilitzar 4+, x i un predicat P(n) que signifiqui que n és primer.)
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24. Demostreu (usant el llenguatge ordinari de les matematiques) aquest teorema sobre
els nombres naturals:

VnEIka(EItEIs((t <K)A(t<n)A(t> S)) = ((m >n)A(m< /<n)) )

25. Considereu aquesta proposicio sobre els nombres naturals:
VnV¥m3tVk ((n > m+ k) = (k < t)).

Demostreu-la o trobeu un contraexemple.

26. Demostreu que aquesta formula de la logica de primer ordre és certa:

[(vx (A(x) = B)) A (3y A(y))] = B.

27. Demostreu que aquesta formula de la logica de primer ordre és certa:

VX(A(X) = B(x)) = (‘v’xA(x) = ‘V’XB(X)).

28. Considerem A := JyVxP(x, y), B : VxdyP(x, y). De les dues implicacions A= B, B =
A, una és correcta i l'altra no. Demostreu la que és valida i trobeu un contraexemple
en els nombres naturals de la que no ho és. (Apliqueu els exercicis 26 i 27.)

29. Demostreu, a partir dels tres axiomes de Peano, aquestes dues propietats:

(@) Tot nombre natural # 0 és successor d’'algun nombre natural.
(b) Cap nombre natural és successor d'ell mateix.

(c) Cap nombre natural és el successor del successor d'ell mateix.

30. Demostreu, a partir dels axiomes de Peano, el principi d’induccié forta de la pagi-
na 22.

31. Demostreu aquesta variant del principi d'induccié:

(P(O) A P()AYA(P(n) A P(n+1) = P(n + 2))) = Vn P(n).

32. Doneu una definicid recursiva de les fraccions continues

1
(ag,a1,...,ap):=ap+ ]
a1+
1

a+ ———
) 1

an

33. Afegim als nombres naturals dos elements més designats a, b. Definim s(a) := b i

s(b) := a. Demostreu que es compleixen els dos primers axiomes de Peano, pero no
es compleix l'axioma d'induccid.
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34. La multiplicacid és una suma iterada i l'exponenciacié és una multiplicacid itera-
da. Podem continuar aquest procés de construir noves operacions iterant operacions
existents. Per exemple, la tetracio és una exponenciacio iterada. Donald Knuth va
introduir la notacié a 1" m per aquestes operacions, de manera que a 19 m := am,
al m:=ami engeneral a 1" m consisteix en operar a amb ell mateix m vegades,
amb loperacié 1"~'. Doneu una definicié (doblement) recursiva de a 1" m i doneu
una descripcié de 2 1* 3 que només utilitzi l'exponenciacié.

35. Demostreu por induccid sobre el natural n que les segiients igualtats o afirmacions
son certes per tot n > 1:

o1k =n(n+1)/2.

k=

Y i k?=1n(n+1)2n+1).

Q

(=3

c) n(n? +5) és divisible per 6.

)

)

)

d) 8" — 3" és divisible per 5.

e) 2n3 +3n? + n és divisible per 6.
f) Y i 12k — 12k +1)] = n/(2n +1).
g) Y i 1/k*<2—1/n.

36. Demostreu que aquesta formula és valida per tot natural n > 1:

ﬁ o) _n+1
2] 2n

i=2
37. Estudieu totes les funcions f : N — N que compleixen aquestes dues propietats:
i) f(2) =2
i) Vo 21 f(n+1)=14+1f(1)+2((2) +--- + nf(n).

38. Recordeu que la successid de Fibonacci és la successié de nombres naturals univo-
cament definida per les férmules recurrents Fo =0, F1 =1, Fiyq = Fi + Fi_q.

(@) Demostreu per induccid que es compleix aquesta formula:
n
1+ E Fi=Fpi2 pertotn>0.
i=1

(b) Definim una successié de nombres naturals K, per n > 0 com: K, és el nombre
de maneres diferents d'escriure n com a suma de 1's i 2's (entenent que, per
exemple, 3 =2+113 =1+ 2 sdn expressions diferents). Demostreu que, per
tot n > 1, es compleix F, = K,_1.

39. Considereu aquests nombres reals:

_1+V5 0 1=V5

5 VE —— u 0.

,n 2>
NG

Demostreu, per induccié, ¢" = ¢ + ¢" 2 per tot n > 2. Deduiu F,, = F,_1 4+ Fr_2
per tot n > 2. Demostreu per induccié que F, € N per tot n > 0.

¢ F, =
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40.

41.

42.

43.

44,

45.

40.

Definim per recursid els nombres naturals T,:
To =0, I =1, Tn=6T,1—1Th2.
Siguin @ > B les arrels reals de l'equacié x> — 6x + 1.

(a) Demostreu les identitats "2 = 6a"*! — a” i B2 = 6" — B".
(b) Demostreu per induccié la identitat 7, = (a” — [3’”)/4\f2.

(c) Definim t, := (a” + B" — 2)/4. Demostreu que 272 = t,(t, + 1) i deduiu que
si tenim T2 monedes iguals formant un quadrat, les podem disposar formant un

triangle equilater amb t, monedes a cada costat (Euler).

Siguin ayp, ay, ..., a, nombres naturals > 0. Demostreu que, per tot n > 2:

(T4+a1)---(T+ap)>T4+a1+ -+ an.

Dibuixem n rectes sobre un pla. Demostreu per induccié:

(a) El nombre maxim de regions que formen aquestes rectes és (n? + n + 2)/2.

(b) Les regions obtingudes es poden pintar amb dos colors (blanc i negre, per
exemple), de manera que en cada frontera les dues regions limitrofes tinguin
colors diferents.

Tenim una rajola de xocolata. Quantes vegades 'hem de trencar (sequint les linies
rectes marcades a la rajola) si volem separar totes les porcions que conté? (Entenem
que no és valid trencar a U'hora dues peces disjuntes.)

Imaginem un tauler com el d'escacs perdo amb 2" > 1 caselles a cada costat. Una de
les caselles del tauler esta ocupada per un ped. Disposem de fitxes planes en forma
de Bm cadascuna de les quals ocupa tres caselles. Demostreu que podem omplir tot
el tauler (excepte la casella on hi ha el ped).

Qué en penseu del segiient raonament?

Teorema: Tots els alumnes de classe es diuen igual.

Demostracio: Ho demostrarem per induccié sobre el nombre n d'alumnes que hi ha
a classe. Si n =1, el teorema és trivialment cert. Suposem ara que la classe té n
alumnes. Demanem a un alumne que surti fora i tindrem una classe amb n—1 alumnes
que, per hipotesi d’induccid, es diran tots igual igual, diguem Serravinyals. Aixi tenim
que tota la classe es diu Serravinyals excepte, potser, la persona que hem fet sortir.
La fem entrar i en fem sortir una altra. De nou tenim una classe amb n — 1 alumnes
que per induccid es diuen igual, pero ja sabem que tots es deien Serravinyals, per
tant el primer alumne que hem fet sortir també es diu Serravinyals.

Imaginem aquesta situaci6: dos jugadors A i B reben cadascun un cert nombre de
cartes de la baralla a i b respectivament. Cadascun sap, doncs, quantes cartes
té, perd no sap quantes cartes té l'altre jugador. Es tracta d'endevinar el valor de
n = a + b, amb la informacié que n € {r,r + k} i procedint d'aquesta manera:

(@) Ai B formen un equip: si un d'ells encerta el valor de n, tots dos guanyen i si
un d'ells déna un valor equivocat de n, tots dos perden.
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(b) A i B poden pactar una estratégia comuna abans de comencar el joc, perd no
es poden comunicar de cap manera durant el joc.

(c) En primer lloc, el jugador A ha de dir el valor de n o ha de passar.

(d) A continuacid, el jugador B ha de dir el valor de n o ha de passar.

(e) Retornem al pas (c).

Podeu trobar una estratégia guanyadora per aquest joc?
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Part Il:

Teoria de conjunts

om hem dit manta vegades en aquest
text, la major part de les matemati-
ques es fonamenten en la teoria de
conjunts i en aquesta segona part,
~ amb les eines de logica que hem ad-
quirit en la part anterior, entrarem de ple en l'estu-
di de la teoria de conjunts en la seva fonamentacio
més ampliament utilitzada, que és la que es basa
en els classics axiomes de Zermelo-Fraenkel.

Desenvoluparem l'axiomatica ZFC d'un manera
forca rigorosa, pero sense entrar a fons en els
temes excessivament técnics, impropis d'una obra
elemental com aquesta.

Parlarem, és clar, de conjunts, subconjunts, apli-
cacions, relacions, conjunt quocient, conjunts infi-
nits, els nombres naturals i el continu, induccio i
recursio. .. —instruments i conceptes que els mate-
matics utilitzen constantment en el seu quefer quo-
tidia. Adquirir un domini destre d'aquestes eines
és fonamental per a qualsevol futur matematic.

Foto: Felix Hausdorff, 1868-1942



7 Els axiomes ZFC

La teoria de conjunts es presenta com una fonamentacid de la matematica —de la
major part de la matematica, no de tota— en la qual tots els objectes del sistema
formal s'anomenen conjunts i entre ells hi ha una Unica relaci6 primitiva —és a
dir, una relacié que no es defineix, sind que es postula— anomenada pertinenca,
designada amb el simbol €.

Intuitivament, es tracta de pensar els objectes de les matematiques com a
colleccions d'altres objectes, de manera que la relacid A € B s'interpreta intuiti-
vament com que A és un element de la colleccié (del conjunt) B.

Hem de fer émfasi en que tots els objectes de la teoria de conjunts soén
conjunts: no hi ha conjunts i elements, només hi ha conjunts i un conjunt pot
pertanyer a un altre conjunt, del qual direm que és un element. La paraula
element només es pot utilitzar en una frase del tipus «A és un element de By.
Quan escrivim A € B, aixo vol dir que A és un conjunt, B és un conjunt i A és un
element de B.

Normalment, l'estructura formal de la teoria de conjunts que utilitzen la ma-
joria dels matematics és la que es basa en els axiomes que van establir Ernst
Zermelo i Abraham Fraenkel als inicis del segle XX i es coneix com la teoria ZF
(0, amb un axioma extra del que parlarem més endavant, la teoria ZFC). Aques-
ta axiomatica ZF és la que estudiarem ara —evitant entrar en excessius detalls
técnics.

La teoria ZF és un sistema formal dins de la logica de primer ordre, amb una

relacio d'igualtat que es relaciona amb la de pertinenca de la manera segtient:

Axioma d’extensionalitat: si A i B sén conjunts, aleshores A = B és
equivalent a que, per tot X,

XeAs XeB.

Es a dir, dos conjunts amb els mateixos elements sén el mateix conjunt. Si per
tot X, X € A implica X € B, direm que A és un subconjunt de B i utilitzarem la
notacio A C B. Sivolem indicar que A és un subconjunt de B pero A # B —direm
que és un subconjunt propi— podem utilitzar la notacié A C B.

58
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Els primers axiomes de ZF

Ja hem vist un primer axioma de la teoria ZF: l'axioma d'extensionalitat. El pas
seglient és donar una série d'axiomes que ens permetran construir conjunts. Com
que per comencar necessitem alguna cosa, prenem com axioma que existeix algun
conjunt.” Un cop sabem que hi ha algun conjunt, el métode principal per construir
conjunts, que utilitzarem constantment, el déna aquest axioma:

Axioma d'especificacio: si A és un conjunt i P és un predicat (és a
dir, una FBF de la teoria que, aplicada a un conjunt, pot ser veritable
o falsa), aleshores existeix un conjunt que té per elements exactament
els elements X de A tals que P(X) és cert. La notacié que utilitzarem
per denotar aquest nou conjunt és aquesta:

{X €A : X compleix P}.

Observem que aquest axioma és el que n’haviem dit un esquema d’axiomes (pagi-
na 14), és a dir, un axioma per a cada predicat P. Observem també que l'axioma
d'especificacié de Zermelo-Fraenkel ens permet esquivar la paradoxa de Russell
de la que hem parlat abans (pagina 6): per construir un conjunt a partir d'una
propietat cal comencar amb un conjunt previ. D'aquesta manera, «el conjunt de
tots els conjunts» o «el conjunt de tots els conjunts que no es pertanyen a ells
mateixos», que donen lloc a la paradoxa, no existeixen.

Amb els axiomes anteriors ja en tenim prou per demostrar que existeix un
unic conjunt que no té cap element, és a dir, un conjunt A que té la propietat
que x € A és fals per tot x. L'anomenem el conjunt buit i el designem per @.
Demostrem la seva existéncia i unicitat.

e Existéncia: Sabem que existeix algun conjunt. Sigui A un conjunt. Definim
@ = {x € A: x # x}. Es evident, doncs, que aquest conjunt & té la
propietat que x € @ és fals per tot x.

e Unicitat: Suposem que f i @ son dos conjunts buits. Pels principis de la
logica proposicional tenim que x € § = x € @ i, per tant, § C &. Pel mateix
raonament, @ C @§. Per tant, per 'axioma d’'extensionalitat, § = &.

Hi ha tres axiomes més que ens permeten construir nous conjunts a partir
d’'uns altres conjunts donats.

Axioma de la parella: si A i B son conjunts (podrien ser iguals),
existeix un conjunt els elements del qual sén exactament A i B. Aquest
conjunt es denota {A, B}.

TAquest axioma és innecessari si, com comentavem a la nota de la pagina 16, a la logica de
primer ordre ja donem per fet que el domini del discurs no pot ser buit.
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En particular, si A és un conjunt i apliquem l'axioma de la parella a A, A, obtenim
lexisténcia del conjunt {A, A} = {A}.

L'axioma seglient ens diu que si A és un conjunt, tots els subconjunts de A
també formen un conjunt, que es designa 2* o tamhé P(A).

Axioma del conjunt de parts: si A és un conjunt, existeix un conjunt
P(A) tal que
XePA & XCA

Finalment, el tercer axioma que ens permet construir nous conjunts és l'axioma
que afirma l'existéncia de la unié de conjunts:

Axioma de la unio: si X és un conjunt, existeix un conjunt els elements
del qual sén els x tals que x € A per algun A € X.

St apliquem aquest axioma a un conjunt X = {A, B} obtenim el conjunt unié
de A i B, que es denota AU B, els elements del qual son els elements de A i
els elements de B. Perd l'axioma va molt més enlla perqué ens diu que podem
considerar la unié de qualsevol conjunt de conjunts?: si X és un conjunt, la unié
dels seus elements seria l'dnic conjunt | J,.x A que compleix aquesta propietat’

ae|JA & JAAeXnaecA).

AeX
En general, st tenim conjunts Ay, ..., A,, l'axioma de la parella i 'axioma de la unié
ens permeten considerar el conjunt {A;,...,A,}. En canvi, amb els axiomes que

hem vist fins ara no podem afirmar l'existéncia de conjunts amb infinits elements.
Caldra un axioma especific que veurem més endavant.

La interseccié d'una familia no buida de conjunts no necessita cap axioma
especific. Donats conjunts A i B podem definir

ANB:={xe€A:xe B} ={xe B:xecA}

i, més en general, el conjunt

M A

AeX

esta ben definit sempre que X #+ @.* St An B = &, direm que els conjunts Ai B
son disjunts.

2|'expressié conjunt de conjunts és redundant: tots els conjunts sén conjunts de conjunts,
perqué ja hem dit que els elements de qualsevol conjunt sén conjunts (quina altra cosa podrien
ser?). Malgrat aixo, de vegades utilitzem aquesta expressid, simplement per émfasi.

3Qui seria aquesta unié si X = @?

*Qui seria aquests interseccié si X = @7
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Hi ha dos axiomes més que sén forca técnics i podem ometre en una primera
lectura perqué fora dels estudis de teoria de conjunts gairebé no caldra utilitzar-
los mai. Sén 'axioma del reemplacament® i l'axioma de fundaci6.®

Els nombres naturals a ZF

Si la teoria de conjunts ha de ser una fonamentacié de la matematica, hem de
poder definir, amb les eines de la teoria de conjunts que acabem d'introduir,
els nombres naturals. Recordem que tot han de ser conjunts i, per tant, cada
nombre natural 0, 1, 2 ... ha de ser un conjunt. Com podem fer-ho? Una idea
interessant pot ser definir cada natural n com un conjunt concret amb n elements.
Per exemple, 0 seria un conjunt amb zero elements. Com de de conjunt amb zero
elements només n’hi ha un, sembla natural definir 0 := @. Ara toca definir 1 com
un cert conjunt amb un unic element. A partir dels axiomes que hem introduit
fins ara, un conjunt concret amb un Gnic element podria ser {@}. Amb aquesta
idea, hi ha diverses maneres de definir 0, 1, 2, 3,... Per exemple:

0:=9

1:={o} =0U{0} = {0}
2:={o,{o}}=1uU{1} ={0,1}

3:={o {a}, {{o.{a}}}} =20 {2} = {0,1,2}

°'axioma del reemplagament (que, novament, és un esquema d’axiomes) es pot descriure d'u-
na manera informal dient que si tenim una familia de conjunts X; indexada sobre un conjunt A, és
a dir, per cada i € A tenim ben definit un conjunt X;, aleshores aquesta familia forma un conjunt.
Dit d'una altra manera, si ja sabem que A és un conjunt, aleshores és valid parlar del conjunt
{Xi : i € A} i, en particular, podem considerar la unié dels conjunts d’aquesta familia J;c4 Xi.
Per exemple, considerem les inclusions naturals de la recta real en el pla real, d'aquest en l'espai
tridimensional, etc. Tenim una successi6 d'inclusions de conjunts R C RECcRcR*c--- que
ddna lloc a un conjunt forca habitual a les matematiques que és la unié de tots aquests conjunts:
R*® :=J,en R". L'axioma del reemplacament ens diu que aquesta construccié és correcta (si bé,
en aquest exemple concret, hi ha altres maneres de definir R* sense necessitat d'utilitzar l'axioma
del reemplagament). L'exemple més senzill on necessitem inevitablement l'axioma del reemplaca-
ment per assegurar que tenim un conjunt és {N, P(N), P(P(N)), P(P(P(N))),...}, un conjunt que,
tanmateix, potser no ens caldra utilitzar mai a la vida.

°’axioma de fundacié —conegut també com a axioma de reqgularitat— afirma que si A és un
conjunt no buit, existeix un x € A tal que xNA = @. Per entendre la importancia d’aquest axioma,
pensem que implica que x € x és sempre fals (n'hi ha prou amb aplicar l'axioma a A = {x}) o,
més en general, implica que no hi ha cap cadena infinita de conjunts xp 3 x;1 2 x2 2 x3 3 ---
(apliquem l'axioma al conjunt {x; : i € N} que és un conjunt per l'axioma del reemplacament) ni
cap cicle xo 2 x1 D x2 2 -+ 3 x, D xp i també implica que si A € B, aleshores B ¢ A (apliquem
laxioma a {A, B}). En particular, st A és un conjunt no buit i prenem un element de A i un element
d'aquest element de A i aixi successivament, després d'un nombre finit de passos el procediment
s'aturara i aixd només pot passar si arribem al conjunt buit. De manera informal, l'axioma de
fundacié ens diu que tots els conjunts estan formats a partir del conjunt buit.
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Es a dir, definim zero com el conjunt buit i definim el successor d'un natural n
com
s(n):==nu{n}’

Ara bé, amb els axiomes que hem vist fins ara no podem demostrar que tots els
naturals formen un conjunt. Ens falta un ultim axioma:

Axioma de linfinit: Existeix un dnic conjunt N que conté exactament
els nombres 0, 1,2 ...8

La manera com hem enunciat aquest axioma no és satisfactoria des d'un punt
de vista del rigor logic (els punts suspensius!). Expliquem breument com s'escriu
aquest axioma d'una manera correcta. En primer lloc, definim el successor d'un
conjunt

s(A) := AU {A}.

Ara definim conjunt inductiu com aquell conjunt Stalque @ € STIA€ S = s(A) €
S. Amb aquestes definicions, l'enunciat de l'axioma de Uinfinit diu: «existeix un
conjunt inductiuy. Suposem, doncs, que U és un conjunt inductiu. Es clar que
qualsevol interseccid de subconjunts inductius de U és també un conjunt inductiu.
Aleshores, definim N com la interseccid de tots els subconjunts inductius de U.
Ja tenim els nombres naturals. Cal fer encara una darrera consideracié: aquest
conjunt N l'hem construit a partir de U i cal veure que si comencem amb un
altre conjunt inductiu U’ també arribem al mateix N. La conclusié és que N és
efectivament un conjunt ben definit, és un conjunt inductiu, i és el més petit dels
conjunts inductius en el sentit que qualsevol altre conjunt inductiu ha de contenir
N com a subconjunt.

Observem que a la teoria ZFC dels nombres naturals el principi d’induccioé
esta incrustat a la mateixa definicié6 de N. Considerem una propietat P(n) que
es compleixi per 0 i tal que, per tot n, P(n) = P(n+1). Aleshores, si considerem
el subconjunt de N

A:={neN:Pn)}

tenim que A és un subconjunt inductiu de N i, com que N, per definicid, és el més
petit dels conjunts inductius, tenim que A =N i P(n) és cert per tot n.

Si aquests naturals que hem construit a la teoria de conjunts han de ser els
naturals de tota la vida, hauriem de comprovar que compleixen els axiomes de

’Cal situar aquestes definicions en el seu context. En primer lloc, diguem que el matematic
professional mai no utilitzara aquestes definicions per a res. Es important que existeixi una
definicié amb la qual els nombres naturals tinguin les propietats que volem, pero és irrellevant
quina sigui aquesta definicié i, de fet, hi ha diverses definicions possibles. D’atra banda, si
comparem, per exemple, aquestes dues férmules: 2 € 31 2+ 3 = 5, trobarem que hi ha una
diferéncia essencial entre elles. La primera és certa en aquest model dels nombres naturals que
proposem aqui, mentre que la segona és certa en tots els models dels nombres naturals que
puguin existir. De fet, hi ha un punt de vista sobre els fonaments de les matematiques que vol
prescindir del primer tipus de formules.

8Se’'n diu axioma de linfinit perqué és el primer axioma que ens permet afirmar Uexisténcia
d'un conjunt amb infinits elements.
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Peano. Per la manera com els hem definit, els axiomes de Peano son evidents
excepte un:
s(n)=s(m) = n=m

la demostracié del qual és una mica enrevessada. Cal comencar demostrant
aquest lema:
men = m<Cn.

Per veure-ho, considerem el conjunt de tots els nombres naturals per als quals
aixo és cert:
S={neN:Vm(men=mCn)} CN.

Si demostrem que S és un conjunt inductiu, com que N és el més petit dels
conjunts inductius, deduirem que S = N i el lema sera cert. Que 0 € S és evident.
Suposem que k € S i intentem demostrar que s(k) € S. Es a dir, suposem que
m € s(k) i intentem demostrar que m C s(k). Si m € s(k) = kU {k}, tenim que
m € k o m = k. En el primer cas, com que k € S, deduim que m C k C s(k). En
el segon cas, tenim m = k C s(k). En els dos casos, doncs, arribem a la conclusid
que voliem.

Un cop demostrat el lema, ja podem demostrar l'axioma de Peano que diu
s(n)=s(m) = n=m.

Suposem n U {n} = s(n) = s(m) = mU {m}. Com que m € s(m), tindrem
m € nU {n} i, per tant, n = m (amb la qual cosa hem acabat la demostracid)
o m € n. En aquest cas, el lema anterior ens diu que m C n. Repetint aquest
mateix raonament intercanviant els papers de n it m obtenim que n =mo n C m.
La doble inclusié n C m, m C n ens diu que n = m.

A partir de tot aix0 que hem dit podem desenvolupar, a la teoria ZF, tota
laritmetica de Peano incloent, en particular, el principi d'induccid, el teorema de
recursié (vegeu l'exercici 11.24),° les definicions de suma, multiplicacié i ordre amb
les seves propietats basiques, etc. Aquesta fonamentacié dels nombres naturals a
partir de la teoria de conjunts s’ha convertit, doncs, en la fonamentacid estandard,
relegant a un segon pla el punt de vista pre-conjuntista de Peano que hem
estudiat en capitols anteriors, de manera que l'aritmetica de Peano seqgueix sent
important per als especialistes en fonaments de les matematiques, perd no per
a la gran majoria dels matematics, que treballen en el context de la teoria de
conjunts de Zermelo-Fraenkel.

%Ens podriem preguntar com és que els axiomes de Peano de primer ordre no permeten
demostrar el teorema de recursié i, en canvi, els axiomes de ZF, que també sén de primer ordre,
st que ho permeten. La resposta es troba en Uaxioma del conjunt de parts, que és un axioma
potentissim. Per exemple, aquest axioma ens permet escriure «per tot subconjunt de N... » mentre
que la majoria dels subconjunts de N no es poden definir utilitzant l'axioma d’especificacié perque,
com veurem, N té una quantitat no numerable de subconjunts i, en canvi, només hi ha una quantitat
numerable de FBF.
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'axioma de l'eleccio

Els axiomes que hem introduit fins ara sén, com hem explicat, els de Zermelo i
Fraenkel (ZF). Posteriorment —no sense polémica— es va decidir afegir un nou
axioma que s’ha demostrat que és molt Gtil a 'hora de fer matematiques: 'axioma
de Ueleccié. Expliquem en que consisteix aquest axioma.

Suposem, per exemple, que X = {A, B, C} és un conjunt amb tres elements i
que els conjunts A, B, C sén # @ i, per simplificar, disjunts dos a dos. Aleshores,
podem fer aquesta construccio: com que A # &, existeix a € A; com que B # &,
existeix b € B; com que C # @, existeix ¢ € C. Podem, per tant, considerar el
conjunt Y := {a, b, c} que té, exactament, un element de cadascun dels conjunts
que pertanyen a X. Es a dir, podem escollir elements a, b, ¢, un de cada conjunt
A, B, C. Si en lloc de tres conjunts A, B, C en tinguéssim tres mil, ho podriem
fer igual, pero el procés seria més llarg. La pregunta és: i si en tenim infinits?
Sembla que també podriem escollir —per qué no?— un element de cada conjunt
i formar el conjunt Y. El problema és que, amb els axiomes de ZF, aix6 no és
possible."" Si ho volem fer —i en moltes demostracions que ens trobem a les
matematiques, ens cal fer aquesta construccid consistent en fer infinites elecci-
ons— necessitem un nou axioma que, d'alguna manera, ens digui que si tenim un
conjunt X i els seus elements A son conjunts no buits, podem triar un element de
cadascun dels conjunts A.

Per poder enunciar correctament aquest axioma hem de donar un significat
formal a la idea de triar. Aixo es fa amb el concepte de funcié d'eleccio. Aleshores,
l'axioma diu aixo:

Axioma de leleccio: Sigui X un conjunt. Suposem que & & X. Ales-
hores, existeix una funcié (anomenada funcié d'eleccid)

f:X—>UA

AeX

tal que, per tot A € X es compleix f(A) € A'?

0Per explicar d'una manera intuitiva la necessitat de 'axioma de l'eleccié s'acostuma a recérrer
a Uexemple de les sabates i els mitjons. Imaginem un magatzem amb una col-leccid infinita de
capses de sabates. Imaginem que l'encarregat del magatzem —que compleix escrupolosament
les ordres que rep, pero no té lliure albir— rep lordre de posar a l'aparador una sabata de cada
capsa. L'encarregat pregunta «quina?» i si li contesten, per exemple «la del peu drety, ja té prou
informacid per complir Uordre rebuda. En canvi, si en lloc de sabates parlem de parells de mitjons,
lordre de presentar exactament un mitjoé de cada parell no es pot dur a terme perqué no podem
contestar la pregunta «quin?y.

"Es a dir, laxioma de leleccié és indecidible a ZF. Godel va demostrar (1938) que a ZF no
es pot demostrar que l'axioma de leleccid és fals, i Paul Cohen va demostrar (1963) que a ZF
tampoc no es pot demostrar l'axioma de l'eleccié. Tot aixd, evidentment, suposant que ZF sigui
consistent.

12Aquest axioma déna existéncia a uns objectes que de cap manera no poden ser construits ni
per un ésser huma ni per un ordinador. Es pot comparar amb postular Uexisténcia d’'un dimoni de
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Quan afegim a ZF l'axioma de l'eleccid obtenim la teoria ZFC (ZF+«choice»)
que es considera que és la fonamentacié estandard de les matematiques. Les-
tudiant, al llarg dels seus estudis de matematiques, trobara un bon nombre d'a-
plicacions d'aquest axioma de l'eleccié. Potser la primera sera el teorema «tot
espai vectorial té alguna basey, que és un teorema que no es pot demostrar sense
'axioma de l'eleccié.

Maxwell a les matematiques. Recordem que aquest dimoni hipotétic podia violar les lleis de la
termodinamica i, per exemple, fer que un gas en equilibri es separés en una part calenta i una
part freda. L'axioma de leleccidé té un comportament similar al d'aquell dimoniet i ens diu, per
exemple, que podem descompondre un pésol en un nombre finit de peces i tornar-les a ajuntar
fent una esfera de la mida del Sol (paradoxa de Banach-Tarski), que existeix una base de R com
espai vectorial sobre @, que podem reordenar els nombres reals de manera que tot subconjunt no
buit tingui minim, o que hi ha uns nombres naturals no estandard que compleixen els axiomes de
Peano (de primer ordre) pero sén no numerables. Cadascuna d’aquestes construccions requereix
una infinitat no numerable d'eleccions, és a dir, no es poden fer de manera efectiva. Tanmateix,
l'axioma de l'eleccid és util en el sentit que, si més no, ens diu que no hem d'intentar demostrar
que tot subconjunt de R3 té assignat un volum o que no hi ha nombres naturals als que no es pot
arribar pas a pas a partir del zero.



3 Productes, relacions,
aplicacions

Els axiomes de la teoria ZFC que hem vist al capitol anterior ens permeten fer al-
gunes de les construccions basiques de les matematiques —subconjunts, conjunt
de parts, unio, interseccid, eleccio. Ara estudiarem algunes altres construccions
essencials com sdn el producte cartesia o les funcions.

El producte cartesia de dos conjunts

St A i B son conjunts, el producte A x B sera el conjunt format per les parelles
ordenades (a, b) amb a € Ai b € B. Hem de definir qué és una parella ordenada
(que ha de ser un conjunt) i hem de demostrar que formen un conjunt. En una
parella ordenada, la propietat que volem garantir és que

(a,b)=(d",b') & (a=d)N(b=D). (%)

Com podem definir (a, b) de manera que tinguem aquesta propietat? De fet, hi
ha diverses maneres de fer-ho i n’hem d’escollir una.! Per exemple, si definim

(a,b) :={{a},{a,b}} € PP(AU B)

es pot comprovar (exercici interessant per practicar aquests temes) que es com-
pleix la propietat desitjada () i aixd ens permet definir? el producte cartesia de
dos conjunts ('anomenarem simplement «productey)

Ax B:={(a,b) € PP(AUB):a € AAD € B}.

Amb aquesta definicié tambhé podem parlar del producte d'un conjunt finit® (or-
denat) de conjunts A; x --- x A,

TA aquesta definicié de parella ordenada podem aplicar-li el mateix comentari de la nota 7
del capitol anterior.

2Observem que per poder aplicar 'axioma d'especificacié cal que totes les parelles ordenades
estiguin en un conjunt. Efectivament, per la definicié que hem pres és clar que totes pertanyen
aP(P(Au B)).

3També es pot estendre el concepte de producte de conjunts a una familia infinita de conjunts,
pero aquest tema no el tractarem aquest curs.

*La definicié és recursiva Ay x --- x A, 1= Ay x (A2 x -+ X Ay).

60
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Relacions

Sovint, tindrem una relacié entre els elements d'un conjunt. Per exemple, en els
nombres naturals tenim una relacié d'ordre amb la que, per exemple, 2 < 5 és
cert i 3 < 1 ésfals. O, per exemple, podem considerar la relacié

n~m < |n—m|és miltiple de 79.

Que és, exactament, una relacié en un conjunt? Com que estem fonamentant-ho
tot en la teoria de conjunts ZF, una relacié també ha de ser un conjunt. Quin
conjunt? Una solucié senzilla d'aquesta pregunta és pensar una relacié com el
conjunt de totes les parelles d’elements relacionats. Amb aquesta idea, definim

Definicié de relacio: una relacié en un conjunt A és un subconjunt
R C Ax A. Direm que a esta relacionat amb b si (a,b) € R.

Hi ha un tipus de relacions que juguen un paper important a les matematiques
(L ja han aparegut anteriorment en aquestes notes): les relacions d'equivalén-
cia. Una relacié (que escriurem amb el simbol ~) en un conjunt A diem que és
d’'equivaléncia si compleix aquestes tres propietats:

e Propietat reflexiva. Per tot a € A es compleix a ~ a.
e Propietat simétrica. Per tot a,b € A es compleix a ~ b = b ~ a.
e Propietat transitiva. Per tot a,b,c € A es compleix (a ~ b) A (b ~ ¢) =

a ~ C.

Observem que aquestes tres propietats les compleix la relacié d'igualtat i, d'a-
questa manera, podem pensar en les relacions d'equivaléncia com una generalit-
zacid del concepte d'igualtat.

Unes altres relacions que son importants a les matematiques sdn les relacions
d'ordre. Una relacié (que escriurem amb el simbol <) en un conjunt A direm que
és d'ordre si compleix aquestes tres propietats:

e Propietat reflexiva. Per tot a € A es compleix a < a.

e Propietat antisimétrica. Per tot a,b € A es compleix (a < b)A (b < a) =
a=b.

e Propietat transitiva. Per tot a,b,c € A es compleix (¢ < b)A (b < ¢) =
a<c.

Evidentment, si tenim una relacié d'ordre < també podem considerar la relacio
estricta associada <. Hi ha una tercera condicid que podem exigir (o no) a una
relacié d'ordre, que afirma que donats dos elements sempre els podem comparar:
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e Totalitat. Per tot a,b € A es compleix (a < b) V (b < a).

St una relacié d'ordre compleix aquesta tercera condicio, direm que és una re-
lacio d'ordre total. Si no la compleix, direm que és una relacié d'ordre parcial.
Un conjunt amb una relacié d'ordre parcial/total diem que és un conjunt parci-
alment/totalment ordenat. Sovint, d'un conjunt parcialment ordenat se'n diu un
poset.

Exemples:

e Definim una relacié a N dient que a ~ b si |a — b| és multiple de 3. No és
dificil veure que es tracta d'una relacié d'equivaléncia.

e N és un conjunt totalment ordenat amb la relacié d'ordre habitual.

e Considerem el conjunt dels polinomis amb coeficients nombres racionals i
definim f < g si el grau de f és menor o igual que el grau de g. No és una
relacio d'ordre perqué no es compleix la propietat antisimetrica.

e Si A és un conjunt, P(A) és un poset amb la inclusié com a relacié d'ordre.

e A N definim una relacié dient que n = m si n divideix m. Es una relacié
d'ordre parcial.

Quan tenim una relacié d'ordre a un conjunt A i un subconjunt X C A podem
considerar diversos conceptes importants:

e maxim, minim. Diem que x € X és un minim de X si x < y per tot y € X.
Diem que x € X és un maxim de X si y < x per tot y € X. Un subconjunt
X pot tenir maxim, minim o no tenir-los. Si en té, sén Unics.

e maximal, minimal. Diem que x € X és un element minimal de X si no hi
ha cap y € X tal que y < x. Diem que x € X és un element maximal de X
st no hi ha cap y € X tal que x < y. Un subconjunt X pot tenir elements
maximals, minimals o no tenir-ne. Poden no ser Unics.

e cotes superiors, inferiors. Una cota superior per a X és un element a € A
tal que x < a per tot x € X. Una cota inferior per a X és un element a € A
tal que a < x per tot x € X.

e intervals. Donats dos elements a < b del conjunt ordenat A, definim l'in-
terval
[a,b]:={x € A:a < x < b}

També podem definir intervals del tipus (a, b) —que no hem de confondre
amb la parella ordenada (a, b)—, [a, b) i (a, b].

La relacié d'ordre n = m de l'exemple anterior és Util per entende millor les
diferencies entre aquests conceptes (vegeu l'exercici 11.17).
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Aplicacions

Un dels conceptes més importants de les matematiques és el concepte de funcio
que rep diversos noms segons el context i que en el context de la teoria de
conjunts s'anomena aplicacio.

Tots coneixem aquest concepte. Per exemple, considerem aquesta aplicacio
(que apareix a la famosa conjectura de Collatz de la que hem parlat abans):

: f(n) n/2 si n és parell;
N - N, n):=
3n+1 st n és senar.

Coses importants a tenir en compte:

e Tenim un domini de definicié o també conjunt de sortida, sobre el que esta
definida laplicacié. En aquest cas, N.

e Tenim un conjunt d'arribada al qual pertanyen els valors f(n). En aquest
cas, N.

e Finalment, tenim una definicié de f(n) per a cada valor de n que ens deter-
mina, de manera univoca, quin valor té f(n). Diem que f(n) és la imatge de
n per l'aplicacio f.

En el context de la teoria de conjunts, si volem definir el concepte d'aplicacié
entre dos conjunts f : A — B ho farem a través de la grdfica de f: direm que una
aplicacié de A a B és un subconjunt f C Ax B que té la propietat que pertota € A
existeix un unic b € B tal que (a,b) € f. En aquest cas, escriurem b = f(a) i
direm que b és la imatge de a per f. Si sobreentenem f, també escriurem a +— b.
Observem que, st A i B sén conjunts, totes les aplicacions f : A — B formen un
conjunt que s'acostuma a designar B* o tamhé (preferiblement) F(A, B).

Repassem ara alguns conceptes importants sobre aplicacions.
e Una propietat essencial de les aplicacions és que, en determinats casos, es

poden compondre. Si f : A — B és una aplicacié i g : B — C és una altra
aplicacid, podem considerar la seva composicio

gof:A—-C

definida aixi
(gof)(a):= g(f(a)).

>Cal observar que els simbols — i — indiquen coses molt diferents. A més, el fet que — indiqui
una aplicacid ens diu que no hauriem d'utilitzar aquest simbol per a cap altra cosa.
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e Per a qualsevol conjunt A podem considerar 'anomenada aplicacié identitat
I : A — A que ve donada per /(a) = a per tot a € A.

e Sigui f : A — B una aplicacié i suposem que f(a) = b. Direm que b és la
imatge de a i que a és una antiimatge de b. Aleshores:

— Si tot element de B té com a minim una antiimatge, direm que f és

una aplicacié exhaustiva. De vegades, utilitzarem la notaci6 A —
B per indicar que f és una aplicacié exhaustiva. De les aplicacions
exhaustives de vegades també se'n diu projeccions.

Si cada element de B té com a maxim una antiimatge, direm que f és
una aplicacid injectiva. Formulat d'una manera equivalent, una apli-
cacid és injectiva si compleix

(fx) =fy)) = (x=uy).

De vegades, utilitzarem la notacidé A — B per indicar que f és una
aplicacié injectiva. De les aplicacions injectives de vegades també
se'n diu injeccions.’

Si f és a la vegada injectiva i exhaustiva, diem que és bijectiva (o que
és una bijeccid). En aquest cas, cada element de B té una Unica antii-
matge i podem definir una aplicacié g : B — A que és inversa de f, en
el sentit que, per tot a € A es compleix que g(f(a)) = aipertotbe B
es compleix que f(g(b)) = b. La notacié tradicional per aquesta apli-
cacié inversa —que és Unica— és =, cosa que, en alguns contextos,
pot generar confusid. Cal insistir que aquesta aplicacid inversa només
existeix si f és bijectiva.

e Algunes aplicacions reben el qualificatiu de canoniques. Per exemple:

— Si tenim un producte de conjunts A x B #+ @ podem definir dues apli-

cacions ma:Ax B— A, ig: Ax B — B per

sta(a, b) :=a, mg(a, b) :=b.

°Els conceptes d'aplicacié injectiva i aplicacié exhaustiva sén molt senzills, perd també és

cert que, quan l'estudiant s’hi enfronta per primera vegada, hi ha el risc que confongui aquests
conceptes amb altres que poden semblar similars. Considerem aquestes afirmacions sobre una
aplicacio f: A — B:

© Ok W=

7.

Tot element de A té alguna imatge.

Tot element de A té una Unica imatge.

Elements de A diferents tenen imatges diferents.

Per tot x,y € A, si x =y, aleshores f(x) = f(y).

Per tot x,y € A, st f(x) = f(y), aleshores x = y.

Si dos elements de A tenen imatges diferents, son diferents.
Tot element de B té una Ulnica antiimatge.

112 sén sempre certs, per la pura definicié d’aplicacié. 3 i 5 son contrareciprocs un de laltre i,
per tant, son afirmacions equivalents; les dues defineixen el concepte d’aplicacid injectiva. 4 és
una tautologia, per aplicacié directa de la llei de Leibnitz. 6 és el contrareciproc de 4 i, per tant,
és també una tautologia. 7 és equivalent a la definicié d'aplicacid bijectiva.
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Direm que son les projeccions canoniques de A x B sobre A i B, res-
pectivament, perque, efectivament, son aplicacions exhaustives.

— Si tenim un conjunt B i un subconjunt A podem definir una aplicacié
i : A— B peri(a) := a. Direm que és la injeccié canonica de A a B
perque, efectivament, és una aplicacié injectiva.

e Sif:A— Bésuna aplicacid i b € B, podem considerar el conjunt de totes

les antiimatges de b. De vegades, aquest conjunt s'anomena «la fibra de
f sobre b». Es un subconjunt de A que pot ser buit. Malauradament, la
notacié que utilitza tothom per indicar aquest conjunt indueix a confusié:

f'(b):={a €A : fla)=b} CA

Observem, doncs, que f~'(b) estad sempre definit, encara que f no sigui
bijectiva, i és un subconjunt (potser buit) de A.

e Una aplicacio f : A — B doéna lloc a dues aplicacions

f. : P(A) — P(B)
f*: P(B) - P(A)

Aquestes dues aplicacions es defineixen aixt:

f(X):={b € B : existeix a € X tal que f(a) =b }
f*(Y):={a€A: fla)e Y}

Malauradament, per augmentar la confusid en les notacions, aquestes apli-
cacions que hem designat provisionalment per f, i f*, es designen a la
practica f i {71, respectivament. L'estudiant ha d'aprendre a no confondre’s
amb aquestes notacions tan poc afortunades.

e Utilitzarem sovint aquestes propietats de les aplicacions f, i f* (que l'estu-

diant demostrara com a exercici):
- f(UielAi) = Uiel f(A).
— F((Mie; A) € Nie, f(A) 1 la igualtat es compleix si f és injectiva.
f_1(UieI Bi) = Uiel f_1(Bi)~
f_1(miel Bi) = ﬂiel f_1(Bi)~
- (B=Y)=A-fT1(Y).

- X C f1(f(X)) i la igualtat es compleix si f és injectiva.

f(f~1(Y)) C Y i la igualtat es compleix si f és exhaustiva.

Observem que, en certa manera, f~' té millors propietats que f.



9 El conjunt quocient

En aquest capitol estudiarem una de les eines més poderoses de les matemati-
ques, la que ens permet considerar com iguals coses que no ho son!

La forca d'aquesta capacitat de fer iguals coses que no sén iguals és immensa i
l'estudiant de matematiques ho anira descobrint al llarg dels seus estudis. Posem
uns exemples informals:

e Si, en els nombres reals, decretem 25t = 0, ja no tenim els nombres reals:
tenim els angles.
b

> + — coma nombres reals, pero

b
= coma angles.

NS

e Si considerem l'interval real [0, 1] i decretem 1 = 0, ja no tenim un segment:
tenim una circumferencia.

0=1

e Si considerem dos individus iguals quan les seves céllules vermelles tenen a
la membrana els mateixos antigens, deixem de tenir individus: tenim grups
sanguinis. Hem fet una classificacio.

e Si, en els nombres reals, decretem 24 = 0 tenim les hores del dia, amb les
quals, per cert, podem fer operacions com la suma, perfectament coherents.

e Sienun quadrat (ple), per exemple [0, 1]x[0, 1] € R?, identifiquem cada punt
d’'un dels costats amb el punt corresponent del seu costat oposat ((x,0) =
(x, 1) per tot x € [0, 1)), obtenim un cilindre. St a continuacié decretem que
tots els punts d'un altre costat son el mateix punt ((0,y) = (0, y’) per tot
y,y’ €[0,1]), obtenim un con.

72
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e Si en un rectangle (ple), per exemple [0, 2] x [-1,1] C R?, identifiquem cada
punt d'un dels costats, no amb el punt corresponent del seu costat oposat
siné amb el seu simétric ((0, y) = (2, —y) per tot y € [—1,1]), obtenim: una
banda de Mébius.

e Fins aqui hem obtingut coses que ja coneixiem. El procés és més interes-
sant quan obtenim objectes matematics nous. Per exemple, qué sén les
direccions de l'espai? No ho sabem, pero tenim clar que una direccid és el
que tenen en comu dues rectes paralleles. Per tant, si decretem que les
rectes paralleles passen a ser iguals obtenim... les direccions de l'espai.

Es clar que per poder fer tota aquesta magia necessitem un fonament teoric
solid. Aquest fonament vindra donat per les relacions d’equivaléncia.

Recordem que una relacié d'equivaléncia ~ en un conjunt X és una relaci6 que
compleix tres propietats que també compleix la igualtat: reflexivitat, simetria i
transitivitat. A partir de X i ~ construirem un nou conjunt que anomenarem X/~
en el qual la relacié x ~ y a X es convertira en una relaci6 d'igualtat x = y a
X/~

Suposem, doncs, que X és un conjunt i tenim una relacié d'equivaléncia a X.
Per cada x € X, denotem [x] el conjunt de tots els elements de X que estan
relacionats amb x:

x|:={ye X:y~x}CX.

Direm que [x] € X és la classe dequivaléncia de x o que x és un represen-
tant de la classe d'equivaléncia [x]. Observem que cada classe d'equivaléncia és
un subconjunt de X. Les classes d'equivalencia compleixen aquestes propietats
(exercici):

1. [x] =[y] st it només si x ~ y.
2. La unid de totes les classes d'equivalencia és igual a X.

3. Dues classes d'equivaléncia diferents son disjuntes: [x]N[y] # @ = [x] = [y].

Doncs bé: els elements del conjunt X/~ son precisament totes les classes d'e-
quivaléncia. Més formalment,

X/~={AePX):Ix(x e XNA=[x)}.

Hem de tenir clar que els elements de X/~ no sén elements de X, sén subconjunts
de X. Per exemple, si X és el conjunt de tots els éssers humans —X té, per tant,
milers de milions d’elements— i la relacié d'equivaléncia, com en un dels exemples
anteriors, és «tenir el mateix grup sanguini», aleshores el conjunt quocient només
té quatre elements:

X/~ ={A, B,AB, O}

on hem designat per A la classe d'equivaléncia de tots els éssers humans amb
grup sanguini A, etc.
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Quina relacié hi ha entre el conjunt original X i el nou conjunt X/~ que hem
creat? Hi ha una aplicacié:
T X - X/~

que anomenarem «pas al quocienty o «projeccié (canonica) sobre el quocient»
perqué, efectivament, és exhaustiva. L'aplicacié st es defineix aixi:

7(x) :=[x] € X[~ .
En l'exemple dels grups sanguinis, st assignaria a cada individu el seu grup.
Exemple: la banda de Maobius
Considerem el quadrat Q :=[0,2] x [-1,1]. Es a dir,
Q={(a,b)eR*:0<a<2 -1<b< 1}

Abans hem vist que la banda de Mabius s'obté identificant (0, y) ~ (2, —y). Aques-
ta identificacio, per ella mateixa, no és una relacié d'equivaléncia a Q, pero no
costa gens convertir-la en una relacié d'equivaléncia afegint-hi algunes altres
identificacions trivials:

(a,b) ~ (', b) & 4 (a=0)A(a" =2) A (b = —b)

(a=2)A(a"=0)A (b= —b)

Aleshores, observem que hi ha dos tipus de classes d'equivaléncia:

e Sia #0,2, la classe d'equivaléncia [(a, b)] té un Unic element.

e En cas contrari, la classe d'equivaléncia [(a, b)] té dos elements. Per exemple

[(0,1/2)] = {(0,1/2),(2,—1/2)}.

El conjunt quocient X/~ és, geometricament, una banda de Mobius.!

'Observem, pero, que aquesta construccié amb un quadrat no es pot fer amb paper i cinta
adhesiva, necessitem un rectangle més llarg que ample. Es a dir, aquesta banda de Mobius que
hem construit és un objecte abstracte, no un objecte fisic. | esta molt bé que sigui aixi: l'operacid
de pas al quocient permet construir objectes matematics que, en principi, no «viuen» al nostre
espat fisic tridimensional. Recordem, per exemple, que a linici d'aquest capitol vam dir, d'una
manera informal, que st a linterval real [0, 1] identifiquem 0 amb 1 obtenim la circumferéncia.
Aix0 és cert, en un cert sentit molt precis, pero tambhé és cert que aquesta circumferéncia que
hem obtingut no és «el conjunt de punts del pla a distancia 1 d'un punt fixaty, sind que és una
circumferéncia abstracta.
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Definir aplicacions sobre un conjunt quocient

Una situacio molt habitual és que ens interessi definir una aplicacié sobre un
conjunt quocient
f:X|~—Y.

Ho podem fer? Com? Considerem aquests dos exemples.

e Suposem que als nombres reals considerem una relacié d'equivaléencia se-
gons la qual x ~ x + 27t per tot x. El conjunt quocient el podem identificar
a una circumferéncia: S'" = R/(x ~ x + 27). Com podem definir una funcié
f:S" — R? La resposta és clara: n'hi ha prou amb definir f sobre els
nombres reals i, evidentment, assequrar-se que f(x + 27) = f(x). Es a dir,
una funcié periodica de periode 27t dona lloc immediatament a una funcié
sobre la circumferéncia.

e En l'exemple dels grups sanguinis, si suposem que hi ha diversos tracta-
ments possibles, quan direm que el tractament que rep un individu només
depén del grup sanguini? Doncs quan sempre que dos individus tenen el
mateix grup sanguini, reben el mateix tractament.

Escrivim aixo (que és tan evident!) en un llenguatge matematic formal (i deixara
de semblar evident):

Sigui ~ una relacié dequivaléncia sobre un conjunt X i sigui 5
X — X[~ el corresponent pas al quocient. Suposem que tenim una
aplicacié f : X — Y. Aleshores, la condicié necessaria i suficient
perqué existeixi una aplicacié g : X|/~— Y tal que go st = f és

Vx,y € X 1 x ~y = f(x) =f(y).

Un diagrama que és util per entendre millor la situacié és aquest:

X — sy

g
-
—_ J/
JL s
-
-
-

X[~

Aquest resultat s'aplica freqiientment a la practica matematica. Es vol definir
una aplicacié g : X/ ~— Y i el que es fa és definir una funcié f : X — VY.
A continuacio, es diu la frase «demostrem que la funcié esta ben definiday i
aleshores es comprova la condicié necessaria i suficient del teorema anterior, és
a dir, es comprova que x ~ y = f(x) = f(y). Veurem molts exemples al llarg del
curs.
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Com convertir qualsevol aplicacio en injectiva

Suposem que tenim una aplicacio f : A — B. Potser no és injectiva. El que és
fantastic és que la podem «convertiry en una aplicacid injectiva. Exactament, el
que volem dir és aixo:

Teorema. Sigui f : A — B una aplicacio qualsevol. Podem descom-
pondre f com a composicié de dues aplicacions

f=iom

de manera que st és exhaustiva i i és injectiva.

Fent un diagrama s’entendra millor:

A%B
—l/
C

Pensem com podem convertir f en injectiva. Si f no és injectiva, vol dir que
hi ha elements diferents x,y que tenen la mateixa imatge. Si decretem que,
automaticament, x, y passin a ser iguals, ja haurem convertit f en una aplicacié
injectiva. Com podem fer que dues coses diferents com x, y es converteixin en
iguals? Resposta: utilitzant el conjunt quocient!

Demostracio del teorema. Definim a A la segiient relacio
x ~y & f(x)=f(y).

Es molt senzill veure que es tracta d'una relacié d'equivaléncia. Sigui 7 : A —
Al ~ el pas al quocient (que és una aplicacié exhaustiva). Tenim

A— B
P ¢
L Ve

ﬁl 7

Al ~

Aplicant el que hem vist abans, l'aplicacid i existeix i és evident que i és injectiva:

i(x) = i(y]) = in(x)=in(y) = fx)=1fy) = x~y = [x]=[y].



10 Finit, infinit, infinits

En aquests apunts han aparegut sovint les paraules finit i infinit, pero sempre a
nivell de metallenguatge: mai hem definit qué volen dir, exactament. En aquest
capttol tractarem aquestes qliestions importants:

e Que vol dir, exactament, que un conjunt és finit o és infinit?
e Com podem comparar la mida de dos conjunts?

e De la mateixa manera que hi ha conjunts finits més grans que altres, hi ha
també «mides» diferents d'infinits? Hi ha infinits més «grans» que altres
infinits?

Aquestes preguntes se les va plantejar Georg Cantor cap al 1873 i les respostes
que va trobar van fascinar —i també van pertorbar— els matematics d'aquella
época.

Abans de comencar a contestar les preguntes anteriors, és pertinent fer una
observacid important:

«Infinit» no és un objecte matematic.

Es a dir, 0, 7, N, la funcié exponencial, el dodecaedre reqular... sén objectes
matematics, pero infinit (o co) no ho és. Infinit és un concepte general que
apareix sovint a la matematica i que, en cada context, tindra un sentit especific
que caldra fixar clarament. Per exemple, en aquestes formules

o 1 ')
IN| =00, lim(1—¢*)=—o0, E =00, / e dx = /7
X—00 I o0

n=1

hi apareix set vegades el simbol oo precedit, en algun cas, del signe menys. En
cadascuna de les formules, el significat matematic del simbol oo requereix una
explicacio, una definicio.

Dit aix0, diguem que lobjectiu d'aquest capitol és donar un sentit precis a
expressions del tipus: el conjunt A és infinit.

77
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Com comparar dos conjunts sense saber comptar

Imaginem que tenim un ramat de cabres i un ramat d'ovelles. Suposem que no
sabem comptar —com realment succeira quan parlem de conjunts infinits. Com
podem saber si tenim la mateixa quantitat de cabres que d'ovelles? Resposta:
fem parelles (cabra, ovella) i mirem si sobren cabres o sobren ovelles o no sobra
res. D'aquesta manera podem saber, sense haver de comptar, si els dos conjunts
tenen la mateixa mida o no.

Aquesta idea tan simple, quan es formula matematicament com va fer Cantor,
obre tot un nou moén de possibilitats per tractar el tema de Uinfinit i dels infinits.

Dos conjunts A i B direm que sén equipotents —o que tenen la mateixa
cardinalitat o que tenen el mateix cardinal'— si existeix una aplicacié
bijectiva f : A — B.

Si no existeix cap aplicacié bijectiva entre A i B, pero si que existeix
una aplicacié injectiva g : A — B, direm que el conjunt A té cardinal
menor que el conjunt B.?

Direm que un conjunt A és finit quan no és equipotent a cap subconjunt
propi (és a dir, diferent de A). En cas contrari, direm que és infinit>

Direm que un conjunt és numerable quan és equipotent a N.

Es aixi de senzill. Si al conjunt A = {0,3,6,7} li traiem ni que sigui un sol
element, obtenim un nou conjunt que no es pot posar mai en correspondéencia
bijectiva amb A. Es un conjunt finit. El conjunt N, en canvi, és un conjunt infinit
perqué, per exemple, l'aplicacié f(n) = 2n és una bijeccié entre N i el subconjunt

"Hem definit «tenir el mateix cardinal» sense haver definit qué és el cardinal. Aixo és perfec-
tament legal. Si existis el conjunt de tots els conjunts, podriem definir el cardinal d'un conjunt
com la seva classe d'equivaléncia respecte de la relacié d’equivaléncia de ser equipotents. Es a
dir, el cardinal és alld que tenen en comu tots els conjunts equipotents. Pero aixo, és clar, no és
una definicid matematica correcta, perqué el conjunt de tots els conjunts no existeix.

2Perqué aquesta nocié de «menor que» sigui coherent amb la idea d'ordre hauriem de com-
provar que compleix la propietat antisimétrica —les altres propietats d'una relacié d'ordre sén
evidents— o, més exactament, una versié adaptada de la propietat antisimeétrica. Hauriem de
demostrar que si hi ha una aplicacié injectiva A — B i una aplicacid injectiva B — A, aleshores
també hi ha una aplicacié bijectiva A — B i, per tant, A i B sén equipotents. Aixo és cert i va ser
enunciat per Cantor, sense demostracié. Es coneix com a teorema de Cantor-Schréder-Bernstein.

3Aquesta definicié va ser proposada per Richard Dedekind l'any 1888 i té l'avantatge que no
requereix la teoria dels nombres naturals. Una altra definicié de conjunt finit seria aquesta: un
conjunt és finit si és equipotent a algun d’aquests conjunts @, {1}, {1,2},...,{1,...,n},.... Ala
practica, utilitzem més freqlientment aquesta segona definicié que no pas la de Dedekind, pero
hem de tenir en compte que demostrar que les dues definicions sén equivalents requereix l'axioma
de l'eleccio.
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dels nombres parells. Quan un conjunt es pot posar en bijeccié amb un subconjunt
propi seu, es tracta d'un conjunt infinit.

Coneixem, doncs, molts conjunts infinits perqué qualsevol conjunt que con-
tingui els nombres naturals ha de ser infinit: Z, Q, R, les funcions reals, els
polinomis, etc. sdn infinits i el producte cartesia d'un conjunt infinit i un con-
junt no buit també és infinit. Alguns d'aquests conjunts infinits s6n clarament
numerables. Per exemple:

e 7 és numerable i el podem numerar —que vol dir posar en correspondencia
bijectiva amb N— aixt

0,1,-12-2,3-3,4-45-5,...

e Q també és numerable i aquest fet pot semblar sorprenent al primer moment
perque l'aspecte que tenen els nombres racionals quan els dibuixem sobre
una recta en coordenades cartesianes és molt diferent de l'aspecte que
tenen els nombres naturals sobre la mateixa recta. A més, sembla talment
que hi hagi molts més nombres racionals que nombres naturals. La realitat,
pero, és que els conjunts N i QQ sén equipotents i hem de dir que tenen
la mateixa cardinalitat. Una manera de numerar els nombres racionals és
aquesta. Escrivim les fraccions positives en una taula de doble entrada (hi
haura repeticions):

71 12 1/3 14 1/5 1/6
211 2/2 2/3 2/4 2/5 2/6
3/1 3/2 3/3 3/4 3/5 3/6
411 4/2 4/3 4/4 4/5 4/6
5/1 5/2 5/3 5/4 5/5 5/6

Aleshores, comencem a numerar per l'extrem superior esquerre i seguim
fent antidiagonals, de manera que quan ens trobem amb una fraccié que
representi un nombre racional que ja hem posat a la llista, la saltem:

11,1/2,2/1,1/3, 3/1, 1/4, 2/3, 3/2, 4/1, 1/4, ...

D’aquesta manera, hem numerat tots els racionals positius; afegim ara el
zero a l'inici i intercalem positius i negatius com hem fet amb els enters.
Tenim numerats tots els nombres racionals.

e Si Al B son conjunts numerables, també A x B ho és. En efecte, si tenim
A={ag,a1,0ay, ...} it B={by, by, by,...}, podem numerar A x B aixi:

A x B = {(CI(), /.’)0), (Clo, b1), (CI1, bo), (CI(), bz), (CI1, b1), (Clz, bo), .. }
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Infinits més grans que altres

En primer lloc diguem que linfinit numerable, és a dir, la cardinalitat de N, és
Uinfinit més petit que hi ha. Dit ben dit, estem dient que

Tot subconjunt de N és o finit o numerable.
Demostracio: Utilitzarem aquests dos fets:

e Tot subconjunt no buit de N té minim. Aixd es demostra facilment per
induccid (exercici 11.25).

e Si0=ayp < ay < a; <--- és una successid creixent de nombres naturals i
k € N, existeix { tal que a; < k < a;41. La demostracid és senzilla (exercici
11.26).

Demostrem ara el teorema. Suposem que A C N és un subconjunt infinit. Hem
de demostrar que hi ha una aplicacié bijectiva f : N — A. Definirem f de manera
recursiva:!
f(0) :=min(A)
f(n+1) :=min(A— {f(0),...,f(n)})
Observem que, amb aquesta definicid, tenim una successi6 creixent
fO)<f(l)y<f(2)<---

Aixo implica que la funcidé f és injectiva. També és exhaustiva. En efecte, sigui
k € A. Aleshores, existira n tal que f(n) < k < f(n +1). Per la definicié de
f(n + 1) veiem que k € {f(0),...,f(n)} it deduim k = f(n).

A continuacié demostrem que hi ha infinits més grans que l'infinit numerable:
R no és numerable.

Es a dir, la cardinalitat de R —que es diu que és la cardinalitat del continu—
és més gran que la cardinalitat de N. La demostracié (deguda a Cantor) és
espectacularment senzilla. Pel teorema anterior, n’hi ha prou amb demostrar que
R té algun subconjunt no numerable. Demostrarem per reduccié a l'absurd que
l'interval [0, 1) no és numerable. Suposem que si que ho fos i tinguéssim una llista
de tots els nombres reals de linterval, escrits en la seva forma decimal. Tindria
aquesta forma:

g = O.Clm Cop0p300p4ados . . .
aq = 0.a11a01201301405 . ..
ar = 0.ax00023024055 . . .

as = O.C131 (32033034035 . ..

*Les definicions recursives sén valides a la teoria de conjunts (exercici 11.24).
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Considerem ara el nombre real b = 0.b1b,b3bs ... €[0,1) definit aixi:

0, ai1:#0

b[ =
1, ai_1,;= 0

Es evident que b no pot ser a la llista anterior.

Per tant, hi ha infinits nombres naturals i hi ha infinits nombres reals, pero
la infinitud dels nombres reals és més gran que la dels nombres naturals. Hi ha
infinits encara més grans? | tant!

Per tot conjunt X, la cardinalitat de P(X) és més gran que la de X.

Es a dir, si considerem tots els subconjunts dels reals tenim un infinit encara
més gran que el dels reals. La demostracié d'aquest teorema és senzillissima i
s'assembla molt a la paradoxa de Russell. Per reduccié a l'absurd, suposem que
tenim una aplicacié bijectiva f : X — P(X) de manera que, per cada x € X, f(x)
és un subconjunt de X. Considerem aquest subconjunt de X:

A={xeX:x¢&f(x)}

Com que f és exhaustiva, existira y € X tal que A = f(y). Preguntem-nos ara si
y € At arribarem a contradiccié.

En particular, el conjunt de subconjunts de N és no numerable. De fet, P(N)
és equipotent amb R.

La hipotesi del continu

Hem vist que hi ha una jerarquia de cardinalitats que no s'acaba mai
finit (0,1,2,...) < infinit numerable (N) < infinit continu (R) < ------

i hem vist que entre el finit i el numerable no hi ha cap pas intermedi: tot
subconjunt de N és finit o numerable. Cantor, quan va desenvolupar aquesta
teoria dels diversos infinits, es va preguntar

Hi ha algun pas intermedi entre el numerable i el continu?

i es va obsessionar profundament intentant contestar aquesta pregunta, sense
aconsequir-ho. Es a dir, pot ser que hi hagi un subconjunt dels nombres reals
que no sigui ni finit ni numerable ni equipotent als reals?

Hipotesi del continu: Tot A C R és finit, numerable o equipotent a R.
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Aquesta hipotesi és... Indecidible!® El 1940 Kurt Gédel va demostrar que la
hipotesi del continu és compatible amb ZFC i el 1963 Paul Cohen va demostrar
que la negacio de la hipotesi del continu també és compatible amb ZFC. Per tant,
podem decidir lliurement si afegim la hipotesi del continu a la llista d’axiomes de
la teoria de conjunts o, en canvi, afegim la negaci6 de la hipotesi del continu a
la llista d'axiomes de la teoria de conjunts. Es la mateixa situacié que es donava
en el cas de l'axioma de l'eleccio, perdo mentre que l'axioma de l'eleccid s'accepta
de manera forca general —perqué és molt Gtil—, ni la hipotesi del continu ni la
seva negacio gaudeixen de la mateixa consideracid.

Suposant, és clar, que la teoria de conjunts sigui consistent.



Exercicis de teoria de conjunts

1. Sigui X un conjunt i A, B C X dos subconjunts. Utilitzem la notacié U per indicar el
complementari a X d'un subconjunt U, és a dir, U := {x € X : x ¢ U}, i recordem que
A\ B := ANB¢. Per a cadascuna de les segiients afirmacions, doneu una demostracié
si és correcta o un contraexemple si és falsa.

(@) (ANB)U (AN B¢ = A (d) A= (AN B)U(A\ B).
(b)y AnN(A°UB)=AnNB. (e) AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB).
(c) AC Bsiinoméssi B CA“ (fy A\ B=B°\ A"

2. Decidiu si les seglients afirmacions son certes o falses:

(@) {a,b} € {a,{a, b}}. (e) @ C {o}.
(b) {a,b} C{a,{a, b}}. (f) o € {o}.
(c) {a,b} € {a,b,{a,b}}. (g9) {9} C @.
(d) {a,b} C{a, b, {a, b}} (h) {o} € {9}

3. Demostreu que no hi ha cap conjunt els elements del qual siguin tots els conjunts
finits. (Cal utilitzar l'axioma de fundacié de la pagina 61.)

4. Demostreu que les parelles ordenades, tal com les hem definit, compleixen que
(a,b) = (a’,b’) si i només si a = a’ i b = b’. Discutiu si podriem definir una
terna ordenada (a, b, ¢) amb la formula

(a,b, c):= {{a},{a, b}, {a, b, c}}.

5. Demostreu que si F i G sén subconjunts de E, aleshores: (a) F C G & FUG = (;
b)FCGes FUG=E(FCGeFfFNnG=F(dFCGeFNG=2.

6. Comproveu que si els conjunts A; i € N son finits i no buits, i st A; 2 A1 per a tot
i, aleshores (),cyAi # @. Demostreu que la conclusié pot ser falsa si suposem els
conjunts A; infinits.

7. Sigui E un conjunt, i A i B dos subconjunts. Determineu tots els subconjunts X C E
tals que (a) AUX =B; (b) AnX =B.

8. Siguin a, b, ¢, d conjunts diferents i considerem els conjunts A = {a,b,c} i B =
{a, b, d}. Descriviu els conjunts (Ax A)N (B x B) it A x @.

83
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9.
10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.

Siguin E, F, G tres conjunts. Demostreu que (E x G)U (F x G) = (EU F) x G.
Descriviu els elements de de P(P({a, b})) i els de P(P(P(P(2)))).

Donat un conjunt E i un subconjunt A C E, és cert que P(A) NP(E\ A) = &7?
Siguin X i Y dos conjunts. Demostreu que X C Y si i només si P(X) C P(Y).

Sigui U un conjunt i sigui A = P(U). Podem considerar una estructura algebraica®
a A amb dues operacions commutatives, associatives i distributives a + b := a U b,
ab :=anb, dues constants 0 := & € A, 1:= U € Aiuna conjugacié a’ := U\ a que
és idempotent, és a dir a” = a per tot a € A. Comproveu aquestes propietats:

@ a+0=ag,a+a=0,a1l=a,a0=0, aga = a.

(b) ala+b)=a,a+ab=a.

(c) aa’=0,a+d =1, (a+b) =db/, (ab) =ad + b
Sigui E un conjunt no buit. St A i B son dos subconjunts de E definim
AxB=(ANB)U(A°N B9,

on A€ designa el complementari de A en E. Aixd defineix una operacié a P(E).
Traduiu aquesta operacio al llenguatge de lexercici anterior i treballeu, a partir
d’ara, en aquell llenguatge. Suposem a, b, c € P(E).

(@) Ilustreu amb una figura el conjunt a * b. Observeu que ax b = b x a.
(b) Demostreu que a * (b *c) = (a *b) *c.

(c) Calculeu ax1, a*x01iax*a.

(d) Demostreu ax b = a’x b’

(e) Demostreu (a*b) =axb" = ada" *b.

(f) Resoleu lequacid d'incognita x: a x x = b.

Sigui A un conjunt amb n elements. Demostreu que P(A) té 2" elements. Per cada
0 < k < n, definim (Z) com el nombre de subconjunts de k elements de A. Demostreu

;O(Z) = (Z) - (nﬁk)'
(211) - (k:1) i (Z)

i, a partir d'aqui, justifiqueu el triangle de Tartaglia i demostreu per induccid la
formula classica per calcular els nombres combinatoris.

Demostreu

Els nombres de Bell B, es defineixen per aquesta férmula recursiva

n
80=1r B/7+1=Z(Z)Bk-
k=0

®Aquest tipus d'estructura es coneix com dlgebra de Boole.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

206.

27.

28.

Una particié d'un conjunt finit X és una descomposiciéo X = AjU---UAg com unid de
subconjunts disjunts dos a dos. Demostreu per induccié que B, és igual al nombre de
particions del conjunt {1,..., n}. (Indicacid: classifiqueu les particions de {1,...,n+
1} segons la mida del subconjunt que contingui n + 1.)

Considereu aquesta relacié a N: n F m si n és un divisor de m. Demostreu que és
una relacié d'ordre parcial. Sigui A := N\ {0,1}. Determineu el maxim, el minim,
els elements maximals, els elements minimals i les cotes superiors i inferiors de A, si
existeixen.

Considerem a P(N) la relacié d'ordre parcial donada per la inclusié. Sigui A C P(N)
el conjunt de tots els subconjunts cofinits de N, és a dir, els conjunts tals que els seu
complement és finit. Trobeu, si existeixen, el maxim, el minim, els elements maximals
i minimals i les cotes superior i inferiors de A.

Comenteu aquest text: «a la definicié de relacié dequivaléncia, exigir la propietat
reflexiva és superflu perqué es dedueix de les propietats transitiva i simétrica. Efec-
tivament, la propietat simétrica en diu que si x ~ y també tenim y ~ x i aleshores,
aplicant la propietat transitiva deduim x ~ x».

Hi ha un teorema que diu que «tota successid acotada de nombres reals té una parcial
convergent». Definiu «successio» i «parcialy.

De vegades interessa considerar conjunts (finits) amb elements repetits. S'anomenen
multiconjunts. Doneu una definicid de multiconjunt. Demostreu que els multiconjunts
de nombres naturals formen un conjunt.

Demostreu les propietats de f i f~' que apareixen a la pagina 71 i vegeu que, en
general, les inclusions no es poden substituir per igualtats.

Determineu si les aplicacions seglients son injectives, exhaustives o bijectives:

(@ f:N—=N, f(n)=n+1.

(b) g:7Z—7Z, gln)=n+1.

(c) h — R?, h((x,y)) = (x + y, x — y). (Normalment s'escriu h(x, y).)
)

(d) k: ]R\{1}—>]R k(x) = (x + 1)/(x — 1).

Demostreu que, a la teoria de conjunts, és valid el teorema de recursié de la pagina
24. Per fer-ho, sequiu els passos de la demostracié de la pagina 26 substituint
«predicatsy» per «subconjunts de N x Ny.

Demostreu, per induccid, que tot subconjunt no buit de N té minim.

Sigui 0 = ag < a1 < a2 < --- una successio creixent de nombres naturals i sigui
k € N. Demostreu que existeix i tal que a; < k < aj41.

Utilitzeu el métode del contraexemple minimal per demostrar que tot natural > 0 és
suma de poténcies de dos diferents.

Sigui A un conjunt. Demostreu que hi ha una bijeccié entre P(A) i el conjunt
F(A,{0,1}) de totes les aplicacions de A en el conjunt {0, 1}.
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29. Sigui f : A — A una aplicacié. Per cada n > 0 definim recursivament una aplicacié
f7:A— Aper fO(a) = a, f"(a) = f(f"(a)) per tot a € A. Demostreu:

(a) Per tot n, per tot a € A, f"*1(a) = f"(f(a)).

(b)

(c) Sif és exhaustiva, aleshores " és exhaustiva per tot n.
)
)

(d
(

b) Si f és injectiva, aleshores f" és injectiva per tot n.

Si existeix n > 0 tal que f” és injectiva, aleshores f és injectiva.

e) Si existeix n > 0 tal que f" és exhaustiva, aleshores f és exhaustiva.

30. Sigui E un conjunt i siguin A i B dos subconjunts de E. Definim:

f:P(E) — P(A) x P(B)
X — (XNAXnNB)

Demostreu que:

(a) L'aplicacid f és injectiva si i només st AU B = E.

(b) Laplicacié f és exhaustiva si i només st AN B = @.

(c) Determineu una condicié necessaria i suficient sobre A i B per a que f sigui
bijectiva. En aquest cas determineu la funcié inversa de f.

31. Siguin X i Y dos conjunts i f : X — Y una aplicacié. Demostreu que

(a) Per atot B C Y es compleix que f(f~1(B)) = Bn f(X).

(b) Laplicacié f és exhaustiva si i només si per a tot B C Y es compleix la igualtat

f(f=1(B)) = B.
(c) L'aplicacié f és injectiva si i només si per a tot A C X es compleix f~1(f(A)) = A.
(d) L'aplicacio f és bijectiva si i només si per a tot A C X es compleix f(A€) = (f(A))c.
32. Siguin X i Y dos conjunts i f : X — Y una aplicacié. Recordem (pagina 71) que tenim

dues aplicacions f, : P(X) — P(Y) i f*: P(Y) = P(X). Demostreu que f és injectiva
st it només si f, és injectiva i f és exhaustiva si i només si f* és injectiva.

33. Siguin f: X - Y, g : Y — X aplicacions.
(a) Es cert que gof =idy implica fog =idy?
(b) Pot existir més d'una aplicacié g : Y — X tal que gof = idx?

(c) Pot existir més d’'una aplicacio g : Y — X tal que fog =idy?

34. Siguin X i Y dos conjunts no buits i f : X — Y una aplicacié. Demostreu que f és
injectiva si i només si existeix una aplicacié g : Y — X tal que gof = idx. Demostreu
que f és exhaustiva si i només si existeix una aplicacié g : Y — X tal que fog = idy.
(Atencié: cal utilitzar l'axioma de leleccid.)

35. Sigui X un conjunt no buit.

(@) St U € X, considereu l'aplicacié h : P(X) — P(U) definida com h(A) := An U.
Es injectiva? Es exhaustiva?
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

(b) Sigui f : X — P(P(X)) laplicacié f(x) := {A C X : x € A}. Es injectiva? Es
exhaustiva?

(c) Sigui ~ una relacid d'equivaléncia a X i considerem l'aplicacié de pas al quocient
7 : X — X/ ~. Considereu l'aplicacié 7~" : P(X/ ~) — P(X). Es injectiva? Es
exhaustiva?

Siguin X, Y, Z tres conjunts i f : X — Y i g: Y — Z dues aplicacions. Decidiu si
aquestes implicacions sdon certes o falses:

a) gof injectiva = f injectiva.

(a)

(b) gof injectiva = g injectiva.

(c) gof exhaustiva = f exhaustiva.
)

(d) gof exhaustiva = g exhaustiva.

Considereu aquesta relacié a N:
n~m < Ja,beN, a,b>0,a’n=b’m.

Demostreu que és una relacié d’equivaléncia. Descriviu les classes [0] i [1].” Demos-
treu que hi ha infinites classes d'equivaléncia. Qué canvia si substituim N per R?

Sigui X un conjunt i sigui ~ una relacié a X. Doneu una definicié de «la relacid
d'equivaléncia més petita que conté la relacio ~». Expliciteu aquesta relacié d'equi-
valéncia en el cas que ~ sigui: (a) la relacié d'ordre habitual de N; (b) la relacio
0 ~ 1 alinterval X =10,1].

Quantes relacions d'equivaléncia es poden definir en un conjunt de n elements? (Uti-
litzeu l'exercici 16.)

(@) Sigui S" := {(x,y) € R? : x* + y?> = 1} la circumferéncia unitat del pla R”.
Considereu l'aplicacié f : S — S' donada per f(x,y) := (x* — y?,2xy). De-
mostreu que f esta ben definida. Escriviu f en coordenades polars. Utilitzeu la
teoria del conjunt quocient per descompondre f en f = gp amb p exhaustiva i
g bijectiva.

(b) Sigui R el conjunt de totes les rectes del pla R?. Definim una relacié d’equiva-
lencia a R dient que p ~ g si p i g son rectes paralleles. Trobeu una bijeccio
entre el conjunt quocient R/ ~ i la circumferéncia S'.

A X =R? —{(0,0)} definim
x,y)~(x,y) &= (x=x"#0)V(x=x"=0, yy' > 0).

Demostreu que és una relacié d'equivaléncia i doneu una descripci6 del conjunt quo-
cient X/ ~.

Sigui F, el conjunt de totes les FBF de la logica proposicional que només contenen
proposicions del conjunt X := {A¢,...,A,}. Considereu la relacié d'equivaléncia =
al conjunt F, i sigui Fj, := F,/= el conjunt quocient. Calculeu el nombre d’elements
del conjunt F,. (Utilitzeu Uexercici 1.17.)

’En aquest exercici cal aplicar les propietats de la descomposicié en nombres primers, que

estudiarem més endavant.
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43. Determineu quins d’aquests conjunts son numerables i quin no ho son:

(@) Els polinomis p(x) amb coeficients enters.
(b) ELl conjunt de punts del pla amb coordenades racionals.
(c) ELl conjunt de totes les formules ben fetes de la logica proposicional.

El conjunt de totes les funcions reals continues.

)
)
)
(d)
(e) EL conjunt de totes les funcions {0,1} — N.
) EL conjunt de totes les funcions N — {0, 1}.
) EL conjunt de tots els subconjunts finits de N.
) EL conjunt de punts sobre la circumferéncia unitat del pla.
)

El conjunt de tots els nombres reals algebraics. (Un nombre algebraic és el que
és solucio d'algun polinomi amb coeficients enters.)

44. Utilitzeu l'ultim apartat de l'exercici anterior per demostrar que existeixen infinits
nombres reals transcendents. (Un nombre transcendent és el que no és algebraic.)®

8Aquest exercici proporciona un exemple interessant i famés de demostracié no constructiva:
es demostra que hi ha infinits nombres transcendents sense mostrar-ne ni un de sol.
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Alguns conceptes
de teoria de grups

( | concepte de grup, malgrat la se-
’7{ va aparent simplicitat, és un dels
més importants de tota la matema-
g;b tica perqué codifica la idea de sime-
tria. La seva inclusio en un text de
fonaments de la matematica —al mateix nivell de,
per exemple, l'aritmética— esta plenament justifi-
cada.

En aquesta tercera part no pretenem fer una teo-
ria de grups pero si que volem que l'aprenent de
matematic incorpori aquest concepte, des de l'inici
dels seus estudis, en el lloc central que realment Li
correspon. Per parlar de grups —que entendrem
sempre com a grups de transformacions- treballa-
rem amb dos exemples principals: els grups de
permutacions i els grups de simetries d'un objecte
geomeétric lineal. A través d'aquests exemples ani-
rem veient el significat de conceptes basics com
subgrups, homomorfismes, conjugacio, representa-
cions, grup quocient, etc.

Foto: Felix Klein, 1849-1925



11 Permutacions

Una permutacié de n objectes ordenats (n = 1,2,...) és una reordenacié d'a-
quests objectes. Els objectes poden ser els de qualsevol conjunt pero és natural
considerar, sense pérdua de generalitat, que els objectes ordenats sén precisa-
ment els nombres naturals {1,2,...,n}. Una manera rigorosa de definir! que vol
dir una reordenacié és dir que és una aplicacid bijectiva

o:{1,2,....,.n} —{1,2,...,n}.

Per determinar una aplicacié d’'aquestes n'hi ha prou amb coneixer les imatges
de cada nombre de 1 a n. Normalment, aixo s'indica aixt:

o= 1 2 3 -~ n
~\o(1) a(2) o3) -+ an)]"
Per exemple, si n = 3 hi ha exactament 6 permutacions possibles:

(123 (123 (123
% = |4 3/ 9= \1 3 2) %2512 1 3]

(123 (123 (123
B=13 219123157131 2/

Comencem amb algunes observacions senzilles:

NN NN

e |'aplicacid identitat o(i) = i per tot 1 < i < n també és una permutacid.
Sovint la denotarem /.

e Com que les permutacions son aplicacions, podem considerar composici-
ons de permutacions (fixant un valor de n, és clar) i aquesta composicié
de permutacions compleix la propietat associativa. Per tal de respectar la
identificacio de les permutacions amb aplicacions, la composicid de permu-
tacions es llegeix «de dreta a esquerra». Per exemple:

(1 23\ (1 23} (1 23)_
R03=125 19 3/13 2 1) =131 2] =%

TAqui tenim un bon exemple del que déiem en un capitol anterior: un aspecte molt important
de la feina d’'un matematic consisteix en trobar bones definicions. Tothom té clara la idea de
reordenar uns objectes pero el que cal fer és convertir aquesta idea en una definici6 matema-
tica rigorosa —evidentment!— que, a més, reflecteixi exactament les caracteristiques que ens
interessen en la idea original i que permeti treballar-hi matematicament amb comoditat.

90
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e En general, la composicié de permutacions no és una operaciéo commutativa:

12 3
(7302:(2 3 ,])20'4750'520'203.

e El nombre total de permutacions de n objectes és igual a n! Fins i tot
podriem considerar el cas de les permutacions de 0 objectes. Segons la
definicid, una permutacié de zero objectes ha de ser una aplicacié bijectiva
@ — . Hi ha una Unica aplicacié del conjunt vuit en ell mateix i aquest
fet justifica que definim 0! := 1.

e Com que les permutacions sén aplicacions bijectives, podem parlar de la in-
versa d'una permutacié 0. La denotarem per o i, evidentment, es compleix
o0~ = 07'c = I. Trobar la inversa d'una permutacié és ben senzill. Per
exemple, en el cas de les permutacions de tres elements que hem descrit
abans, observem o;' = 0y i 07 = 0s.

e Amb una mica de paciéncia podem escriure la «taula de multiplicary de les
permutacions de 3 elements.

01| 0y | 03| 04 | Oy
0q / O5 | 04 | O3 | Oy
oloy| | |o5| 04| 03
o3| 05| 04| | | 0w O
04| 0| O3 | O© | O5 /

O5 | 03| 07| Oy / 0y

Hem omes la fila i la columna corresponents a gy = | perqué sdn trivials.
Llegim la taula de manera que l'entrada de la fila g; i la columna g; és la
permutacié o;0;. La feina d'escriure aquesta taula queda simplificada pel
fet que a cada fila i a cada columna no hi pot haver cap repeticid (per queé?).

De la informacié que hi ha a la taula destaquem aquest fet:

e Un fet de caracter general que convé tenir present és que (o7)(t "o~ ") = I.
Per tant,
(o) '=1"0"".
Dit d'una altra manera: l'invers d’'un producte és el producte dels inversos,
en l'ordre invers.’

e Les permutacions de 3 objectes {/, o1, 02, 03, 04, 05} es poden identificar amb
les simetries d'un triangle equilater. En efecte, deixant de banda la iden-
titat, un triangle equilater té aquestes simetries:

2..de la mateixa manera que si volem desfer U'operacié de posar-nos els mitjons i a continuacié
les sabates, ens hem de treure primer les sabates i després els mitjons!
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— Les rotacions ry i rp; d'angle 60° i 120° (en sentit positiu), respectiva-
ment, amb centre al centre del triangle.

— Les reflexions s1, 52, 53 respecte de les tres altures del triangle.

2

De fet, cada simetria del triangle permuta els tres vértex del triangle i, si
numerem els veértex com 1,2,3, a cada simetria li correspon una permutacio.
Concretament:

S1 01, S 02, S3+> 03, I'N = 05, 12> 04

de manera que el producte de dues simetries es correspon amb el producte
de les permutacions respectives.

Ordre d'una permutacio

Considerem ara permutacions de n objectes, per qualsevol valor de n. Si o és
una permutacio, podem considerar aquesta successié infinita de permutacions

n

l,0,0%, 0% a",.. ., 0" ...

Com que de permutacions diferents només n’hi ha una quantitat finita —exacta-
ment n!— és clar que en aquesta successid infinita de permutacions hi haura
repeticions o = o“** per alguns valors de k,s. Aleshores, si multipliquem els
dos costat d'aquesta igualtat per =% obtenim ¢° = /. Es a dir, si una permutacié
o la repetim un cert nombre de vegades aconseguirem que els n objectes tornin
a estar en el seu ordre natural.

Definim U'ordre d'una permutacié o com el minim r > 0 tal que ¢" = /. Podem
fer un parell d'observacions:

e Si l'ordre de o és r, aleshores o'~ = I i, per tant, 7' = ¢"~'. Més en

general,
ol =g
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e Si l'ordre de o és r, aleshores les permutacions

formen una llista completa i sense repeticions de totes les poténcies de o
(entenent g% := /). En efecte, si tenim una poténcia ¢”, fem la divisié amb
residu n = kr+s amb 0 < s < r (vegeu la pagina 131) i, aleshores, és facil
veure que 0" = 0°.

Transposicions

Una permutacié és una transposicio si deixa fixos tots els elements menys dos.
Per exemple

T =
125 4 3
és una transposicio que, per simplificar, indicariem amb la notacid (3,5) que posa

de manifest quins sén els dos objectes que es permuten.

[2333)

Observem que les transposicions tenen ordre dos i, en conseqtiéencia, la inversa
d’'una transposicio és ella mateixa

T transposicié = > =/, =1,

Cicles

Un altre tipus interessant de permutacions sén els cicles. Abans de donar la
definicié de que és un cicle, donarem un exemple: el cicle 0 = (2,3,1,4) és la
permutacié tal que

o(2) =3, 0(3) =1, o(1) =4, 6(4) = 2, a(i) = i per tot i #2,3,1, 4.

Amb aquest exemple, la idea de que és un cicle és ben clara, pero trobar una
definicié és una mica més complicat.®> Es dtil introduir el concepte d'érbites d'una
permutacio.

Sigui o una permutacié de {1,...,n}. Direm que i,j estan en una
mateixa orbita si existeix r tal que o"(i) = j. Aquest concepte d'estar
en una mateixa orbita és una relaciéo dequivaléncia (exercici). Les
orbites de o sén les classes d'equivaléncia respecte d’aquesta relacio.

Dit d'una altra manera: l'orbita de i per una permutacié o és el conjunt finit

{i,a(i), a%(i), a°(i), .. .}.

3Aqui trobem un altre exemple encara de la importancia de les definicions. El concepte de
cicle, a partir de l'exemple que hem vist, és molt clar pero, com el podem formalitzar en una
definicié matematica?
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Considerem, per exemple, aquesta permutacio
56 7 8
2 46 8
Es molt senzill trobar quines sdn les seves orbites:

{1,2,3,5}, {4,6,7}, {8}.

Aleshores, un cicle és una permutacié que té una Unica orbita de mida > 1. Dit
d’'una altra manera: tots els elements que no son fixos pertanyen a la mateixa
orbita. La notacié que s'utilitza és escriure els elements de l'0orbita de mida > 1
en lordre i, a(i), d?(i), ... per un element qualsevol i de 'drbita.

Un cicle ¢ = (a1, 02,...,a,) té ordre r. En efecte, com que d'(aq) # a4 per
1 <i<r, és clar que lordre no pot ser menor que r. D'altra banda, és clar que
o'(a;)) =a; pertoti=1,2,...,r. Com que, per definicié de cicle, tots els altres
elements diferents de ay, ..., a, son fixos per o, és clar que 0" =/ i r és lordre
de o.

Com a cas particular, les transposicions sén cicles d'ordre dos; i tot cicle
d'ordre dos és una transposicié. En l'exemple de les permutacions de tres objectes
—o, equivalentment, les simetries del triangle equilater— oy, 0, i 03 sén cicles
d'ordre dos —és a dir, transposicions— i g4, 05 son cicles d'ordre 3. En general,
hi ha permutacions que no sén cicles, per exemple, la permutacié o anterior.
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Les permutacions de n elements que hem estudiat al capitol anterior formen un
exemple del que és un dels conceptes més importants de les matematiques: el
concepte de grup. La definicié de grup ja ha aparegut més d'una vegada en
aquests apunts. Tornem-la a repetir ara.

Un grup és una parella formada per un conjunt G i una operacié entre els
elements de G que compleix tres propietats senzilles que veurem a continuacio.
Una operacidé a G és una aplicacid

b:GxG— G

que associa a cada parella ordenada (a, b) d'elements de G un element de G que
direm que és el resultat d'operar a amb b.

Generalment, l'operacié d'un grup no es designa en la forma ®(a, b) sind que
es denota o bé amb el simbol de la suma —direm que estem utilitzant notacid
additiva— o bé amb el simbol del producte (un punt o la simple juxtaposicio)
—direm que estem utilitzant notacié multiplicativa.

Expliquem ara quines son les tres propietats que ha de complir l'operacié d’'un
grup. Ho farem per duplicat, en notacié additiva i també en notacié multiplicativa.

1. Propietat associativa 1. Propietat associativa
Per tot a, b, c € G, Per tot a, b, c € G,
a+(b+c)=(a+b)+c a(bc) = (ab)c
2. Element neutre 2. Element neutre
Existeixun element 0 € G tal que Existeix un element 1 € G talque
Per tot a € G, Per tot a € G,
a+0=04+a=a al=1la=a
3. Inversos 3. Inversos
Per tot a € G existeix b € G Per tot a € G existeix b € G
talquea+b=b+a=0 ab=ba =1

En el cas que loperacié del grup compleixi també la propietat commutativa
—eés adirb,b,a+b =b+a o ab = ba, tot tot a,b € G— direm que el grup és

95
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commutatiu o abelid. La utilitzacié de dues notacions diferents a la teoria de
grup és un fet al que convé acostumar-s’hi ben aviat. En aquest capitol i en els
seguients, anirem canviant sovint i deliberadament d'una notacié a l'altra.

Algunes propietats elementals:

e |'element neutre és tnic. Suposem que 0 i 0’ fossin elements neutres. Ales-
hores0=0+0"=0.

e L'invers d'un element és lnic. Considerem un element x que tingui dos
inversos y i y’. Aleshores

y=0+y =y+x)+y=y+(x+y)=y+0=y.

Per tant, podem parlar de l'invers d'un element, sense que hi hagi ambi-
giiitat. L'invers de a es denota —a si utilitzem notacié additiva i o' si

utilitzem notaciéo multiplicativa.

El concepte de grup és un concepte abstracte i potser hem de donar alguna
indicacid sobre per qué hem dit que és un dels conceptes més importants de les
matematiques.

Les simetries —aquesta paraula tindrd significats concrets segons el
context que estiguem estudiant— de qualsevol objecte (matematic o
de gairebé qualsevol ambit) formen un grup amb loperacié de compo-
sicid.

Les simetries d’'un objecte contenen una gran quantitat d’informa-
cié valuosa sobre lobjecte. En alguns casos, practicament tota la
informacio.

Si coneguéssim tots els grups també coneixeriem totes les sime-
tries possibles de tots els objectes possibles —d'una particula suba-
tomica a tot l'univers, passant pel cub de Rubik, els politops regulars
de dimensid arbitraria, una molécula o qualsevol objecte matemdatic
conegut o desconegut.1

Al llarg d'aquest text —i al llarg dels cursos que l'estudiant de matemati-
ques anira fent— hem trobat alguns exemples de grups. Donem ara alguns pocs
exemples:

1. Les permutacions de n objectes formen un grup que es coneix com el grup
simeétric i es denota habitualment X,. St n > 2, aquests grups no sén com-
mutatius. En canvi, el grup L, que només té dos elements L, = {/, (1,2)},
és commutatiu, obviament.

TEn tot problema, molt sovint hi ha un grup que ens pot ajudar a resoldre’l. Modificant
lleugerament una frase d’Alexandre Dumas que va esdevenir un topic de la novella negra, podriem
dir: Il y a un groupe dans toutes les affaires; aussitét qu'on me fait un rapport, je dis: «Cherchez
le groupely.
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2. Els enters amb la suma formen un grup. Els racionals diferents de zero amb
el producte també. Sén grups commutatius.

3. Les simetries de qualsevol figura geométrica —triangle equilater, cub, ico-
saedre,... qualsevol cosa— formen un grup. Aqut «simetria» s'entén en el
sentit tradicional de la geometria: rotacions i reflexions. Generalment, es
tracta de grups no commutatius.

4. La circumferéncia també és un grup de la manera segtient. Escollim un punt
A de la circumferéncia de manera que cada altre punt forma un cert angle
amb el punt A i el centre de la circumferéncia. Aleshores, l'operacié del
grup és la suma d'angles. Es un grup commutatiu.

5. Els vectors de R3, amb la suma de vectors, formen un grup commutatiu.

6. En canvi, els nombres reals amb la multiplicacié no formen un grup perqué
l'element 0 no té invers. Tampoc formen grup les matrius amb la multi-
plicacio, perqué dues matrius només es poden multiplicar si tenen mides
apropiades i, fins i tot si ens limitem a les matrius n x n, tampoc no tenim
un grup perqué hi ha matrius que no tenen inversa.

El grups poden tenir infinits elements —com el grup Z— o tenir només un nombre
finit d’elements —com els grups £,. St un grup té n elements, direm que és un
grup d’ordre n.?

Homomorfismes de grups

Un principi molt general —i molt potent— de les matematiques és aquest:

Sempre que tenim algun tipus d’estructura ens interessa estudiar
les transformacions d'aquesta estructura.

En el cas de l'estructura de grup, les transformacions que ens interessen son els
homomorfismes de grup que, dit d'una manera informal, sén les aplicacions entre
grups que «conserven» l'operacid del grup.

Formalment: si Gy, G, sén grups, un homomorfisme de Gy a G, és una aplicacid
f: Gy — Gy que compleix aquesta propietat

Per tot a,b € Gy f(a + b) = f(a) + f(b).

Aqui hem utilitzat notacié additiva. Evidentment, la condicié d’homomorfisme en
notacié multiplicativa s'escriuria’

Per tot a,b € Gy f(ab) = f(a) f(b).

2El terme ordre ja s'ha utilitzar abans, quan parlavem de l'ordre d’'una permutacié. Els dos
conceptes estan relacionats, pero no els hem de confondre un amb laltre.

3També ens podem trobar que un dels grups estiqui escrit en notacié additiva i l'altre estigui
escrit en notacid multiplicativa. Caldra fer les modificacions obvies a la definicio.
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Dit d'una altra manera, si f és un homomorfisme de grups, obtenim el mateix
resultat si primer operem dos elements i després apliquem f al resultat o si primer
els apliquem f i després operem.

b }|—>a+b|—>f(a+b)

a— f(a)

b f(b) }|—>f(c1)+f(b)

Els homomorfismes de grup bijectius s'anomenen isomorfismes, els que son
injectius o exhaustius s'anomenen, respectivament, monomorfismes i epimorfis-
mes.

Exemples

e El grup &5 U'hem estudiat al capitol anterior. Té 6 elements i n'hem escrit la
taula de multiplicar. ELgrup L, = {/, 7} té només dos elements. Considerem
aquesta aplicacio f: L3 — Ly

f(l) = f(o4) = f(os) =1, f(o9) = f(02) = f(03) = 7.
Amb paciéncia es pot anar comprovant que és un homomorfisme de grups.

e Al capitol anterior hem construit una aplicacio f : X3 — S(A), on S(A) és el
grup de les simetries del triangle equilater. Es pot veure sense gaire difi-
cultat que és un homomorfisme de grups. A més, és una aplicacié bijectiva.
Es tracta, doncs, d'un isomorfisme de grups. Direm que els dos grups I3
i S(A) son isomorfs i aixo vol dir que, pel que fa a la teoria de grups, els
dos grups tenen exactament les mateixes propietats. En la major part de
les situacions, podem considerar que sén el mateix grup.

Entre les propietats més elementals dels homomorfismes de grups hi ha aquestes:

e La composicio d’homomorfismes és homomorfisme.

e Siun homomorfisme és bijectiu —i és, per tant, un isomorfisme—, l'aplicacio
inversa també és un homomorfisme (i, per tant, un isomorfisme).

e Si f és un homomorfisme, aleshores f(0) = 0 (en notacié additiva). La
demostracié és simple: f(0) = f(0 + 0) = £(0) + £(0) i, restant f(0) als dos
costats, f(0) = 0.

e Els homomorfismes conserven els inversos. Es a dir, st f és un homomorfis-
me, aleshores (notacié multiplicativa) f(x~') = (f(x)) .
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Subgrups

St G és un grup it A C G, direm que A és un subgrup de G si A, amb la mateixa
operacio de G, compleix els axiomes de grup. Aixo és el mateix que dir que es
compleixen aquestes tres propietats (notacié multiplicativa):

1.1€A
2. Per tot x,y € A es compleix xy € A.

3. Per tot x € A es compleix x™' € A.

Es facil veure que aquestes tres propietats son equivalents a aquestes dues
(notacio additiva):

1.0 A

2. Per tot x,y € A es compleix x —y € A.
Vegem alguns exemples:

e Si G és un grup (notacié additiva) sempre podem considerar els subgrups
{0} L G. Els subgrups de G diferents de G s'anomenen subgrups propis.

e En el grup additiu dels nombres enters Z, els nombres parells formen un
subgrup, pero els nombres senars no formen un subgrup (encara que li
afegim el zero).

e Considerem el grup simetric 3 que hem estudiat abans. Té 6 elements i, per
tant, té 32 subconjunts que contenen l'element neutre /. No és dificil —pero
st que és avorrit— repassar aquests subconjunts i fer una llista concreta de
tots els que compleixen les condicions per ser subgrup. N'hi ha exactament

6:

Un subgrup trivial amb un unic element: {/}.

tres subgrups de dos elements: {/, a1}, {I, &2}, {/, 03}

Un dnic subgrup amb tres elements: {/, a4, o5}.
- 3.

e Si ¢ : Gy — Gy és un homomorfisme de grups, a partir de ¢ podem definir
aquests subgrups interessants:

— ¢(Gy), es a dir, la imatge de Gy per laplicacié ¢. Es un subgrup de G;.

- {g € Gy : ¢(g) =1} C Gy (notacié multiplicativa) és un subgrup de G,
que s'anomena el nucli de 'homomorfisme ¢ i es denota ker(¢):

ker(¢) == ¢~'(1) = {g € Gi : p(g) = 1}.

Aquest subgrup compleix aquesta propietat interessant:
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L’homomorfisme de grups ¢ és injectiu si i només si (notacio
multiplicativa)

ker(¢p) = {1}.

La demostracid és senzilla. Si ¢ és injectiu i ¢(g) = 1 = ¢(1), ha de
ser g = 1. Reciprocament, si suposem que ker(¢) = {1} i que tenim
d(g) = ¢(h), tindrem ¢(gh™") = ¢(g)p(h)~" = 1. Deduim gh™' =1 i
g = h, amb la qual cosa ja hem vist que ¢ és una aplicacid injectiva.
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Després d'un paréntesi per estudiar grups en general, tornem ara a l'estudi de
les permutacions, és a dir, a l'estudi del grup simetric &,,.

Tot cicle és producte de transposicions

Recordem que els cicles s6n un tipus particular de permutacions: el cicle que
denotem (a4, ..., a;), on tots els a; son diferents, és la permutacio

= dy— dz3r— = d_1— d,— d1q.

D’altra banda, una transposicié és simplement un cicle d'ordre 2: (i, j).

Qualsevol cicle d'ordre r es pot expressar com a producte de r — 1 transposi-
cions, d'aquesta manera:

(ay,...,a.)=(aq,a;)(ar, a,—1) -+ (a1, a3) (aq, a2).

Per comprovar que aquesta igualtat és certa n’hi ha prou amb aplicar els dos
termes a cadascun dels elements ay, ..., a, i veure que obtenim els mateixos re-
sultats.! En conclusié, tot cicle es pot escriure com a producte de transposicions.

Tota permutacio (+ /) és producte de cicles disjunts

Volem demostrar ara que qualsevol permutacié o € ¥,,, 0 # [, es pot expressar
com a producte de cicles disjunts

0O =C1C- "+ Cy,

on la paraula disjunts fa referéncia a que cada element de {1, ..., n} apareix com
a maxim a un dels cicles ¢y, ..., ¢x. Observem que dos cicles disjunts necessaria-
ment commuten: si oy = (a;,...,a,) i 6o = (by,..., bs) i en cap cas tenim a; = b,

és trivial comprovar que 010, = 0,07.

TAqui tenim un bon exemple d’una situacié que vam discutir en un capitol anterior. La de-
mostracio del teorema és senzillissima quan has descobert la férmula anterior i, per tant, tota la
dificultat consisteix en descobrir aquesta formula, una dificultat que no és visible a la demostracié.

101
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Recordem com haviem definit el concepte de cicle. A partir d'una permutacio6
qualsevol g, vam definir una relacié d'equivaléncia al conjunt {1,...,n} de la
segient manera: i ~ j si o'(i) = j per algun r. Aleshores, haviem anomenat
orbites de o cadascuna de les classes d'equivaléncia. Es a dir, si les orbites son
O4,...,0,, tenim

{1,...,[?}: 01 UOZU"'UOS

on la unid és disjunta perque dues classes d'equivalencia no poden tenir elements
en comu. A més, g no pot transformar elements d'una orbita en elements d’'una
orbita diferent. Dit d'una altra manera, o permuta els elements dins de cada
orbita O; segona una permutacié que en direm ;.

Hi ha dos tipus d'orbites:

e Les orbites amb més d'un element son cicles —per definici6 de cicle. Supo-
sem que son les orbites Oy, ..., Ok i, per tant, gy, ..., 0, sén cicles disjunts.

e Les orbites amb un Unic element corresponen a elements que queden fixos
per o.

Aleshores, és immediat que 0 = 010 - - - 0k i el teorema esta demostrat.

Aquesta descomposicié de qualsevol permutacié com a producte de cicles pot
semblar una mica teorica, pero el cert és que és absolutament trivial obtenir la
descomposicié a la practica, d'aquesta manera:

1. Prenem un element i qualsevol amb o(i) # i i anem aplicant o fins que
tornem a arribar a l'element i. Ja tenim un primer cicle.

2. Si els cicles que tenim ja contenen tots els elements no fixos de {1,...,n},
hem acabat. En cas contrari, prenem un element no fix que no estigui a cap
dels cicles que tenim i repetim el procés al punt 2.

Per exemple:

12345678
3157246 813220470

Combinant els dos teoremes que hem vist a l'apartat anterior —tot cicle
és producte de transposicions— i en aquest —tota permutacié és producte de
cicles— arribem a aquesta conclusio:

Tota permutacié de £, (n > 1) és producte de transposicions.
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El signe d’'una permutacio

El teorema que acabem de demostrar que ens diu que tota permutacid és pro-
ducte de transposicions no sembla cap gran cosa: és de sentit coml que, a base
d’'anar permutant objectes de dos en dos podem ordenar n objectes de totes les
maneres possibles. Pero el métode que hem utilitzat (orbites i cicles) si que té
un interes per ell mateix. D'altra banda, el resultat realment interessant sobre
les permutacions és el que veurem en aquest apartat.

Hem vist, doncs, que tota permutacié es pot descompondre com a producte
de transposicions. Direm que les transposicions generen el grup simetric X,.
Pero aquesta descomposicié no és Unica, ni tampoc no és unic el nombre de
transposicions que apareixen a una descomposicio:

(1,2)(1,3)(2,3) = (1, 3).

Pero, en canvi, sl que es compleix aquest teorema important:

Teorema. Dues descomposicions d’'una permutacié en transposicions
tenen la mateixa paritat.

Quan diem que tenen la mateixa paritat volem dir que st una permutacié es pot
expressar com a producte d'un nombre parell de transposicions, no es pot expres-
sar com a producte d’'un nombre senar de transposicions, i si es pot expressar com
a producte d'un nombre senar de transposicions, aleshores no es pot expressar
com a producte d'un nombre parell de transposicions.

Aquest teorema (que demostrarem a continuacid) ens permet definir el con-
cepte de permutacioé parella i permutacié senar com les que es poden expressar
com a producte d'un nombre parell o senar de transposicions, respectivament.
també ens permet definir la signatura o signe d'una permutacié com

ig(0) +1 si o és parella
siglo) = .,
—1 si o és senar

Es compleixen aquestes propietats evidents:

e Les transposicions tenen signatura —1. La identitat té signatura +1.

e Un cicle d'ordre r té signatura (—1)".

e sig(oy0y) = sig(oy) sig(0y).

e La signatura es pot entendre com un homomorfisme de grups de la manera

segiient. Observem que el conjunt {+1,—1} té una estructura evident de
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grup multiplicatiu.? Aleshores, la propietat anterior ens diu que o + sig(0)
és un homomorfisme de grups

sig: X, — L.

Demostracid del teorema

e El pas clau de la demostracid consisteix en demostrar aixo:

Lema. Es impossible descompondre la identitat com a producte
d’'un nombre senar de transposicions.

La demostracié d’'aquest lema es fa per reduccié a l'absurd i pel métode del
contraexemple minimal. Suposem, doncs, que

és una descomposicio de la identitat en un nombre senar k de transposicions
i suposem que k és minim, en el senti que no hi ha cap altra descomposicié
de la identitat en un nombre senar k' < k de transposicions.

Suposem que T, = (a, b) i estudiem quines possibilitats hi ha per a 7,4 i
quines consequiéncies té cadascuna d'elles:

Tx—1 = (a, b). En aquest cas, podriem simplificar U'expressid i obtenir
una descomposicid en un nombre tambhé senar de transposicions, menor
que k, cosa impossible.

- Tx-1 = (a,¢), ¢ # a,b. En aquest cas, fem el canvi 7,17« = (a, b) (b, ¢).
— Tk—1 = (b, ¢), ¢ # a, b. En aquest cas, fem el canvi 7x_1 7« = (a, ¢) (b, ¢).

- 7.1 = (¢,d), ¢,d # a,b. En aquest cas, fem el canvi 17 =
(a, b) (c, d).

Es a dir, descartant el primer cas, que és impossible, tenim una nova des-
composicio de la identitat en un nombre senar k de transposicions, pero
hem aconsequit que l'element a ja no surti a l'iltima transposicid, siné que
surti a la penultima. Repetint el procés tantes vegades com calgui, l'element
a s'anira desplacant cap a l'esquerra fins arribar al primer lloc:

I =(a,z)(u,v) - (m,j)

i, @ més, a no tornara a apareixer en la descomposicid. Ara observem que el
terme de la dreta mou a i el de l'esquerra no mou a. Aixo és una contradiccio
que demostra el lema.?

2De fet, llevat d'isomorfisme hi ha un tnic grup de dos elements. S'utilitzen diverses notacions
per designar aquest grup. En notacié additiva es designa {0, 1} o Z/27Z; en notacié multiplicativa
es designa {1,—1} o {1,€} o també C,. Si recordem que el grup X, té dos elements, també
podem designar X, el grup de dos elements.

30n hem utilitzat la hipotesi que k és senar?
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e Ara la demostracié del teorema és senzilla. Sigui 0 € L, i suposem que
tenim dues descomposicions en transposicions

Q
I

»]
I

on

D’aqui es dedueix

Per tant r + s és parell i r i s tenen la mateixa paritat.

Un cop tenim ben establert el concepte de signatura d'una permutacié podem
definir el grup alternat:

A, ={o €L, :sig(o) = +1}.
Es un subgrup de X,,. De fet,

A, = ker(sig: X, = Xy).

Per exemple, el grup alternat A; C X3 és

A3 = {/, 0Oy, 05}.

Ens podem preguntar ara quants elements té el grup alternat A,. La resposta
s'obté immediatament aplicant aquesta estratagema senzilla. En primer lloc, si
n = 0,1, no hi ha cap permutacié parella # / i el grup alternat és trivial: A, = {/}.
Si n > 1 podem classificar totes les permutacions en parelles i senars. Les
parelles formen el subgrup A, i les senars formen el subconjunt S, := £,—A,, que
clarament no és un subgrup. Considerem la transposicié 7 := (1,2) i considerem
l'aplicacié f : A, — S, donada per f(o) := to. Es pot comprovar facilment que f
és una aplicacid bijectiva. Per tant, A, i S, tenen el mateix nombre d'elements:
hi ha tantes permutacions parelles com permutacions senars. Com que, en total,
hi ha n! permutacions, el grup alternat té, exactament, n!/2 elements.!

*Aquest fet és un cas particular d'una propietat general que veurem més endavant (pagina
108).
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L nuclis

(En tot aquest capitol utilitzarem notacié multiplicativa.)

La conjugacio

Suposem que G és un grup i g € G. Lelement g ens defineix un homomorfisme
¢g : G — G anomenat la conjugacié per g:

Cq(x) := g 'xg.
Que ¢4 és un homomorfisme de grups és evident:
cy(xy) = g7'xyg = g7'xgg7"yg = ¢4(x)cy(y).

També és evident que si G és un grup abelia, ¢4 és la identitat per tot g € G. De
fet, alguns dels temes que tractarem en aquest capitol no tenen interes quan el
grup és abelia. Tanmateix, encara que G no sigui abelia, pot passar que ¢, sigui
la identitat per alguns g € G.

Subgrups normals

Si tenim un homomorfisme de grups ¢ : G — H, podem considerar el subgrup
ker(¢p) C G. Aquest subgrup té una particularitat que el fa especial:

x € ker(¢p) = c4(x) € ker(¢) per tot g € G.

No tots els subgrups tenen aquesta propietat. Per exemple, considerem el sub-
grup S :={/, 01} C I35. Veiem que ¢, (01) = 00100 = 03 ¢ S.

Els subgrups que tenen la propietat anterior —que consisteix en que cap
conjugacié fa sortir elements fora del subgrup— s'anomenen subgrups normals.
Concretament:

106
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Definicié. Un subgrup H d’un grup G direm que és normal si per tot
h € H itotg e G es compleix cy(h) € H.

En particular, com hem dit abans, el nucli de qualsevol homomorfisme G — H és
un subgrup normal de G.

El grup alternat A, és un subgrup normal del grup simétric £,,. Aixo és trivial
perque
A, =ker(sig: X, — L)

i ja sabem que els nuclis sempre son subgrups normals.

Tot subgrup normal és un nucli

Hem dit que si tenim un homomorfisme ¢ d'un grup G a un altre grup, el nucli de ¢
és un subgrup normal de G.. En aquest apartat demostrarem el teorema reciproc:
tot subgrup normal de G és el nucli dalgun homomorfisme de G a algun altre
grup. Es un teorema molt important i la demostracié es fa utilitzant la poderosa
eina del conjunt quocient. Comencem enunciant amb precisid el teorema.

Teorema. Sigui H un subgrup normal d'un grup G. Existeix un grup
G’ i un homomorfisme ¢ : G — G’ tal que H = ker(¢).

Farem la demostracié en tres passos:

e Comencem definint una relacié d’'equivaléncia a G:
g1~ g2 g, g2 € H.
Comprovem que es tracta realment d'una relacié d'equivaléncia.

— La propietat reflexiva es compleix trivialment.

— Propietat simétrica. Si g1 ~ g5, tindrem h := g7'g> € H. Aleshores
-1 _ -1 -1 _ / -1 H
92 91 =1(91°92)" =h"" €

i gz ~ (gi.
— propietat transitiva. Suposem que g1 ~ g> i g» ~ g3. Aleshores
. N — (T —1 :
9193 = 91 (929 )93 = (97 92)(95 93) € Hi g~ gs.
e Com que tenim una relacié d'equivaléncia a G, podem definir el conjunt

quocient Gi/ ~ que en aquest cas concret denotarem G/H. Recordem que
G/H és, en principi, només un conjunt i que tenim una aplicacié canonica

TObservem que ser normal no és una propietat intrinseca de H sind que és una propietat de
H com a subgrup de G.
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m: G — G/H. El punt clau de la demostracié consisteix en adonar-se que
G/H és també un grup.

Definim una operacié a G/H d'aquesta manera:

[g1]1g2] := [9192].

Cal veure que aix0 esta ben definit, és a dir cal veure que si g1 ~ ¢ i
g2 ~ g5, aleshores g1g, ~ g7g5. Tenim g} = g1h amb h € H, g5, = g,k amb
k € H. Aleshores, hem de comprovar que l'element

L:=(9192)"'(919%) = 95 '97 " 'g1hgok = g3 hgok = cg,(h)k

pertany a H. Pero, com que H és un subgrup normal sabem que c4,(h) € H
i, per tant, [ € H, com voliem demostrar.?

Un cop hem vist que la multiplicacié de G/H esta ben definida caldria
comprovar que es compleixen els tres axiomes de grup, perd aixo ja és
senzill.

e Finalment, considerem l'aplicacié 7 : G — G/H i observem aquestes dues
propietats senzilles de demostrar:

— gt és un homomorfisme de grups.
— ker(m) = H.

Aix0 acaba la demostracio del teorema.

El teorema de Lagrange

La construccio que hem explicat a l'apartat anterior té, en el cas dels grups finits,
una conseqiiencia senzilla pero molt interessant que es coneix com a teorema de
Lagrange.

Suposem que tenim un grup G dordre n i un subgrup —no cal que sigui
normal— d'ordre k. Fem la construccié del conjunt quocient G/H. Si repassem
la demostracié anterior veurem que el fet que H sigui normal només s'utilitza
per veure que G/H és un grup. Admetem, doncs que G/H és un conjunt de
r elements, cadascun dels quals és una classe d'equivaléncia de G. Observem
ara que si tenim dues classes d'equivaléncia [g4], [g2], Uaplicacié x — g.g7"' és
una bijeccid entre [g4] i [g2] (exercici 111.26). Per tant, totes les classes tenen el
mateix nombre d’elements. Com que [1] = H, totes les classes tenen exactament
k elements. Tenim, doncs, un conjunt de n elements subdividit en r subconjunts
de k elements i, en conseqtiencia, n = rk. Hem demostrat aixo:

2Observem com en aquesta demostracié no hem comencat dient «com que H és normal bla,
bla, bla», sind que ens hem guardat el fet que H sigui normal fins el moment en que ens hem
vist en l'obligacié d'utilitzar-ho. Es el que haviem explicat quan parlavem de lestructura d’una
demostracio a la pagina 36.
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Teorema de Lagrange L'ordre de qualsevol subgrup d'un grup finit és
un divisor de l'ordre del grup.

Com convertir un homomorfisme en isomorfisme

Suposem que tenim un homomorfisme entre dos grups ¢ : G — H. Pot passar
que ¢ no sigui injectiu o no sigui exhaustiu o no sigui cap de les dues coses. Quée
hi podem fer?

e Recordem que haviem definit el subgrup ¢(G) C H. Aleshores, podem des-
compondre ¢ com a composicié de dues aplicacions

G o(G) —— H

on ara la primera aplicacid ve donada per ¢ i ara ja és exhaustiva i la
segona és la inclusié natural i : ¢(G) — H d'un subgrup en el seu grup. Es
a dir, qualsevol homomorfisme ¢ : G — H es pot descompondre com io ¢’
amb i homomorfisme injectiu i ¢ homomorfisme exhaustiu.

e Com podem ara «convertiry ¢ en un homomorfisme injectiu? La idea és
utilitzar el conjunt quocient, en particular el quocient del grup G pel subgrup
ker¢p C G. Recordem que ker ¢ és un subgrup normal de G i, per tant,
podem fer la construccid del grup quocient G/ ker ¢ que hem estudiat abans.
Tindrem la projeccié canonica 7w : G — G/ ker ¢. Apliquem ara la propietat
fonamental del conjunt quocient que ens permet definir una aplicacié ¢ :
G/ker ¢ — H amb la propietat que ¢ = ¢. Tindrem, doncs, un diagrama
d’aplicacions com aquest:

q

G—" L H
G/kerp —2— ¢(C)

Es a dir, hem aconsequit descompondre ¢ com a composicid de tres aplicacions
¢ = i ¢t de manera que

e 51 és un homomorfisme exhaustiu.
e i és un homomorfisme injectiu.

e No és dificil comprovar que ¢ és un homomorfisme bijectiu. Per tant, és un
isomorfisme.

Com a conseqtiencia d'aixo obtenim que qualsevol homomorfisme entre dos grups
¢ : G — H ddna lloc a un isomorfisme

G/ ker ¢ = ¢(G).
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Aquest fet —que és molt Util— de vegades s'anomena teorema de l'isomorfisme.

Com a exemple d'aixo, considerem la signatura sig : £, — ¥, que és un homo-
morfisme exhaustiu (n > 1). Aplicant la tecnica anterior, i com que ker (sig) = A,,
obtenim un isomorfisme de grups

Lo/A: = L),
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En aquest capitol, com a aplicacid de tot el que hem estat estudiant fins ara, dis-
cutirem les propietats d'un grup interessant: el grup Q que formen les simetries
d'un cub. Es un grup que també s'estudia a cristallografia i que ens servira per
illustrar els conceptes de teoria de grups que hem apres —i aprendre’n algun
altre.

El cub és un poliedre reqgular en l'espai de tres dimensions —un dels cinc
solids platonics. Imaginem-lo centrat a l'origen de R? amb els seus vértex en els
8 punts de coordenades (£1, 1, £1):

Vi=(1,-1,-1), Vv, =(1,1,-1), Vs =(-1,1,-1), V4 =(-1,-1,-1),

Vs = (1,-1,1), Vo =(1,1,1), Vo = (=1,1,1), Vg = (—1,-1,1).

8I 7
[
[
5 : 6
|
[
[
[
[
[
7 S 33
7
Ve
7
Ve
1 2

Quan parlem de les simetries d’'aquest cub ens referim als moviments de la
geometria euclidiana —reflexions i rotacions— que deixen invariant el cub o, dit
d'una altra manera, transformen cada punt del cub en un altre punt del cub. Per
estudiar el grup que formen aquestes simetries, comencem enumerant-ne algunes
que observem:

e lLa identitat /.

e 3 reflexions s, s, s, respecte dels plans x =0, y =0, z = 0.

111
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6 reflexions respecte de plans que passen per dues arestes oposades del
cub. Aquests planssénx+y =0, x—y =0, x+z=0,x—z=0,y+z=0,
y —z = 0 i les reflexions les denotem s,.,,, Sx—y, Sxt+z Sx—z Sy+z: Sy—z
respectivament.

e 3 rotacions R,, R,, R, de 90 graus respecte dels eixos de coordenades.
Aquestes rotacions tenen ordre 4 i si considerem R? i R? tenim en total 9
rotacions.

e 4 rotacions Ry7, Rus, R3s, R de 120 graus respecte de les diagonals del
cub. Aquestes rotacions tenen ordre tres i si considerem Rl-zj tenim un total
de 8 rotacions.

e 0 rotacions de 180° respecte d'eixos que passen pels centres de dues arestes
oposades. Les denotem Ry, R, Ris, Rs6 Ros i Re.

e |'aplicacidé antipodal T que transforma cada punt de l'espai en el seu sime-
tric respecte de l'origen de coordenades i es pot entendre com la reflexid
respecte de l'origen. Es una simetria d'ordre 2.

e Les composicions arbitraries de simetries anteriors.

En aquesta llista hi ha, potencialment, infinites simetries, potser n’hi ha de repe-
tides i potser encara hi ha alguna simetria que ens hem oblidat d'incloure. Per
tant, encara hem de treballar més per poder dir que coneixem lestructura del
grup Q. Per exemple, entre les simetries anteriors es compleix aquesta igualtat:

TR =s,.

Com podem demostrar aix6? Com podem determinar exactament quines combi-
nacions de simetries son iguals? Com podem programar un ordinador per fer cal-
culs explicits amb aquestes simetries? Com podem conéixer quina és |'estructura
exacta del grup Q?

La resposta a aquestes preguntes ens porta a una de les idees més importants
de la teoria de grup: les representacions.

Treballar geometricament amb reflexions i rotacions és complicat. Si volem
fer-ho de manera eficient o si volem que un ordinador ho faci per nosaltres, una
idea interessantissima és aquesta:

Observem que cada simetria del cub ens permuta els 8 vértex del cub.
Si a cada simetria li fem correspondre la permutacié dels seus 8 vértex
tenim un homomorfisme de grups

(/)20—)28.

El nucli de ¢ esta format per les simetries que deixen fixos tots els
vértex, pero és evident que si tots els vértex del cub sén fixos, tots els
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punts del cub sén fixos i la simetria és la identitat" Per tant, ¢ és
un homomorfisme injectiu i ens permet fer cdlculs amb permutacions
(facils de programar) en lloc de fer-los amb transformacions geomé-
triques (dificils de visualitzar i de programar). Diem que ¢ és una
representacié del grup Q en el grup simétric g

En particular, el grup Q és finit i té com a maxim 8! elements —perqué és (isomorf
a) un subgrup de ¥X3. A més, cada simetria del cub la podem codificar amb una
permutacié de 8 elements. Per exemple:

d(sy) = (14)(23)(58)(67)
d(R) =(1265)(3784)
o(T) = (17)(28)(35)(46)
| ara és trivial comprovar que T R? = s, veient que ¢(T R?) = ¢(s,). La represen-

tacio del grup Q en el grup Lg ens permet fer calculs efectius amb les simetries
del cub i ens podria portar, en principi, a entendre l'estructura del grup Q.

Pero ¥g és un grup relativament gran —té 40.320 elements— i hi ha una
altra representacio de Q forca millor. La idea és la seglient. Considerem les 4

diagonals del cub
D17, Dag, Dss, Dae.

Es clar que cada simetria del cub permutara aquestes diagonals i, per tant, també

tenim una representacio
L/J . Q —> 24

que assigna a cada simetria la permutacié de les diagonals. Per exemple,
W(Sxt2) = (D35 Dag),  tp(Sx—7) = (Dh7 D2g),

l/J(ngz) = (D35 Dzs), L/J(5y+z) = (D17 D46),

i, com que amb aquestes quatre transposicions ja podem obtenir totes les per-
mutacions de ¥4, sabem que ¢ és un homomorfisme exhaustiu.

Es ¢ injectiu? Si no ho és, qui és el nucli? La resposta és que
kery = {I, T}.

Demostracio: Suposem que S és una simetria del cub que deixa fixes les diago-
nals pero no és la identitat. Suposem, sense pérdua de generalitat, que S mou

TAixd és cert perqué el concepte de simetria que hem escollit només contempla transforma-
cions lineals de lespai, transformacions que sempre converteixen linies rectes en linies rectes.
D’aquesta manera, si una simetria deixa fixos dos vértex, aleshores deixa fixos tots els punts de
la recta que els uneix. Aixo pot deixar de ser cert en simetries d'un tipus més general i, aleshores,
tot el que fem en aquest capitol deixa de ser valid.

2Un expert en teoria de grups dirad que una representacié no és un homomorfisme com ¢ siné
que és una classe d'equivaléncia d’homomorfismes, perdo en un text elemental com aquest ens
permetem algunes petites simplificacions.
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el vertex V;. Pero S conserva la diagonal Dy i, per tant S(V7) = V4. Aleshores,
les tres arestes que conflueixen en el vertex V7 s'han de convertir en les tres
arestes que conflueixen en el vertex V; i S converteix els vertex V3, Vg, Vg en els
vertex V5, V5, V4, en algun ordre. Tornem a aplicar que S conserva les diagonals
i ens veiem forcats a acceptar que S(V3) = V5, S(Vg) = Va i S(V5) = Vo. En
definitiva, S permuta els vértex igual que ho fa T i, per tant, S = T i hem acabat
la demostracio.

Quina és la conclusid?

e ¢:Q — ¥4 és un homomorfisme exhaustiu.

o keryy={I,T}

Aplicant ara el teorema que vam veure al capitol anterior sobre convertir un
homomorfisme en isomorfisme, arribem a aquesta conclusio:

/{1 Ty 2 54

i aix0 ens ddna una idea forca acurada de quina és lestructura del grup Q. En
particular, quants elements té Q? Podem determinar aquest nombre amb un
métode similar al que vam utilitzar a la pagina 105 per determinar lordre del
grup alternat. L'isomorfisme anterior ens diu que si identifiquem s ~ T's, obtenim
un grup (el grup simetric X4) amb 24 elements. Cada classe d'equivaléncia té dos
elements. Per tant, Q té 48 elements.

Finalment, ens podem preguntar quins sén aquests 48 elements. Abans hem

descrit aquests 24 elements de Q:

o /.
2 p2 P2 PR3 P3 P3
e R, Ry R, R, Ry, R:, R, Rg, R>.
o Ry7, Rug, Ris5, Rye, R127, R228, l?§5, 1?426.
® Rip Roe, Ris, Rse, Ro3 it Rey.
Calculant les imatges d'aquests elements de Q a ¥4 veiem que totes aquestes
imatges son diferents. Per tant, els elements sén diferents i, si hi afegim els 24

elements que s'obtenen multiplicant per T cadascun dels 24 elements anteriors,
obtenim les 48 simetries del cub.

Encara podem donar una tercera representacid interessant del grup Q. Su-
posem que tenim tres colors i pintem cada cara del cub d'un color, de manera
que les cares oposades tinguin el mateix color. Cada simetria del cub permutara
els tres colors i aixo ens donara un homomorfisme de grups

p:0Q— L.

Analitzem l'homomorfisme p:
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e Observem que les reflexions sy, s,, s, no alteren els colors i, per tant, el
subgrup generat per aquestes tres reflexions esta inclos dins el nucli de p.

o Les reflexions s,, s, s,, com que els seus miralls sén perpendiculars, commu-
ten entre elles i, en conseqliéncia, el grup que generen, denotat (s, s, s,),
és commutatiu. Es tracta d'un grup forca senzill: ¥, x ¥, x ¥, que té 8
elements (exercici 33).

e Es molt senzill trobar simetries del cub que permutin els tres colors de
qualsevol manera i aixo ens diu que p és exhaustiu.

e Com que Q té 48 elements i £3 en té 6, per un raonament com el que hem
fet abans, el nucli de p ha de tenir 8 elements i, per tant, ha de coincidir
amb (s, sy, s,).

La conclusié és que tenim isomorfismes de grups

Q/(sx,sg,sz) =X (Sx,Sy,S,) = (L,)3.



Exercicis de grups

1. (a) Calculeu (3,4)(4,5)(2,3) (1,2) (5.6) (2,3) (4,5) (3. 4) (2, 3).

(b) Descomponeu les seglients permutacions en producte de cicles disjunts:
12 3 45 12 3 45606 7 1 2
34512 7 6 1 2 3 45 6 2

2. Considereu la permutacid o € L5 donada per
(12 3 45
7=\3 5 41 2|

1250

34567 8
57 81 3 4

(a) Calculeu el signe de o.
(b) Calculeu la permutacio o

(c) Sigui 7 := (135)(234) € L5. Determineu la conjugacid c (o).

3. Trobeu la descomposicié en producte de cicles disjunts, la signatura, l'ordre i una
descomposicié en producte de transposicions de les segiients permutacions de Xq¢:

0 =(10,3,4,1)(8,7) (4,7)(5,6) (2,6)(2,9).

2021 2022

Calculeu o ip
4. Siguin 7, T2 dues transposicions diferents. Demostreu que la permutacié 717, o bé
és un cicle d'ordre tres o hé es pot escriure com a producte de dos cicles d'ordre 3.

5. Sabem que cada permutacié es pot escriure com a producte de cicles disjunts. Estu-
dieu quines possibilitats hi ha per a una permutacié de 7 o de X5 i, a partir d'aqui,
contesteu aquestes preguntes: podem tenir a £y un element d'ordre 15?7 Quins son
els ordres dels elements de ¥5?

6. Trobeu tots els elements o € X5 que compleixin aquestes igualtats:

(@) 0(1,3,5)3% =(2,4,1,3).

(b) (1,2,5)0(1,2,5)7" = (2,4).
(c) 0?2 =(1,2).

(d) o’ =(1,2,49).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(e) 0(1,3,2) 0" =(2,3).
(f) a3 =(1,2,4).

(En alguns casos caldra utilitzar els resultats de l'exercici 5.)

Els nombres de Montmort M,, n > 0 es defineixen com el nombre de permutacions
de n elements que no deixen fix cap element. Demostreu aquesta férmula recursiva:

My =0, My=1, M,=(n—1) (Mo +M,_o).

Suposeu que, per un error informatic, les qualificacions de selectivitat de tot el pals
es trameten de manera aleatoria als alumnes que hi han participat. Quin és la
probabilitat que cap alume rebi les seves propies qualificacions?

Determineu tots els elements 0 € L, tals que g?=1.

Siguin g,y € L,,.

" en funcié de l'ordre i la signatura de o

(a) Calculeu lordre i la signatura de yoy~
Ly.

(b) Proveu que si ¢ és un cicle, 0 = (a1, a2, ..., a;), aleshores
yay_1 = (v(a1), v(a2), ..., v(a,)).

Demostreu que la relacié de conjugacié és una relacié d'equivaléncia. Es a dir, en un
grup G definim g1 ~ g2 si existeix g € G tal que c4(g1) = g2 i es demana demostrar
que es tracta d'una relacié d'equivaléncia.

Demostreu que si
1T 2 3 - - - n
by by bz - - - by

llavors yoy~' és la permutacié obtinguda aplicant y a aquesta taula. Feu servir

aquest métode per calcular pop~' on o i p sén les permutacions de l'exercici 3.

Utilitzeu l'exercici 9 per trobar la descomposicié en producte de cicles disjunts de
yay ! en termes de la de o.

Donat 0 € L, el tipus ciclic de o és la n-tupla d'enters (p1,p2,...,pn) ON pi és
el nombre de k-cicles en la descomposicié en cicles disjunts de o (entenem que p1
és el nombre d'elements fixos per g). Demostreu que dues permutacions de ¥, son
conjugades si i només si tenen el mateix tipus ciclic.

Demostreu que tota permutacié o € A,, n > 3, es pot escriure com a producte de
cicles d'ordre 3. (Utilitzeu Uexercici 4.)

Denotem els elements (diferents de /) del grup simétric £3 igual que a la pagina 90.

Considereu l'homomorfisme ¢ : £¥3 — X3 donat per la conjugacié amb o4, és a dir
g1

c(g) == oy gos.
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16.

17.

18.

19.

(a) Determineu explicitament els elements del conjunt H := {g € Z3: ¢(g) = g}.

(b) Es H un subgrup de £3? En cas afirmatiu, és commutatiu?, és normal?

En un cert truc de magia® el mag mostra un panell com aquest
A 1
B 2
C 3
D 4
E 5

Aleshores, demana la participacié d'una parella del public i diu que els demostrara
que estaven predestinats a trobar-se. Un dels membres de la parella tria lliurement
una de les posicions A, B, C, D, E del panell i l'altre membre tria lliurement una xifra
1,2,3,4,5 del panell. A continuacid, el mag mostra per una cara, successivament, cinc
cartolines i demana a la parella que decideixi lliurement a quin dels cinc llocs buits
del panell vol collocar cadascuna de les cartolines. Quan ho han fet, els ofereix la
possibilitat de canviar l'ordre de les cartolines i també la seva orientacid. Finalment,
el mag déna la volta a cadascuna de les cinc cartolines i tothom pot veure que al
darrere de cadascuna hi ha tracats cinc camins entortolligats que van d'esquerra
a dreta i, sorprenentment, si comencem per la lletra que ha triat un membre de
la parella i sequim el cami que s’ha format, arribem a la xifra que ha triat laltre
membre de la parella. Utilitzeu la teoria dels grups de permutacions per descobrir
el funcionament d'aquest efecte magic.

Direm que un cicle de £, és gegant si té ordre k > n/2. Calculeu, en funcié de n
i k, el nombre de permutacions que contenen un cicle gegant d'ordre k. Ultilitzeu
la relacié entre la seérie harmonica i el logaritme per veure que, si n és gran, la
probabilitat que una permutacié de L, escollida a l'atzar contingui un cicle gegant
és ~ log(2).*

Considereu aquests grups:

(@) El grup X.
(b) El grup As.
(c) El subgrup C4 de ¥4 format per les poténcies del cicle (1,2, 3, 4).

)

(d) El subgrup Ky de Z4 definit Ky :={/,(1,2),(1,4),(1,2)(3,4)}.

Demostreu que tot grup no trivial de menys de 5 elements és isomorf a un i només
un dels grups d'aquesta llista.

Siguin Gq i Gy dos grups (notacié multiplicativa). Considerem, al conjunt Gy x Gy,
l'operacié
(91.92) - (91, 92) = (9194, 9295).

Demostreu que, amb aquesta operacid, Gy x Gy és un grup.

3EL podeu veure (abril de 2024) en aquest enllag: youtube.com/watch?v=aZpAlk-sDcg (no

llegiu els comentaris perqué poden contenir idees sobre com es fa el truc).

*Aquest curiés exercici prové d'un article de John Baez (math.ucr.edu/home/baez/permuta-

tions/permutations_4.html). Podeu trobar una utilitzacié sorprenent d’'aquest calcul en el
video: youtube.com/watch?v=iSNsgj10CLA (enllacos valids Uabril del 2024).
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

206.
27.

28.

29.

Quins d'aquests subconjunts de Z son subgrups i quins no ho sén: (a) els multiples
d’'un enter fixat m; (b) els enters no negatius; (c) els enters multiples de m o de n,
on m, n son enters diferents; (d) els enters multiples de m i de n, on m, n sén enters
diferents; (e) els enters que no sén multiples d'un enter fixat m.

Sigui m > 1 un enter i sigui A el conjunt de tots els nombres racionals que es poden
escriure com una fraccié on el denominador no és mdltiple de m. Es A un subgrup
de Q? | si m és un nombre primer? Sigui B el conjunt de tots els nombres racionals
que es poden escriure com una fraccié on el denominador és una poténcia de m. Es
B un subgrup de Q7

Sigui A un conjunt amb n > 0 elements, A = {ao, ..., a,—1}. Definiu una estructura
(multiplicativa) de grup a A que compleixi que ag =1, a; = a i af = 1. Aquest grup
s'anomena el grup ciclic d'ordre n.

Sigui ¢y : G — H un homomorfisme de grups i sigui g € G un element d'ordre r. Qué
podem afirmar de l'ordre de ((g) € H?

Considerem R com a grup additiu amb la suma ordinaria de nombres reals i sigui R>°
el subconjunt del nombres reals positius. Demostreu que R>% és un grup multiplicatiu
amb la multiplicacié ordinaria de nombres reals. Utilitzeu la funcié exponencial per
demostrar que aquests dos grups (que d'entrada semblen tan diferents) sén isomorfs:
R Z R>?,

Considereu els grups simétrics ¥, £3. Construiu un homomorfisme exhaustiu ¢ : £3 —
¥, i demostreu que és Unic.

Completeu els detalls de la demostracié del teorema de Lagrange (pagina 108).

Considerem aquestes permutacions de X7:

(123456 7 (123456 7
“\s56 43217 \467 1325
(1234567
Y=14 56 7 2 3 1

(@) Per a o i p, calculeu la descomposicid en cicles disjunts, l'ordre i el signe.
Calculeu la conjugacid c4(p).

(b) Demostreu que no hi ha cap homomorfisme de grups ¢ : £; — ¥7 tal que
¢(p) = o, pero st que n'hi ha un tal que ¢(p) = y.

Considereu aquest subconjunt del grup alternat As:
H:={l,(1,2)(3,4),(1,3)(2.4), (1,4)(2,3)}.

Demostreu que H és un subgrup de As. Demostreu que és un subgrup normal (uti-
litzeu Uexercici 13). Determineu l'estructura del grup quocient A4/H.

Considereu aquestes sis matrius:

100 100 010 0 0 1 0 0 1 010
010 0 0 1 100 010 100 0 0 1
0 0 1 010 0 0 1 100 010 100

Demostreu que formen un grup multiplicatiu isomorf a ¥3.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

Sigui G un grup i sigui A(G) el conjunt de tots els isomorfimes ¢ : G — G. Demostreu
que A(G) és un grup amb loperacié de composicié. Demostreu que l'aplicacié ¢ : G —
A(G) donada per g = ¢4 és un homomorfisme de grups. Demostreu que el nucli de ¢
esta format pels elements de G que commuten amb tots els elements de G. Per tant,
aquest subgrup de G —que s'anomena el centre de G— és un subgrup normal de G.
Determineu el centre de 3.

En el grup de simetries del cub, escriviu les reflexions sy, Sy+z en funcid de rotacions
i laplicacié antipodal T.

Considereu aquestes reflexions del cub: s, sy, Sx—2.

(@) Utilitzeu la representacié del grup de simetries del cub en ¥Xg per demostrar
aquestes igualtats:

(5y55—2)4 = (Sy—ZSX—Z)3 = (SUSX—Z)Z =1
SySx—z = Sx—zSy

(sysy_zsx_z)3 =T.

(b) Demostreu que qualsevol simetria del cub es pot expressar com a producte de
les reflexions sy, sy, Sx—z.

Considereu les reflexions sy, Sy, Sz del cub, i tots els seus productes. Demostreu que
obteniu un subgrup abelia de Q, d'ordre 8.

Sigui M el conjunt format per totes les matrius 3 x 3 que compleixen aquestes pro-
pietats:

(@) Només contenen entrades 0,1, —1.

(b) A cada fila i cada columna només hi ha un terme # 0.

Demostreu que M, amb la multiplicacié de matrius, és un grup. Trobeu un isomorfisme
entre el grup M i el grup Q de simetries del cub. (Utilitzeu Uexercici 32b.)

Sigui G el grup de simetries de lU'octaedre regular. Considereu aquests elements de
G:

e R és la rotacié de 90° respecte de leix que passa per E i F, de manera que
R(B) = A.

e S és la reflexid respecte del pla que passa pels punts A, F, E, D.

o H és la reflexid respecte del pla que passa pels punts E, F, pel punt mig entre

Al B ipel punt mig entre C i D.

Utilitzeu una representacié injectiva de G en un grup simétric i demostreu aquestes
propietats de G: (a) G té < 720 elements; (b) (R7'S)"? = H.
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D

36. Utilitzeu la teoria de permutacions per estudiar matematicament aquests trencaclos-
ques classics:

15| 2 12 1 2 3
6 (11 b b el lu8

419 |10} 7 9 1101112

314 1377 13|14 | 15 Tf

Estudieu el cas general amb nm — 1 peces quadrades iguals («fitxes»), cadascuna
amb un nombre (diferent) de 1 a nm — 1, situades en un rectangle de n files i m
columnes amb n, m > 2. Sequiu aquests passos:

(@) Definiu moviment elemental com el fet de desplacar una fitxa a una casella
buida contigua (en horitzontal o en vertical). Un moviment és una successid
finita de moviments elementals. Un moviment complet és un moviment que
comenca i acaba amb la casella buida a baix a la dreta. Vegeu que els moviments
complets formen un grup M.

(b) Definiu un homomorfisme de grups ¢ : M — X,,_1.
(c) Demostreu que la imatge de ¢ esta dins del grup alternat A,;,—1.

(d) Demostreu que la imatge de ¢ és igual al grup alternat A,;—1. Feu-ho per
induccio sobre n i m i, al mateix temps, construiu un algorisme per resoldre el
trencaclosques.
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Part IV:

Aritmetica

Q) es operacions basiques amb nem-
¢ bres naturals —suma, resta, multipli-

cacio, divisio, poténcies—, les fracei-
gl t:? ons, el concepte de nombre primer...

formen part del patrimoni cultural de
la humanitat des dels temps més remots. " Per
exemple, el papir de Rhind del segle XVI aC-conté
qliestions aritmétiques forca sofisticades que invo-
licren expressar les solucions d'equacions lineals
com a suma de fraccions diferents de numerador
igual a 1 (vegeu l'exercici IV.20). Es, doncs, im-
prescindible que un text de fonaments de les ma-
tematiques contingui un capitol que tracti de larit-
mética: els enters i els racionals, la teoria elemen-
tal de la divisibilitat i dels nombres primers, les
congruéncies, les equacions diofantiques, la fun-
cio ¢ d’Euler...

La gran importancia de l'aritmética en l'era digital
ens convida a parlar de com resultats classics de
Fermat, Gauss o Euler ens proporcionen el fona-
ment de la'seqguretat en les comunicacions i tam-
bé posarem molt d’émfasi en la transicio de les
congruéncies classiques als cossos primers —un
magnific exemple de la immensa importancia del
concepte d’estructura a les matematiques.

Dibuix: Carl Friedrich Gauss, 1777-1855
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Els enters i els racionals

Els nombres negatius i les fraccions sén extensions dels nombres naturals «in-
ventades» amb un mateix objectiu: treballar amb solucions d'operacions que no
tenen solucid en els nombres naturals. La idea de la construccid dels negatius i
de les fraccions a partir dels nombres naturals és la mateixa en els dos casos i
els podem tractar en parallel.

e AN hi ha restes que no es po-
den fer, com

2—3.

e Com que no es poden fer, les
deixem indicades

112 _ 3/l'

e Son expressions formals o sim-
boliques.

e En diem nombres enters.

e Per evitar confusions, de mo-
ment escrivim (a, b) en lloc de
”CI _ b//'

e Problema: "2 —3” ha de ser el
mateix que "4 —5”. Es a dir

(2,3) = (4,5).

e Solucié: Utilitzem la poderosa
idea del conjunt quocient.

124

e A N hi ha divisions que no es
poden fer, com

2/3.
e Com que no es poden fer, les
deixem indicades

112/311

e So6n expressions formals o sim-
boliques.

e En diem nombres racionals.

e Per evitar confusions, de mo-
ment escrivim (a, b) en lloc de
”CI//J”.

e Problema: "2/3” ha de ser el
mateix que "4/6”. Es a dir

(2,3) = (4,6).

e Solucio: Utilitzem la poderosa
idea del conjunt quocient.
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Construccio de Z a partir de N

Considerem el conjunt N x N amb aquesta relacié:’
(a,b) ~ (', b)) a+b =b+d

que és facil veure que és una relacié d'equivaléncia. Aleshores, definim el conjunt

del nombres enters aix{:
Z = (N x N)/ ~ .

En aquest conjunt Z podem definir una operacié de suma d'aquesta manera:?

[(a,b)]+][(d", b)) :=[(a +d, b+ D)

i podem comprovar facilment aquestes propietats:

e Esta ben definida. Observem que hem definit la suma en un conjunt quocient
i, per tant, cal fer la comprovacié que si canviem de representants en les
classes d'equivaléncia, la classe d'equivaléncia del resultat no canvia.

e Aquesta operacié de suma dota Z d'estructura de grup abelia. Es a dir,
la suma compleix les propietats associativa i commutativa, l'element [(0, 0)]
actua com a element neutre i l'element invers de [(a, b)] és [(b, a)].

e Hi ha una aplicacié natural N — Z definida per n — [(n,0)] Aquesta
aplicacio és injectiva i conserva la suma. Aix0 ens permet identificar cada
nombre natural n amb el nombre enter [(n, 0)].

e Observem que, si n € N, es compleix n +[(0,n)] = 0. Aixd ens permet
escriure —n :=[(0, n)] € Z.

e També és facil veure que els nombres enters sén una unié disjunta

Z={neN:n>0tu{0}u{—n:neN, n>0}

En el grup abelida Z també podem definir una operacié de producte:?
[(a, b)] [(c, d)]:=[(ac + bd, ad + bc)]

de manera que es compleixen aquestes propietats senzilles:

e El producte esta ben definit.

"Per qué donem precisament aquesta definicié i no cap altra? Perqué volem que (a, b) repre-
senti a — b i és clar que volem que a — b = o’ — b’ sigui equivalent a a + b’ = b + d’.

2Per qué donem precisament aquesta definicié i no cap altra? Perqué volem que (a, b) repre-
senti a — b i és clar que volem que (a — b)+ (¢’ — b') = (a + d’) — (b + D).

3Per qué donem precisament aquesta definicié i no cap altra? Perqué volem que (a, b) repre-
senti a — b 1 és clar que volem que (a — b)(c — d) = (ac + bd) — (ab + bc).
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e El producte compleix les propietats associativa, commutativa i distributiva
(respecte de la suma de Z) de manera que 1 € Z actua com a element
neutre multiplicatiu.

e Aquestes operacions de suma i producte doten Z d’'una estructura algebraica
que es coneix amb el nom d'anell (commutatiu amb unitat).

Construccio de Q a partir de Z

La construcciéd dels nombres racionals (o fraccionaris) Q a partir dels enters Z
s'assembla moltissim a la construccié de Z a partir de N que hem vist a l'apartat
anterior.

Considerem el conjunt Z x (Z — {0}) amb aquesta relacié:’
(a,b) ~ (a’,b') & ab’ = bd’

que és facil veure que és una relacié d'equivaléncia. Aleshores, definim el conjunt
del nombres racionals aixt:

Q= (Zx (Z—{0})/ ~.
En aquest conjunt Q podem definir una operacié de suma d'aquesta manera:
[(a, b)]+[(c, d)] :=[(ad + bc, bd)]

i podem comprovar sense gaires dificultats aquestes propietats:

e Esta ben definida. Observem que hem definit la suma en un conjunt quocient
i, per tant, cal fer la comprovacié que si canviem de representants en les
classes d'equivalencia, la classe d'equivalencia del resultat no canvia.

e Aquesta operacié de suma dota Q d'estructura de grup abelia. Es a dir,
la suma compleix les propietats associativa i commutativa, l'element [(0, 1)]
actua com a element neutre i l'element invers de [(a, b)] és [(—a, b)].

e Hi ha una aplicacié natural Z — Q definida per a — [(a,1)] Aquesta
aplicacio és injectiva i conserva la suma. Aix0 ens permet identificar cada
nombre enter a amb el nombre racional [(a, 1)].

En el grup abelia Q també podem definir una operacié de producte d'aquesta
manera:

[(a, b)] [(c, d)] :=[(ac, bd)]

de manera que es compleixen aquestes propietats senzilles:

*Per qué donem precisament aquesta definicié i no cap altra? Perqué volem que (a, b) repre-
senti a/b i és clar que volem que a/b = d'/b’ sigui equivalent a ab’ = ba'.
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e El producte esta ben definit.

e El producte compleix les propietats associativa, commutativa i distributiva
(respecte de la suma de Q) de manera que 1 € Q actua com a element
neutre multiplicatiu.

e les propietats de la suma i el producte de Q el converteixen en un anell
(commutatiu amb unitat).

e A més, si tenim g = [(a,b)] € Q amb g # 0 podem considerar el nombre
racional ¢’ := [(b,a)] € Q i observar que qg’ = 1. Per tant, a Q tots
els elements diferents de zero tenen invers multiplicatiu. Direm que Q té
estructura de cos.

e Aquesta ultima propietat ens permet escriure
a

Ysib+0

(a. D)= 7

i recuperar, d'aquesta manera, la notacié tradicional dels nombres racionals.

Anell, domini, cos

Hem dit que Z és un anell i Q és un cos. Donem ara definicions precises d'aquests
dos conceptes —i d'algun altre.

e Grup commutatiu. Hi ha una operacié x + y que compleix les propietats

associativa: Vx,y,z, (x+y)+z=x+(y + 2).

commutativa: Vx,y, x +y =y + x.

element neutre: 30Vx, x +0 = x.

inversos: Vxdy, x+y =0.
e Anell. Hi ha dues operacions x + y i xy que compleixen

— La suma compleix les propietats de grup commutatiu.
— La multiplicacié compleix les propietats:

* associativa: Vx, y, z, (xy)z = x(yz).
* commutativa: Vx,y, xy = yx.
* element neutre: 31 Vx, x1 = x.

— La multiplicacié compleix la propietat distributiva respecte de la suma:
Vx,y,z, x(y +z) = xy + xz.

e Domini (també anomenat domini d’integritat). Les mateixes propietats d'a-
nell i a més
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— No hi ha divisors de zero: Si xy =0, aleshores x =00 y =0.
e Cos: Les mateixes propietats d'anell i a més

— No trivialitat: 1 # 0.

— inversos multiplicatius: Per tot x # 0 existeix y tal que xy = 1.
Aquesta propietat implica que no hi ha divisors de zero. Per tant, tot
cos és un domint.

Amb les operacions de suma i producte que ja coneixem, Z it Q sén dominis, Q
és un cos i Z no ho és. La suma i el producte de nombres naturals compleixen
algunes de les propietats anteriors, pero N no és un anell. Si afeblim o eliminem
algunes de les propietats anteriors obtenim algunes estructures algebraiques
importants que no estudiarem en aquest curs. Per exemple, sén importants els
anells no commutatius, en els que la multiplicacié pot no ser commutativa, i els
anells de divisio en els que es compleixen tots els axiomes de cos excepte la
commutativitat del producte.”

®Si no es compleix la propietat commutativa del producte cal ser més exigents en la propietat
distributiva, l'element neutre i els inversos. L'element neutre 1 ha de complir que 1x = x1 = x per
tot x, a la propietat distributiva, a més de x(y + z) = xy + xz cal també exigir (x + y)z = xz+ yz
i, en el cas dels anells de divisid, cal exigir que per cada x ha d'existir un y tal xy = yx = 1.
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La gran diferencia entre els enters Z i els racionals Q es troba en la divisibilitat:
com que Q és un cos, podem dividir per qualsevol nombre diferent de zero; a Z,
en canvi, la divisid només és possible en alguns casos i apareix el problema de
la divisibilitat i tot el que aix0 comporta: divisors i multiples, unitats, med i mcm,
elements irreductibles —també anomenats primers—, congruéncies, etc. A més,
els métodes elementals de resolucié d'equacions lineals deixen de ser valids. Per
exemple, una equacié com 3x+2y = 5 que es resol de manera trivial a Q, quan la
volem resoldre a Z necessitem uns altres metodes. L'estudi d'aquests problemes
lligats a la divisibilitat formen el que es coneix com a aritmética.

Comencem introduint diversos conceptes basics relacionats amb la divisibili-
tat. Son conceptes que tenen sentit en qualsevol anell, perd en aquest moment
ens interessen en el cas de l'anell dels enters.

e Divisors. Direm que d divideix a si existeix ¢ tal que a = dc. Una notacié
que s'utilitza de vegades és d| a.

e Multiples. Direm que a és multiple de b si existeix ¢ tal que a = bc, és a
dir, st b divideix a.

e Unitats. Direm que u és una unitat o un element invertible si existeix
u’ tal que uu’ = 1. Equivalentment, si u|b per tot b. Si A és un anell,
els elements invertibles de A formen un grup (amb la multiplicacid) que es
denota A*.

e Primers i irreductibles. Direm que p és primer o irreductible si no és una
unitat i els seus Unics divisors sén les unitats i els productes up on u és
una unitat. Observem que, explicitament, considerem que les unitats no sén
elements primers.”

Tots aquests conceptes ens interessen ara a l'anell dels nombres enters Z, pero
els hem definit de manera que les definicions tinguin sentit a qualsevol domini.

TAqui estem considerant com a sinonims els termes primer i irreductible que, en general, sén
dos conceptes diferents que, tanmateix, coincideixen en els cas dels anells que estudiarem en
aquest curs. Estrictament parlant, el que acabem de definir sén els elements irreductibles, pero
en els exemples que estudiarem aquests elements coincideixen amb els elements primers, que es
defineixen de la seglient manera: p és primer si p # 0, p no és unitat i si p divideix ab, aleshores
p divideix a o p divideix b. Vegeu lexercici IV.13.
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Es clar que, sobre un cos, tots aquests conceptes son trivials: tot element diferent
de zero divideix tot altre element, tot element diferent de zero és una unitat i no
hi ha cap element primer.

En el cas de Z, només hi ha dues unitats: Z* = {—1,1}. Observem també que
+1 divideix qualsevol enter i qualsevol enter divideix 0.

Els multiples d’'un element

Quina estructura té el conjunt de tots els multiples d'un element fixat? Estudiem-
ho.

Sigui A un domini —el cas que ens interessa ara és A = Z— i sigui a € A.
Denotarem per (a) C A el conjunt format per tots els multiples de a.> Observem:

e Casos trivials: (0) = {0}, (1) = A. St u és una unitat, aleshores és clar que
(u) = Aique (a) = (ua) per tot a € A. Reciprocament, si (a) = (b), existeix
una unitat u € A tal que a = ub. En el cas A = Z aixo vol dir que (a) = (b)
st i només si a = +b, i també que +a son els dos elements de (a) amb valor
absolut minim entre tots els elements de (a).

e (a) és tancat respecte de la suma: st b, ¢ € (a) aleshores b+ ¢ € (a). Es
compleix que si b € (a), també —b € (a). Finalment, 0 € (a). Per tot aixo,
(a) és un subgrup additiu de A.

e (a) és tancat respecte de productes amb elements de A: si b € (a) i c € A,
aleshores bc € (a).

Totes aquestes propietats sdn molt senzilles de comprovar. Les dues ultimes sén
tan importants que mereixen una definicid:

Definicio. Un subconjunt | C A diem que és un ideal si és un subgrup
additiu i compleix
ael,beA = abel

En conclusid, el conjunt de mdltiples d'un element forma un ideal de l'anell.

D’altra banda, en principi, hi pot haver ideals que no siguin de la forma (a). Els
ideals de la forma (a) direm que sén ideals principals.

La divisio amb residu

Centrem-nos ara en lanell dels enters Z i tornem a considerar el problema de
la divisio. Observem que no podem dividir, per exemple, 173 entre 8, pero st que

2Una altra notacié que també s'utilitza per denotar el conjunt de tots els multiples de a és
aZ, que potser és més explicita perque, efectivament, els mdltiples de a s'obtenen multiplicant a
per tots els elements de Z.
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podem fer una divisié amb residu i obtenir
173=21%x8+5

on diem que 173 és el dividend, 8 és el divisor, 21 és el quocient i 5 és el
residu. Aquest fet, l'existéncia —a l'anell Z i potser a algun altre anell, pero no a
tots— de la divisid amb residu, és una eina fonamental en Uestudi de l'aritmética.
Demostrem rigorosament l'existencia de la divisi6 amb residu.

Divisio amb residu. Siguin D,d € 7Z, d # 0. Existeixen g, r € 7Z Unics
tals que

1.0<r<|d|
2 D=qd+r.

Demostracio. Ho demostrarem en el cas D, d > 0 perqueé les altres possibilitats
es dedueixen facilment d'aquesta (exercici 111.5). Considerem aquest subconjunt
(no buit) de N

X:={D—-kd:keN}nN
que, per una propietat fonamental dels nombre naturals, tindra un minim r > 0

que sera de la forma r = D — qd per algun g. Ara cal demostrar que r < d. Si
no fos aixi, escriuriem r = d + s amb s > 0 i aleshores

r=D—-—qd>D—-qd—-—d=D—-(g+1)d=s5s>0

en contradicciéo amb que r sigui el minim de X.

Demostrem ara la unicitat de g, r: Suposem gd+r = q'd+r'amb 0 < r,r’ < d.
Tindriem
lg—q'|d=|r—r|<d

d’'on obtenim g = ¢’ i r = r’. Aix0 acaba la demostracié del teorema sobre la

divisido amb residu.

Aquesta divisié amb residu —també coneguda com a divisié euclidiana— és
la que utilitzarem majoritariament, perd hi ha una segona versié que pot ser util
en algun cas: la divisio per excés en la qual expressem

D=gq'd-"r, 0< < |d.

Per exemple, la divisié per excés de 173 entre 8 és 173 =22 x 8 — 3.



18 Z; és un DIP

Sabem qué és un domini —un anell on el producte de dos elements diferents
de zero no pot donar zero—, sabem qué és un ideal —un subgrup tancat per
productes amb elements de l'anell— i sabem quée és un ideal principal —el
format pels multiples d'un element. Aleshores, un domini d’ideals principals, un
DIP, és un domini en el que tots els ideals sén principals. Aquest fet —que tots
els ideals siguin principals— té, com veurem, conseqiiéncies aritmetiques molt
importants. Resulta que Z és un DIP:

Teorema. Z és un DIP.

Demostracio. Sigui / un ideal de Z. Hem de veure que [ és principal, és a dir, /
esta format per tots els multiples d'un cert element. Si / = {0}, ja hem acabat.
En cas contrari, podem escollir un element a € [ tal que a sigui minim entre els
elements positius de /. Evidentment, (a) C [ i tot es redueix a demostrar que
I C (a). Leina clau de la demostracié és la divisié6 amb residu que sabem que
podem dur a terme a Z. Sigui b € I i fem la divisié amb residu de b per a:

b=qga+r, 0<r<a.

Aleshores, és clar que r = b —qga € | i, com que a és minim entre els elements
positius de /, ha de ser r = 0. En conclusié, b = ga € (a) i hem acabat la
demostracid.

mcd t mcm

La primera consequiéncia del fet que Z sigui un DIP és l'existéncia del maxim
comu divisor i el minim comd multiple de dos nombres enters —o de qualsevol
conjunt de nombres enters. En aquest apartat definirem amb precisié aquests
dos conceptes i estudiarem les seves propietats més basiques.

Comencem observant que podem fer aquestes dues operacions senzilles amb
ideals:

e Interseccio d'ideals. Es trivial veure que si [ i J son ideals d'un anell,
aleshores I N J també és un ideal de l'anell.
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e Suma d'ideals. Si tenim dos ideals /,/ d'un anell, podem considerar aquest
conjunt
I+)J:={a+b:a€l, bel}

format per les sumes d'elements dels dos ideals. Es un exercici facil com-
provar que | + J és també un ideal.

St a,b € Z podem considerar els ideals principals (a) i (b) i podem aplicar,
a aquests dos ideals, les operacions d'interseccié i suma que acabem de veure.
Per evitar casos trivials, suposarem que a, b # 0.

e (a) N (b) sera també un ideal de Z i, com que Z és un DIP, sera un ideal
principal:
(@) N (b) = (m)

per un cert m € Z, tnic llevat del signe. Prenem m > 0. Aquest element m
compleix aquestes propietats:

— m és multiple de a it multiple de b.

— m # 0 perqué ab € (m) i ab # 0.

— m és el més petit entre els multiples comuns positius de a i b.

— m també és minim en aquest segon sentit: si m’ és mdultiple de a i
multiple de b, aleshores m’ és multiple de m.

— Qualsevol de les dues propietats anteriors caracteritza m entre els
enters positius.

En definitiva, podem dir que m és el minim comd multiple de a i b. Escriu-
rem m = mcm(a, b).

e (a) + (b) sera també un ideal de Z i, com que Z és un DIP, sera un ideal
principal:
(a) + (b) = (d)

per un cert d € Z, unic llevat del signe. Prenem d > 0. Aquest element d
compleix aquestes propietats:
— d divideix a i divideix b. En particular, d # 0.

— ldentitat de Bézout. Existeixen n, m € Z tals que
d = na+ mb.

Aquesta conseqliencia immediata de la definicid de d és extremada-
ment important i Util, com anirem veient.

— d és maxim en aquest sentit: si d’ també divideix a i divideix b, ales-
hores d’ divideix d. Aquesta propietat es demostra immediatament a
partir de la identitat de Bézout.
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— d és el més gran dels divisors comuns de a i b, entenent gran en Uordre
habitual dels nombres enters.

— Qualsevol de les dues propietats anteriors caracteritza d entre els
enters positius.

En definitiva, podem dir que d és el maxim comu divisor de a i b. Escriurem
d = mcd(a, b). St d =1, direm que a i b sén coprimers.

També té sentit parlar de mem it med quan algun dels dos enters és zero. Tenim
mem(0, b) = 0 i med(0, b) = b.

’ . ’ .
L'algorisme d’Euclides
Euclides ens ensenya un algorisme —a les dues primeres proposicions del llibre
sete dels Elements— que ens permet calcular facilment el maxim comt divisor de
dos nombres enters. Podem dir que és l'algorisme més antic que coneixem que

encara s'utilitza avui dia. Es fonamenta en la divisiéo amb residu i, especificament,
en aquest lema facil de demostrar:

Lema. Si D = gd + r, aleshores mcd(D, d) = mcd(d, r).

A partir d'aquest lema, l'algorisme d'Euclides funciona d'aquesta manera. Su-
posem que tenim dos enters a,b > 0 amb a > b.

Fem la divisié amb residu de a per b. Obtenim a = gob + rp amb ry < b.

Fem la divisié amb residu de b per ryp. Obtenim b = gqro + ry amb ry < ry.

e Fem la divisié amb residu de ro per ri. Obtenim ry = gary + 2 amb r, < ry.

repetim el procés. Com que els residus (que no poden ser negatius) sén
cada vegada més petits, arribarem a un residu r, = 0 i ens aturem aqut.

Aleshores, segons el lema,
mcd(a, b) = mced(b, ro) = med(rg, r1) = - -+ = med(rp—2, rp—1) = med(r,—1,0) = r,_1.

Hem dit que la identitat de Bézout és una eina molt important a l'aritmética.
L'algorisme d'Euclides que ens ha permes calcular rapidament el maxim comu
divisor de dos nombres també en permet calcular rapidament els enters n i m
de la identitat de Bézout. En efecte, cada pas de l'algorisme d’'Euclides és una
divisio amb residu de la forma

i = qiy2lign + g2
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i aquesta igualtat ens permet escriure riy, com a combinacié lineal de r;, riyq.
Aleshores, treballant recursivament podrem obtenir r,_y = mcd(a, b) com a com-
binacié lineal de a i b.

Exemple. Prenem a = 177, b = 39. Els passos de l'algorisme d'Euclides sén
aquests:

177 = 4 x 39 4+ 21
39=1x21+18
21=1x18+3
18=6x3+0

Per tant, med(177,39) = 3. També:

3=21-18=21-(39-21)=2x21—39
=2(177 =4 x39) =39 =2 x 177 — 9 x 39

| aixd ens dona la identitat de Bézout entre 177 i 39:
2x177 —9 x 39 = 3.

Més endavant entendrem fins a quin punt tota aquesta teoria millenaria té una
importancia immensa en la revoluci6 digital que estem vivint.

Finalment, quan hem calculat el maxim comt divisor de dos nombres, el calcul
del minim comu multiple és immediat (excloem el cas a = b = 0):

ab
mecm(a, b) = M

Demostracié. Escrivim d := mcd(a, b) i m := ab/d. En primer lloc, és evident
que m és multiple de a i és multiple de b. Segons la caracteritzacié del mcm que
hem vist abans, n'hi ha prou amb demostrar que si m’ és també multiple de a i
de b, aleshores m’ divideix m. Escrivim la identitat de Bézout entre a i b

d=ra+ sbh.

Aleshores, st m’ = ak = bl, tenim

/1 1l
dl = ral + sbl = ral + sak = rl + sk = % N % cZ
1 1
Per tant,
, ab dl dl ,
m =bl=——=m— = m|m

d a a
i aix0 acaba la demostracio.



19 Els nombres primers

En aquest capitol comencarem a parlar dels nombres primers. No caldria insistir
en la importancia immensa que tenen els nombres primers, perd és apropiat fer
esment d'aquests punts:

e Hi ha bons motius per considerar-los com els atoms dels que estan fets tots
els nombres. Com demostrarem aviat, tot nombre té una expressié tinica com
a producte de primers i els primers sén indivisibles, en un sentit concret
que veurem.

e lLa importancia dels nombres primers transcendeix la teoria de nombres i
s'escampa per totes les matematiques. A moltes teories matematiques és
possible fer una mena de descomposicié aritmética dels problemes que ens
permet atacar-los per a cada primer per separat.

e Amb la revolucié digital, els nombres primers s’han convertit en un pro-
ducte industrial de primera necessitat fins el punt que la recerca sobre
nombres primers ha adquirit un gran valor estrategic. La sequretat digital
—com veurem més endavant— es fonamenta en la teoria dels nombres pri-
mers i un avencg significatiu en aquest camp pot millorar —o destruir!— la
seguretat digital mundial, amb unes conseqiiencies inimaginables i, potser,
catastrofiques.

Recordem que hem definit el concepte d'element primer (o irreductible) en qual-
sevol domini, pero ara ens centrarem en els primers del domini Z. En aquest cas,
la definicié d'element primer que vam donar al capitol 17 es concreta aixi:

Diem que p € Z és primer si p # +1 i els tnics divisors de p sén +1
[ £p.

Déiem abans que els primers sén com els atoms. Aquestes primeres propietats
basiques dels nombres primers ho justifiquen:

e Si p és primer i p divideix ab, aleshores p divideix a o p divideix b. Ho
podem demostrar d'aquesta manera. Suposem que p no divideix a. En
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aquest cas, per la definicié de nombre primer, tindrem que med(p, a) =1 i
la identitat de Bézout entre p i a

1=np+ ma

déna, multiplicant per b als dos costats de la igualtat, b = npb + mab.
Aleshores, p ha de dividir b.

e Si c divideix ab i a,c son coprimers, aleshores c divideix b. Es una gene-
ralitzacié de la propietat anterior que es demostra de la mateixa manera.

e Sia i b divideixen k i a i b sén coprimers, aleshores ab també divideix
k. Per veure-ho, suposem k = ar = bs, escrivim la identitat de Bézout
1 = na + mb i, multiplicant per k, observem que

k = nak + mbk = nabs + mbar.

Passem ara a un resultat fonamental —que reforca encara més l'analogia
entre nombres primers i atoms: tot enter es pot expressar com a producte de
nombres primers i, a més, aquesta descomposicid en primers és essencialment
unica.

Teorema de factoritzacio en primers. Totn € Z, n #+ 0, £1, s'expressa
de manera tnica en la forma

n==xpipy--- Pk

on py < pa,- -+ < pr s6n nombres primers positius.

Evidentment, n'hi ha prou amb demostrar aquest teorema quan n > 1. La demos-
tracid té dues parts: existéncia de la factoritzacié i unicitat de la factoritzacid.

Existéncia de la factoritzacio. Ho demostrarem pel métode del contraexemple
minimal. Siguit n > 1 el menor enter que no es pot expressar com a producte de
primers. Aixo vol dir que n no és primer i, per tant, podem escriure n = mn’ amb
m,n" > 1. Com que n és un contraexemple minimal i com que m i n’ sén < n, m
i n" st que es poden escriure com a producte de primers i, per tant, n també.

Unicitat de la factoritzacié. També ho demostrarem pel métode del contraexemple
minimal. Suposem que n és el minim enter > 1 que té dues descomposicions
diferents:

n=pi--pc=qi - q,

amb els primers positius i ordenats en ordre creixent. Observem ara que p; di-
videix g1---qg, i, per una propietat dels primers que hem vist anteriorment, p;
dividira gs per algun s. Pero gs és primer i, per tant, p1 = gs. Aixo ens diu que
podem simplificar la igualtat anterior dividint per p; i obtenir dues descompo-
sicions de n/p; < n. Com que n era el contraexemple minimal, aquestes dues
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descomposicions de n/p; seran iguals i ara és facil veure que aixd6 només pot
passar si les dues descomposicions de n sén també iguals.

Aquesta propietat de Z consistent en que tot element té una descomposicid
unica en producte d'elements irreductibles té una gran importancia en lestudi
dels nombres enters. No és estrany pensar que també ha de tenir una gran im-
portancia en altres ambits on es compleixi. Aixo justifica la introduccié d’'aquesta
definicio:

Un domini que compleixi el teorema anterior' direm que és un domini
de factoritzacié tnica (DFU). Per exemple, Z és un DFU.?

Quants primers hi ha?

Ara que comencem a entendre la gran importancia dels nombres primers, és logic
que ens preguntem quants n'hi ha. La resposta a aquesta pregunta la coneixem,
com a minim, des dels temps d'Euclides, que a la proposicié 20 del llibre IX
afirma i demostra que hi ha més nombres primers que qualsevol multitud donada
de nombres primers. En el nostre context actual dirlem aixd6 mateix d'aquesta
manera:

Teorema. Hi ha infinits nombres primers.

Demostracié. Suposem que hi hagués una quantitat finita de nombres primers
(positius) p1, ..., pk. Considerem aquest nombre enter:

n=p;---pe+1.

Es evident que n # pi,...,px i, per tant, no pot ser primer. Sabem que n
s'expressara com a producte de primers i, en particular, hi haura un 1 < i < k tal
que p; divideix n. Pero aixo és impossible perqué, per la manera com hem definit
n, tindriem que p; divideix 1, que és absurd.

Per tant, la resposta a la pregunta de quants primers hi ha és: n’hi ha infinits.
Pero els matematics no ens podem donar per satisfets amb aquesta resposta
perqué ens agradaria anar més enlla i preguntar-nos, per exemple, per la densitat
dels nombres primers entre tots els nombres. Per exemple, sabem que hi ha
infinits nombres parells pero també sabem que un de cada dos nombres és parell,
una densitat del 50%. Podem arribar a saber quina és la densitat dels primers?
Cada quants nombres n'hi ha un de primer? Quants primers hi ha, per exemple,
entre 10 i 10°'?

'Convenientment reformulat per evitar l'Us de la relacié d'ordre < que no té sentit en un anell
general. Caldra dir que la descomposicié és tnica llevat de l'ordre dels factors.

2Hi ha un teorema que afirma que tot DIP és un DFU. La demostracié utilitza 'axioma de
leleccio.
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Si fem alguns calculs amb nombres petits, observem que els nombres primers
es van fent cada vegada més escassos a mida que treballem amb nombres més
i més grans. Per exemple, hi ha 25 primers < 100, és a dir, tenim aqui una
densitat del 25%, perdo només hi ha 168 primers < 1000, una densitat del 16.8%.
Fen calculs més extensos obtenim aquests resultats:

interval | densitat

[2,100] | 0.25

[2,1000] | 0.168

2,10000] | 0.1229

2,100000] | 0.09592

[2,1000000] | 0.078498

[2,10000000] | 0.0664579

[2,100000000] | 0.05761455

St designem per 7t(x) el nombre de primers a l'interval [2, x], la densitat dels
nombres primers la podem definir com la funcid

i ens podem preguntar st aquesta funcid p(x) es pot calcular o aproximar per
alguna funcié matematica coneguda. Aquesta pregunta va preocupar Legendre
i Gauss (quan tenia quinze anys!) a finals del segle XVIII. Els dos matema-
tics van conjecturar que aquesta densitat es comportava com la funcié 1/log(x).?
Concretament, aix0 és el que van conjecturar:

El teorema dels nombres primers. Quan x — oo, la funcié p(x) és

asimptotica a la funcio
1

log x~

Van ser diversos els grans matematics que van treballar en la demostracié d'a-
quest importantissim teorema. Finalment, després dels decisius avencos que
havia fet Bernhard Riemann, van ser Jacques Hadamard i Charles-Jean de la
Vallée-Poussin els que van completar —independentment un de l'altre— la de-
mostracio el 1896, cent anys després que Legendre i Gauss conjecturessin el
resultat.

3De fet, la funcié que conjecturava Legendre era 1/(log(x) — A) on A era una constant que,
segons Legendre, tenia un valor aproximat de 1.08366.



20 Aritmetica modular

La idea de les congruéncies, la idea de «reduir un problema aritmétic modul
k» és una idea antiga extraordinariament poderosa. A més, en el moment actual,
té una importancia técnica i economica que era impensable no fa gaires anys.
En aquest capitol definirem el concepte de congruencia i estudiarem les seves
propietats basiques. També donarem dues aplicacions immediates —pero molt
interessants— que ens mostraran com les congruéncies poden ser Utils.

L'ambit on treballem és el dels nombres enters Z. Comencem fixant un médul,
que és un enter k > 1 qualsevol.

Definicié. Si a,b € Z, direm que a i b sén congruents modul k si
a — b és multiple de k. Escriurem a = b mod k i, si k es sobreentén,
escriurem simplement a = b.

Observem aquestes propietats senzilles de les congruéncies:

e La congruencia és una relacié d'equivaléncia en el conjunt Z.

s

e La congruéencia és compatible amb les operacions de suma i producte. Es
adirrsia=d ib=b,tambéa+b=d +b'itab=db.

e Cada nombre enter és congruent a exactament un d'aquests enters
0,1,....k—1.

Per demostrar aixo, si tenim a € Z fem la divisié6 amb residu a = gk + r
amb 0 < r < k, que ens mostra que a =r € {0,1,...,k —1}. Pel que fa a
la unicitat, si i,j € {0,1,...,k—=1} i i = j, tindrem i = j + sk per algun s,
pero aixd només és possible sis=01ii=.

Sia=rper0<r <k, direm que r és la reduccio de a modul k.

e Si a,k son coprimers, l'equacié aX = 1 té solucid i dues solucions sén
congruents. En efecte, la identitat de Bézout ens donara enters r, s tals que
ra+sk =11, per tant, r sera una solucié de l'equacié aX = 1. Sir, r’ fossin
solucions, tindriem ar = ar’ = 1. Per tant, r = rar’ = r’. Observem que,

gracies a l'algorisme d'Euclides, podem calcular explicitament la identitat
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de Bézout de dos enters i, en conseqliéncia, podem trobar explicitament
la solucid de l'equacié aX = 1. La condicié que a sigui coprimer amb el
modul k és necessaria per tal que l'equacid tingui solucio, perque st ax = 1
aleshores ax = rk +1 i a, k sén coprimers.

e Si a, k sén coprimers, també podem resoldre explicitament qualsevol equa-
cié de la forma a X = c. La identitat de Bézout ens diu que existeixen enters
n, m tals que na+mk = 1. Aleshores, x = nc és solucid de l'equacié i totes
les solucions sén de la forma nc + hk amb h € Z.

e Si k és primer, aleshores ab = 0 implica ¢ = 0 0o b = 0. Aixo és una
consequieéncia immediata del fet que si un primer divideix un producte ha de
dividir algun dels factors (pagina 136).

Equacions diofantiques lineals

El terme equacié diofantica' fa referéncia a qualsevol equacié que només involucri
nombres enters i les operacions de suma i producte i de la qual volem trobar les
solucions en que les incognites tenen valors que siguin nombres enters. N'hem
parlat breument al capitol 6.

Una primera aplicacido de les congruéncies és que permeten trobar les solu-
cions enteres d'una equacié diofantica lineal en dues variables

aX +bY =c.

Vegem com podem resoldre aquesta equacié. Observem en primer lloc que
sense l'exigencia que les solucions siguin enteres —és a dir, si no tenim en
compte el caracter diofdntic del problema— el problema és trivial: si b # 0, X
pot ser qualsevol nombre racional i Y ha de ser (c — aX)/b.

Descartem els casos trivials a, b = 0, =1 i comencem trobant el maxim comu
divisor de a i b. Sigui d := mcd(a, b). Aleshores, és trivial adonar-se que

Si d no divideix c, l'equacio no té solucio.

En cas contrari, podem dividir tota l'equacié per d i obtenim una equacié equi-
valent (vol dir: amb les mateixes solucions) en la qual a i b sén coprimers. Ara
hem de resoldre aquesta equacid. La idea crucial és

Idea: reduim modul b i passem a l'equacié d’una variable aX = ¢
mod b.

TEL nom fa referéncia al matematic del segle Il Diofant I'Alexandria.
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Aquesta nova equacid, com que a,b son coprimers, ja hem vist abans com la
podem resoldre explicitament: escrivim la identitat de Bézout entre a i b, a’a +
b’b =1 i totes les solucions de aX = ¢ son

X=dc+Ab, XeEZ.

Ara només ens cal trobar els valors de Y. Ho fem aix{: a partir de aX + bY = ¢
obtenim
ad’'c+ Aab+ bY = c.

Com que aa’ = 1 — b’b arribem a la conclusié que les solucions de l'equacid
diofantica son

Y =bh'c— Aa
X=dc+ Ab

on A varia sobre els nombres enters. Observem que el metode de resolucid,
gracies a l'algorisme d'Euclides, és totalment efectiu i es pot programar facilment
perqué el resolgui un ordinador de manera forca rapida.?

El teorema xines del residu

El que es coneix com el teorema xinés del residu és un metode per trobar un
enter n sabent les seves reduccions modul diversos enters coprimers nq,...,n,.
Se li ddna aquest nom perque el resultat apareix per primera vegada en una obra
del segle lll del matematic xines Sunzi.

Suposem que tenim enters > 1 ny, ..., n,, i suposem que sén coprimers dos a
dos. Suposem que tenim enters ay, ..., a, i volem resoldre el sistema d’equacions

X=a; modn,1<i<r.
El teorema xinés del residu afirma que, en aquestes condicions,

e El sistema té solucid i es pot calcular explicitament.

e Si n és una solucid, totes les solucions sén n + Anq---n,, vartant A € Z.

La solucié es troba de manera inductiva sobre el nombre r d'equacions.

Cas de dues equacions. Hem de resoldre

X =ay mod n

X =a, mod n,

2Un cop resoltes les equacions lineals en dues variables, per un métode inductiu podrem
resoldre les equacions diofantiques lineals en diverses variables. Vegeu l'exercici 1V.26.
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amb mcd(n4, ny) = 1. Comencem escrivint la identitat de Bézout myny+myn, = 1.
Aleshores,

X = ay+ (a2 — ay)miny = aqy + (a2 — aq) (1 — many)

és clarament una solucid del sistema. D’altra banda, si y és una altra solucid,
haura de ser x =y mod nq i també x = y mod n,. Per tant, ny i n;, divideixen
X —y i, com que ny, Ny sén coprimers, per una propietat dels nombres primers
vista a la pagina 137, tenim que nqyn, també divideix x — y, amb la qual cosa
x =y mod niny.

Cas de r > 2 equacions. Resolem les dues primeres equacions pel métode
anterior. Trobarem b tal que les solucions de les dues primeres equacions son
les mateixes de X = b mod nyn,. Aixo ens redueix el problema a r—1 equacions.
Inductivament, arribarem a la solucié del sistema inicial de r equacions.



21 Els anells Z/(m)
L els cossos finits

Recordeu el conjunt quocient? Recordeu que déiem que era una de les operacions
més poderoses de les matematiques perqué ens permet considerar com iguals
coses que no ho sén? En aquest capitol utilitzarem aquella idea per convertir la
congruéncia d'enters en igualtat i, molt més important que aixo, construir unes
noves estructures que juguen un paper crucial en l'aritmética.’

Recordem, doncs, que a Z, un cop hem escollit un modul m > 1, tenim una
relacid anomenada de congruéencia que és una relacié dequivaléncia. Per tant,
podem fer el pas al quocient

7 —> Z/ ~

que associa a cada enter a la seva classe d'equivaléncia [a] € Z/~. Pel que hem
estudiat abans, hi ha exactament m classes d'equivaléncia

Z[~={0],[1],....[m—=1]}.

Si recordem el concepte de quocient d'un grup per un subgrup normal (pagina
108) i tenim en compte que, en el cas dels grups abelians, tots els subgrups

TAqui tindrem un exemple paradigmatic d’'una de les idees més importants de les matematiques:
la idea d'estructura. Es una idea dificil d'explicar, que només es pot arribar a entendre en tota la
seva magnitud quan l'aprenent de matematic vagi avancant en la seva carrera. Donem ara alguns
exemples. No és el mateix conéixer molt bé les trajectories aparents dels planetes vistos per un
observador situat a la Terra (com va fer Tycho Brahe), que elaborar un sistema del mén com va fer
Johannes Kleper. No és el mateix saber que en el poquer és més facil tenir una doble parella que
un trio, que formular axiomaticament el concepte d'espai de probabilitat com va fer Kolmogorov.
No és el mateix ser un geni de la simetria com els artistes de 'Alhambra que imaginar l'estructura
de grup que regeix i unifica totes les idees de simetria i permet plantejar-se la seva classificacié.
No és el mateix posar taronges en una pila ben feta que entendre que al darrera d’aquesta accié
hi ha lestructura fonamental i extraordinariament multidisciplinar de reticle. No és el mateix
intuir que les rectes paralleles es tallen a l'infinit que descobrir Uespai projectiu, 'ambit natural
dels fenomens geomeétrics. No és el mateix veure que els nombres negatius sén molt practics
per indicar deutes o temperatures per sota del nivell de congelacié de laigua, que imaginar
Uestructura de DIP de Z, 'ambit natural de l'aritmética. Ni és el mateix utilitzar coordenades
cartesianes per situar un punt al pla o a l'espai que concebre lestructura d'espai vectorial, una
de les més fonamentals de les matematiques. |, tornant al tema d’aquest capitol, no és el mateix
aprendre a treballar amb congruéncies que adonar-se de l'existéncia d'unes estructures noves i
potents com les que estudiarem en aquest capitol.
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son automaticament normals, ens adonarem que el conjunt quocient Z/ ~ és
exactament el mateix que el grup quocient del grup Z pel subgrup (m) format
pels multiples de m. En particular, Z/(m) és un grup abelia i el pas al quocient

7 —> Z/(m)
és un homomorfisme de grups. L'operacié de suma a Z/(m) ve donada per
[a] +[b] :==[a + b].
Encara més: a Z/(m) podem definir una multiplicacié
[a][b] := [ab]

i és un exercici facil veure que aquesta multiplicacié esta ben definida i dota
Z](m) d'estructura l'anell.? En conclusié:

Si fixem un modul m > 1 obtenim un anell Z/(m) amb m elements, i
un homomorfisme d’anells’®

7 7 —> Z[(m).

Es a dir, tenim uns nous objectes matematics —els anells finits Z/(m)— i uns
homomorfismes st : Z — 7Z/(m) que ens permeten reduir modul m qualsevol pro-
blema aritmétic sobre nombres enters i obtenir altre un problema aritmétic —
probablement més facil d'atacar— sobre un anell finit.

Qué hi guanyem —i qué hi perdem— quan passem de Z a Z/(m)?

e 7 és infinit, mentre que Z/(m) és finit i té exactament m elements, cadascun
dels quals és una classe d'equivaléncia d'enters:

(k] ={k + Am : X € Z}.

Normalment, si no hi ha perill de confusié, l'element [k] € Z/(m) es denota
simplement k. Es a dir:

Z/(m)=1{0,1,2,...,m—=1}.

e 7 és un dominti, és a dir, no té divisors de zero:
abeZ, ab=0 = a=00b=0.

En canvi, Z/(m) pot tenir-ne o no tenir-ne. De qué depén? La resposta ens
la déna aquest resultat important:

2Com hem indicat a la pagina 130, aquest anell també es denota Z/mZ.
3Un homomorfisme d’anells és una aplicacié ¢ : A — B entre dos anells que és homomorfisme
de grups (respecte de la suma) i, a més, compleix ¢(1) =1 i, per tot x,y € A, d(xy) = d(x)P(y).
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Teorema. Z/(m) és un domini si i només si m és primer.

La demostracid és molt senzilla. Si m no és primer, podem escriure m = uv
amb u,v # +m. Aleshores, a Z/(m) tenim uv = m = 0, pero u,v # 0.
Reciprocament, si uv = 0 a Z/(m) aixo vol dir que uv és un multiple de m
o, equivalentment, que m divideix uv. Si m és primer, aixo implica que m
divideix u o m divideix v que, a Z/(m), vol dir u =00 v =0.

Des del punt de vista de la divisibilitat, Q i Z se situen en dos extrems
oposats: Q és «docily perqué tot element diferent de zero és invertible i
Z: és «molt esquerp» perqué només té dos elements invertibles: 1,—1. En
canvi, Z[/(m) pot tenir molts més elements invertibles que Z. Quants? Quins
son els elements invertibles de Z/(m)? Veurem que aquesta és una pregunta
important, encara que la resposta sigui ben senzilla.

Teorema. a és invertible a Z/(m) si i només si a, m sén coprimers.

La demostracio és facil amb el que hem estudiat fins ara. Si a,m sén
coprimers, podem escriure la identitat de Bézout na +sm = 1 i deduir que,
a Z/(m), tenim na = 1. Reciprocament, si a és invertible tindrem aa’ = 1
mod m, és a dir, aa’ =1+ Am i d'aqui es dedueix immediatament (lema de
la pagina 134) que mcd(a, m) = 1.

St m és primer —i només si m és primer— aleshores Z/(m) és un cos!
Aixo es dedueix del que acabem de dir. Aquest fet és transcendental! Si
considerem congruéencies modul un primer fugim de lUesquerp planeta dels
enters i aterrem en una estructura tan potent com és un cos! Un cos finit!
De fet, una familia infinita de cossos finits, un per a cada primer:

Z/(2), Z/(3), ZI(5), ZI(7), Z/(11), Z/(13), ...

Observem, doncs, que el pas al quocient Z — Z/(p) on p és qualsevol primer
ens permet traslladar qualsevol problema aritmétic sobre nombres enters a
un problema sobre un cos finit. Es-pec-ta-cu-lar!!!!

Els cossos finits

Acabem de descobrir una familia infinita de cossos finits. Els cossos finits —els
que acabem de descobrir i d'altres que existeixen— sén estructures extraordina-
riament importants. Durant segles, han tingut una importancia teorica molt gran;
ara, amb la revolucié digital, també tenen una importancia practica no gens me-
nor. L'estudi dels cossos finits formara part del programa d'una assignatura que
l'estudiant cursara més endavant, i ara no és el moment de dur-lo a terme perque
no tenim ni el temps ni les eines per fer-ho. Perd st que pot ser interessant
fer un breu resum de quins sén els cossos finits, més enlla dels que acabem de
descobrir.
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Comencem introduint el concepte de caracteristica d'un cos.

Sigui k un cos. Definim la seva caracteristica com el minim enter
n>0talquel+---+1=0, onalasuma hi ha exactament n termes
1. Si sumant 1 mai no obtenim zero —com passa, per exemple, en els
cossos Q i R— direm que la caracteristica és 0.

Com a exemples, tenim cossos de caracteristica zero —que ja coneixiem— com
els racionals Q i els reals R i cossos amb caracteristica p per a qualsevol primer
p, com els cossos Z/(p) que acabem de descobrir. Es facil veure que un cos finit
no pot tenir mai caracteristica zero.

Els fets basics sobre els cossos finits —que ara no podrem demostrar— son
aquests:

e Per cada primer p > 2 i cada r > 0 existeix un cos finit amb p” elements,
denotat IF,,. Aquest cos té caracteristica p.

e Tot cos finit té p” elements, per algun primer p > 2 i algun enter r > 0.

e Dos cossos finits amb el mateix nombre d'elements son isomorfs.

Es a dir, per cada p’ hi ha, essencialment, un Gnic cos amb p” elements.
Evidentment, quan r = 1 tenim els cossos IF, = Z/(p) que ja coneixem. Com sén
la resta de cossos finits que encara no coneixem? No ho podem explicar —pero
alguna cosa en direm més endavant. El que és clar és que, si r > 1, el cos F
no és Z/(p") perqué aquest anell, com hem vist, té divisors de zero.

Per tant, els cossos més petits que hi ha s6n aquests:
Fa, s, Fy, Fs, 7, Fg, Fo, F11, Fa3, Fug, - ..
Els que tenen un nombre primer d'elements ja els coneixem
F,=7/(2) ={0,1}, TF;=2Z/3)={0,1,2}={0,1,-1},

Per tant, el cos més petit que encara no coneixem és el cos que té 4 elements.
Aquest cos és tan petit que simplement per assaig—error podem escriure les
seves taules de sumar i multiplicar. Sera F4 = {0,1, a, b} i els elements no-nuls
{1,a,b} formaran un grup de tres elements. A Uexercici Ill.18 ja vam veure que
hi ha una Unica possibilitat, donada per aquesta taula de multiplicar:

1 al|b
1(1|alb
alal|b|1
b|b|1]|a
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En canvi, el grup additiu té 4 elements i en aquell mateix exercici vam veure que
hi havia dues possibilitats i n"hem de descartar una. Demostrarem que 14+ 1 = 0.
Suposem 1+ 1 = a (el cas 1 +1 = b és equivalent). Aleshores, 1 = ab =
(1+1)b=b+ b ila taula de sumar tindria aquesta forma

+(0|1]|a|b
0/0[1]al|b
T{1(a|?]|?
alal|?|?|7?

b b|?|?]|1

Si ara recordem que a cada fila i a cada columna no hi pot haver repeticions,
veiem que no és possible completar la taula. Per tant, 1+ 1 = 0 i la taula de
sumar ha de ser necessariament aquesta:

0|1 |al|b
0/0[1]|a|b
111/0|b|a
ala|b|0|1
b{bla|1|0

que correspon al grup que a l'exercici 1118 vam denotar K;. Observem, doncs,
que el cos de 4 element [F4 té caracteristica 2 (x + x = 0 per tot x € [F4) i esta
format per quatre elements 0, 1, @, 1 + a que compleixen a? +a + 1= 0.



22 La funcio ¢ d'Euler

El 1763 Leonhard Euler va considerar per primera vegada una certa funcié de-
finida sobre els enters positius que ha tingut, des d'aquell moment, un paper
important en el desenvolupament de laritmetica. Actualment, a més, aquesta
funcié és molt rellevant per al desenvolupament de la seguretat digital, com veu-
rem més endavant. La funcié en qliestié s'acostuma a coneixer com la funcié ¢
d’Euler’ i en aquest capitol 'estudiarem des d'un punt de vista teoric.

La definicio de la funcié ¢ és molt senzilla. Donarem dues definicions equi-
valents:

1. Si n > 0, definim ¢(n) com la quantitat d’enters entre 1 i n (incloent 1 i n)
que son coprimers amb n. Observem que ¢(1) = 1. Es a dir

@p(n) = |{l< 1< k<n, med(k,n) = 1}|

2. Definim ¢(1) := 1 i si n > 1, definim ¢(n) com la quantitat d'elements
invertibles a l'anell Z/(n). Es a dir,

@(n) = |(Z/(n))*|.

Que les dues definicions sén equivalents es desprén de l'estudi que vam fer sobre
els invertibles de l'anell Z/(n) (pagina 146). Recordem que haviem demostrat que
a € Z[(n) és invertible si i només si a i n son coprimers. Els elements invertibles
d’'un anell A es denoten A* (pagina 129) i és important tenir en compte aquesta
observacid senzilla:

Si A és un anell, aleshores A* és un grup amb loperacié de multipli-
cacio.

Per tant, si n > 1, la funcié d’Euler ¢(n) calcula lUordre (pagina 97) del grup
(Z[(n))*.

'En anglés aquesta funcié es coneix com Euler’s totient function. La paraula totient és un
neologisme inventat el 1879 pel matematic anglés James Joseph Sylvester.
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Propietats i calcul de la funcio ¢

e Si p és primer, aleshores ¢(p) = p — 1. Aix0 és evident.

e Sip és primer i r > 1, aleshores

r r r— r 1
p(p)=p —p=p (1——)'

Aix0 també és evident.

e Sin, mson coprimers, aleshores @(nm) = @(n)@(m). Per demostrar aquesta
propietat crucial —que ja no és evident— utilitzarem la definicié 2 de la
funcié d’'Euler. Veiem que es tracta de ser capacos de relacionar aquests
tres grups

(z1(nm))", (z1(n))",  (Z1(m))".

Comencem observant que aquestes aplicacions
Zl(nm) — Z/[n, Z[(nm) — Z[(m)

donades per a — a estan ben definides i son homomorfismes d’anells. Aixo
ens permet definir un homomorfisme d'anells

b :Z[/(nm) — Z[(n) x Z[(m)

com a — (a, a). Vist aixo, el punt clau és que P és una aplicacio bijectiva.
Per qué? Pel teorema xinés del residu! Per tant, l'anell de l'esquerra i
el de la dreta, com que sén isomorfs, tenen el mateix nombre d'elements
invertibles. D’altra banda, és senzill veure que (a, b) € Z/(n) x Z/(m) és
invertible si i només si a és invertible a Z/(n) i b és invertible a Z/(m). En
conclusio, hem demostrat que @(nm) = ¢@(n)e(m).

e Calcul de ¢(n) per qualsevol n. Com que tot enter es pot descompondre en
producte de poténcies de primers diferents, les dues propietats anteriors
de la funcié ¢ ja ens permeten calcular trivialment ¢(n) quan tenim la
descomposicié en primers n = pi'---pk, amb py < py--- < pi:

) 1 ) 1 1
nN=p' |1——|---prl{1——|=n 1——1.
oln) “( /31) /k( /Jk) |_|( /J)

pln

e Formula de Gauss.

Z @(d) = n.

d|n

La demostracié d'aquesta formula és curiosa —i, de fet, elemental— i és
un bon exemple d'un métode de demostracié d'igualtats d'aquesta mena
consistent en comptar els elements d’un conjunt de dues maneres diferents.
El conjunt que comptarem sera el conjunt {1,...,n} que, evidentment, té
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n elements. Per comptar els elements d'aquest conjunt el subdividirem en
subconjunts A;, un per a cada divisor de n. Si dy, ..., d, sén els divisors de
n, definim

n )
Aii=1k:1<k<n mcedlk,n)=—¢, i=1,...,r.
Cl,’
Aleshores, si sumem el nombre d'elements de cada subconjunt A; hem d'ob-
tenir n. Quants elements té A;? Considerem aquests altres conjunts

Bi:={m:1<m<d;, medim,d;)=1}, i=1,...,r

que, per definiciéo de la funcio d’Euler, tenen exactament ¢(d;) elements
cadascun. Observem ara que

kH@eZ
n

déna una bijecci6o de A; a B;, per tot i = 1,...,r. Amb tota aquesta infor-
macid ja tenim demostrada la formula de Gauss.

e Formula de Moebius.

@(n)=n Z u(d) %

dn

Hem d'explicar el significat de p(d), que es coneix com la funcié p de Moe-
bius. Es una funcié definida sobre els enters positius que només pren tres
valors: 0,1, —1:

- u(1)=0.
— Si hi ha un primer p tal que p? divideix n, aleshores p(n) = 0.

— Sin s’expressa com a producte de k primers diferents, aleshores p(n) =
(=1~

Ara podem veure que la férmula de Moebius és una conseqiiéncia immediata
del calcul de ¢(n) a partir de la descomposicié en primers n = pi'---p),
amb py < py--- < pi:

1 1 1
wW:”V‘E)V‘ay“V‘ﬁ)

- 1
=n Y —=n iI(d) —.

i1<"'<ij

Una excursid: poligons construibles amb regle i compas

Si anem a Saldes (el Bergueda) i el dia és clar, seria imperdonable no continuar
una mica més enlla i arribar al mirador de la paret nord del Pedraforca —encara
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que no estiguem en disposicid d'escalar-la, en aquell moment. Igualment, si
hem sequit fins aqui aquest camt de la funcié d'Euler, tenint en compte que
aquest mateix cami passa molt a prop d'un paisatge matematic grandids, seria
lamentable no acostar-se fins al mirador i contemplar aquest paisatge —encara
que no puguem ni vulguem «escalar-lo» en aquesta ocasio.

El «paisatge» del que parlem és la teoria del dibuix, amb regle i compas, dels
poligons requlars: triangle equilater, quadrat, pentagon reqular, etc.

Es molt senzill inscriure un triangle equilater o un quadrat a una circumfe-
rencia. Als Elements d'Euclides hi ha les construccions del pentagon regular
it del pentadecagon regular, peréo a la matematica classica no es coneixia cap
altra construccié d'un poligon regular amb un nombre senar n de costats, més
enlla dels casos n = 3,5,15. Observem que, com que sempre podem tracar la
bisectriu de qualsevol angle, si hem construit un poligon reqgular de n costats,
també podem construir-ne un de 2n costats i, en general, un de 2"n costats, per
tot r. Reciprocament, si hem construit un poligon reqular de 2"n costats, també
en tenim un de n costats, clarament. Per tant, el problema rau en construir amb
regle i compas poligons requlars amb un nombre senar de costats n > 7. Com és
que no es coneixia cap construccié a banda de les tres que hem esmentat? Soén
massa dificils de trobar? O potser sén impossibles?

En aquestes preguntes, les paraules que convé no oblidar sén «amb regle i
compasy. Els poligons regulars amb un nombre qualsevol de costats existeixen
al pla real, aixo no ho discutim pas —tot i que aquesta existéncia no és pas una
questio triviall. Que es puguin dibuixar amb uns mitjans concrets com son el
regle i el compas, aixo és el que estem dilucidant ara.

El famds problema de la construccié amb regle i compas dels poligons regulars
va restar obert fins l'any 1800 quan Gauss va trobar una condicio suficient —que
té a veure amb la funcié ¢ d'Euler— perqué el poligon reqular de n costats es
pugui construir amb regle i compas. Més endavant, el 1837 Pierre Wantzel va
demostrar que aquella condicié també és necessaria, de manera que el problema
va quedar totalment dilucidat. El teorema és aquest:

El poligon regular de n costats és construible amb regle i compds si
i només si ¢(n) és una potencia de 2.

En particular, ni el poligon reqular de 7 costats, ni el de 9, ni el de 11, ni el de 13
es poden construir, perd el de 17 si que es pot construir perqué ¢(17) = 16 = 2%,
Ara ens hem de preguntar

Per a quins valors de n es compleix que ¢(n) és una poténcia de dos?

Escrivim la descomposicié de n en factors primers n = pi'---p* i recordem el
calcul que hem fet de la funcid ¢:

1.-

e(n) = pi =" i (pr = 1) (P = 1)



22 La funcié ¢ d'Euler 153

Quan és aquesta expressié una potéencia de 2?7 La resposta no és dificil:

@(n) és una poténcia de 2 si i només si es compleixen:
a) n=2"25 +1)--- (2 +1).

b) 2% +1,...,2% +1 sén primers.
Quins son els enters n que tenen aquestes dues propietats? Fem una definicid:

Primers de Fermat. Un primer de Fermat és un nombre primer p tal
que p—1 és una poténcia de dos. Es a dir, sén els primers de la forma
2"+1 per algun r, els primers que estan immediatament després d'una
poténcia de dos.

Per exemple, 3, 51 17 son primers de Fermat. N'hi ha algun més?

Només es coneixen 5 primers de Fermat: 3,5, 17, 257, 65537. Es
conjectura que no n’hi ha cap més.

Tornant a la construccid dels poligons requlars, el resultat anterior ens diu que hi
ha molts pocs poligons requlars amb un nombre primer de costats que sapiguem
que es poden construir amb regle i compas: el triangle equilater, el pentagon
regular i els poligons requlars de 17, 257 i 65537 costats.?

2Eg comprensible que lestudiant, a la vista del teorema anterior de Gauss i Wantzel, trobi
inversemblant que hi hagi una relacié profunda entre dos temes tant aparentment diversos com les
construccions amb regle i compas i una funcié aritmetica com la ¢ d'Euler. No podem demostrar
aquest teorema —necessitariem eines que l'estudiant aprendra més endavant en la seva carrera—
perd, en canvi, no és gens dificil d’adquirir una certa idea sobre quin és el lligam entre els dos
temes. La primera observacié que cal fer és pensar quines operacions algebraiques apareixen
quan traduim una construccié amb regle i compas a calculs amb coordenades cartesianes. Mentre
treballem només amb rectes —unir dos punts amb una recta, trobar el punt de tall de dues
rectes— les coordenades cartesianes dels nous punts que anem obtenint es relacionen amb les
coordenades dels punts inicials amb les operacions de suma, resta, multiplicacié i divisid. En
canvi, quan utilitzem circumferéncies —trobar la interseccié d'una recta i una circumferéncia,
trobar la interseccié de dues circumferéncies— les coordenades dels nous punts s'obtenen amb
les operacions anteriors i, a més, l'operacid arrel quadrada. La conclusié és que un punt es pot
arribar a construir amb regle i compas si i només si les seves coordenades no contenen cap més
operacio que suma, resta, multiplicacio, divisid i arrel quadrada.

Qué podem dir, doncs, del poligon regular de n costats? Per construir-lo hem de dibui-
xar un angle de 2s/n radiants o, equivalentment, hem de construir el punt de coordenades
(cos2st/n,sin25t/n). Aixo redueix el problema a aquesta pregunta: és cos2s/n expressable no-
més amb operacions racionals i arrels quadrades? Tots sabem que la resposta és si per als angles
de 30, 45, 60 graus perqué el seu cosinus val v/3/2, v/2/2, 1/2, respectivament. Es menys conegut
que el cosinus de 277/5 (I'angle del pentagon regular) val (v/5 —1)/4 o que

Cos(zﬁ) V/30—6 +\f+1

15

t aquest és el motiu que explica per qué el pentagon i el pentadecagon requlars es poden construir
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amb regle i compas. En definitiva, la feina que van fer Gauss i Wantzel va consistir en relacionar
¢@(n) amb el fet que cos 27t/n es pugui expressar amb les operacions de suma, resta, multiplicacio,
divisid i arrel quadrada.

Com que 17, 257 i 65537 sdén primers de Fermat, sabem que cos(27/17), cos(27/257) i
cos(2/65537) s’han de poder expressar utilitzant les operacions de l'aritmética més l'arrel qua-
drada. L'expressi6 de cos(271/17) —i, per tant, la possibilitat de construir amb regle i compas el
poligon reqular de 17 costats— va ser trobada per Gauss quan tenia divuit anys. Es aquesta:

’IGCOS(?;) :\/34—2\/ﬁ+\/ﬁ—1+2\/17+3\/ﬁ—\/34—2\/ﬁ—2\/34+2\/ﬁ

A la mateixa breu nota on anunciava el seu descobriment —presentada a una important revista
literaria per un dels seus professors al Collegium Carolinum— Gauss revela que ja tenia en ment
la solucid del problema general: «aquest descobriment és, de fet, només un corollari d'una teoria
d'un abast més gran, encara no completadan..
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En una carta que va escriure a un amic seu el 1640, Pierre de Fermat va enunciar
—sense demostracio, com era habitual en ell— aquesta propietat dels nombres
primers:

(Fermat) p primer = aP~' =1 mod p per tot a coprimer amb p.

L'any 1736 Euler va demostrar aquesta afirmacié de Fermat —que ara es coneix
amb el nom de petit teorema de Fermat— i, més endavant, va generalitzar aquest
resultat utilitzant la seva funcidé ¢ que hem estudiat en el tema anterior.

(Euler) a?” =1 mod n per tot a coprimer amb n.

Aquest teorema d'Euler és un resultat de gran importancia a la teoria de nombres
i, com veurem en el capitol segiient, és una peca clau de la seguretat digital
actual.

Abans de parlar de la demostracié d'aquest teorema d'Euler fem una obser-
vacio important: el petit teorema de Fermat és una condicié necessaria perque
p sigui primer. Resulta que comprovar que un nombre p és primer és extraordi-
nariament laboriés. En canvi, comprovar si p satisfa la condicié a?~' =1 mod p
per algun valor de a (coprimer amb p) és molt més rapid de fer. Aleshores, si
trobem un valor de a tal que p no compleix la congruencia de Fermat, ja podem
descartar que p sigui primer. ELl petit teorema de Fermat ens déna, doncs, un
test de primalitat per a cada valor de a: si p no passa algun d'aquests testos,
podem afirmar que no és primer. Si els passa, pot ser primer o pot no ser-ho.

Direm que p és un pseudoprimer en base a si a?~' =1 mod p. Un pseudo-
primer pot no ser primer. Per exemple, 341 és un pseudoprimer en base 2, pero
341 =11 x 31.

També hi ha enters p que passen el test per tot a (coprimer amb p). Es diu
que son pseudoprimers forts. Curiosament, passar tots els testos no garanteix
primalitat: 561 és un pseudoprimer fort que no és primer.

155
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Demostracido del teorema de Fermat-Euler

La demostracié del teorema de Fermat-Euler és extraordinariament senzilla quan
es situa en un context apropiat. Per aquest motiu, té un alt valor didactic i és
pertinent discutir-la en aquest text de fonaments.

Resulta que, encara que no ho sembli, el teorema
a* =1 modn

no té res a veure ni amb les congruéncies, ni amb els nombres enters, ni amb l'a-
ritmeética. A la demostracio no utilitzarem res de tot aixo i obtindrem un magnific
exemple de la importancia de ser capacos de situar una propietat matematica en
el seu context més general possible per aconsequir, d'aquesta manera, despullar-
la de tot allo que no juga cap paper en la demostracid i poder anar a l'arrel d'allo
que volem demostrar. El premi, molt sovint, és que quan plantegem la propietat
en el seu context més essencial, la demostracid pot esdevenir evident.

Fem aquestes observacions sobre el teorema de Fermat-Euler:

e El teorema parla de congruéncies modul n. Per tant, el seu ambit natural
és l'anell Z/(n), en el que la congruencia és igualtat.

e L'element a que surt a U'enunciat és coprimer amb n. Per tant, és una unitat
a lanell Z/(n).

e Les unitats a Z/(n) formen un grup que hem denotat (Z/(n))*. Per tant,
a € (Z[(n))".

e Sabem que (Z/(n))* té exactament ¢(n) elements.

Intentem abstreure les idees principals de tot aixo.

Tenim un grup multiplicatiu G. En el nostre cas, és el grup (Z/(n))*.

El grup G té m elements. En el nostre cas, m = ¢(n).

Tenim un element a € G.

Volem demostrar que al grup G es compleix a” = 1.

Es a dir, podria ser que aquesta gran generalitzacié del teorema de Fermat-Euler
—que no parla ni de congruéncies ni de nombres coprimers ni d'aritmética— fos
certa:

Si G és un grup (multiplicatiu) d'ordre m i a € G, aleshores a™ = 1.
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Es clar que aquest teorema general podria ser fals i que, nogensmenys, el teo-
rema de Fermat-Euler fos cert. Pero si el teorema general és cert, aleshores el
teorema de Fermat-Euler ja esta demostrat perquée és un cas particular del teo-
rema general. La situacié és que el teorema anterior és cert i la seva demostracid
és forca senzilla.

Demostracio: En primer lloc, com que G és un grup finit, existira r > 0 minim
tal que a” = 1: és el que n'haviem dit U'ordre de l'element a al grup G i té la
propietat que

H:={1a, a’, ..., ar_1}

és un subgrups i té exactament r elements. Apliquem ara el teorema de Lagrange
(pagina 108): r ha de ser un divisor de m i tindrem m = rs per algun enter s.
Aleshores:

a™ = Clrk — (ar)k — 1/( =1

i el teorema esta demostrat.
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Ja hem anat dient que els teoremes classics d'aritmética que hem estudiat als
capitols anteriors, després de ser considerats, durant segles o, fins i tot, mil-
lenis, com el paradigma de la matematica «pura» —la que tanta i tanta gent
(incloent-hi matematics eminents') afirmava fins fa ben poc que no servia per a
res— amb la revolucié digital han quedat situats al centre mateix de les tecno-
logies imprescindibles per al mén digital que ara ens envolta —seguretat digital,
criptomonedes, etc.

En aquest capitol volem explicar les bases matematiques del primer sistema
criptografic de clau publica que van publicitar Ron Rivest, Adi Shamir i Leonard
Adleman el 1977 i es coneix amb l'acronim RSA. Abans d'estudiar com funciona

el sistema RSA hem de repassar quin era la idea basica de l'encriptacié abans
de 1977.

Si A vol enviar un missatge m a B de manera que cap altre agent C pugui
llegir-lo, cal que A i B es posin d'acord en una clau secreta compartida, és a dir
una funcié f i la seva inversa f~' que només A i B coneixen. Aleshores, A envia
a B el missatge encriptat x := f(m) i B el desencripta en la forma m = f~'(x). El
problema evident que té aquest sistema és que C en té prou amb interceptar la
clau secreta compartida (f, f~") en el moment que A i B se la intercanviin.

Més enlla que aquest sistema que hem descrit és completament vulnerable, és
inimaginable com podria funcionar de manera segura en les circumstancies actu-
als on una immensitat d'agents s’han d'intercanviar constantment una immensitat
de missatges sequrs per canals vulnerables.

El sistemes de clau publica funcionen igual que el sistema anterior pero amb
una diferéncia essencial. En aquests sistemes B fa publica la seva clau f. D'a-
questa manera, qualsevol agent pot enviar un missatge encriptat a B enviant
f(m). Pero B manté secreta —només B la coneix— la funcié de desencriptacio
f=1. Es evident que aquest métode només pot funcionar si el coneixement de f
no permet deduir el valor de la funcié f~'. Aixd sembla absurd perqué la inver-
sa d'una funcié bijectiva esta univocament determinada, perd del que es tracta
és de trobar una funcié f facil de calcular per6 amb la propietat que = sigui

Y«l have never done anything ‘useful’. No discovery of mine has made, or is likely to make,
directly or indirectly, for good or ill, the least difference to the amenity of the world.» G.H. Hardy,
A Mathematicians Apology.

158



24 | Criptografia de clau publica 159

extraordinariament dificil de calcular. | aqut és on intervé l'aritmeética i la funcid
¢ d’'Euler.

Els fonaments teorics del sistema RSA

Suposem, doncs, que B vol establir un sistema criptografic de clau publica, de
manera que qualsevol agent li pugui enviar missatges encriptats que només B,
aplicant la seva clau privada, puguti llegir. Aquesta situacié es produeix cada
moment que, per exemple, entrem en una url que utilitza el protocol sequr HTTPS.
Imaginem que nosaltres som B. Aquests son els passos que hem de sequir:

1. Escollim dos nombres primers grans p, q.
Multipliquem p i g i el resultat n := pg l'anomenem el modul.

Calculem k:=(p —1)(g — 1) = ¢@(n).

> W N

Escollim un nombre natural e qualsevol que sigui coprimer amb k. En diem
l'exponent.

5. Calculem la identitat de Bézout entre k i e i trobem d tal que ed = 1
mod k. Diem que d és la nostra clau privada.

6. Fem publics el modul n i l'exponent e.

7. Guardem en secret al nostre ordinador p, g, k i la clau privada d.
Havent fet aixo, la manera de procedir és aquesta:

e Qualsevol agent que ens vulgui enviar un missatge secret m (0 < m < n)
utilitza la nostra clau publica n i el nostre exponent e (també public) per
calcular

X :=m°® mod n.

Aleshores, l'agent ens envia el missatge encriptat X.

e Quan nosaltres rebem un missatge encriptat X, utilitzem la nostra clau
privada d per calcular Y := X9 mod n.

e Finalment, el teorema de Fermat-Euler ens diu que
Y=X'=m“=m"™ =mm™ =m modn

i, d'aquesta manera, el missatge que hem obtingut desencriptant el missatge
que hem rebut és el mateix missatge que ens volien enviar de manera sequra.
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Qué hauria de fer un hacker per llegir el missatge m? Observem que la informacid
que pot tenir el hacker consisteix en n, e i X. Per recuperar m necessita conéixer
d i per coneixer d ha de coneixer k = ¢(n). En té prou amb saber calcular la
funcié d’Euler d'un nombre n. On és el problema, doncs? EL problema del hacker
és que —fins on sabem ara (abril de 2024)— no hi ha cap métode prou rapid per
calcular la funcid ¢ ni per descompondre n en factors primers.

Es a dir, la sequretat del sistema RSA es fonamenta en que quan multipliquem
dos primers p, g per obtenir un nombre n = pg, no es coneix cap metode rapid
per desfer aquesta multiplicacio i recuperar p, g a partir de n.

Alguns exemples

Tots els ordinadors tenen la capacitat de treballar amb encriptaciéo RSA i, per tant,
de generar les claus publica i privada necessaries. Si demanem a un ordinador
que generi aquestes claus, obtindrem alguna cosa com aquesta:

RSA Private-Key (2048 bit, 2 primes)

modulus
2281109384636238305660501043328843861317231984308765367072143509866
3427748683478659288127631679626655402842789788638027671853840110255
9497518363356567183933077349296553850016075699176921692537403339864
8483360462362894237433243981673119670179418295385642897201598971034
4322656826803828745649581553126952985388084732603163034169558832145
9790228311217487233131012063881730964581519227122920960592431720176
4587373384499069289944303127330684295969643739202690509702803021906
7902566658785501925393111154161621441089335601255724948380059577717
3313505456853344621738996861571400669814662190647845830424243620867
84137468980121

publicExponent 65537 (0x10001)

privateExponent
1826606945638725453450073000791223232648229508591172890101454434201
6845824849478562655929474692389447928434117602544136200790662910205
2579005236592906133109906865034009025359623367214026786436217554553
4183106851158007334578317758124779089237311636534219656106363007170
2392674483327557391136982015144870313260683979035645620168323410239
0704922611710233862575416275218733561463141372565549053384056843659
8844827693411386333430572922943804397792683695060694308085786887007
6951112135874957579043787120056338105598208521241915223927955376811
3303802789056335473781751661341439360912118462796683983676103793134
01030584366557

primel
1523338207629858273465115484993942025089933304608224088270327447891
5319954041275704391723536201013980184631092662223459683337867558998
2706702989813803026169243866310733756263537556149057523769640304874
6647268534879227830576927111698334642609104552048964157302285212117
36902171757863261511366192374105987171787

prime2
1497441194090041345976302101253945288706612282309920801522527177247
3550143779830029196814903975538303496498971384975374634545835871898
8848103013591823924646239055073320048831210070233160197073277837245
7539389303073388543731853342135163127619398553174194776158177532125
20704502725307333684934592510922478061483

Veiem que el modul (la clau publica) n és un enter de 2048 bits, que vol dir un
nombre de 617 xifres (en base 10), obtingut multiplicant dos primers p1, p2, ca-
dascun dels quals és un enter de 1024 bits. També veiem que l'exponent (public)
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e és el primer 65537 —el més gran dels primers de Fermat coneguts (coinci-
déncia?). Finalment, tenim la clau privada d que compleix ed = 1 mod k amb
k=(p1—1)(p2—1).

Si ara, per exemple, entrem a la pagina uab.cat, veurem que és una pagina
segura amb protocol HTTPS. Evidentment, li podem demanar quina és la seva
clau publica —perqué és publical— i si ho fem obtenim aquesta resposta:

Algorisme: RSA

Mida de la clau: 2048

Exponent: 65537

Médul:
D4:D0:93:61:42:CO:EA:B5:0B:DE:37:65:CF:A2:27:37:38:66:30:E8:00:B7:B8:
3A:75:03:CB:83:04:D5:6A:4A:D1:42:64:10:C6:C2:68:09:51:EE:4E:E5:2A:8D:
B2:31:15:42:13:4B:03:FB:A0:D8:FF:CC:33:A0:82:83:C1:F7:31:10:B4:A7:8C:
F3:AE:6A:91:51:4E:A3:0A:F9:26:E4:E7:9A:F4:6F:64:1B:62:33:93:B5:7E:C2:
4F :37:67:66:5A:05:81:79:19:38:59:27:ED:9A:DE:A2:62:9C:1E:71:AB:E2:EC:
B3:1C:49:9F:8F:09:85:9E:2C:2A:F7:0D:0A:DC:C6:FO:ED:CE:AB:8F:0A:F1:49:
13:98:18:F3:E7:AE:C5:49:4C:8C:68:5F:69:18:AC:5A:9F:3A:5E:DA:34:60:5B:
E2:FA:69:B2:91:24:DD:FD:E8:B8:F3:E7:08:69:F1:83:CB:A5:E3:EE:3F:04:97:
9D:03:EC:EA:89:38:85:9C:21:FA:D3:EF:C5:4C:61:CF:41:90:F9:A7:F2:AE:28:
AA:7D:BE:E5:0E:F0:30:86:78:2B:0B:9D:F3:52:99:A0:74:12:40:60:BA:A7:3B:
E4:B9:ED:1F:1C:48:3E:60:A0:BF:00:55:A6:C1:66:D5:BD:61:DC:C2:59:5F:93:
OF:73:A1

Observem que lexponent public torna a ser el famdés 65537 —no pot tornar a
ser una coincidéncial—, la mida és el valor tipic 2048 —com més gran és la
mida, més seqgura és la clau— i el modul o clau publica ara ens ve donada
en notacid hexadecimal. Si aconseguissim descompondre aquest modul com a
producte dels dos primers (secrets) que el divideixen, hauriem trencat la clau
RSA de la UAB i podriem desxifrar els missatges que s'envien a la seva pagina
web, per exemple, les contrasenyes dels usuaris. El temps necessari perquée un
ordinador (no quantic) puqui trobar aquests dos primers és de l'ordre de 10"
anys —si ningu troba alguna manera més rapida de fer-ho.

Algunes consideracions técniques

Hem vist que la teoria que hi ha al darrere de RSA és ben senzilla i forma part
del coneixement matematic classic des de fa prop de tres-cents anys. Pero més
enlla del fonament teoric, hi ha una série de consideracions practiques que també
juguen un paper important. Repassem-ne algunes:

e D'on surten els dos primers?

La tecnologia digital necessita grans quantitats de nombres primers molt
grans, constantment, fins el punt que els nombres primers sén un producte
industrial de consum massiu, de primera necessitat. Existeixen, aquests
primers? N’hi ha prou per cobrir les necessitats?

En aquest punt entra en joc el teorema dels nombres primers que vam
discutir al capitol 19, el gran teorema que van intuir Gauss i Legendre i
que ens diu quina és la densitat dels nombres primers en el conjunt de tots
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els nombres naturals, és a dir, quina és, aproximadament, la probabilitat de
trobar un nombre primer de, diguem, 1024 bits: sera com buscar una aqulla
en un paller?

Recordem que el teorema dels nombres primers ens diu que, si x és gran,
hi ha aproximadament x/log(x) primers < x. En particular, ht ha aproxima-
dament 2.53 x 103% primers < 219 { 1.27 x 10°% primers < 21923, Per tant,
la probabilitat que un nombre de 1024 bits sigui primer és aproximadament
del 0.14%. Sembla poc, pero pensem que si eliminem els parells, els mul-
tiples de 3, els multiples de 5, etc. aquesta probabilitat ja comenca a ser
suficientment gran per no haver de patir perque se'ns acabin els primers o
no siguem capacos de trobar-los.

En resum, el que es fa per trobar primers de 1024 bits és:

1. Prenem un nombre g de 1024 bits a l'atzar.

2. Mirem si g és divisible per algun dels 100 nombres primers més petits
2,3,5,...,89,97. Si ho és, el descartem i tornem a comencar.

3. Apliquem a g diversos tests de primalitat, per exemple el test basat
en el petit teorema de Fermat. Si no passa algun d'aquests tests,
descartem g i tornem a comencar.

4. Al final, obtenim un pseudoprimer g que «amb probabilitat molt alta»
és primer.

5. Observem que no podem tenir la sequretat absoluta que el pseudopri-
mer g que hem obtingut sigui primer. Determinar-ho amb seguretat
seria del mateix ordre de dificultat que voler trencar una clau RSA de
1024 bits.

e Exponencial modular

Recordem que per encriptar i desencriptar pel métode RSA cal calcular po-
téncies de nombres molt grans amb exponents molt grans, sempre modul
n. | aquestes operacions s’han de poder fer molt de pressa. Clarament,
és impensable calcular primer les potencies a Z i després reduir el resul-
tat modul n. Ha calgut, doncs, desenvolupar técniques molt eficients per
calcular potencies a Z/(n).

Hem trobat dues vegades que l'exponent public de la clau RSA és precisa-
ment el primer de Fermat 65537. Gairebé sempre s'utilitza aquest exponent
i els motius sdn facils d’entendre. En primer lloc, és bo que e sigui un nom-
bre primer perque recordem que e ha de ser coprimer amb (p1 —1)(p2 — 1).
D'altra banda,

65537 = 22" +1

L és molt rapid calcular m¢ mod n elevant repetidament al quadrat.
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Algunes idees (molt basiques) sobre el problema P = NP

Hem vist que la sequretat de lU'encriptacié del tipus RSA es basa en una funcioé
f que és molt rapida de calcular pero que, en canvi, tots els métodes que es
coneixen per calcular f~' sén extraordinariament lents. En el cas concret que
hem estudiat, el calcul «impossible» és descompondre un nombre de 617 xifres
en producte de dos primers.

Comparem aquests dos problemes:

e Decidiu si 7487 divideix 25702871.

e Trobeu un divisor de 25702871.

El primer es resol en molt poc temps, mentre que el segon requereix molt més
temps: és ben habitual que sigui molt més senzill comprovar la solucié d'un pro-
blema que trobar la solucié d’aquest mateix problema. La pregunta és: podem
donar una justificacié teorica d'aquesta comprovacié empirica? Es considera que
respondre aquesta pregunta és un dels problemes oberts més importants de les
matematiques del segle XXI, un problema la solucié del qual sembla molt llu-
nyana. Se'n diu el problema P = NP. Expliquem-ho amb una mica més de
detall.

Es diu que un problema (de calcul amb nombres naturals) pertany a la classe
NP quan el temps necessari per comprovar que un nombre és solucidé del pro-
blema creix segons una funcié polinomica de la mida del nombre. Per exemple,
trobar un divisor de n és clarament un problema de classe NP: quan tenim un
candidat a divisor de n, comprovar si ho és o no es pot fer amb una simple divisio,
i dividir dos nombres de k xifres requereix, en el pitjor dels casos, de l'ordre de
k? operacions elementals.

En canvi, direm que un problema (de calcul amb nombres naturals) pertany a
la classe P quan el temps necessari per trobar una solucié del problema creix
segons una funcid polinomica de la mida del nombre. Evidentment, tot problema
de classe P és també de classe NP, perdo no se sap si hi ha algun problema
de classe NP —per exemple, factoritzar un nombre natural— que no sigui de
classe P.

Demostrar P = NP implicaria, conceptualment, que no hi pot haver cap sis-
tema criptografic essencialment sequr. Demostrar que P # NP voldria dir que,
en principi, poden existir sistemes criptografics que so6n essencialment segurs.



Exercicis d’'aritmetica

1. Demostreu les propietats seglients, valides a tot anell A:

(@) Lelement neutre respecte del producte és Unic.
(b) 0a =0 per a tot a € A.

() (1) a = —a peratotaeA

2. A partir de la relacié d'ordre ordinaria a Z, definiu una relacié d'ordre total a Q que
compleixi aquestes propietats:?

(@) St a < b, aleshores a + ¢ < b + ¢ per tot c € Q.
(b) Si0< ai0< b, aleshores 0 < ab.

3. Sigui K un cos ordenat (és a dir, un cos amb una relacié d'ordre total que compleixi
les propietats (a) i (b) de Uexercici anterior). Demostreu:

a<0, b<0=ab>0.

(@) 1>0.

(b) a>0& —a <.

() a>0,b<0=ab<0.
)

(d

4. Fixem un primer p € Z. Si n € Z, n # 0, definim la valoracié p-adica de n com el
maxim r tal que p” divideix n. Escrivim v,(n) := r. Definim v,(0) := oo. Demostreu
(sense utilitzar el teorema de factoritzacié Ginica) aquestes propietats de la valoracié
p-adica:

(@) vp(mn) = vp(n) + vp(m) per tot n,m € Z.
(b) vp(n 4+ m) > min{v,(n), vp(m)} per tot n,m € Z.
(c) St vp(n) # vp(m), aleshores v,(n + m) = min{v,(n), vy(m)}.
5. (a) A la pagina 131 es demostra l'existéncia de divisié6 amb residu en el cas que
dividend i divisor siguin positius. Completeu la demostracié en els altres casos.

(b) Trobeu el quocient i el residu en aquestes divisions enteres:

(@) 19entre7 (b) -111 entre 11 (¢) 0 entre 19
(d) -Tentre3 (e) -107 entre 101 (f) -23 entre -17.

2Un cos amb una relacié d'ordre total que compleix aquestes dues propietats es diu que és un
cos ordenat.
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6.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

(c) Escriviu la identitat de Bézout en els casos anteriors.

(d) Escriviu un programa per fer divisions enteres i calcular la identitat de Bézout.

Sigui p un nombre primer. Definim Q) com el subconjunt de Q format per tots
els nombres racionals que es poden expressar per una fraccié amb denominador no
divisible per p. Demostreu que Q) és un anell amb la suma i el producte de Q.
Determineu quines sén les unitats de Q) i quins sén, llevat de producte per unitats,
els elements primers de Q). Qué podeu dir de l'anell Q(,)/(p)?

Suposem que tenim una cadena d’ideals de l'anell Z
hChChChC--

Demostreu que és estaciondria, és a dir, a partir d'un cert n, tots els ideals /; amb
i > n son iguals. Podem afirmar que tota cadena d’ideals

b2h2hLh2hK2:--
és estacionaria?

Proveu que no hi ha cap parella d'enters a, b tals que med(a, b) =7 i a+b = 100. En
canvi, hi ha infinites parelles de nombres que compleixen med(a, b) =5t a+b = 100.

an+> és irreductible per tot n € N.
2n+3
(b) Calculeu med(28n + 5,35n + 2) per a tot n > 1.

(@) Demostreu que la fraccié

Calculeu, per tot nombre natural n, el maxim comt divisor de 6n +12 i 4n + 7.

Per simplificar la notacid, en aquest exercici escrivim (a, b) := mcd(a, b) i suposem
també que tots els nombres enters que hi apareixen sén positius. Demostreu, sense
utilitzar la descomposicid en primers, aquestes propietats del mcd:

(@) (Propietat associativa) (a, (b, ¢)) = ((a, b), ¢). Aixo ens permet considerar, sense
ambigiiitat, el mcd de més de dos enters, com (a, b, ¢, d).

(b) (Propietat distributiva) c(a, b) = (ca, cb).

(c) (a, b)(a?, b?) = (a3, ab?, ba?, b3) = (a, b)>.

(d) (a?, b?) = (a, b)2.

Sigui C = {1,x,x2%,...,x"'} un grup ciclic d'ordre n (vegeu l'exercici 111.22). Demos-
treu que x' € C té ordre n si i només si r, n sdn coprimers.

En un domint A sigui p € A, p # 0, que tingui la propietat que si p|ab, aleshores p|a
o p|b. Demostreu que p no és producte de dues no-unitats.’

Sigui p un nombre primer. Demostreu que (x + y)? = xP + y” (mod p).

Sigui p un primer. Trobeu explicitament les solucions a Z/(p?) de l'equacié px —p =
x+ 1

en

3En el llenguatge de la nota de la pagina 129, en aquest exercici es demana demostrar que,
un domini, tot element primer és irreductible. El reciproc no és cert.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

El conjunt {a + bi € C : a,b € Z} té una estructura d'anell amb la suma i la
multiplicacié de C (recordem que i> = —1).* S'anomena l‘anell dels enters de Gauss
i es denota Z[i]. Definim N(a + bi) = a? + b%. Demostreu:

(@) N(uv) = N(u)N(v) per tot u,v € Z][i].

(b) Demostreu que Z[i] és un domini i que les seves unitats son +1, +i.
(c) Demostreu que 2 € Z[i] no és primer, perd 3 € Z|i] st que ho és.

La successio de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,..., F,, ... es defineix recursivament per Fg =
0, F1 =1, F + Fry1 = Fry2. Demostreu que dos termes consecutius de la successid
de Fibonacci sén sempre primers entre ells.

Sigui @ un enter congruent amb 3 modul 4. Demostreu que a no és suma de dos
quadrats.

Decidiu (sense fer la divisid) si 2590245817021027 és divisible per 11. Es a dir,
enuncieu i demostreu un criteri de divisibilitat per 11, en base 10.

Els matematics egipcis a partir del segle XIX aC s'esforcaven en escriure els nombres
racionals (positius) com a suma de fraccions diferents de numerador 1 —el que avui
es coneix com fraccions egipcies. Fibonacci va descobrir un métode per expressar
qualsevol fraccié en forma de fraccié egipcia, basat en aquesta identitat

x 1 r

y q yq

on g, r son, respectivament, el quocient i el residu de la divisid euclidiana per excés
(pagina 131) de y per x. Utilitzant aquesta férmula, demostreu (de manera construc-
tiva) que tot racional positiu es pot expressar com a suma d’'un nombre natural i una
fraccid egipcia (no oblideu comprovar que els denominadors de les fraccions egipcies
son diferents). Escriviu un programa per calcular aquesta expressio per a qualsevol
fraccié. Apliqueu-ho a resoldre el problema 31 del papir Rhind: Quin és el nombre
qgue sumat amb els seus dos tercos, la seva meitat i la seva setena part dona 337

Utilitzeu congruéncies per trobar una relacié entre un nombre n i el nombre que
s'obté sumant les xifres de n.° Apliqueu-ho a aquest problema: Sigui x = 2095777,
sigui a la suma de les seves xifres; sigui b la suma de les xifres de a; calculeu (sense
utilitzar cap calculadora ni ordinador) la suma de les xifres de b. (Indicacié: calculeu
ama2.13)

Demaneu a una persona que multipliqui el dia del mes en que va néixer per 12,
que multipliqui el nimero del mes per 31 i que us digui només el resultat de sumar
aquests dos valors. Determineu quan l'heu de felicitar pel seu aniversari.

*Aquest exercici utilitza alguns coneixements sobre el cos dels nombres complexos que s'es-

tudiaran a la part VI d’aquest text.

En aquest anell, igual com passa a Z, els dos conceptes de primer i irreductible coincideixen.

Vegeu la nota de la pagina 129.

%l a resposta a aquesta pregunta ens déna la justificacié teorica de l'antiquissima prova del

nou per comprovar els resultats de les operacions aritmétiques.
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23.

24.

25.

20.

27.

28.

29.

30.

31.

Els cometes 2P/Encke, 4P/Faye i 8P/Tuttle tenen periodes de 3, 8 i 13 anys, res-
pectivament i van passar pels seus perihelis el 2017, 2014 i 2008, respectivament.’”
Apliqueu el teorema xinés del residu per saber quin any passaran tots tres pels seus
perihelis?

Suposem que volem calcular la reduccié de a modul mn, amb n i m coprimers. Uti-
litzeu el teorema xinés del residu per reduir el problema a calcular a modul m i a
modul n. Apliqueu-ho a determinar les dues ultimes xifres de 49127,

Resoleu les equacions diofantiques segtients:

(a) 45x + 21y = 3, (b) 9x +12y =2, () 7x —by =1,
(d) —16x+12y =20, (e) 111x + 36y =15, (f) 10x + 26y = 1224,

Suposem que volem resoldre l'equacié diofantica en tres variables ax + by + cz = t.
Procedim d'aquesta manera:

(@) Resolem l'equacié diofantica en dues variables mcd(a, b) w + ¢z = t.

(b) Resolem l'equacié diofantica en dues variables ax + by = mcd(a, b) w.
Demostreu que aquest métode ens déna exactament totes les solucions de l'equacid

inicial. Apliqueu el métode a l'equacié 6x + 10y 4+ 15z = 7 i trobeu totes les seves
solucions enteres.

Sigui @ > 0 un enter i sigui b = a + 2.

(@) Escriviu la identitat de Bézout entre a i b.
(b) Decidiu en quin casos l'equacié diofantica ax+ by = 5 té solucid i, en els casos

en qué en té, trobeu-les totes.

Utilitzeu congruéncies per demostrar que l'equacié 3x% + 5y = 11 no té cap solucié
en els nombres enters.

St A és un anell, podem definir la caracteristica de A de la mateixa manera que ho
hem fet en el cas que A sigui un cos (pagina 147). Demostreu que si A és un domini,
la caracteristica de A és 0 o un nombre primer.

Un ideal d'un anell A diem que és propi si és diferent de {0} i de A.

(@) Demostreu que A és un cos si i només si no té cap ideal propi.
(b) Mostreu un ideal propi a l'anell Z/(15).

(c) Demostreu que si ¢ : A — B és un homomorfisme d'anells, aleshores ker ¢ és
un ideal de A.

(d) Demostreu que st ¢ : A — B és un homomorfisme d'anells i A és un cos,
aleshores ¢ és injectiu.

Considereu l'anell A =Z/(6).

(@) Escriviu tots els divisors de zero de A, si és que n’hi ha algun.

’Aquestes dades sén una gran simplificacié. Els periodes reals sén 3.30, 7.48 i 13.6 anys,

respectivament, i varien amb el temps.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.
39.

40.

41.

(b) Escriviu tots els elements invertibles de A i trobeu els seus inversos.
(c) Mostreu un ideal de A diferent de {0} i de A.

(d) Mostreu un subconjunt no buit de A que contingui 0 i no sigui un ideal.

Considereu laplicacié f : Z/(2) x Z/(7) — Z/(14) donada per f([a],[b]) = [7a + 2b].
Esta ben definida? En cas afirmatiu, es injectiva?

Resoleu l'equacié de segon grau x2+ x+1=0 als cossos F, F3, Fs4, F5 i Fq39. (En
l'dltim cas, utilitzeu la igualtat 54° = 21 x 139 — 3))

Resoleu aquest sistema d'equacions lineals al cos Fs

2xX—y+z=1
x—=3y+2z=-3
Xx+y+z=1

Sigui p un primer de la forma p = 4k + 3 i considereu el cos de p elements, F),.
(a) Demostreu que si z € Fp, z # 0, la condicié necessaria i suficient perque z sigui
un quadrat és que es compleixi z2*+1 = 1.

(b) Resoleu l'equacié 7x% 4+ 2x —1 = 0 al cos de 71 elements.
Observeu aquesta igualtat, valida per a n senar:
X"+ 1) =(x+ ) ("= X" 1),

Recordeu que un primer de Fermat és un nombre primer de la forma 2" +1. Demostreu
. . k
que tot primer de Fermat és de la forma 22" + 1 per algun enter k > 0.

Un enter a es diu que és un residu quadratic modul n si a és un quadrat a l'anell
Z[(n). Demostreu que st p > 2 és primer i a és coprimer amb p i és un un residu
quadratic modul p, aleshores aP~12 =1 mod p. (El reciproc també és cert, segons
un teorema d’Euler.)

_ 77583185

Sigui a alculeu a ma a modul 17 i @ modul 18.

7 n
Els nombres de Fermat sén els enters F, := 22" + 1 per n > 0. Demostreu per
induccié aquesta férmula, valida per tot n > 1:

Fn=F0"'Fn—1+2-

Deduiu aquest fet (conequt com a teorema de Goldbach): dos nombres de Fermat
diferents sén coprimers.

Feu un programa per aplicar el test de primalitat del petit teorema de Fermat amb
a =5 als 1000 primers enters senars > 1. Mireu quants nombres no primers passen
el test.

L'enter

n =13407807929942597099574024998205846127518767826788787856
93584048382190764394208078097438901992696862087903855346
1676276924914696884102863881983907197952819
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42.

43.

44,

s'ha obtingut multiplicant dos primers diferents n = pqg. Es tracta de trobar p i
g. Comenceu observant que els métodes elementals de factoritzacid (factor(n),
gsieve(n)) no son capacos de resoldre el problema. Observeu que

x::p;q,y:p;q = n=x’—y’=(x+y)(x—y)

i aquesta ha de ser la factoritzacié de n que busquem. Si no hem sigut prou curosos
i hem triat els primers p i g massa propers, tindrem que y sera petit i potser podem
trobar el valor de y. Pel teorema de les mitjanes aritmetica i geométrica sabem
que x > +/n i podem comencar a buscar x a partir de y/n. Feu un programa que
implementi aquest métode (conegut com a factoritzacié de Fermat) i trobeu p i g en
menys d'un millisegon.

Feu un programa per crear unes claus RSA de 2048 bits i un altre programa per
encriptar i desencriptar. Comproveu el seu funcionament enviant-vos missatges en-
criptats entre companys.

Recordeu que en la descripcio del sistema criptografic RSA (pagina 159) preniem
k:=(p—1)(g —1). En canvi, en molts casos s'utilitza k = mem(p — 1, g — 1) (el que
es coneix com a métode de Carmichael). Demostreu que amb aquest nou valor de k
tot el métode RSA funciona sense cap variacié.

Habitualment, quan un usuari U vol entrar a un servei S ho fa utilitzant una contra-
senya x que U tramet a S i S valida. El problema d'aquest sistema és que requereix
que S coneguti i tingui arxivada la contrasenya x de U i podria fer-ne un mal Us o
revelar-la, voluntaria o involuntariament, a terceres persones. La mateixa idea de
la criptografia RSA que hem estudiat ens déna un metode perqué U demostri a S
que posseeix la contrasenya necessaria per entrar al servei sense que S conegui la
contrasenya. Es parla d'un métode de coneixement-zero. Funciona d'aquesta manera:

e Quan U es registra per primera vegada a S:

— Ui S comparteixen un primer gran p i un element g € F), d'ordre molt gran.
— U tria una contrasenya x (un nombre natural) i la manté en secret.

— U envia a S el valor y := g*.
e Cada vegada que U es vol registrar a S:

— U triaun r € [0, p — 2] a l'atzar, calcula ¢ := g" mod p i envia c a S.
— S decideix aleatoriament entre aquestes dues accions:
(@) Demanar a U el valor de r i comprovar que ¢ = g" mod p.
(b) Demanar a U el valor v := x+r mod p —1 i comprovar que cy = g*
mod p.
— Es repeteix el procés anterior un cert nombre de vegades, i si U supera

sempre el test, S considera que, amb una probabilitat ~ 1, U posseeix
realment la paraula de pas x.

Completeu els detalls d'aquest métode i observeu que compleix aquestes propietats:
(@) S no adquireix cap informacié sobre el valor de x; (b) Ningti que no conegui x pot
passar aquest test (excepte amb una probabilitat = 0); (c) S no pot demostrar a cap
tercera persona que U coneix la paraula de pas x.
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Part V:

Polinomis

l Warg de la historia de les mate-

iz«? Q matiques, la gestacio del concepte

general de polinomi en una varia-

@ QV ble va ser extraordinariament llar-

p ga. Probablement, el principal motiu

d’aquesta dificultat va ser la manca d’'una notacio

apropiada. Ara, en canvi, els polinomis son objec-
tes matematics basics i ubics.

Hi ha diversos motius per incloure els polinomis en
aquest text de fonaments. En primer lloc, és clar, la
seva importancia com a funcions algebraiques: la
culminacio6 del que podem fer amb la suma i el pro-
ducte. Pero en aquesta part del llibre hi ha també
un leit motiv molt important: posar de manifest el
parallelisme entre Vanell dels enters i l'anell dels
polinomis amb coeficients en un cos. Finalment, no
cal dir que hem de parlar dels zeros d'un polinomi,
de la resolucié per radicals de les equacions poli-
nomiques, de les arrels de la unitat, de la triseccio
de l'angle i d'algun-altre aspecte dels polinomis
ple d'interés matematic i, fins i tot, cultural.

| els fascinants cossos finits tornaran a fer acte de
preseéncia...

Dibuix: Niels Henrik Abel, 1802-1829
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Qué és un polinomi

Si A és un anell (commutatiu amb unitat, com sempre durant aquest text, i amb
1 # 0) i x és una variable —és a dir, una lletra que no ha estat assignada a cap
valor— un polinomi en x amb coeficients a A és una expressié de la forma

1

a,x" +a,1x"7 4+ -+ a1x + ag.

Aquestes expressions es poden sumar i multiplicar de la manera obvia, respec-
tant les propietats d'un anell —associativitat, commutativitat, distributivitat, etc.
Aleshores, tots aquests polinomis formen un anell que es denota A[x].

Amb tot aixo que acabem de dir, el concepte de polinomi i les operacions amb
polinomis soén clars i senzills, i perfectament valids per a la practica matematica
quotidiana, perdo en un text de fonaments de les matemdtiques no podem con-
siderar la descripcié anterior com una definicié formalment valida. Dir que un
polinomi és una expressié de la forma tal o que x és una variable no ho podem
admetre com a definicions en una fonamentacié de les matematiques basada en
la teoria de conjunts.

Donem, doncs, una definiciéo formal —que, de fet, és la que utilitzen, per
exemple, els ordinadors— de polinomi amb coeficients en un anell A. La idea
consisteix en identificar el polinomi a,x" + a,_1x" " + --- + a1x + ao amb la
successid dels seus coeficients: ag, a1, ..., d,.

e Un polinomi és una successié (ay, aq,...) delements de A en la qual tots
els a; son zero excepte una quantitat finita.

e Definim la suma de dos polinomis (a;) + (b;) com el polinomi (¢;) amb ¢; =
a;+ b; per tot i <O0.

e Definim el producte de dos polinomis (a;) - (b;) com el polinomi (c;) amb

i
c = E ajbi_;.
j=0

172
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e Definim x := (0,1,0,0,0,...), que és, per tant, un polinomi perfectament
ben definit —i no és cap incognita ni cap variable ni cap dels altres termes
ambigus dels que utilitzem usualment per referir-nos a la x d'un polinomi.

e Amb la definicié anterior del polinomi x, és immediat comprovar que tot
polinomi p # 0 s'expressa’ de manera Unica com a p = a,x" + a,_1x" " +
-4+ ai1x + ap, per algun n >0, amb a, # 0.

e Una comprovacid llarga i avorrida demostra que el conjunt de tots els poli-
nomis amb coeficients a A té, amb les operacions anteriors, una estructura
d’anell commutatiu amb unitat que es denota A[x|. Evidentment, si el polino-
mi (0,1,0,0,0,...), en lloc de denotar-lo amb la lletra x l'haguéssim denotat
amb una altra lletra, per exemple t, escriuriem l'anell dels polinomis com

Alt]

e Si A és un cos, l'anell A[x] té també una estructura natural d’'espai vec-
torial —una estructura que no forma part del contingut d'aquestes notes
pero que, molt probablement, el lector ja coneix. Es tracta d'un espai vec-
torial de dimensio infinita amb una base canonica formada pels polinomis
1,x,x%2,x3, ...

e A lanell A[x] podem considerar també una operacié molt interessant que
podem anomenar substitucio, composicio o canvi de variable. Si tenim dos
polinomis p(x) = a,x"+a,_1x" '+ +aix+agi g(x) = bpx™+by,_1x™ 1+
-+ + bix + by, podem considerar el polinomi p o g que obtenim substituint
la x del polinomi p per g(x):

(poqg)x)=anbpx™ +---+bo)+---+ ai(bux" +---+ b)) + ap.

Podem parlar, doncs, de polinomis sobre un anell qualsevol, pero a partir d'ara
considerarem que l'anell A al que pertanyen els coeficients dels polinomis no té
divisors de zero, és a a dir, A és un domini.

Grau d’un polinomi

Un dels conceptes més bhasics en l'estudi dels polinomis és el concepte de grau.
Ja hem dit que tot polinomi p # 0 s'expressa de manera Unica com a p = a,x" +
Ap_1X""" 4+ - 4+ aix + ag, per algun n > 0, amb a, # 0. En aquest cas, direm
que p té grau n. Aquesta definicid no ens serveix per al polinomi 0 que, per tant,

"Potser és pertinent fer un breu comentari sobre la notacié que utilitzarem per designar un
polinomi genéeric. Com en tots els objectes matematics, utilitzarem lletres —maijlscules, mints-
cules, gregues, etc— i escriurem, per exemple, el polinomi p, el polinomi F o el polinomi V.
Malgrat aixo, és cert que hi ha un cert costum d'indicar els polinomis amb una notacié que inclou
la variable que estiguem utilitzant. Escrivim, per exemple, el polinomi p(x), el polinomi F(z) o el
polinomi W (u) per parlar de polinomis genérics de A[x], A[z] o A[u]. Aquesta notacié pot ser (Gtil
en algunes circumstancies, perd té l'inconvenient d’afavorir la confusié entre polinomis i funcions
polinomiques. En aquest text utilitzarem indistintament les dues notacions.
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no té grau. Tanmateix, és util definir el grau del polinomi zero com —oo. Les
propietats basiques del grau d'un polinomi sén (recordem que estem suposant
que A és un domini):

e grau(pqg) = grau(p) + grau(q).
e grau(p + g) < max(grau(p), grau(q)).

e Si grau(p) # grau(q), aleshores a la féormula anterior val la igualtat.
Fem aquestes observacions senzilles:

e El fet de definir grau(0) := —oo fa que les férmules anteriors sobre el grau
siguin valides per a tots els polinomis, siguin o no zero, dequt a que entenem
que —oo compleix que, per tot n, —co+n=n—00=—oo0 i —o0 < n.

4

e Els polinomis 1,x,x%,x3,x*, ... sén tots diferents i, per tant, lanell A[x] té

sempre infinits elements.

e Els polinomis de A[x]| de grau < 0 formen un anell que podem identificar a
l'anell A. Direm que A és U'anell de coeficients de A|x].

e Alx| és també un domini.

e Les unitats de l'anell A[x] son les unitats de A. St A és un cos, les unitats
de Alx] sén, doncs, els polinomis de grau zero.

Funcions polinomiques i zeros

St tenim un polinomi p € A[x] i tenim un element a € A, podem substituir a p la
variable x per l'element a i obtenim un element de A que, naturalment, denotarem
p(a). Es a dir, cada polinomi de A[x] ens defineix una aplicacié A — A per la
formula a — p(a). Direm que tenim una funcié polinomica sobre A que, per abus
de llenguatge, designarem també per p o p(x).

Es important no confondre el polinomi p € A[x] amb la funcié polinémica p :
A — A. Son dos conceptes (ntimament relacionats, pero sén coses diferents. Per
exemple, sigui qui sigui A, hi ha infinits polinomis amb coeficients a A, pero si, per
exemple, A és un anell finit, només hi pot haver una quantitat finita d’'aplicacions
A — A i, en particular, una quantitat finita de funcions polinomiques sobre A.
Aixo ens demostra que és perfectament possible que polinomis diferents donin
lloc a funcions polindomiques iguals.

Un cas extrem seria quan A = [F,. En aquest cas, només hi ha dues funcions
A — A: la identitat i U'aplicacidé zero. En canvi, hi ha infinits polinomis a A[x]. Un
exemple més interessant és el cas dels polinomis de [F,[x]. Pel petit teorema de
Fermat, el polinomi no nul x” — x déna lloc a la funcié polinomica zero.
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St considerem un polinomi p € Alx] i a € A és tal que p(a) =0, direm que a
és un zero de p, o també que a és una arrel de p. Les preguntes de si un polinomi
p té algun zero, de quants en té i de com els podem obtenir sén preguntes molt
importants que discutirem més endavant.

El concepte de zero d'un polinomi ens duu al concepte d'element algebraic
que ja ha aparegut anteriorment en aquestes notes (exercici 11.43). Suposem que
tenim dos anells A C B. Un element b € B direm que és algebraic sobre A si
existeix un polinomi p € Alx]| tal que b és un zero de p. El cas més interessant
és quan els dos anells sén Q C R. En aquest cas, direm que un nombre real a és
algebraic quan és algebraic sobre QQ, segons la definicié anterior. Per exemple
V2 € R és un nombre algebraic perqué és un zero del polinomi x2 —2 & Q[x].

Divisio euclidiana de polinomis

Recordem la importancia que va tenir, en l'estudi de l'aritmética dels nombres
enters, la divisié amb residu. De la mateixa manera, un fet molt transcendent en
U'estudi de les propietats dels polinomis sobre un cos és l'existencia d’'una divisid
amb residu practicament analoga a la dels nombres enters.

Siguin D,d € k[x], on k és un cos i d # 0. Aleshores, existeixen
q,r € kix| dnics, tals que

1. D=qd+r.
2. grau(r) < grau(d)

Com que el teorema és evidentment cert si D € k, el demostrarem en general
per induccid sobre el grau de D. Suposem

D=a,x"+---+ay, a,#0
d=bna"™ +---+ by, b, #0.

Sin < m, prenem g =0, r = D. En cas contrari, considerem

U n—m

D — d

b m

que és un polinomi de grau < n sobre el qual podem aplicar la hipotesi d'induccid.
Tindrem

n—m

an

D — d=qd+r

:)IT)
i aixo ens demostra que el teorema és cert per a D.
Finalment, cal demostrar la unicitat de g i r. Suposem qd + r = q'd + r'.

Tindrem
(G—q)d=r"—r
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i, igualant els graus dels dos termes, tindrem
grau(g — q') + grau(d) < max{grau(r), grau(r')} < grau(d).

Aquesta desigualtat només és possible si grau(g—q’) = —oo, és a dir, st g—q’ =0,
i aleshores, també r — " = 0.

La divisio amb residu de polinomis sobre un cos és completament efectiva,
en el sentit que hi ha un algorisme senzill per calcular explicitament el quocient
g i el residu r, un algorisme que apareix implicit a la demostracié per induccid
anterior. També, igual com va passar en el cas dels nombres enters, aquesta
divisio amb residu té conseqiliencies molt importants en l'estudi dels polinomis,
com veurem més endavant. De moment, presentem només un primer corollari
fonamental que ens relaciona els zeros amb la divisibilitat.

Sigui p € k[x], k un cos. Aleshores, sén equivalents:
1. a € k és un zero de p.

2. p és divisible per x — a.

La demostracio és molt senzilla. Si p és divisible per x — a, escrivim p = (x — a)q
i és evident que p(a) = 0. Reciprocament, suposem que p(a) = 0, fem la divisid
de p per x —a

p=qx—a)+r
i ara substituim x per a als dos costats de la igualtat anterior. Obtenim que
r(a) = 0. Pero grau(r) < grau(x —a) = 1 i r € k és una constant. Com que
r(a) =0, tenim que r=01ip = gqg(x — a).

Polinomis en diverses variables

El procés de construir, a partir d'un anell A, U'anell de polinomis A[x] es pot iterar
i podem construir anells de polinomis en diverses variables:

Alx, y]:= Alx][y]
Alx.y, 7] = Alx, y][Z]
Alx,y,z t]:= Alx, y, z|[t]

Podem parlar, doncs, dels anells A[xy, ..., x,]. Observem, pero, que encara que
comencem amb un cos k, l'anell k[x] ja no és un cos i, per tant, ja no podem
assegurar que l'anell k[x, y] tingui totes les bones propietats de l'anell k[x]. Per
exemple, els anells k[xi,...,x,] amb n > 1 ja no sén DIP’s, pero st que segueixen
sent DFU's.

Les disciplines que estudien els anells de polinomis en diverses variables son
l'algebra commutativa i la geometria algebraica i depassen el que és raonable
d'incloure en un text de fonaments de les matematiques com aquest.
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En tot aquest capitol k denota un cos qualsevol.

Sirepassem amb atencio l'aritmética dels enters que hem estudiat en una part
anterior del text, veurem que tot el que vam fer amb els enters —Z és un DIP,
mcd i mem, algorisme d'Euclides, Z és un DFU, congruéncies, els anells quocients
de Z, etc— només utilitzava aquestes dues propietats dels enters:

e El valor absolut a — |a| € N que ens va permetre fer demostracions per
induccid, entre altres coses.

o |'existéncia de la divisio amb residu.

Resulta que l'anell de polinomis k[x] també disposa d'aquestes dues eines essen-
cials. El paper del valor absolut el pot jugar el concepte de grau d'un polinomi i
ja hem vist que existeix la divisio amb residu de dos polinomis. Aixo implica que
Uanell k[x] tindra unes propietats aritmétiques molt similars a les que tenia l'a-
nell Z. Aquest fet és transcendental i no requereix cap més demostracioé que anar
repassant els capitols pertinents dedicats a l'aritmetica de Z i adaptar-los a l'a-
nell k[x], sense necessitat de fer, practicament, cap canvi, més enlla de substituir
el valor absolut pel grau. Fem un repas rapid:

e k[x] és un DIP i la demostracié que vam fer per a lanell Z és totalment
valida en l'anell k[x], precisament perqué existeix la divisié amb residu que
era l'eina fonamental de la demostracié. Aleshores, també podrem parlar
del maxim comd divisor t el minim comu mualtiple de dos (o més) polinomis.
Recordem com es feia: si p,q € k[x] considerem els ideals (p) N (q) i
(p) + (g) que, com que k[x] és un DIP, seran ideals principals (p)N(g) = (m)
L (p) + (q) = (d). Aleshores, d = mcd(p, g) L m = mcm(p, q).

e Recordem que el mcd i el mem estan definits llevat d'unitats de l'anell. En
el cas de Z, les Uniques unitats sén £1 i escolliem d i m que fossin positius.
A lanell k[x] hi ha més unitats que a Z: les unitats de k[x] sén tots els
polinomis de grau zero, és a dir, les constants diferents de zero, que haviem
denotat k*. Per tant, el med i el mcm estan determinats llevat del producte
per una constant diferent de zero i podem desfer 'ambiglitat prenent d i
m que siguin polinomis monics: un polinomi monic és aquell en el que el
coeficient del monomi de grau maxim és igual a 1.

177
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e Podem parlar de polinomis primers o irreductibles, que son els polinomis
p de grau > 0 que no tenen altres divisors que u i up on u és qualsevol
constant diferent de zero. Normalment, en el cas dels polinomis, es pre-
fereix parlar d'irreductibles. Els primers positius de Z sén 2,3,5,7,11, ...
i ens podem preguntar quins sén els polinomis irreductibles de k[x] Es
una pregunta important i, en molts casos, dificil de respondre. Podem fer
aquestes consideracions trivials:

— Siun polinomi de grau > 1 té un zero ja no pot ser irreductible perque,
si el zero és a € k, ja sabem que podrem dividir el polinomi per x—a. Es
important recordar que el reciproc no és cert: per exemple, el polinomi
x* 4+ 2x? +1 € Q[x] no té cap zero, perd no és irreductible perqué és
igual a (x*> + 1)(x* + 1).

— Quins siguin els polinomis irreductibles de k[x] dependra del cos k.
Per exemple, el polinomi x? + x — 1 és clarament irreductible si k = Q,
pero si k =R ja no és irreductible perque

5 —1+V5 —1 -5
X +x—1=|x———5— X————
2 2

— Els polinomis de grau 1 sén clarament irreductibles i els polinomis de
grau dos o tres son irreductibles si i només si no tenen cap zero. Aixo
és evident perqué qualsevol descomposicié d'un polinomi de grau dos
o tres ha d'incloure un polinomi de grau 1, i els polinomis de grau 1
sempre tenen un zero.

e El mcd i el mem es poden calcular amb l'algorisme d’Euclides, igual que en
el cas dels nombres enters, i també tenim identitat de Bézout que es pot
determinar amb el mateix algorisme d'Euclides.

e k[x] és un DFU. Es a dir, tot polinomi p € k[x]| s'expressa de manera Unica
(llevat de l'ordre) com
p = UC/1 q’

on els polinomis g; sén monics i irreductibles.

Tornem a insistir que estem considerant que k és un cos. Si considerem, per
exemple, l'anell Z[x] dels polinomis amb coeficients enters, ja no tenim divisié
amb residu i no podem garantir que les propietats anteriors siguin valides. Per
exemple, considerem aquest subconjunt de Z|x|:

I:={p € Z[x]: p(0) és parell}.

Es facil veure que / és un ideal de Z[x] i que no és principal. Amb aixd ja veiem

que Z[x] no és un DIP i (en principi) no podem parlar ni de med ni de mem a
Z[x])

"De fet, st que podem definir a Z[x] els conceptes de mcd i mecm com el divisor com( de grau
maxim i el multiple comi de grau minim, respectivament, perd no tenim, en general, identitat de
Bézout. També es compleix que Z[x] és un DFU perqué hi ha un teorema que afirma que si A és
un DFU, també ho és A[x]. Vegeu l'exercici V.7.
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Una altra conseqiiéncia important de la teoria de la divisibilitat a k[x] i de la
relacio entre divisibilitat i zeros que hem vist a la pagina 176 és aquesta:

a € k és un zero comd de dos polinomis p, q € k|[x| si i només si a és
un zero de mcd(p, q).

La demostracié d'aquest fet és senzilla: sigui d := mcd(p, g), escrivim p = hd,
g =tdid=rp+ sq (identitat de Bézout). Aleshores, si d(a) = 0, és clar que
p(a) = g(a) = 0 i, reciprocament, si p(a) = g(a) = 0, la identitat de Bézout ens
déna d(a) = 0.

Exemple

Suposem que volem resoldre aquest sistema d'equacions sobre un cert cos k de
caracteristica # 2, 3:

x'—5x2—-2x+3=0

X"+ 234+ x2=-1=0

Comencem calculant el mcd dels dos polinomis p = x* —5x> —2x + 3, g =
x* 4+ 2x3 + x> — 1 anteriors, utilitzant l'algorisme d'Euclides:

p =q + ro, ro=—2x>—6x>—2x + 4
1—
q= 2Xr0—|—r1, ri=3x>4+3x—3
2 4
I'():—%I”]"'O

Per tant, el mcd és x>+x—1 i les solucions del sistema d'equacions seran els zeros
d’'aquest polinomi. Com que estem suposant que k és un cos de caracteristica
diferent de 2, podem utilitzar la formula universal per als zeros dels polinomis de
grau dos i observem que si 5 no és un quadrat a k, el sistema no té solucig, i si
5 és un quadrat a k, diguem 5 = (2, les solucions son (=1 £ Q)/2
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Polinomis trreductibles

Recordem que la primera consequiéncia que vam deduir de 'existéncia de la divisio
euclidiana als anells de polinomis sobre un cos —i en aquest capitol sequirem
suposant que l'anell de coeficients és un cos— va ser aquesta relacidé entre els
zeros d'un polinomi i la divisibilitat:

Sigui p € k[x] un polinomi # 0, k un cos. Aleshores, sén equivalents:
1. a € k és un zero de p.

2. p és divisible per x — a.

Ara volem anar una mica més enlla en aquesta linia i introduirem el concepte de
multiplicitat d'un zero d'un polinomi:

Sigui p € k[x], p # 0, i sigui a € k un zero de p. Definim la mul-
tiplicitat de a com a zero de p com el maxim r > 0 tal que (x — a)"
divideix p.

Un zero de multiplicitat > 1 direm que és un zero mdltiple. Ara podem contestar
aqusta pregunta important: quants zeros pot tenir, com a maxim, un polinomi de
grau n?

El nombre de zeros d'un polinomi de grau n > 0, cadascun comptat
tantes vegades com indiqui la seva multiplicitat, és < n.

La demostracié és immediata perque cada zero de p de multiplicitat r déna lloc
a un factor de p de grau r. Per tant, si els zeros (diferents) de p sén aq,..., ax i
cadascun té una multiplicitat rq, ..., ry, aleshores podem descompondre

p=((x—a)"(x—ax)? - (x—ax)*qg

i, en consequiéncia, r1 + - - - + r < grau(p).

180
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Derivada d'un polinomi

El concepte de derivada d’una funcié pertany al calcul infinitesimal perqué invo-
lucra el concepte de limit, perdo quan es tracta d'un polinomi, podem donar una
definicié completament algebraica de la derivada, valida per a polinomis sobre
un cos qualsevol:

Definim la derivada d’'un polinomi p(x) = a,x"+a,_1x"'+- - +a1x+ag

com

1 2

p'(x)=na,x""" +(n—="1a,1x""+ -+ ay.
Aleshores, les derivades que acabem de definir tenen un comportament similar

al de les derivades de funcions reals:’

e (p+q) =p' +qg'. La demostracié és trivial.

e (pq) = pq’ + p’q. Vegeu l'exercici V.8.

e També es compleix la regla de la cadena: [p'] = rp"~'p’. La demostracié
és senzilla per induccié sobre r. Vegeu l'exercici V.8.

e La derivada d'un polinomi constant és zero i, si la caracteristica del cos k

és zero, també és cert el reciproc: si p’ = 0 aleshores p és constant.

Observem que quan la caracteristica del cos és > 0 la derivada té un compor-
tament una mica estrany. Per exemple, sigui p un nombre primer i considerem
xP € Fplx]. La derivada d'aquest polinomi és zero, perd no és un polinomi cons-
tant.

Sobre cossos de caracteristica zero hi ha una relacié important entre la deri-
vada i les arrels multiples:

Sigui p # 0 un polinomi sobre un cos de caracteristica zero.

e Si a és un zero de p de multiplicitat r > 1, aleshores a és un
zero de p’ de multiplicitat r — 1.

e Els zeros multiples de p son els zeros de mcd(p, p’).

Demostracio. Si a és un zero de p de multiplicitat r > 1, podrem escriure
p = (x—a)'g amb g(a) # 0. Calculem ara la derivada de p:

pP=lx—a)q=x—-0a)q+rx—a)"'g=(x—a)"(x—a)g +rq).

Sigut h := (x — a)g’ + rq i observem que h(a) = rqg(a) # 0 i, per tant, a és un
zero de p’ de multiplicitat r — 1.

"Recordem que no podem utilitzar les demostracions del calcul infinitesimal perqué estem
considerant polinomis sobre un cos arbitrari k en el que el concepte de limit pot no tenir sentit.
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Si a és un zero multiple de p, hem vist que és un zero de p’ i, per tant, x — a
dividira p i dividira p’. Per tant, x — a dividira d := mcd(p, p’) i a sera un zero de
d. Reciprocament, suposem que a és un zero de d, amb la qual cosa x— a divideix
d. Com que, per definicid, d divideix p i divideix p’, obtenim que p(a) = p’(a) = 0.
Utilitzem ara el calcul de p” que hem fet abans i suposem que r = 1. Obtenim
0 = p'(a) = rq(a) # 0, una contradiccid. Per tant, r > 1 i a és zero multiple
de p.?

Polinomis irreductibles sobre Z i sobre QQ

Sabem que k[x] és un DFU per tot cos k i també és cert (perd no ho hem
demostrat) que Z|[x] és un DFU. Una pregunta natural és com podem determinar si
un polinomi és irreductible i, més en general, com podem factoritzar un polinomi
en els seus factors irreductibles. ELl cas dels polinomis a coeficients enters o
racionals és especialment important de cara a les aplicacions practiques —que
inclouen, entre altres coses, la criptografia de clau publica— i s’han desenvolupat
algorismes prou eficients per factoritzar aquests polinomis. El cas dels polinomis
sobre cossos finits també és molt important perqué forma part dels algorismes
de factoritzacié sobre Z i Q. Tots aquests problemes constitueixen un capitol
important de l'dlgebra computacional i aqui no podem tractar-los amb profunditat.
Pero, com hem fet en altres casos al llarg d'aquestes notes, si que considerarem
alguns principis elementals sobre aquest tema.

Suposem, doncs, que tenim un polinomi de grau n > 0 amb coeficients enters
Ox)=a,x"+a,_1+ -+ ax+ ag € Z[x]

i suposem que es tracta d'un polinomi primitiu, que vol dir que els seus coeficients
no tenen cap divisor comu (# +1), és a dir, med(ag, ..., a,) = 1. Ens preguntem
si Q és irreductible sobre Q i si ho és sobre Z.

e Casos trivials a k[x]. Com hen dit més amunt, tot polinomi de grau 1 és
irreductible i un polinomi de grau 2 o 3 és irreductible si i només si no té
cap zero.

e Factoritzar Q sobre Z és el mateix que factoritzar Q sobre Q. Aquest fet
es coneix com a lema de Gauss:

Lema de Gauss. Sigui Q un polinomi de grau > 0, amb coefici-
ents enters. Si Q es pot descompondre com a producte de dos
polinomis de Q[x| de grau > 0, també es pot descompondre com
a producte de dos polinomis de 7 [x] de grau > 0.

2Observem que no afirmem el reciproc de la primera part del teorema: que a sigui un zero
de p’ de multiplicitat r — 1 no implica que a sigui un zero de p. Un contraexemple senzill seria
p=x’+1.
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Demostracié. Suposem que
Q =AA

on A1, A; € Q[x] s6n polinomis de grau > 0. L'objectiu sera demostrar que
Q = ByB; on By, B, € Z[x] s6n polinomis de grau > 0.

Siguin d4, d, els mem dels denominadors dels coeficients de A, A;, respec-
tivament, de manera que

Aq = C/1A1, AIZ = C/2A2
son polinomis amb coeficients enters. Sigui d = dd,, de manera que
AT A
dQ = AlA,. ()

Si d =1, la descomposicié inicial ja és una descomposicié sobre Z i hem
acabat. Si d > 1, sigui p un primer que divideixt d i reduim ara la igualtat
(*) modul p. Obtenim

AV

Pero F,[x] és un domini i, per tant, un dels dos polinomis A}, A, sera zero a
F,[x]. Suposem, sense pérdua de generalitat, que A} = 0 € F,[x]. Aixo vol
dir que tots els coeficients de A} son divisibles per p i, per tant, %Aq és un
polinomi a coeficients enters i tenim una descomposicié a Z|x]

d 1

—Q0=(-A]A

P P
en la que podem observar que hem reduit el factor que multiplica Q de d

a d/p. Si ara anem repetint aquest procés arribarem a d = 1 i haurem
acabat.

El Criteri d’'Eisenstein ens permet concloure en alguns casos que un poli-
nomt és irreductible sobre Z.

Criteri d’Eisenstein. Sigui Q = a,x" + a,_1x"' + a1x + ag €
Z[x] un polinomi primitiu i sigui p un primer que divideixi els
coeficients ay, ..., a,_q i tal que p* no divideixi ay. Aleshores, Q
és irreductible a Z|x] (i, pel lema de Gauss, també ho és a Q[x]).

La demostracié és una aplicacidé interessant de les coses que hem anat
estudiant fins ara. Suposem que Q es pogués expressar com a producte de
dos polinomis de Z[x] de grau > 0: Q = GH. Considerem ara la reduccié
modul p que ens passa de Z[x]| a F,[x]. Tindrem una igualtat de polinomis
a F,[x] Q = GH iles hipodtesis del criteri ens diuen que Q = a,x" € F,[x].
Observem que, com que Q és un polinomi primitiu, p no pot dividir a, i
0#0.

Ara apliquem el fet important que F,[x] és un DFU. Deduim que G = bx"
i H= cx"". Observem que 0 < r < n perqué G, H sén polinomis de grau
< n. Tenim, doncs, G(0) = H(0) = 0 i aixd vol dir que G(0) = 0 modul p
i H(0) = 0 modul p. Per tant, ag = Q(0) = G(0)H(0) = 0 modul p? i aixo
contradiu les hipotesis del teorema.
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Arrels de la unitat

Considerem el polinomi x"—1 amb r > 1. De manera natural, direm que els zeros
d’'aquest polinomi son les arrels r-ésimes de la unitat i, per les propietats dels
zeros d'un polinomi que hem estudiat, d'aquestes arrels n’hi ha un maxim de r i
un minim d'una (x = 1). Depenent de r i del cos base k, hi haura més o menys
arrels r-ésimes de la unitat. Per exemple

e Si el cos base és Q o R, les arrels r-ésimes de la unitat sén *1 si r és
parell i 1 si r és senar.

e En caracteristica zero, no hi pot haver arrels de la unitat mdltiples perque,
clarament, x” — 1 i la seva derivada rx"~' sén coprimers.

e Si el cos base és F,, sabem pel (petit) teorema de Fermat a?~' = 1 per
tot a € F, — {0}. Per tant, sobre el cos F, hi ha exactament p — 1 arrels
(p — 1)-ésimes de la unitat, el maxim possible.

Considerem a partir d’ara el cas important en que cos base és Q. Si r és senar,
el polinomi x" — 1 sempre es pot dividir per x — 1:

X = 1=(x=1X"T"+x24+ - +x+1)

i si r és parell, x" — 1 es pot dividir per x* — 1:

2

X = 1= =) X2+ XX H).

pero la descomposicié completa de x” —1 en producte de polinomis irreductibles
és un tema complex de l'aritmética. Un cas interessant i relativament senzill que
podem dilucidar amb el que hem apreés fins ara és aquest:

Si p és un primer, xP~" 4+ xP=2 4+ ... + x + 1 és irreductible.

La demostracid és una aplicacié del criteri d’Eisenstein. Observem que

xP —1

x—1

i observem que no es compleixen les hipotesis del criteri d'Eisenstein, pero si
que es compleixen si fem el canvi de variable x — x + 1 i obtenim

1)P — 1
%:X’J_ti- (?)X’J_2+~-+ (g)x+lJ.

Per una propietat ben coneguda (exercici IV.14) dels nombres combinatoris

XP*1+XP*2_{_...+X_{_/| =

J 1 .
(/,) =0 modp pertot0<i<p.
i
Per tant, podem aplicar el criteri d'Eisenstein al polinomi anterior i obtenim que
és irreductible sobre Q. Aixo implica que el polinomi inicial (abans de fer el
canvi de variable x — x + 1) també és irreductible perque, de manera trivial, una
factoritzacié Q(x) = G(x) H(x) déna una factoritzacié Q(x +1) = G(x +1)H(x +1).
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polinomiques

En aquest capitol parlarem de la resolucié d'equacions de la forma p(x) = 0 on
p és un polinomi de l'anell k[x], per un cert cos k. Plantegem-nos, doncs, qué
podem dir sobre les solucions de

X"+ ap X" "+ +ax+ag=0, a,#0,n>1,

més enlla del que ja hem estudiat en els capitols precedents. Recordem que les
solucions de l'equacio p(x) = 0 també reben els noms de zeros o arrels de p.

Solucions enteres o racionals: un cas trivial

Podem afirmar que trobar les solucions enteres o racionals d’'una equacié poli-
nomica qualsevol

1

ax"+a, 4 X"+ +ax+ay=0

en la que els coeficients son enters és un problema essencialment trivial. Obser-
vem que si els coeficients fossin racionals, podem multiplicar l'equacié pel mem
dels denominadors i obtenir una equacié amb les mateixes solucions i els coefi-
cients enters. Que aquest cas sigui trivial es deu a aquest senzill i ben conegut
teorema:

Teorema de les arrels racionals. Si el nombre racional u/v (amb u, v
enters coprimers) és una arrel del polinomi amb coeficients enters
p(x) = apx" + ap,_1x" N+ -+ a1x + ag, aleshores u divideix ag i v
divideix a,. En particular, qualsevol arrel entera divideix ay.

Com que a, i ap tenen un nombre finit de divisors, obtenim un conjunt finit de
nombres racionals que conté totes les arrels racionals de p(x). Avaluant p(x)

T'ambit natural d’aquest tema de la resolucié de les equacions algebraiques és una assig-
natura de teoria de cossos —el nom de l'assignatura pot ser també teoria de Galois— que,
probablement, l'estudiant trobara més endavant en els seus estudis, pero és apropiat que en un
text de fonaments de les matematiques hi hagi una introduccid elemental a aquest tema important.

185
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en cadascun dels elements d’'aquest conjunt podem trobar, en principi, totes les
arrels racionals de qualsevol polinomi enter.

La demostracido del teorema anterior és ben senzilla. Si u/v és un zero del
polinomi p(x), tindrem p(u/v) =0 i

n Un71 u

+ -+ a1,— = —aop.
1

u

CIHF + C/n—1w

n

Multipliquem ara els dos membres per v” i obtenim aquesta expressié sense

denominadors:

n—2

u(a,u™ " + ap_ v 4 av") = —agy”

que, com que u i v son coprimers, implica que u divideix ag. Si ara escrivim la
igualtat anterior en la forma

V(dp_1u™ 4 -+ agv" ) = —a,u”

obtenim que v divideix a,.

Primeres consideracions sobre el cas general

Suposem ara que tenim una equacié polinomica general
anX"+ ap X" "+ +ax+ag=0

sobre un cos qualsevol k i volem trobar les seves solucions. Com ho podem fer?
Comencem amb aquestes observacions elementals:

e No és restrictiu suposar a, = 1 perque si dividim el polinomi per a, obtenim
un altre polinomi que té exactament els mateixos zeros que el polinomi
inicial.

e Sien el cos k tenim n # 0, no és restrictiu suposar a,_1 = 0. En efecte, el

canvi de variable
ap—1

y.=x-++
g n

ens converteix l'equacio inicial en una equacié de la forma
yn + bn_zynfz + -4 bO = 0

i les solucions de l'equacid original es corresponen amb les solucions de la
segona equacio a través del canvi de variable que hem utilitzat.

e Les observacions anteriors ens permeten resoldre les equacions de segon
grau en qualsevol cos de caracteristica diferent de 2. Efectivament, consi-
derem l'equacié (a # 0)

ax’ + bx+c=0.
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En primer lloc, dividim per a i obtenim

b c
X+ =x+—=0.
a a
Ara fem el canvi de variable x = y — % i obtenim l'equacio

, b*—4ac

J 4q?

Ara, st convenim en denotar £+/u els elements de k tals que el seu quadrat
és igual a u (en el cas que existeixin), i desfem el canvi de variable, obtenim
la conegudissima férmula de les arrels de l'equacié de segon grau, valida
sobre qualsevol cos de caracteristica diferent de 2:

—b + Vb2 —4ac
2a ’

X =

Per tant, ja sabem resoldre les equacions de segon grau sobre un cos qualsevol
(de caracteristica # 2). N'estem sequrs? Parlem-ne!

Qué volem dir quan parlem de resoldre una equacio?

Queé volem dir —exactament— quan diem que volem trobar les solucions d’'una
equacio algebraica? Quan el cos base és Q o un cos finit, la resposta a aquesta
pregunta és molt clara. No hi ha cap ambigiiitat en voler trobar les solucions de
x3+2x?+2x+1 = 0 sobre el cos Q (només en té una: x = —1) o sobre el cos F;
(en té tres: x = 2,4,6) pero si el cos on volem trobar les solucions és el cos real
R, on els elements poden tenir una infinitat de decimals, com volem, realment,
escriure les solucions? Quan podrem dir que les hem trobat?

Per exemple, que volem dir quan parlem de trobar les solucions reals de
x? = 27 Dir que la solucié és x = =1/2 és entrar en un cercle vicids perqué +=v/2
vol dir —per definicié!— les solucions de l'equacié x? = 2.

Qué volem dir quan diem que la férmula de l'apartat anterior resol l'equacid de
segon grau? Observem que el que realment fa la férmula és reduir el problema de
resoldre qualsevol equacié de segon grau a la resolucié d'una equacié del tipus
x> = d. Es a dir, quan diem que sabem resoldre les equacions de segon grau,
estem dient que sabem expressar totes les solucions utilitzant les operacions del
cos —suma, resta, multiplicacio i divisio— i, a més, una nova operacié que és
l'arrel quadrada. Direm que la classica férmula de l'equacié de segon gran ens

permet resoldre l'equacid per radicals.

En el cas d'una equacié de grau n, també direm que la sabem resoldre per
radicals si som capacos d'escriure les solucions utilitzant les operacions del cos
i, @ més, arrels quadrades, cubiques, etc, fins a grau n.
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D'altra banda, si el que volem, en el cas real, sén valors aproximats —amb
qualsevol nivell d'aproximacié que desitgem— dels nombres reals que compleixen
l'equacid, hi ha molts metodes —coneguts com a métodes numérics— que ens ho
permeten fer. Considerem, per exemple, l'equacio

x> =3x+1=0.

Si demanem a algun programa de calcul matematic que ens resolgui aquesta
equacio, aixo és el que obtenim:

> x = polygen(RR)
> (x73-3%x+1) .roots()
[(-1.87938524157182, 1), (0.347296355333861, 1), (1.53208888623796, 1)]

it ja hem trobat les tres solucions de l'equacio, en el sentit que tenim les seves ex-
pressions decimals, amb una precisié de 14 xifres decimals. En els casos practics,
és aixo el que voldrem, pero des d'un punt de vista teodric potser ens agradaria
tenir una expressioé exacta de les solucions, per exemple, utilitzant arrels quadra-
des i ciibiques, o alguna altra funcié. Per exemple, les tres solucions de l'equacid
anterior sdn «exactament» aquestes:

27 87t

x1 = 2 cos (?) , X» =2cos (?) . X3 =2COS(

147
9 )

Per comprovar-ho, observem que si 6 és qualsevol dels tres angles anteriors,
aleshores 360 = 271/3 i cos(360) = —1/2. Apliquem ara la férmula trigonométrica
del cosinus de l'angle triple

cos30 = 4cos> 0 —3cos O

i observem que, efectivament, xi, x2, x3 son tres solucions diferents de l'equacid
de tercer grau inicial i son, per tant, totes les solucions de l'equacid, expressades
d’'una manera exacta perd ni algebraica ni per radicals. Es aixd el que volem?
Potser si. Haviem demanat solucions exactes i aquestes ho sdén, encara que,
potser hauriem preferit utilitzar, en lloc de la funcié cosinus, les funcions arrel
quadrada o arrel ctbica?

Resolucioé per radicals de les equacions polinomiques

Aquest problema classic demana trobar formules que expressin les solucions de
qualsevol equacio polinomica sobre els reals utilitzant només les operacions del
cos (suma, resta, producte, divisid) i arrels (de qualsevol grau menor o igual al
de l'equacid) —de la mateixa manera que sabem fer-ho per a l'equacié de segon
grau, com a minim des del segle Ill AC. El primer cas que calia resoldre era,
evidentment, el de l'equacié de tercer grau, la cubica.

La historia del descobriment al segle XVI de la solucié de la ctibica per radicals
és apassionant pero no la podem incloure en aquest text. ELl que si que és
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important que fem aqut és, com a minim, sembrar el dubte sobre si és assenyat
esperar que totes les equacions es puguin resoldre per radicals. Plantegem la
situacio d'aquesta manera:

e Hi ha dos tipus de nombres reals irracionals: els que sén solucidé d'alguna
equacio polinomica i els que no son solucid de cap equacié polinomica. Els
primers s'anomenen nombres algebraics, els segons s'anomenen nombres
transcendents. Entre els nombres algebraics podem fer esment de

1 5 27
V2, Q= %\/_ (la rad auria), cos (%)

Entre els transcendents podem esmentar

e, =n, e”, cos(1),...
Designem per A C R el subconjunt dels nombres algebraics, que es pot
demostrar que formen un cos.

e També podem considerar tots els nombres reals que es poden expressar a
partir dels nombres racionals amb les operacions de suma, resta, multipli-
cacio, divisid i arrel n-ésima, per tot n. Designem R el conjunt de tots
aquests nombres. Es pot demostrar que tots aquests nombres sén alge-
braics i, evidentment, formen un cos. Tenim

RCACR

i no tenim cap motiu per pensar que R = A. En canvi, si totes les equacions
polinomiques es poguessin resoldre per radicals, aixo implicaria R = A.

El problema de decidir si totes les equacions polinomiques es poden resoldre per
radicals o no va ser un problema molt important que va restar obert durant molts
anys. La resposta a aquest problema es va veure que era negativa. En particular,
R # A it un exemple de nombre algebraic que no es pot expressar per radicals
és, precisament, cos(277/9). O potser st que es pot? Ho estudiem a continuacio.

Resolucio per radicals de la ctibica

Tres matematics italians del segle XVI —Scipione del Ferro, Niccolo Tartaglia,
Gerolamo Cardano— van trobar un métode per resoldre per radicals l'equacid
de tercer grau (sobre el cos dels nombres reals). Amb la notacié actual i, sobre
tot, amb la utilitzacié dels nombres negatius, la solucié d'aquests matematics és
relativament senzilla d'explicar.

Com hem vist abans, n’hi ha prou amb considerar l'equacié x> + px + g = 0.
També n'hi ha prou amb trobar una solucid, perque quan tenim una solucié a
podem dividir per x — a i el problema de trobar les dues altres solucions (si
existeixen) queda reduit a resoldre una equacié de segon grau. La solucié de la
clibica s'obté en dos passos.
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e Primer pas. En aquest primer pas resolem, utilitzant una equacié de segon

grau, aquest sistema de dues equacions amb dues incognites:

B Hvi=a

uv=~>bh

Aquest sistema és molt senzill de resoldre perque

X —P)(X =) =X —aX +b°

i, aleshores, u?,v3 sén les solucions d'aquesta equacié de segon gran. Si

apliquem ara la formula per a les arrels d'una equacié de segon grau, ob-
tenim

sla 4+ Va2 —4b3 b s a—vVa?—4b3

| = —

2 V= u 2

Segon pas. Siguin ara u, v solucions del sistema del primer pas amb a =
—q i b =—p/3. Una comprovacié trivial demostra que x := u + v és solucid
de la clbica inicial. Tenim, doncs, una solucié de la clbica que ve donada
per la que es coneix com a férmula de Cardano,® que ens déna la solucié
per radicals de U'equacié de tercer grau:

B N L S B R Ly
X_\/ 2T 4+27+\/2 737

Apliquem ara la formula de Cardano per resoldre un parell d'exemples:

e L'equacié x> + x + 1 = 0. Aplicant directament la férmula de Cardano, una

solucio és

o2 T8\/@ R ;8‘/® ~ —0.682327803828019.

No té cap més solucid real.

L'equacié x>*—3x+1 = 0. Les tres solucions d’aquesta equacié ja les haviem
trobat anteriorment:

27 8

147
X1 = 2 cos () ~ 1.532, x = 2cos ()x—1.879, X3:2cos( =

9

~ 0.347
9 9 )

i la formula de Cardano ens hauria de trobar una expressié amb radicals d'u-
na d'aquestes solucions. Curiosament, la féormula de Cardano déona aquest

resultat:
3/ —14++v-—3 \3/—1—\/—3
X = > T 7

2Observem com, una vegada més, presentem la solucié d’'un problema —i demostrem que és
efectivament una solucio— sense donar cap indici sobre com els descobridors de la solucié van
arribar a trobar-la. Aixo seria una altra historia.
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que, com que involucra nombres impossibles com l'arrel quadrada de —3,
sembla indicar que l'equacid no té cap solucid —cosa que ja sabem que no és
certa— o que la formula de Cardano conté un error —pero la comprovacié
de la formula que hem fet és impecable. Aquesta situacié va confondre
profundament el mateix Cardano i altres matematics de l'época. De fet, si
coneixem la teoria dels nombres complexos, aquesta situacid aparentment
paradoxal queda immediatament resolta:

— La féormula de Cardano és correcta i ens déna una solucié expressada
amb radicals, en els nombres complexos.

— El valor x que déna la férmula de Cardano és suma de dos nombres
complexos no reals, pero x és real perque els dos nombres complexos
son conjugats. De fet, x =~ 1.532 i coincideix amb la solucié 2 cos(257/9)
que haviem trobat abans.?

— Tota aquesta situacid posa de manifest que l'ambit naturals per estu-
diar les solucions d'una equacié polinomica és el dels nombres com-
plexos, encara que només ens interessin les arrels reals.

— Efectivament, la formula de Cardano ens demostra que totes les cubi-
ques es poden resoldre per radicals sobre els nombres complexos.

— L'exemple que acabem d'estudiar suggereix que, en canvi, no totes les
clibiques es poden resoldre per radicals si exigim de romandre sempre
dins dels nombres reals. Es pot demostrar que és impossible expressar
les solucions de l'equacié x> — 3x + 1 = 0 utilitzant només nombres
reals, arrels clbiques i arrels quadrades de nombres positius.*

Resolucié per radicals de les equacions de graus superiors

El pas segiient a la resolucié de la cubica per radicals seria la resolucié per
radicals de l'equacié de quart grau —la quartica— per a la qual el mateix Cardano
(any 1545) va trobar una solucid que involucrava, entre altres coses, resoldre una

3Aqui estem obviant el fet que, quan treballem sobre els complexos, els nombres diferents de
zero tenen tres arrels cluibiques diferents i, aleshores, la féormula de Cardano no ens déna una
solucid de l'equacid, sind que ens les dona totes tres. Vegeu l'exercici VI.14.

*Ara que passem per aqui, seria imperdonable no fer esment de la importancia d'aquesta
equacid concreta en la resolucié d’'un dels grans problemes no resolts de la geometria d'Euclides:
la triseccio de l'angle. Aquest problema demana trobar una construccié amb regle i compds que
divideixi qualsevol angle donat en tres angles iguals. La solucid al problema és que aquesta
construccido amb regle i compas no existeix. Per demostrar-ho, observem que la construccié
classica amb regle i compas del triangle equilater ens permet dibuixar un angle de 2/3. Si la
trisecci6 fos possible —amb regle i compas!— podriem dibuixar un angle de 271/9 i, a partir d'aqui,
podriem dibuixar un segment de longitud x; = 2 cos(25/9). Recordem (pagina 152) que quan vam
parlar dels poligons construibles amb regle i compas vam observar que en una construccié amb
regle i compas només podem obtenir punts les coordenades dels quals s'expressin utilitzant sumes,
restes, multiplicacions, divisions i arrels quadrades. Com que hem dit que es pot demostrar que
el nombre real xq no es pot expressar d'aquesta manera, la conclusié és que la triseccié de l'angle
és, en general, impossible —si ens restringim, és clar, a les construccions amb regle i compas.
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clibica. La formula final és forca complicada i té molt poc interés practic. Els
problemes que presenta, pel que fa a les arrels impossibles, son com els que hem
discutit abans. En conclusid, la quartica general es pot resoldre per radicals (en
els nombres complexos).

La situacio, pero, canvia «radicalment» a partir del cinqué grau: els esforcos
per trobar una solucié per radicals de l'equacié de cinque grau —la quintica—
van ser debades. Finalment, l'any 1824, —qgairebé tres-cents anys després de la
resolucid de la cubica i la quartical— Niels Henrik Abel va resoldre negativament
el problema: va demostrar que l'equacié general® de cinqué grau no és resoluble
per radicals (ni en els nombres complexos).

Finalment, Evariste Galois va crear una teoria general de les equacions poli-
nomiques i va demostrar que, en grau n > 5, la resolucio6 per radicals de l'equacid
general és impossible. Molt probablement, els lectors d'aquest text de fonaments
de les matematiques estudiaran aquesta teoria més endavant en la seva carrera
i, per tant, no és ara el moment d'anar més enlla en aquest tema.

>Quan diem que l'equacié general de grau n no es pot resoldre per radicals volem dir que si
considerem una equacid amb coeficients indeterminats a,x" +---+ap = 0, no hi ha cap funcié de
dp, ..., do, formada només per les operacions del cos i per arrels, que determini, en tots els casos,
una solucié de l'equacid. Una altra cosa diferent és que per una equacié concreta la solucid es
pugui expressar per radicals o no. Per exemple, les solucions de x” — a = 0 sempre es poden
expressar per radicals. Evidentment, si tenim una solucid per radicals de l'equacié general de
grau n (com passa en els casos de grau 2, 3 i 4), necessariament totes les equacions de grau n son
resolubles per radicals. Pero podria passar que no hi hagués cap solucié per radicals de l'equacié
general i en canvi totes les equacions es poguessin resoldre per radicals. En aquest sentit, Abel
també va demostrar que hi ha equacions concretes de cinqué grau que no son resolubles per
radicals. Finalment, la teoria de Galois resol completament els dos problemes: no hi ha solucid
per radicals de les equacions generals de grau > 4 i, per a cada equacié concreta, hi ha un criteri
per decidir si es pot resoldre per radicals o no.



29 | Com fer que qualsevol
equacio tingui solucio
L crear nous cossos

Hem vist que el comportament de l'anell de polinomis sobre un cos té unes pro-
pietats molt similars a les de l'anell dels enters. Aquesta semblanca prové de
que en tots dos casos disposem de la divisido amb residu i és d'aquesta simple
operacid que es desprenen les propietats de ser un DIP it un DFU, la identitat
de Bézout, l'algorisme d'Euclides, el bon comportament de les congruéncies o
l'existéncia dels cossos F,.”

En aquest capitol volem traslladar a k[x] la teoria dels anells Z/(m) que vam
estudiar en un capitol anterior. Recordem aquestes propietats de l'anell dels
enters:

e Per cada a € Z podem considerar la relacié d'equivaléncia «congruéncia
modul a». Aleshores, designem per Z/(a) el conjunt quocient per aquesta
relacio.

e Els conjunts Z/(a) tenen una estructura d'anell, de manera que la projecci6
canonica 5t : Z — Z[(a) és un homomorfisme d'anells (la reduccié modul a).

e Sia € Z és primer, l'anell Z/(a) és, de fet, un cos. La identitat de Bézout ens
permet trobar efectivament l'invers de qualsevol element no nul x € Z/(a).

e D’aquesta manera, per a cada primer p hem construit un cos amb p ele-
ments designat per IF,. Aquests cossos son molt dtils: per exemple, si tenim
un problema sobre nombres enters, el podem convertir en un problema en
cadascun dels cossos finits I, a través dels homomorfismes 7 : Z — .

Tot aixd mateix, sense canviar practicament ni una coma, ho tenim en l'anell
k[x] quan k és un cos. En aquest capitol considerarem que el cos base és el cos
dels nombres racionals, és a dir, estudiarem l'anell Q[x].

'La utilitat del parallisme entre Z i k[x] no s'acaba aqui. Probablement, l'estudiant aprendra
més endavant teoremes com la classificacié dels grups abelians finitament generats i la classi-
ficacié dels endomorfismes d'un espai vectorial de dimensid finita: dues versions paralleles d'un
teorema que és valid en tots els anells que tenen divisié amb residu.
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e Per cada polinomi p(x) € Q[x] podem considerar la relacié d'equivaléncia
q1(x) = q2(x) & q1(x) = q2(x) + r(x)p(x) per algun r(x) € Q[x]
i podem fer el conjunt quocient, que denotarem

Qx]/(p(x)).

e Aquests conjunts quocients tenen una estructura d'anell, de manera que la
projecciod
Q[x] - Q[x]/(p(x))

és un homomorfisme d'anells.

e Sip(x) € Q[x] és un polinomi irreductible, l'anell Q[x]/(p(x)) és, de fet, un
cos. En parlarem més endavant.

e La identitat de Bézout ens permet trobar efectivament l'invers de qualsevol
element no nul del cos Q[x]/(p(x)).

Estudiem una mica més a fons els nous cossos que podem construir d'aquesta
manera. Ho farem amb un exemple.

Un exemple

Considerem el polinomi Q := x>—x—1 € Q[x]. Clarament, es tracta d’'un polinomi
irreductible perqué és de segon grau i no té zeros a Q. Per tant, K := Q[x]/(Q)
és un cos. Quines propietats té aquest cos?

e Q és un subcos de K. Es a dir, hi ha un homomorfisme de cossos injectiu?
i : Q@ — K donat per i(q) := [g]. Podem identificar els nombres racionals
amb les seves imatges a K. Direm que Q C K és una extensio de cossos.
Hem passat del cos Q a un cos més gran K.

e K és un subcos de R. En efecte, considerem 'homomorfisme d'anells j :
Q[x] — R definit per

Jlanx" + -+ arx+ag) i=a,d" + -+ a1+ ag
on
1+5
¢ = —5 S

Observem que j compleix la propietat necessaria i suficient per definir un
homomorfisme j : K — R perque

R.

jx*=x=1=¢*—¢p—1=0.

’No ens ha de sorprendre que siqui injectiu perqué, de fet, tot homomorfisme d’un cos en un
anell ho és (exercici 1V.30).



29 | Arrels de polinomis i nous cossos 195

Tenim, doncs, un homomorfisme? injectiu
i K—R.
Es a dir, K és un cos intermedi entre els racionals i els reals
QcKcR.
e Observem que l'equacié x> —x —1 = 0 no té cap solucié al cos Q, perod

passa a tenir-ne al cos més gran K! En efecte, si denotem «a := [x] € K,

és evident que
a—a—1=x*-x—-1=0eK

és a dir, hem agafat un polinomi (irreductible) que no tenia cap zero a Q
i hem construit un cos més gran K D Q en el qual el polinomi st que té
una arrel. Aixo mateix ho podem fer amb qualsevol polinomi irreductible
(de grau > 1) de manera que, tal com diu el titol del capitol, podem fer que
qualsevol equacid (polindmica, és clar) tingui solucié. Magnific!

e Podem pensar que el que li «faltava» a Q perqué x> — x —1 = 0 tingués
solucié era simplement el nombre real /5 i, efectivament, la diferéncia entre
Q i el cos més gran K que hem construit és que V5 € K:

Qa—1)? =4’ —4a+1=4x*—x—-1+4+1=5€c K.

Per aquest motiu, de vegades s'escriu K com Q(v/5), el cos més petit que
conté els nombres racionals i el nombre real v/5, i diem, de manera informal
que K «s’ha obtingut a partir de Q adjuntant v/5». Es un exemple del que
es coneixen com a cossos de nombres.

El que hem fet amb aquest exemple té un caracter completament general, amb
una excepcid: si l'equacié amb la que hem comencat tampoc no hagués tingut
cap arrel a R, aleshores no hauriem pogut incloure el nou cos K en el cos R.

Un exemple finit

Si fem el mateix procés de l'exemple anterior comencant amb un cos finit IF, en
lloc de comencar amb el cos QQ, també obtindrem nous cossos que ara seran finits.
De fet, es pot demostrar que tots els cossos finits es poden obtenir per aquest
procediment. Estudiem, per exemple, el cas del cos de 4 elements.

Considerem el polinomi x*> + x + 1 € F,[x] que és clarament un polinomi
irreductible (és de segon grau i no té cap arrel). Per tant,

K :=TF>[x]/(x*+ x +1)

30bservem el fet remarcable que també podriem definir un segon homomorfisme j’ substituint
¢ per ¢ := (1 —V/5)/2. Aixd és molt interessant, perd no podem entrar ara a discutir-ho més a
fons.
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sera un cos. Mirem quants elements té. Tot a € K prové d'un polinomi, de
manera que @ = [x" + @, 1x" " + -+ + agl. Perd [x*+x+1]=0a K, és a dir,
[x!] = [x + 1] € K. D'aqui deduim que els Unics elements de K sén

0,1, [x], [x+1]

Si ara escrivim la taula de multiplicar de K veurem que es tracta del cos de 4
elements que ja vam estudiar en un capitol anterior (pagina 147) i que, de fet, és
l'dnic cos de 4 elements (llevat d’'isomorfisme): K = Fy.

La resta de cossos IF,r de que hem parlat al capitol 21 es construeixen amb
aquest mateix metode.

Resumim el que hem fet per tal d'adonar-nos millor de la seva importancia.

e Hem trobat un métode per construir nous cossos. En particular, hem trobat
el metode que ens permet construir tots els cossos finits.

e Hem demostrat que tot polinomi de k[x] de grau n > 0 té n zeros. Es
possible que alguns d'aquests zeros no siguin a k, pero ara estem segurs
que st que sén a algun cos una mica més gran que k.

e En particular, podem treballar amb les arrels d'un polinomi amb tota natu-
ralitat perqué ja sabem que totes aquestes arrels sén a un cos convenient.
La frase «aquest polinomi no té arrelsy és essencialment incorrecta. Hau-
riem de dir: «les arrels d'aquest polinomi, existeixen, pero no pertanyen al
cos tal.

e En certa manera, aixdo que hem fet és una monumental generalitzacié del
que haviem fet a la pagina 124. Quan encara no coneixiem el cos dels
racionals, déiem que l'equacié 2x = 3 no tenia solucié. Gracies a Q, ara
sabem que st que en té: no a Z pero st a Q. De la mateixa manera, ara ja
no podem dir que l'equacié x> = —1 no tingui solucié: no en té a Q, perd si

que en té a Q(v—1) := Q[x]/(x* + 1).



Exercicis de polinomis

1. Sigui k un cos finit. Trobeu un polinomi diferent de zero p(x) € k[x] que doni lloc a
la funcid polinomica idénticament zero sobre k.

2. Trobeu el mcd, el mem i els coeficients de la identitat de Bézout entre aquests dos
polinomis de Q[x]:
x3—|—x—1, X2 4+ 2%+ 1.

3. Trobeu tots els polinomis p € k[x] (k un cos) que compleixen p(x?) = p(x)?. Tracteu
per separat el cas que k tingui caracteristica 2.

4. Sigui o = V2, B=01+ \/5)/2, a, B € R. Demostreu que o + B, a8 € R sén nombres
algebraics.

5. Sigui a € R un nombre algebraic i considereu R com a Q-espat vectorial. Considereu
el conjunt de totes les combinacions lineals de les poténcies de a amb coeficients
racionals. Es a dir.

Vo i={Ao+Ma+- -+ A1a"€R: A4 €Q, n>0} CR.

Demostreu que V, és un subespai vectorial de dimensié finita de R. Utilitzeu aquesta
idea per demostrar que si a, 8 € R sén nombres algebraics, aleshores a + B € R
també és un nombre algebraic.

6. Sigui p(x) € Q[x] un polinomi monic de grau n > 0. Demostreu que existeix una
matriu n x n amb coeficients a Q tal que el seu polinomi caracteristic és (—1)"p(x).
(Feu-ho primer per a un polinomi p(x) de grau dos.)

7. Trobeu dos polinomis p,q € Z[x] que siguin coprimers pero tals que no es pugui
escriure la identitat de Bézout entre ells, és a dir, no existeixin polinomis r, s € Z[x]
tals que rp +sg = 1.

8. Demostreu aquestes propietats de la derivacié de polinomis:
(a) regla del producte: (fg) = f'g + fg'.
(b) regla de la cadena: % f(g(x)) = f'(g(x)) g'(x)-

(c) Primitives: si el cos de coeficients té caracteristica zero, tot polinomi té alguna
primitiva i dues primitives difereixen en una constant.

9. Trobeu totes les solucions a R d'aquest sistema d'equacions polinomiques:
X' 23 44X £10x—5=10
X+2xM+3x% +x—-1=0
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10. Demostreu (per induccié sobre n + m) que si n, m > 0, aleshores

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

med(x” —1,x" —1) = x? —1 amb d = mcd(n, m).

Interpolacio de Lagrange. Sigui k un cos i siguin ag,...,a, € k, tots diferents.
Trobeu un polinomi p(x) de grau n tal que p(a;) = 0 peri=1,...,n i p(ag) = 1.
Siguin by, ..., b, € k. Trobeu un polinomi P(x) de grau < n tal que P(a;) = b; per

i=0,...,n.

Trobeu un polinomi de Q[x] que sigui congruent amb —x?42x+1 modul x3 +x% 4+ x+1
i sigui congruent amb 3x3 — 4x 4 2 modul x* — x? 4+ 1.

Siguin p1,p2, p3 € R[x] tals que xp? = p3 — xp3. Demostreu que p1,p2, p3 = 0.
Trobeu un contraexemple sobre un cos finit.

Direm que p € Q|x] és lliure de quadrats si no hi ha cap polinomi no constant g tal
que g? divideix p. Demostreu:

(@) p és lliure de quadrats si i només si p es pot escriure com a producte de
polinomis irreductibles diferents.

(b) Si p, p’ (la derivada de p) sén coprimers, aleshores p és lliure de quadrats.
(c) Reciprocament, si p és lliure de quadrats, aleshores p, p’ s6n coprimers.
(d) Tot polinomi p es pot descompondre com
_ 23 n
P=10a1q3q3---q,
on els polinomis g;, 1 < i < n soén lliures de quadrats.

Trobeu tots els zeros del polinomi x> — 1 a Z/(16). Trobeu alguna contradiccié amh
els resultats que hem demostrat sobre k[x]?

Demostreu aquesta igualtat valida a Fy[x]:
xP—x=(x—=1)-(x—p).

Apliqueu aquest resultat a demostrar la congruéncia de Wilson: Si p és primer,
(p—N!'= —1 modul p.

Trobeu tots els polinomis monics irreductibles de grau 2 i 3 de F3[x].

Els polinomis de Txebixov sén polinomis T, € Z[x], n > 0 que es defineixen de
manera recursiva amb aquestes férmules

T0:1, T1 = X, Tn+‘| ZZXTn—Tn_1.

(@) Demostreu, aplicant les formules trigonomeétriques, que T,(cos 8) = cos(n6) per
tot n > 0.

(b) Demostreu que T, és solucio de l'equacio diferencial (1 —Xz)g"—xg'—i- /72g =0.
(Feu el canvi de variable x = cos t.)

(c) Demostreu que T,(Tn(x)) = Thm(x).
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19. Considereu polinomis sobre un cos k de caracteristica zero.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

/

(a) Demostreu que si p, g son polinomis tals que p’ = ¢’ i existeix a € k tal que

p(a) = q(a), aleshores p = g.

(b) Demostreu (per induccid) la formula de Taylor: si p és un polinomi de grau n,
aleshores per tot a € k es compleix

p’(a
p:p(a)+I1(7'I)(x—a)+---+

p\"(a)

(x —a)".

Sigut P € Fp[x] un polinomi de grau n > 0 tal que P’ = 0. Demostreu:

(@) El grau de P és divisible per p.
(b) St a és un zero de P, la multiplicitat de a és un multiple de p.

(c) ELl nombre maxim de zeros de P és n/p.
Demostreu que a Q[x] hi ha polinomis irreductibles de tots els graus > 0.
Escriviu aquests polinomis de Q[x] com a producte de polinomis irreductibles:

(@) x° 4+ 15x° + 30x? + 45.
(b) x>+ x* 4+ 4x? 4 6x + 2.
(€) x> —=2x* —x? +4.

Demostreu que el polinomi x* + 4x + 1 és irreductible sobre Q. (Indicacié: feu un
canvi de variable y = x + a.)

Considereu els polinomis P, =1+ x + X244 x" € Q[x] per n > 0. Trobeu tots
els seus zeros a Q i determineu també la multiplicitat d’'aquests zeros.

(a) Sigut P(x) € Z[x] i sigut p un primer que no divideixi el coeficient del terme de
grau maxim de P(x). Demostreu que si P(x) és irreductible a F,[x], aleshores
P(x) és irreductible a Z|[x].

(b) Utilitzeu la reduccié modul 2 per demostrar que el polinomi x* — x3 4+ x? — x 41
és irreductible a Z[x]. Qué podem dir a Q[x]?

(c) Trobeu la descomposicié de x'® —1 € Q[x] com a producte de polinomis irre-
ductibles. (Utilitzeu l'apartat anterior.)

Considereu aquest polinomt de Q[x]:
P =x°+6x> + 15x* + 20x> 4+ 3x* — 18x + 5.

(@) Mireu st P té algun zero real doble.
(b) Trobeu tots els zeros reals de P.
(c) Trobeu la descomposicié de P en polinomis irreductibles a Q[x].

Apliqueu el métode de Cardano per trobar una arrel real de x3 + 3x? + 4x + 3.
Comproveu que les altres dues arrels no son reals.
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28.

29.

30.

31.

El discriminant de lequacié de tercer grau Q3 := x> + px + q es defineix com
A = —4p3 — 27g%. Suposem que a, B,y son les tres arrels de Q3 en algun cos
de caracteristica zero. Demostreu que

A= (a—B)(a— v B -y

Suposeu ara que el cos és el cos dels reals i que les tres arrels son diferents. Demos-
treu que la formula de Cardano que troba un zero de Qs involucra arrels quadrades
que no es poden resoldre al cos real. (Es a dir, la férmula de Cardano només expressa
una arrel real completament dins les operacions reals quan la ctbica té una Unica
arrel real.)

Suposem que volem trobar els zeros de l'equacié de quart grau Py = x*+cx? + dx+e.
Aquest és un métode:

(@) Escriviu P4 com a producte de dues equacions de segon grau amb coeficients
indeterminats

Py=x"+cx? +dx+e=(x*+px+q)(x* —px +r).

N’hi ha prou amb trobar els valors de p, g, r per tenir resolt el problema. Ex-
presseu c, d, e en funcié de p, g, r.
(b) Demostreu (c + p?)> — (d/p)* = 4e.

(c) escriviu y := p? i comproveu que y compleix aquesta equacié de tercer grau:
y? + 2cy’ + (2 — 4e)y — d* = 0.
(d) Resolent aquesta clbica podem determinar p, g, r i resoldre el problema.
(e) Apliqueu-ho a resoldre x* —5x? —2x +3 = 0.
Considereu aquests anells
A:=Qx]/(x" +4x +1), B:=Q[x]/(x> +3x* +4x +3), C:=Q[x]/(x" —5x* —2x +3).

Demostreu que A i B son cossos, perdo C no ho és. Demostreu que hi ha un tnic
homomorfisme de cossos j: B — R. (Utilitzeu els exercicis 23, 27, 29.)

Designem o l'arrel real positiva de x?> + x — 1. Demostreu:

(@) Sin >0, es compleix a" = u, + vy on els enters u,, v, estan determinats per
la férmula recursiva

Upg1 =V, Vap1 =Up—Vy, Ug=1, w= 0.

(b) Sigui @ := a~'. Demostreu @ = 1+ a i comproveu que ¢ és l'arrel real positiva
de x> —x —1.4
(c) Trobeu una férmula recursiva per expressar les poténcies negatives de a en la

forma a™" = ul, + v a.

(d) Demostreu les identitats (1 + a)(1 — @) = a i &*(3 4+ 2a) = 1.

*Es a dir, ¢ és la rad duria.
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(e)

32. (a)

(b)

Utilitzeu la teoria de les progressions geometriques per demostrar aquesta

igualtat:
Z ol =3 4 2a.
€7

Sigui @ € R com a lexercici 31. Si A és un subconjunt finit de Z?, podem
associar a A aquest nombre real:

f(A):= ) dIlleRr
(i,))eA

Demostreu aquestes propietats de la funcid f:
i. Sigui F; la fila j de Z?, és a dir, F; = {(i,j) : i € Z}. Calculeu f(A)).
it. Sigui jo > 0 i sigui By el subconjunt de 72 format per totes les files j amb

j > jo. Demostreu '
f(Bj,) = a7 1(5 + 3a).

Demostreu f(Bs5) = 1.
ii. Donats i, j € Z, considereu aquests subconjunts de Z?:

A=A{i ). (i+1. )} A={i+2))k

B={(i+1.j),(i+2 )} B ={(ij)}
Demostreu f(A) > f(A), f(B) > f(B).

(Les Dames de Conway) Imaginem un tauler com el de jugar a escacs o a les
dames, de mida arbitrariament gran. A cada casella del tauler hi pot haver
una fitxa, o no haver-n'hi cap. Les fitxes es poden desplacar horitzontalment o
verticalment, cap a la dreta o cap a l'esquerra, amunt o avall, sempre que ho
facin «saltanty sobre una altra fitxa contigua, que desapareix del tauler. Hi pot
haver una quantitat illimitada de fitxes.

En la posicid inicial les fitxes estan totes per sota d'una linia horitzontal —
la «frontera»— i l'objectiu del joc és aconsequir que alguna fitxa, sequint les
normes del joc, arribi a una fila el més allunyada possible de la frontera.

Es trivial aconsequir que una fitxa avanci fins la primera o la segona fila més
enlla de la frontera. Es més dificil aconsequir dur una fitxa a la tercera o quarta
fila més enlla de la frontera. El teorema de Conway afirma que és impossible
que cap fitxa arribi fins la cinquena fila.

Es tracta de demostrar aquest resultat de Conway. Per fer-ho, suposeu que ha
arribat una fitxa a la cinquena fila i situeu l'origen de coordenades a la casella
on hi hagi aquesta fitxa. Utilitzeu l'apartat anterior per associar a cada posicio
del joc un nombre real —diguem-ne el valor de la posicid. Observeu que el valor
de la posicié a linici del joc és < 1 i que, en cada moviment del joc, el valor de
la posicid no pot créixer. Observeu, finalment, que una fitxa a la casella (0, 0)
al final del joc implica que el valor de la posicié final és > 1, una contradiccid.

33. Sigui K un cos i sigui G un subgrup finit de K*, és a dir, G esta format per elements
# 0 de K i és tancat per productes i pas a l'invers. Es tracta de demostrar que G és

un gr

up ciclic (vegeu lexercici 111.22). Seguiu aquests passos
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(@) Sigui n lordre de G i sigui d un divisor de n. Demostreu que el nombre d'ele-
ments de G d'ordre d és 0 o ¢(d). Utilitzeu l'exercici IV.12 i el fet que sobre un
cos un polinomi d'ordre d no pot tenir més de d zeros.

(b) Apliqueu la férmula de Gauss de la pagina 150 i acabeu la demostracié del
teorema.

(c) Observeu que, con a corollari, el grup multiplicatiu de qualsevol cos finit F,, és
un grup ciclic d'ordre p — 1.



Part VI:

Els nombres complexos

(i n les parts | i Il vam explicar quins
@f eren els (complicats) fonaments dels
nombres naturals. Meés endavant,
@L vam poder definir amb exactitud i
amb una relativa facilitat els nom-
bres enters i els nombres racionals. El pas segiient
en l'ampliacio del concepte de nombre consisteix
en construir —o definir axiomaticament— el cos
dels nombres reals. Pero aquesta construccio tor-
na a ser dificil i problematica —com ho va ser la
dels nombres naturals— i hem preferit deixar-la
fora d’aquest text sobre els fonaments de les ma-
tematiques.

Encara més enlla dels reals hi ha el cos dels nom-
bres complexos i, com que el pas dels reals als
complexos torna a ser, com els dels naturals als
enters o el dels enters als racionals, relativament
senzill, és escaient incloure en aquest text de fona-
ments una brevissima introduccié —més conceptu-
al que no pas técnica— sobre el cos C.

Tancarem aquest llibre amb una demostracio —
necessariament incompleta, perdo molt acurada—
de la famosissima formula

e +1=0.

Foto: Bernhardt Riemann, 1826-1866.



30 Tres definicions dels nombres
complexos

Primera: una multiplicacié a l'espai vectorial R?

La primera definicié dels nombres complexos que donarem és la més elemental i la
més incomprensible. No és incomprensible en el sentit que sigui dificil d'entendre
sind en el sentit que no veiem d'on surt ni com és possible. L'hem de considerar
elemental perque practicament no requereix cap coneixement previ ni utilitza cap
estructura sofisticada.

Considerem l'espai vectorial C; := R? que, en particular, és un grup abelia
amb loperacié de suma de vectors. Els vectors de C; son parelles de nombres
reals: V' = (a, b), a, b € R. En general, no hi ha cap concepte de multiplicacié de
vectors en un espai vectorial R”. Es cert que hi ha 'anomenat producte escalar
de vectors, pero el resultat d'un producte escalar no és un vector, sind que és un
escalar. També és cert que a R? (i només en dimensié 3) tenim el curiés producte
vectorial que, efectivament, ens permet multiplicar dos vectors i obtenir un tercer
vector, pero les propietats algebraiques d'aquesta multiplicacié de vectors en
dimensidé 3 no sén gaire satisfactories: hi ha divisors de zero i la multiplicacié no
és associativa.

Malgrat tot aixo, en dimensié dos st que podem definir una —sorprenent—
multiplicaciéd de vectors que té bones —excellents!— propietats algebraiques.
De fet, com veurem, té propietats molt millors del que podriem imaginar.

Aquesta multiplicacid es defineix aix:
(a,b)(c,d):=(ac—bd,ad + bc).

Per qué la definim aixi? No ho sabem —de moment!— i és per aix0 que hem
dit que aquesta definicié dels complexos és incomprensible. Estudiem ara les
propietats d’'aquesta multiplicacid.

e Es commutativa. La comprovacié és molt senzilla.

e Es associativa. Aixo es pot comprovar fent un calcul llarg i avorrit que no
farem.

204
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Es distributiva respecte de la suma. Novament, un calcul avorrit i trivial
ens permet comprovar aquesta propietat.

(1,0) € Cy actua com a element neutre.
Per tot aixo, C; és un anell commutatiu amb unitat.

‘aplicacio a — (a, 1 és un homomorfisme d’'anells injectiu que ens
L'apl 0)eC I fi I ll t

permet identificar el cos R com a subanell de lUanell C4. Per abis de
llenguatge escriurem a € C4 quan ens referim a (a,0) € C;.

Definim i € C; com lelement i := (0, 1). Aleshores, els elements 1, i € C,
formen una base de l'espai vectorial Cq: tot v € V s’expressa de manera
Unica com combinacié lineal v = a + bi amb a,b € R. Diem que a és la
part real de v i b és la part imagindria de v.

Per la manera com hem definit la multiplicacié tenim la igualtat i = —1.

Com que C; = R?, podem considerar el mddul dels elements de C;
[|la + bi|| = ||(a, b)]| := Va2 + b2 € R.

Aquest modul té un bon comportament respecte de la multiplicacié que hem
definit:
[luv]| = [|u]|||v|| per tot u,v € C;.

El modul de C; generalitza el valor absolut de R i, si ho preferim, el podem
escriure amb una Unica barra vertical: |v|.

L'aplicacio C; — C; donada per (a, b) — (a, —b) és un isomorfisme d'anells.
S’anomena la conjugacio i es denota u — u. Es facil veure que la conjugacid
compleix aquestes propietats: per tot u,v € C4

—TV=TV.
= |u| = [dl.

- ut=uf’ eRr

u+uek

—u=1ustinoméssiuelR.

e Tot u € Cy, u # 0, té invers multiplicatiu. Efectivament,’

u
— ] =1
! (|u|2)

"Podria semblar que aqui estem caient en una petitio principii: per demostrar que hi ha
inversos multiplicatius utilitzem una divisio, és a dir, una multiplicacié per un invers multiplicatiu.

Observem, pero, que estem dividint per |u

2, que sabem que és un nombres real. Com que C4, per

construccié, és l'espai vectorial R?, sempre podem dividir qualsevol vector per qualsevol escalar
no nul.
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Es a dir: C4 és un cos que conté el cos dels nombres reals. Tenim
R C Cy

i aquest nou cos C; que hem construit té la curiosa propietat que els nombres
reals negatius tenen arrels quadrades. De fet, com veurem, té moltes altres
propietats encara més extraordinaries!

Segona: adjuntar v/ —1 als reals

La segona definicié del nombres complexos és la més avancada, la més natural
i la més breu. Es avancada perqué utilitza estructures algebraiques i conceptes
importants que hem estudiat al llarg d'aquest curs; és natural perquée es veu
clarament qué volem fer, qué fem i per qué ho fem; és breu perqué, com veurem,
el fet que els nombres complexos formin un cos sera una conseqtiencia trivial de
la definicié.

Al capitol 29 hem vist com podem aconsequir que una equacié que no tingui
solucid en un cos passi a tenir-ne en un cos més gran. Qué succeeix si apliquem
aquell métode al cos R i a l'equacié x> + 1 = 0? Doncs que obtenim un cos C,.
Ras i curt!

Cy :=R(V-1) = R[x]/(x* + 1).

Practicament no hi res a demostrar: hem definit un cos més gran que R on hi ha
un element i := [x] que té la propietat que i = —1.

En tot cas, hauriem de demostrar que aquesta segona definici6 —tan senzilla,
natural i logica, si la comparem amb la primera— defineix realment el mateix cos
de l'apartat anterior. L'isomorfisme entre el cos C; que hem definit abans i aquest
cos C, que acabem de definir ara és clar:

(a,b) — [a + bx] € R[x]/(x* + 1).

Tercera: unes matrius que formen un cos

En la primera definicié dels nombres complexos hem hagut d'inventar una mul-
tiplicacié a R%. En la segona definicié, hem creat C afegint a R un nou element.
En aquesta tercera definici6, en canvi, trobarem C en un lloc ja conegut, sense
que ens calgui inventar res nou: les matrius quadrades 2 x 2.2

2Aquesta tercera definicié ens fa pensar en la trama de la coneguda narracié The Purloined
Letter d’Edgar Allan Poe: la policia regira minuciosament i infructuosament la residéncia del
suposat lladre buscant un document valuosissim que ha estat robat; el detectiu Auguste Dupin
troba el document a l'interior d’'una carta que ha estat tota l'estona a la vista de tothom.
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Les matrius quadrades es poden sumar i multiplicar, de manera que tenen una
estructura d'anell. Pero aquest anell esta molt lluny de ser un cos. Hi ha divisors

de zero
0 1 11 (00
0 1 0 o/ \0 o]’

la multiplicacié no és commutativa

o 1) G5 o)

i moltes matrius no tenen inversa

1T 1\ (a b)Y (1 0) , . bl
1 1) le g) = o 1] ¢ésimpossible.

Pero, curiosament, hi ha un subconjunt de matrius quadrades 2 x 2 que no té cap
d’'aquests problemes. Definim

Cs ::{(a _b) :CI,/JER]».
b a

Es molt senzill veure que aquest conjunt de matrius té aquestes propietats

e Es un subanell de l'anell de totes les matrius: la resta i el producte de dues
matrius de C3 és una matriu de Cs i la matriu identitat és a Cs.

e Totes les matrius de C;3 diferents de zero tenen determinant diferent de zero
i, per tant, sén invertibles.

e Per tant, C3 és un cos. A més, l'aplicacio
a 0
a—
0 a
és un homomorfisme de cossos de R a Cs.

Només ens caldria veure que aquest nou cos C;3 que hem definit ara és isomorf
als que hem definit als apartats anteriors. Aixo és trivial perque l'aplicacid

(a,b) — (ICJI _b)

a

ens doéna un isomorfisme de cossos entre el cos C; que hem definit al primer
apartat i el cos C3 que acabem de definir ara. En particular, el «misterids» o
«imaginari» nombre i és aquesta matriu

Y
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que no té res de misteriosa ni imaginaria i que, clarament, el seu quadrat és —1
(és a dir, la matriu —/).3

Tenim, doncs, tres cossos isomorfs i cadascun d'ells podem dir que és el cos dels
nombres complexos, denotat per la lletra C. Podem utilitzar la definicié que ens
sigui més util en cada moment, pero la definicio C; és la més habitual.

3Algt no pot imaginar una cosa que el seu quadrat sigui —1? Que pensi en una rotacié de 90
graus!
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Quan vam afegir als nombre reals l'arrel quadrada de —1 per tal que totes
les equacions de segon grau tinguessin solucié dificilment podiem imaginar que
aquesta maniobra tindria uns efectes immensament superiors als esperats: acon-
sequir que totes les equacions polinomiques tinguin solucié! Aquest fet tan im-
portant es coneix com a teorema fonamental de l'algebra:’

Tot polinomi no constant de R[x] té un zero a C.

En aquestes notes no podem demostrar aquest teorema —del que s’han trobat
moltissimes demostracions diferents, cap d'elles completament elemental. Obser-
vem, en primer lloc, que en aquest teorema els nombres reals hi juguen un paper
decisiu: no és cert, de cap manera, que si en cos qualsevol totes les equacions
de segon grau tenen solucié, també n'hagin de tenir totes les altres equacions
polinomiques. Per aquest motiu, és clar que en les demostracions del teorema
caldra utilitzar alguna propietat dels nombres reals basada en la continuitat —
per exemple, el teorema de Bolzano que implica, per exemple, que tot polinomi
real de grau senar ha de tenir alguna arrel real— pero també caldra utilitzar
eines propies de l'analisi complexa o de la topologia que estan més enlla dels
temes elementals d'aquest text de Fonaments. Admetem, doncs, aquest teorema
sense demostracid i passem a explicar algunes de les seves conseqliéncies.

e Tot polinomi no constant de C[x] té un zero a C. Considerem un polinomi no
constant p(x) € C[x]i considerem el polinomi g(x) := p(x) p(x) on p(x) indica
el polinomi que hem obtingut a partir de p(x) substituint cada coeficient pel
seu conjugat. Les propietats de la conjugacidé ens asseguren que ¢g(x) és un
polinomi no constant de R [x] (exercici VI.7) i, segons el teorema fonamental,
tindra un zero z € C. Aleshores, o bé p(z) = 0 o bé p(z) = 0. En el
primer cas ja hem trobat un zero de p(x) i en el segon cas també perqué

p(z) = p(z) =0 i, per tant, p(z) = 0.

"Es un nom excessivament ampullés —no és tan fonamental i, de fet, ni tan sols és un un
teorema estrictament d'algebra (perqué a la construccié de C hi intervenen els nombres reals)—
pero Uexpressid «teorema fonamental de 'dlgebray va fer fortuna en algun moment de la historia
de les matematiques i aixi és com el sequim anomenant ara.
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e Tot polinomi monic p(x) € C|x| de grau n > 0 es pot expressar com a

producte de n polinomis de primer grau
px)=Kx—2z1)(x —22) - - - (x — zp).

Es a dir, els tnics polinomis irreductibles de C[x] sén els de primer grau i
tot polinomi de grau n > 0 de C[x] té exactament n zeros, comptats amb
les seves multiplicitats. Quan un cos té aquesta propietat es diu que és un
cos algebraicament tancat.

Els tnics polinomis irreductibles monics de grau > 1 de R|[x| sén els de la
forma
x? + bx + ¢ amb b*> — 4c < 0.

Es a dir, tot polinomi monic no constant p(x) € R|x] s'escriu de manera
unica (llevat de l'ordre) com

p(x) = (x —a;)-- (x — a)(x* + bix + ¢1) - - - (x* + bsx + ),

amb a;, b;, ¢; € R, b? —4¢; < 0. Per demostrar aixo, sigui p(x) € R[x] un
polinomi monic no constant. Si el considerem com a polinomi de C[x] el
podrem descompondre en monomis de primer grau

px)=(x—2z1)(x —z2) - - - (x — z)-
Observem que, com que p(x) € R[x], tenim p(x) = p(x). Aleshores
p(x) =px) = (x =Z1)(x =Z2) - - (x = Zn).

Per tant, per cada i = 1,...,n tindrem Z; = z; per algun j. Distingim dos
casos. Si z; = z;, aleshores z; € R. En cas contrari, si Z; = z; # z;, aleshores
zi,zi&E R

(x —z)(x—2z) =(x—2z)(x —Z) = x— (z; + Zi)x + z;Z;.

Recordem ara que, per les propietats de la conjugacio, z; + z; i z;z; sdn
nombres reals i, per tant, el polinomi anterior és un polinomi de segon grau
amb coeficients reals, sense zeros reals. Aix0 demostra que, efectivament,
p(x) es pot descompondre a R[x] de la manera indicada.

El «Nullstellensatzy de Hilbert. L'existéncia de solucions per a totes les
equacions polinomiques (no constants) sobre el cos C va ser generalitzada
per David Hilbert als sistemes d'equacions polinomiques en diverses varia-
bles

pr(x1, ..., x,) =0

en un famoés teorema que sovint s'anomena amb el seu nom en alemany:
Nullstellensatz —literalment, el «teorema de collocaci6 dels zerosy.
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Considerem, doncs, una familia (també pot ser infinita) de polinomis com-
plexos no constants en diverses variables. El teorema afirma que, sota
una condicié necessaria evident, existeix un punt (xq,...,x,) € C” on tots
aquests polinomis s'anullen. La condicid necessaria és aquesta: és impos-
sible escriure

1= /71/31 + -+ hkPk

on hy,...,hy € Clxq,..., x,]

e £l teorema de Bézout sobre els punts d’interseccio de dues corbes. Un
polinomi de grau n en dues variables p(x, y) defineix el que es coneix com
una corba algebraica plana de grau n. Per exemple, x> + y?> — 1 és la
circumferéncia unitat del pla, (x> + y?)? — 2(x*> — y?) és la lemniscata de
Bernoulli i x* + y> — 3xy és el foli de Descartes. Aleshores, el teorema
afirma que, en el pla C?, una corba algebraica p(x, y) de grau n i una corba
algebraica g(x, y) de grau m es tallen exactament en nm punts, si admetem
unes condicions que ara explicarem.

En primer lloc, el teorema no pot ser cert si els dos polinomis tenen un
divisor comt de grau > 1, perque en aquest cas, tots els punts de la corba
definida per aquest divisor serien punts d’interseccio, i n'hi ha infinits.

En segon lloc, cada punt d'interseccié s’ha de comptar amb la seva multipli-
citat, que és un concepte similar al de multiplicitat d’'un zero. Per exemple,
és clar que la recta x = 1 i la circumferéncia x? 4+ y? = 1 tenen un Unic punt
en comu: el punt (1,0), pero aquest punt, en un sentit que es pot formalitzar
matematicament, «compta» com dos.

Finalment, st apliquem aquest teorema a dues rectes del pla tindrem que
s’han de tallar en un punt, pero si les rectes sén paralleles, no es tallen.
El que succeeix aqui és que el teorema ha d'incloure també els punts de
U'infinit on es tallen les rectes paralleles, uns punts que estan presents en
el concepte d'espai projectiu.?

En conclusid, les propietats geometriques del cos C sén molt més senzilles que
les del cos real —i no diguem les del cos racional Q!'— i aixo fa que C sigui
l'ambit idoni on estudiar els fenomens de la geometria algebraica —fins i tot en
el cas que només ens interessin els punts amb coordenades reals!?

2Pot semblar dificil de creure que, per exemple, les circumferéncies x? +y?> = 1i x>+ y? =2 es
tallin en quatre punts, tal com afirma el teorema de Bézout. De fet, aquestes dues circumferéncies
tenen en comt dos punts dobles a Uinfinit: {1,i,0} i {—1,¢,0}.

3Aqui tenim un exemple excellent d'una de les grans idees de les les matematiques: sovint,
una situacié complicada en un cert ambit esdevé comprensible i natural quan la miren en un
ambit més ampli. El cas del teorema de Bézout és especialment paradigmatic. Si ens interessen
els punts d'interseccié d'una corba de grau 3 amb una corba de grau 4 (irreductibles), el teorema
ens diu que n'hi ha exactament 12, sempre que ens mirem el problema a lUespai projectiu complex
i comptem cada punt segons la seva multiplicitat. Si, dit aixo, ens interessen només els punts
reals que no estiguin a l'infinit, és clar que d'aquells 12 punts només en «veurem» uns quants
perd és molt més simple pensar que els 12 punts hi sén, encara que alguns estiguin en un lloc
que, pel que sigui, ara no ens interessa, que no pas obstinar-se en voler fer una teoria en la que
alguns punts de tall puguin «no existiry.
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e,

Es diu que la formula d’Euler

e +1=0
és la més bonica de les formules matematiques: hi apareixen els que en podriem
dir els cinc nombres més importants (0, 1, e, m, i) i les tres operacions fona-
mentals (suma, producte i exponenciacid), relacionats d'una manera gens trivial.
Tanmateix, aquesta formula és un cas particular de la férmula general

et = e%(cos(b) + isin(b)).

En aquest capitol final volem demostrar aquesta formula, pero ha de quedar
clar, abans de res, que el context en qué ens movem en aquest text és insufici-
ent per demostrar la formula d'Euler —fins i tot és insuficient per enunciar-la.
Efectivament, les definicions de e, de st i de la funcid exponencial requereixen el
concepte de pas al limit i el seu ambit natural és el del cdalcul infinitesimal. Per
tant, només amb les eines del calcul podem plantejar-nos demostrar la férmula
d'Euler d'una manera completa.

Malgrat tot aixd que diem, donarem una demostracié de la férmula d’'Euler el
més completa possible i, especialment, evitarem qualsevol mistificacié o qualsevol
argument heuristic.’

La demostracio de la féormula d’Euler —en la seva versio general— que expli-
carem a continuacid conté una exquisida barreja de geometria, algebra i calcul
diferencial i integral. Comencem amb la part més geométrica de la demostracid.

'La férmula d'Euler i la trigonometria —en la qual es fonamenta la férmula— sén eines mate-
matiques molt importants. En conseqiiencia, conceptes com sinus, cosinus o radiant, juntament
amb les seves propietats més basiques, sdn temes amb els que tots els alumnes de secundaria hi
estan familiaritzats. Tanmateix, la fonamentacié rigorosa d'aquests conceptes no és gens trivial
i, en conseqiiéncia, el tractament que se’n fa fora dels estudis de matematiques és heuristic, de
manera que no és apropiat per a un text com aquest. Donem un parell d'exemples: quan es
defineix l'angle d’'un grau com el resultat de dividir la circumferéncia en 360 parts iguals, qué
volem dir quan diem parts iguals?; si el que es defineix és el sinus d’'un angle, com és que després
es parla del sinus d’'un nombre? La conclusid de tot aixo és que hem de demanar ara al lector
d’aquest text que fact un exercici de dubte cartesid i deixi de banda tot el que sap d'angles i
funcions trigonomeétriques, com a pas previ per comencar a fonamentar aquests conceptes sobre
uns principis solids.

212
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Angles

Hem de comencar definint clarament qué entenem per angle. Hi ha diverses
definicions valides i ens decantem, en el context actual, per aquesta:

Un angle és una parella ordenada de rectes que es tallen en un tnic
punt.

Es a dir, entenem que dues rectes que es tallen en un punt formen un angle
(observem que amb aquesta definicié no tenim ni Uangle «pla» ni U'angle «nuly).
També podriem dir que en formen dos o quatre pero, entre les diverses definici-
ons possibles d'angle, escollim aquesta. Observem que es tracta d'una definicid
purament geométrica: un angle son dues rectes, no pas un nombre real! Com que
dues rectes concurrents sempre estan sobre un pla, a partir d'ara considerarem
només rectes del pla R?.

Ara que ja sabem qué és un angle, hem d'introduir una relacié dequivalén-
cia entre els angles que ens permeti parlar d'angles congruents o, per abus de
llenguatge, «angles igualsy.

Dos angles (L1, Ly), (L}, L) direm que sén congruents si existeix un

moviment rigid de R? que conserva l'orientacid i transforma Ly — L} i
!

L — L.

El concepte de moviment rigid forma part de la geometria euclidiana i no és
aquest el lloc per fer-ne un estudi a fons. Diguem només que un moviment rigid
del pla euclidia és una aplicacié f : R? — R? que conserva les distancies entre
punts, és a dir: d(P, Q) = d(f(P), f(Q)) per tota parella de punts P, Q € R?. Tot
moviment rigid es pot descompondre en una translacié sequida d’'una aplicacid
ortogonal ¢ : R? — R?, és a dir, un isomorfisme lineal que conserva el producte
escalar
WV =¢(U)s p(V) pertot 7,V € R%

¢ vindra donat per una matriu A tal que AA" = [. Com que det(¢) # 0, només
hi ha dues possibilitats: det(¢) > 0 o det(¢p) < O; en el primer cas direm que
el moviment rigid conserva lorientacié i en el segon cas direm que inverteix
l'orientacid.?

Si designem per A el conjunt de tots els angles del pla R?, podem considerar
el conjunt quocient de A per la relacié d'equivaléncia anterior, A/ ~.

Funcions trigonométriques: la versié geométrica

A continuacié definirem el cosinus d’'un angle en la seva versié geometrica. Per
tal de no confondre aquest concepte amb el de la funcié cosinus que definirem

2Per un tractament rigords i complet d’aquests conceptes de la geometria euclidiana, vegeu
el Uibre Un curs de geometria lineal, del mateix autor d'aquestes notes.
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més endavant, la notacidé que utilitzarem sera Cos(—).

Sigui (L4, Ly) un angle. Definim
COS(L1, Lz) = LT1) . LT; eR

ﬁ 7 . . . .
on cada u; és un vector director unitari de L; per i = 1,2, de manera
— —> 7 ey 2
qgue la parella ordenada (u7, u3) és una base positiva de R°.

Una base de R? diem que és positiva si la matriu de canvi de base respecte
de la base canodnica té determinant positiu.> Observem que Cos(Ly, L,) esta ben
definit, malgrat que cadascuna de les rectes L; té dos vectors directors unitaris.
Les propietats del producte escalar —en particular, la important desigualtat de
Cauchy-Schwarz— ens diuen que

Cos(Lq, Ly) € (—1,1)

i aixo ens permet definir el sinus (geometric!) d'un angle con

Sin(Ly, L) := /1 — Cos(L4, L)% € (0,1]

de manera que es compleix —per definicio!— la identitat fonamental

S'll'](L1, L2)2 + COS(L1, Lz)z =1.

Algunes conseqiiencies d'aquestes definicions geométriques de Sin i Cos:

Reprodueixen els conceptes classics de «catet contiqu dividit per hipote-
nusay i «catet oposat dividit per hipotenusay, coneguts des de fa diversos
millenis. En efecte, considerem el triangle rectangle de R? de vértex (0, 0),
(a,0) i (a, b) amb a,b > 0 isigui h = Va? + b? la longitud de la hipotenusa
del triangle. Considerem l'angle (L4, L) on Ly és la recta y = 01 L, és la
recta bx = ay. Aleshores, Cos(Ly, Ly) = a/h i Sin(Ly, Ly) = b/h.

Es evident que dos angles congruents tenen els mateixos Sinus i Cosinus.

Reciprocament, si dos angles tenen el mateix Cosinus, aleshores sén con-
gruents. Efectivament, suposem que tenim dos angles (L, L) i (L}, L)) tals
que Cos(Ly, L) = Cos(L}, L}). En primer lloc, fent dues translacions, po-
dem suposar que els vértex dels dos angles sén lorigen de R2  Siguin
e1 = (a1, b1), @ = (a2, by), &' = (d, b)), &)’ = (d, b}) vectors com els de la
definicidé del cosinus, de manera que

e1 e, = Cos(Ly, L) = Cos(L}, L)) = e« &)

3 . - — — 2 4 ey . , s _ — -
De manera informal, una base u7, u; de R* és positiva si el cami més curt de uj a u; és en

el sentit contrari a les agulles del rellotge.
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Sigui ¢ : R?> — R? lisomorfisme lineal que transforma la base (positiva)
— = . —, = . .
e1, e> en la base (positiva) eq’, e2’. La matriu de ¢ sera

a, d a; ar)”
(/ — 1 2 1 2
b, b b1 b
I\ . oy . —_— —> — —>
Aleshores, un calcul senzill (que utilitza la igualtat ejse; = e7’«e3’) mostra
que ¢'¢p = I i ¢ és, per tant, un moviment rigid que conserva l'orientaci,

de manera que hem trobat un moviment rigid que transforma l'angle (L, ;)
en l'angle (L}, L)).

e Tot nombre real entre —1 i 1 és Cosinus d'algun angle. Si r € (—1,1),
r # 0, podem considerar les rectes Ly : {y = 0} i L, : {y = mx} amb
m := V1 —r?/r it comprovar que Cos(Lq, L) = r.

Tenim, doncs, una funcid bijectiva
Cos: A/~ — (—1,1).

Podem adjuntar al conjunt A/ ~ dos nous elements, anomenats «angle nul» i
«angle pla» —que, segons la definiciéo que hem donat, no sén angles— i assignar
a aquests nous elements els valors de Cos = 1, —1, respectivament. Si designem
per A/~ aquest conjunt ampliat, tenim una bijeccio

Cos: A/~ —[-1,1].

En definitiva, podem podem utilitzar l'aplicacié Cos —el cosinus geométric—
com una mesura d'angles: per saber si dos angles son congruents o no ho sén, n’hi
ha prou amb calcular els seus Cosinus. De tota manera, aquesta mesura d'angles
té l'inconvenient de no ser additiva: en general, una bona mesura compleix que
la mesura de l'objecte que obtenim afegint (en un determinat sentit) dos objectes
és la suma de les mesures de cadascun dels objectes. L'aplicaciéo Cos no compleix
aquesta propietat, pero ens interessa molt estudiar com es comporta respecte de
la suma d’angles —un concepte que ens caldra definir.

No podem definir una suma d'angles en general, pero st que podem definir
una operacio de suma en un cas particular: suposem que tenim tres rectes que

passen per l'origen:
Ly = (e1), Ly:=(&3), L3:=(e3)

L suposem C|LI(:‘ e, €7, e3 son vectors unttaris tals que
- — - — - —
(e1,e2), (e1,e3), (e2, e3)

sén bases positives de R?. En aquest cas, podem entendre que l'angle (L;, L3)
és la suma (L4, Ly) + (L2, L3). Intentem ara relacionar Cos(L4, L3) amb Cos(L4, L) i
Cos(Ly, L3). Tenim, per definicid:
C1’2 = COS(L1, Lz) =
C1'3 = COS(L1, L3) =
C2,3 = COS(Lz, L3) =

o) o) o)
ol oL ol
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i denotem Sy, 513, 523 els sinus corresponents. Escrivim
— — —
e3 = )\6‘1 + ue;

. —_— >\ . > > y .y . .

i observem que, com que (e7, e3) i (e2, e3) son bases positives, la matriu de canvi

de base ha de tenir determinant positiu i deduim que A < 0. D’altra banda,
g 7 ’ .7

l|e3|]| = 1 ens déna lequacié

NP+ 20u G, =1. (%)

Observem que
- —
szg =e)ee3 = )\C1,2 + u

i, substituint p a l'equacid (%), obtenim A = +£5,5/S5;, que, com que A < 0, ens
determina univocament el valor de A = —5,3/5;,. D’altra banda,

- =
C1'3 = e1e*e3 = A + /JC1'2
i tenim demostrada la férmula trigonometrica ben coneguda

COS(L1, L3) = COS(L1, Lz) COS(Lz, L3) — S'ln(L1, Lz) Sil’](Lz, L3)

Funcions trigonométriques: la versié analitica

Tot el que hem fet a l'apartat anterior ho hem pogut fonamentar perfectament i és
ben conegut des dels inicis de les matematiques. Les aplicacions Sinus i Cosinus
que hem introduit estan definides sobre els angles, és a dir, sobre el conjunt A
i no son, a diferencia de les funcions sinus i cosinus que s'utilitzen a la ciéncia i
la tecnologia, funcions de variable real. Si volem funcions

sin,cos :R — R

ens cal parlar de la longitud d’'un arc de circumferéncia i, per fer-ho, necessitem
la teoria dels nombres reals i el calcul diferencial i integral.

Les eines del calcul infinitesimal —en particular, la teoria de la integracié—
permeten, en el cas de les corbes anomenades rectificables, definir la longitud
d'una corba parametritzada o : [a, b] = R? com el limit de les longituds d'aproxi-
macions de la corba per secants. Aquest concepte, per la seva propia definicid, és
invariant per moviments rigids, perqué els moviments rigids conserven les distan-
cies entre punts. La semi-circumferéncia unitat del semipla superior és la corba
o :[-1,1] — R? definida per o(t) := (—t, V1 — t2) i es pot demostrar que és una
corba rectificable. D’aquesta manera, tenim una funcié continua i estrictament
creixent

s:[-1,1]—R

tal que s(t) és la longitud de l'arc de circumferéncia entre els punts o(—1) = (1, 0)
it o(t). Ara podem definir el nombre 7 € R com



32 La férmula més bella: e +1 =0 217

Es a dir, m € R és la longitud de l'arc de circumferéncia unitat entre els punts
(1,0) i (—1,0). Aleshores, s : [—1,1] — [0, 7] és una funcié continua, creixent i
bijectiva i podem definir la funcié

cos : [0, 1] — [—1,1]
com cos(u) := —s~(u) i la funcié
sin : [0, 7] — [0, 1]
com sin(u) := /1 — cos?(u).

El concepte de longitud d’un arc de circumferéncia i la funcié s ens permeten
mesurar els angles d'una manera additiva definint la mesura d'un angle (L4, L;)
com la longitud de l'arc de circumferéncia unitat entre dos vectors directors unita-
ris de Ly i L, que formin una base positiva. D'aquesta manera tenim una relacid
entre les versions geométrica i analitica de les funcions trigonomeétriques. Si
a €[—1,1] i L, és la recta que passa per lorigen i pel punt (a, V1 — a?) alesho-
res, clarament,

Cos(y =0, L,) = cos(s(—a)) = a.

Tenim, doncs, les funcions trigonomeétriques sin i cos —expressades en radi-
ants!— que tothom coneix, i que mantenen el significat geométric de les funcions
Sin, Cos que hem definit abans. Ara és senzill estendre els dominis d'aquestes
dues funcions a tot el cos real definint cos(x+ ) = — cos(x) i sin(x + 71) = — sin(x)
i tenir funcions periodiques sin, cos : R — R.

El pas seglient seria demostrar les propietats basiques d'aquestes dues funci-
ons, en particular, demostrar que son diferenciables i calcular les seves derivades
i les seves series de Taylor. També els valors per x = 25t/n per diversos valors de
n. Per fer-ho en tenim prou amb les férmules —que ja hem vist que son valides—

de cos(x+y) i sin(x+y) i una propietat fonamental que no hem demostrat encara:’
. sin(x
lim A =1.
x—0 X

Per demostrar aquesta propletat5 necessitem aquest lema geometric:

*Aquesta propietat requereix una reflexié sobre tot el que hem fet fins ara. D’una banda, hem
definit les funcions trigonométriques sobre els angles. Per convertir aquestes funcions en funcions
reals, n'hem tingut prou amb definir una mesura d’angles i, com que era desitjable que aquesta
mesura fos additiva, hem escollit com a mesura d'un angle la longitud de l'arc de circumferéncia
unitat que determina. Es a dir, hem mesurat els angles en radiants. Nogensmenys, és evident
que qualsevol multiple d'aquesta mesura —per exemple, la mesura en graus— ens hauria servit
igual per definir les funcions trigonometriques sin i cos. Pero l'avantatge immens que representa
mesurar els angles en radiants ens el descriu perfectament aquest limit igual a 1 —que només
val 1 si a la funcié sin(x) la variable x esta expressada en radiants. Com que aquest limit, en
particular, és el que ens garanteix que la derivada de la funcié sin sigui la funcié cos, veiem que
la mesura d’angles en radiants simplifica drasticament una infinitat de formules matematiques
que usem diariament.

>Observem que no podem utilitzar la famosa regla de [’Hépital per calcular aquest limit perqué
la demostracié que la derivada de la funcié sinus sigui la funcidé cosinus utilitza que aquest limit
sigui 1: tindriem un cercle vicios.



32 La férmula més bella: e +1 =0 218

0

En el dibuix anterior (situat en el pla R?), suposem que els angles a A’
i B" son rectes i que els segments OA i OB tenen la mateixa longitud,
és a dir, |OA| = |OB|. Aleshores

A'B'| < |AB| < |PQ.

Demostracio. La primera desigualtat és senzilla: A'B’ és la projeccié ortogonal
d'un segment sobre una recta i, pel teorema de Pitagores, |A'B'| < |AB|. La
—

. . y . y . —
segona desigualtat, en canvi, és una mica més complicada. Denotem ej := OA,

- . \ . — —

e; := OB i suposem, sense pérdua de generalitat, ||eq|| = [|e2|| = 1, amb la qual
. —> — . 3 ) —> — " _

cosa ¢ := ||e1 « e3]|| < 1. Tindrem OP = Aej, OQ = pe;, per uns certs A, p > 1.

Un calcul senzill ens ddéna

IPOI> = ||ABI]2 = X2+ 12 =2 — 2c(Au—1) > X+ 12 — 220 = (A— )2 > 0
i aixo és el que voliem demostrar.®

Ara ja és molt senzill demostrar que el limit de sin(x)/x quan x — 0 és 1.
Considerem un arc XY de longitud x a la circumferéncia unitat. Per definicié de
la longitud d’'una corba rectificable, x sera el limit de les sumes de les longituds
de segments secants com el segment AB. Pel lema anterior tenim

AB| < |AB| < |PO)

i, per tant, |[UY| < x < |[XV|. Pero, per la definicié geométrica de les funcions
trigonometriques, |UY| = sinx i |[XV| = sin x/ cos x. Aix0 ens déna la desigualtat

X 1
1< = <
sinx — cosx

i, per continuitat, com que els termes a l'esquerra i la dreta tendeixen a 1, el
terme del mig també ha de tendir a 1.

®També podriem haver demostrat aquest mateix resultat utilitzant raonaments geométrics pro-
pis de la geometria d'Euclides.
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v
Y P
A
A
B Q
o) X
U

Séries de poténcies formals

El concepte de polinomi amb coeficients a un cos k es pot generalitzar a la
situacid

F(x)=ao+ aix + ax? + asx> + - -

en la que (a;) sigui una successié qualsevol d’elements de k. Direm que F és una
série (de poténcies) formal en la variable x i escriurem

Denotarem k[[x]] el conjunt de totes les séries formals i, amb les operacions dbvies
de suma i producte —que generalitzen les dels polinomis— resulta que k[[x]] és
un anell (que conté l'anell de polinomis k [x]).

A diferéncia del que passava amb els polinomis, una série formal F no es
pot avaluar en un element a € k, és a dir, una série formal no déna una funcid
F : k — k i no té sentit escriure F(a). SU que és cert que quan k és un cos
com R o C en el qual existeix un concepte de limit, es pot donar un significat a
l'avaluacié d'alguna serie formal F(x) en alguns elements a del cos.

Tal com passava amb els polinomis, podem definir la derivada d'una seérie
formal sense necessitat d'invocar cap pas al limit:

(o ¢]

Fi(x) =) (n+Nanax".

n=0
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El concepte de série formal es pot estendre al cas de diverses variables. Per
exemple, podem parlar de l'anell k[[x, y]] format pels elements

F(x,y) = ap + any + ajox + aozyz + anxy + x> + -

que escriurem en la forma

n

F(x,y) = Z CI[,,7_[Xi_Lj”_i.

n=0 i=0

Una seérie formal molt especial

Aquesta serie formal té propietats molt interessants:

n

o ,I .
E(x) := Z X" € Q[[x])-
n=0
Efectivament:

e Coincideix amb la seva derivada: E’(x) = E(x). La comprovacié és trivial.
e Transforma sumes en productes, és a dir:
E(x+y) = E(¥E(y).

Aquesta férmula es compleix a l'anell Q[[x, y]] i la comprovacié és senzilla,
aplicant la férmula de les poténcies d'un binomi:

Elce ) =)_qberor =353 (7 )xy

e Afegim ara al cos base Q un nou element i que sigui un zero del polinomi
x? + 1, és a dir, tal que i? = —1 (com hem aprés a fer al capitol 29) i

considerem la serie formal E(ix). Observem que

0 mod4

1 mod 4

1 n

i n

—1 n=2 mod4

—( n=3 mod4
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D’aqui deduim aquesta igualtat:
E(ix) = C(x) + iS(x)

on C(x) i S(x) sén aquestes series formals

- n 1 n - n 1 n+
Cx) = ZO(—n sz . Six) = ZO<—1) mxz g

Quan el cos bhase és C...

Quan el cos bhase és C, el calcul infinitesimal ens diu que la séerie formal E(x)
es pot avaluar a qualsevol nombre complex z € C, de manera que tenim una
funci6 C — C definida per z — E(z) que té les propietats que abans hem vist
que té la serie formal E(x). D'aquesta funcié importantissima en diem la funcié

exponencial
exp:C - C.

Aixo ens permet definir e := exp(1) € R i escriure e” := exp(z). A més, les series
formals C(x) i S(x) també es poden avaluar a qualsevol nombre real a € R i
obtenim dues funcions reals. Comparant les series formals C(x) i S(x) amb les
séries de Taylor de les funcions cos i sin que hem discutit abans, veiem que C(x)
i S(x), quan les avaluem en els nombres reals, donen lloc a les funcions cos i sin.

En conclusio, La formula E(ix) = C(x) + iS(x) de l'apartat anterior, que era
una igualtat algebraica entre séries formals, es converteix en una igualtat a C:

e?th = ee® = e (cos(b) + isin(b))

valida per a tot a,b € R. Aquesta és la formula d’'Euler i, quan lapliquem a
a =0, b =, obtenim la férmula més bonica de les matematiques

e +1=0.

Algunes conseqiiéncies de la formula d'Euler

e Expressio polar d'un nombre complex. St z = a + bi € C té norma 1, el
punt (a, b) esta sobre la circumferéncia unitat i, per tant, st 6 € [0, 277) és la
longitud de l'arc entre (1,0) i (a, b), tindrem a = cos 8, b = sin 6 i podrem
escriure

Z=a+bi=cosO+isin0 = e,

Direm que 6 és U'argument de z. En general, si z # 0, podrem escriure
z

[

Aleshores, la forma polar de z és ||z||s, de manera que tot nombre complex
diferent de zero s'expressa, de manera U(nica, com rg amb r > 01 6 € [0, 2n)
o 6 € RI27Z.

z=lz|| 12| €.
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e Producte en forma polar. Si recordem que lexpressié polar ry representa

el nombre complex

ro = re'®,
observarem que la multiplicacié dels nombres complexos s'expressa, en for-
ma polar, d'aquesta manera:

6,,/ io

. ’
e'? = rr'ell0+9)

rory =re' = (rr')ose-

Nombres complexos i rotacions. El fet que quan multipliquem un nombre
complex rg per un nombre complex 1, obtinguem el nombre complex rgq
ens diu que podem identificar cada rotacié del pla (de centre l'origen) com
multiplicar per un nombre complex de norma 1. Es a dir, el grup de les
rotacions del pla s'identifica al conjunt dels nombres complexos de norma
1 que, d’'altra banda, s'identifica a la circumferéncia unitat del pla.

Arrels n-ésimes. Si n és un enter positiu, tot nombre complex diferent de
zero té exactament n arrels n-ésimes diferents que s'expressen en forma
polar d’aquesta manera: sigui z = rp € C — {0} lexpressié polar de z,
aleshores, les arrels n-ésimes de z sén

(\IVF)G,-: Q;

B 0 + 2kt
B n

k=0,1,...,n—1.

Arrels de la unitat. El teorema fonamental de l'algebra ens diu que, per cada
n > 0, l'equacié x” —1 té exactament n solucions a C que, d'altra banda, sén
totes diferents. Les solucions d'aquesta equacio son les arrels n-ésimes de
la unitat. Ara les podem descriure exactament: son els nombres complexos
de modul 1 i argument 2kst/n per 0 < k < n i coincideixen amb els vértex
del poligon regular de n costats centrat a l'origen que té un vertex al punt

(1,0).



Exercicis de nombres complexos

~N

(a) Demostreu aquesta propietat dels nombres complexos: ||zw|| = ||z|| ||w]]-

(b) Demostreu que si dos nombres enters n,m > 1 sén suma de dos quadrats,
aleshores nm també és suma de dos quadrats. (Utilitzeu l'apartat anterior.)

. . a .
Hem vist que les matrius ( amb a,b € R formen un cos isomorf al cos C.

b

Intentem ara repetir el mateix procés amb a, b € C. Demostreu que el que s'obté no

: o . . a —b\ ,
és un cos. En canvi, si considerem les matrius (b 5 ) st que obtenim un cos que
1

conté el cos C, excepte que la multiplicaciéo no és commutativa. Se’'n diu l'anell de
divisio dels qguaternions.

Considereu el polinomi x? 4+ 1 sobre els quaternions (que hem definit a l'exercici
anterior). Demostreu que té infinits zeros (que formen una esfera de dimensid 2 a
RY). Deduiu que la propietat commutativa de la multiplicacié és essencial en la teoria
dels polinomis que hem estudiat.

Sigui t € R i considerem la matriu

cost —sint
R := ) .
t ( sint cost )

Demostreu que no és diagonalitzable com a matriu real, perd st que ho és com a
matriu complexa. Diagonalitzeu-la sobre C.

Dibuixeu les segiients regions del pla complex:

O ={zeC : |z+3| <2}, O, ={zeC : |Re(2)| < 1},
WK={zeC : |z| —z=i}, Qy={z€C : |z| <Re(z+2)}

(@) D'entre els cossos Q, C, F, només n'hi ha un que admeti un automorfisme dife-
rent de la identitat. Demostreu-ho.

(b) Demostreu que R tampoc no admet cap automorfisme diferent de la identitat.
(Indicacié: demostreu que un automorfisme de R ha de conservar l'ordre.)
St p € CJx], denotem p € C[x] el polinomi que s'obté conjugant tots els coeficients
de p. Demostreu que per tot polinomi p es compleix pp € R]x].

Siguin: z1 =2-3i, 22 =—1—-4i,z3 = % — i, z4 = —3i. Calculeu:

. _ 22
72120 — 2324, |Z1 — 227, Po——
4 — 43

223
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0.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

Sigui P(x) = apx" + -+ a1x + ag € R[x] i suposem que z € C — R és un zero de
P(x). Demostreu que z també és un zero de P(x). Trobeu un polinomi de grau 2 a
R [x] que divideixi P.

Trobeu (en la forma z = a + bi) una solucié a C de lequacié z° + 223 + 2 = 0.

Calculeu la part real, la part imaginaria, la norma, el conjugat i l'invers dels seglients
nombres complexos:

i—4

2i—3

A+0° &V, 7 +i+1, 3+30)" (=),
Calculeu la part real, la part imaginaria, la norma, el conjugat i l'invers dels segiients
nombres complexos:

. e . . in
eUT’ De 27Tl/3, 1267“/6, eZm/3 + 6,4th/3 95+ 7

Calculeu (1 —L \f— \/jl

El polinomi x3 —2x +1 té tres zeros reals, un d'ells enter. Trobeu-los. Apliqueu ara la
formula de Cardano. Observeu que apareixen arrels quadrades de nombres negatius
pero, interpretant apropiadament la féormula en els nombres complexos, s'obtenen
realment els tres zeros reals.” (Indicacié: apliqueu la férmula del cosinus de l'angle
triple cos 3a = 4 cos®> a — 3 cos a.)

Sigui F(x) una serie formal amb coeficients a Q. Demostreu que F(x) té un invers
multiplicatiu si i només si F(x) no és divisible per x. (Indicacié: definiu per recursio
els coeficients de F~ 1)

Sigui F(x) la série formal que té com a coeficients els nombres de Fibonacci (pagina
166). Demostreu que F(x) = x + xF(x) + x*F(x).

Demostreu la formula de de Moivre: per tott € Ritotn >0
(cost + isint)" = cos(nt) + isin(nt).
Sigui z € C tal que |z| = 1. Calculeu |1+ 2> + |1 — z|%.

Expresseu aquests nombres complexos en forma polar:

1
—5i, 1+V3i, ., 5V3+5i, -mx,
3+ 3i
. Jt Jt
—7 + 71, (g)—lsm(S).
Calculeu (3 + 30)3%°, (53 4 5i)'3° ( 7+ 70" (1 —V/3i)/2)%002,

20. Trobeu tots els zeros d'aquests polinomis

a) z2—i b) z% 41 o 2Z2-1-i/3
d 2Z2+z+1 e) 254+1—i ) 2*+22+1

’Aquest exercici permet veure que la férmula de Cardano té un interés practic ben escas.



Part V | Exercicis 225

21.

22.

23.

24.

25.

206.

27.

28.

29.

Factoritzeu completament a C[z] els polinomis segiients:
) 2% —1

) z* +16

) 23 +27

) 24 (i—NZ2+(1—i)z—-1

En els tres primers casos, trobeu també la factoritzacié completa a R[z].

Calculeu les arrels quadrades de i, —i, —, (1 — \/§i)/2 i e 174 an forma polar i en
forma cartesiana.

Expresseu en forma cartesiana el nombre complex

. T+
4= 3e3
Calculeu 72922,

Demostreu que és impossible definir una relacié d'ordre total a C que compleixi
aquestes dues propietats (per tot z1,z2,z € C): z1 < z; implica z1 +z < z2 + z; si
z1 > 0112z > 0 aleshores z1z; > 0. Es a dir, C no és un cos ordenat (exercici IV.3).

Uns estudiants de matematiques van dissenyar una samarreta que contenia aquesta
paradoxa:
/—A/_1 /12
1= \/T:\/(—1)(—1) =V-1Iv-1=(V-1)"=-1.
Expliqueu exactament on és la fallacia i quines conseqiiéncies en podem treure.

Proveu que per a tot nombre complex z es té e # 0. Proveu que per a tota parella
z,w de nombres complexos, la igualtat e” = e" equival a z — w € 27iZ.

Resoleu les segiients equacions, on la indeterminada z pren valors complexos:

e“=1, e’=e 7 1=i eOINtIT =7t o7 cR.

Definiu una funcié log : C* — C que compleixi e'°9? = z per tot z # 0. Observeu que
aquesta funcié no és lnica. Demostreu que, en general, no es compleixen aquestes
identitats: log(e”) = z, log(z122) = log z1 + log z».

Demostreu que si z és un nombre complex de modul 1, aleshores

2
142z
zZ = —_- .
|1+ z|
Deduiu, sense utilitzar el teorema fonamental de l'algebra ni la forma polar, que

tot nombre complex té arrel quadrada. Trobeu, en forma cartesiana, les solucions
d’'aquesta equacié sobre el nombres complexos:

ix>+(3—=5i)x—(7—4i)=0.
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