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55 proves sense paraules

Armengol Gasull

Les proves basades en figures són un recurs utilitzat sovint per molts
professors a les seves classes. La seva utilitat està avalada, apart de per les
pròpies experiències, pel coneixement popular recollit a la frase: “Una imatge
val més que mil paraules”.

En aquest treball fem un petit recull de proves de resultats matemàtics
en els que la seva demostració ve suggerida per una o varies figures. Aquest
recull no és, ni molt menys exhaustiu, i està basat en les preferències de
l’autor.

Demostració visual del Teorema de Pitàgores per a un triangle rectangle amb catets 3 i 4:
32 + 42 = 52.

Anomenem a aquestes demostracions visuals proves sense paraules. Les
primeres amb aquestes característiques ja es troben en les civilitzacions anti-
gues: mesopotamis, xinesos, grecs, egipcis,. . . Per exemple, la figura anterior
presenta una demostració visual del Teorema de Pitàgores amb costats 3, 4
i 5, que il.lustra una edició de l’any 1213 del tractat d’astronomia i càlcul
conegut com Zhou Bi Suan Jing. Aquest llibre és un dels texts més antics
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de matemàtica xinesa. El nom Zhou fa referència a l’antiga dinastia Zhou
(1046–256 aC). De fet, sense anar tan lluny, podem trobar una prova sense
paraules molt senzilla d’una propietat que tots tenim ben interioritzada com
és que el producte de dos números és commutatiu, és a dir a b = b a per a
qualsevol parell de números a, b. Aquest resultat és una conseqüència de dos
altres fets, també molt bàsics, però de caire geomètric: (i) l’àrea d’un rec-
tangle es calcula multiplicant la base per l’alçada; i (ii) l’àrea d’un rectangle
no canvia si el girem. Resumint, la figura següent demostra que, donats dos
números positius a i b, es compleix a b = b a.

a

b

a

b

Dos rectangles amb la mateixa àrea i per tant a b = b a.

Durant els darrers anys les proves sense paraules s’han posat de moda i
n’han aparegut moltíssimes. Per exemple a les revistes Mathematics Maga-
zine i The College Mathematics Journal han sortit més de 300 treballs amb
un títol que conté una frase semblant a: “. . . proof without words. . . ”.

La major part de les proves que es presenten s’han extret dels interessants
llibres [1, 11, 12, 13] de R. B. Nelsen (un d’ells en col.laboració amb C. Alsina)
i de les seves múltiples referències. També s’han consultat específicament els
treballs [7, 8, 10, 9, 14, 15] i una petita part són originals de l’autor.

Abans de començar aquest recull, és potser convenient fer una petita
reflexió sobre la següent pregunta: Són les demostracions visuals veritables
demostracions? L’opinió del autor, compartida per molts més matemàtics,
és que en si no són proves rigoroses, però si estan ben dissenyades, les seves
il.lustracions ens proporcionen un camí clar i directe cap a la demostració
del resultat al que es refereixen. Per aprofundir una mica més sobre el tema
és aconsellable llegir els treballs ([2, 3, 4, 5, 6, 7]). En particular, en aquests
treballs es parla de demostracions basades en figures, que semblen correctes,
però que porten a un resultat fals. Una de les més famoses, deguda a Lewis
Carroll, apareix al seu treball The Lewis Carroll Picture Book (1899) i sembla
“demostrar” que tot triangle és isòsceles. També és interessant consultar
l’article [16], que té com a subtítol El raonament numèric sembla independent
del llenguatge i comença explicant una broma que solia fer Gauss dient que
ell ja podia calcular quan encara no sabia parlar.

Finalment, voldríem comentar que la sensació que tenim quan ens posem
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davant d’un text en un idioma totalment desconegut, és de ben segur la que
pot tenir una persona que miri una d’aquestes demostracions i no tingui el
bagatge matemàtic adequat per entendre-la. En aquest treball moltes de les
proves són a l’abast de qualsevol persona amb una mínima formació científica,
però unes poques van dirigides a persones amb coneixements matemàtics més
consolidats.

Esperem que el lector (o millor dit l’observador) gaudeixi amb aquesta
aproximació a les demostracions matemàtiques.
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www.mat.uab.cat/matmat

Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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1 Dues sumes fàcils
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Suma dels primers números naturals

n
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1 + 2 + 3 + 4 +⋯ + n = n(n + 1)
2

.
1 + 2 + 3 + · · · + n =

n(n + 1)

2

Proves visuals
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(a + b)
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· (a + b)
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(a + b)2 > 4ab

(a + b)2 = 4ab + (a � b)2

1 + 3 + 5 + 7 + · · · + (2n � 1) = n2

x2 + a x = (x + a/2)2 � (a/2)2

d

1
=

m a + n � bp
1 + m2

arctan(1) + arctan(2) + arctan(3) = ⇡

Z 1
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2
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1 + m2

m a + n � b

y = m x + n

m
(a, b)

a + b

2
>

p
a b

+

a/2

x

Completació de quadrats

Distància d’un punt a una recta

Integral definida

Sèrie geomètrica

Suma de tres angles

Teorema de Pitàgores

a

b

Progressió aritmètica

Mitjanes aritmètica i geomètrica

x

a
a/2

a/2

x + a/2

c

c

1 + 3 + 5 + 7 + · · · + (2n− 1) = n2
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2 Suma d’una sèrie geomètrica

Proves visuals
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3 Suma d’una segona sèrie geomètrica
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6.1 La suma infinita no és commutativa

Per veure amb més detall tota la teoria sobre la suma de sèries de números
reals podeu consultar per exemple [7]. Suposem que volem calcular l’àrea
groga de la Figura 14, suposant que el costat té mida 1.

Figura 14: Una suma infinita convergent.

Del dibuix és clar que

1

8
+ 1

16
+ 1

32
+ 1

64
+⋯ = 1

4
.

A més, l’àrea groga no depèn de l’ordre amb el que agafem els triangles.
Una primera sorpresa associada a sumar infinits nombres és que la suma

de nombres cada cop més petits pot ser infinita. Probablement, l’exemple
més conegut d’aquest fet és el de l’anomenada sèrie harmònica:

S = 1 + 1

2
+ 1

3
+ 1

4
+ 1

5
+ 1

6
+ 1

7
+ 1

8

+ 1

9
+ 1

10
+ 1

11
+ 1

12
+ 1

13
+ 1

14
+ 1

15
+ 1

16
+ 1

17
⋯

= 1 + 1

2
+ (1

3
+ 1

4
) + (1

5
+ 1

6
+ 1

7
+ 1

8
)

+ (1

9
+ 1

10
+ 1

11
+ 1

12
+ 1

13
+ 1

14
+ 1

15
+ 1

16
) + 1

17
+⋯

> 1 + 1

2
+ 1

2
+ 1

2
+ 1

2
+⋯ = ∞ .

Ara bé, tot i que la suma es divergent, es necessiten molts termes per a
sumar un valor gran. Per exemple,

1000∑
k=1

1

k
= 7.48 . . .

1 000 000∑
k=1

1

k
= 14.39 . . .

109∑
k=1

1

k
= 21.30 . . .

MAT 2
MATerials MATemàtics
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La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
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estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
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seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
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1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.
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figura 1
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4 Suma de la sèrie geomètrica de raó 1/n

8

5. Suma de la sèrie geomètrica de raó 1/n8
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5 Suma general d’una sèrie geomètrica

6

Suma general d'una sèrie geomètrica

1 + r + r2 + r3 +⋯⋯ = 1

1 − r, r ∈ (0, 1).

1 r r2 r3

1
r

1 − r
r3r2

α

α
1

cot(α) = 1

1 − r = 1 + r + r2 + r3 +⋯
1

.

cot(α) =
1

1− r
=

1 + r + r2 + r3 + · · ·
1

1 + r + r2 + r3 + · · · = 1

1− r
, r ∈ (0, 1)
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π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.
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B

O
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6 Suma d’una sèrie geomètrica alternada

9

6. Suma d'una sèrie geomètrica alternada

1 1 − 1
3 1 − 1

3 + 1
32

1 − 1
3 + 1

32
− 1

33
1 − 1

3 + 1
32
− 1

33
+ 1

34
1 − 1

3 + 1
32
− 1

33
+ 1

34
− 1

35

1 − 1

3
+ 1

32
− 1

33
+ 1

34
− 1

35
+⋯ = 3

4

1− 1

3
+

1

32
− 1

33
+

1

34
− 1

35
+ · · · = 3

4
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7 Partició d’un quadrat en quadrats diferents
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obtenim tres cercles. En el cas de l’esfera, usant el Teorema de Pitàgores,
tenim un radi

√
R2 − d2 , en el cas del con un radi d i en el del cilindre un radi

R. Per tant, les àrees de les tres seccions, d’esquerra a dreta, són: Sesf :=
π(R2 − d2), Scon := πd2 i Scil = πR2. Així, es compleix Sesf + Scon = Scil.
Com a conseqüència

Volum de l’esfera
2

+ Volum del con = Volum del cilindre.

Per tant, sabent com calcular el volum d’un con i d’un cilindre, ja podem
calcular el volum V de l’esfera a partir de la igualtat anterior:

V

2
+
πR3

3
= πR3.

Obtenim que V = 4π R3/3.

3.3 Quadrats i més quadrats

No és senzill dividir un quadrat en un nombre finit de quadrats més petits,
tots disjunts i diferents, vegeu [29, Cap. 2]. Aquestes construccions es poden
relacionar amb el disseny de certes xarxes elèctriques, vegeu [12]. A l’esquerra
de la Figura 8, donem un quadrat de mida 112×112 subdividit en 21 quadrats
més petits i diferents, tots amb costats enters. Va ser trobat l’any 1978
per Duijvestijn i s’ha demostrat que és el més senzill possible amb aquestes
característiques. El mateix problema però començant amb un rectangle té
solucions més simples, vegeu de nou la mateixa figura, on es mostra un
rectangle 33× 32, trobat l’any 1925 per Moroń, dividit en 9 peces quadrades
diferents, amb costats enters. També se sap que aquesta solució és minimal.
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Figura 8: Quadrat i rectangle dividits en quadrats diferents.

El que és força curiós és que cap prisma rectangular amb costats sencers
es pot dividir en un nombre finit de cubs més petits, tots diferents. Anem
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Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.
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del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica
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sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
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obtenim tres cercles. En el cas de l’esfera, usant el Teorema de Pitàgores,
tenim un radi

√
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π(R2 − d2), Scon := πd2 i Scil = πR2. Així, es compleix Sesf + Scon = Scil.
Com a conseqüència

Volum de l’esfera
2

+ Volum del con = Volum del cilindre.

Per tant, sabent com calcular el volum d’un con i d’un cilindre, ja podem
calcular el volum V de l’esfera a partir de la igualtat anterior:
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= πR3.

Obtenim que V = 4π R3/3.

3.3 Quadrats i més quadrats

No és senzill dividir un quadrat en un nombre finit de quadrats més petits,
tots disjunts i diferents, vegeu [29, Cap. 2]. Aquestes construccions es poden
relacionar amb el disseny de certes xarxes elèctriques, vegeu [12]. A l’esquerra
de la Figura 8, donem un quadrat de mida 112×112 subdividit en 21 quadrats
més petits i diferents, tots amb costats enters. Va ser trobat l’any 1978
per Duijvestijn i s’ha demostrat que és el més senzill possible amb aquestes
característiques. El mateix problema però començant amb un rectangle té
solucions més simples, vegeu de nou la mateixa figura, on es mostra un
rectangle 33× 32, trobat l’any 1925 per Moroń, dividit en 9 peces quadrades
diferents, amb costats enters. També se sap que aquesta solució és minimal.
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de la Universitat Autònoma de Barcelona
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directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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10 Màxim comú divisor

48 Gemmes matemàtiques

s xn
xn+1

y = f(x)

y = f(xn) + f ′(xn)(x− xn)

Figura 29: Mètode de Newton.

6.2 Càlcul dinàmic del màxim comú divisor

En el seu engrescador treball Cooking the Classics ([102]), Ian Stewart mostra
una manera de calcular el màxim comú divisor a partir d’un sistema dinàmic
discret (SDD) que reproduïm a continuació. Aquest mètode és una reformu-
lació del mètode usat a la Grècia clàssica conegut com anthyphaeresis. En
aquest mètode es parteix d’un rectangle amb costats els dos números donats
i es tracta d’eliminar el màxim nombre possible de quadrats (amb costat el
més petit dels del rectangle) fins arribar a un nou rectangle on ja no es pot
seguir, després continuar amb el mateix procediment començant amb el nou
rectangle i anar fent el mateix fins arribar al conjunt buit, vegeu la Figura 30.

161

161 42

7 35

35

42

Figura 30: El màxim comú divisor de 203 i 161 és 7.

Dinàmicament, considerem l’aplicació no invertible F : N2 → N2,

F (x, y) =
(

max(x, y)−min(x, y),min(x, y)
)
,

Algoritme d’Euclides

203− 161 · 1 = 42

161− 42 · 3 = 35

42− 35 · 1 = 7

35− 7 · 5 = 0

⇓
mcd(203, 161) = 7
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11 Quocients de Galileu
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de la Universitat Autònoma de Barcelona
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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12. Números de Fibonacci
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n−1
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1 + F 2

2 + F 2
3 +⋯ + F 2
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1 + F 2

2 + F 2
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n = FnFn+1
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13 Números triangulars

Tn = 1 + 2 + 3 + 4 + · · · + (n− 1) + n

T2n = 3Tn + Tn−1

T2n+1 = 3Tn + Tn+1
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.
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14 Àrea d’un quadrat
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Àrea d'un quadrat
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1
2
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1
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Proof:

Prova:
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts
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π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.
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16 Triangle equilàter inscrit en un quadrat
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Triangle equilàter inscrit en un quadrat

π
3

Construcció basada la donada per Abu-l-Wafà (940-998)
Construcció basada en la donada per Abu-l-Wafà (940-998)
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trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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18 Mètode de Newton per a calcular
√
a

12

Mètode de Newton per a calcular
√
a

√
a

y = a/x y = x

xn xn+1 a/xn
xn+1 = xn + a/xn2

= x2n + a
2xn

,

∣xn+1 −√
a ∣ ≤ ∣xn −√

a ∣
2

⇒ lim
n→∞xn = √

a.

xn+1 =
xn + a/xn

2
=
x2n + a

2xn

Convergència quadràtica:

2xnxn+1 = x2n + a ⇒ 2xn
(
xn+1 −

√
a
)
=
(
xn −

√
a
)2

⇓

xn+1 −
√
a =

(
xn −

√
a
)2

2xn
⇓

lim
n→∞

xn =
√
a
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19 La fracció mediant de dues fraccions

c

aa

b d

d

a

b
<
c

d
=⇒ a

b
<
a + c

b + d
<
c

d

Identitat de Cassini per als números de Fibonacci:

F 2
2n − F2n+1F2n−1 = −1 < 0 ⇒ F2n

F2n−1
<
F2n+1

F2n

⇓
F2n

F2n−1
<
F2n+2

F2n+1
<
F2n+1

F2n

⇓

F2n

F2n−1
<
F2n+2

F2n+1
< · · · < F2n+3

F2n+2
<
F2n+1

F2n
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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20 La raó àuria-I
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La raó àuria-I

ϕ = 1 +√
5

2
=
√

1 +√
1 +√

1 +√
1 +⋯.

y = √
1 + x

y = x

0 x1 x2 x3

ϕ

x1 = √
1, x2 = √

1 +√
1, x2 =

√
1 +√

1 +√
1,

x3 =
√

1 +√
1 +√

1 +√
1, . . .

x1 =
√
1 , x2 =

√
1 +

√
1 , x3 =

√
1 +

√
1 +

√
1 ,

x4 =

√

1 +

√
1 +

√
1 +

√
1 , . . .

φ =
1 +

√
5

2
=

√

1 +

√
1 +

√
1 +

√
1 + · · ·
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21 La raó àuria-II
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21. La raó àuria-II

ϕ = 1 +√
5

2
= 1 + 1

1 + 1
1+ 1

1+⋯

ϕ

y = 1 + 1
x y = x

x1 x3 x2

x1 = 1, x2 = 1 + 1

1
, x3 = 1 + 1

1 + 1
1

,

x1 = 1, x2 = 1 +
1

1
, x3 = 1 +

1

1 + 1
1

,

x4 = 1 +
1

1 + 1
1+1

1

, . . .

φ =
1 +

√
5

2
= 1 +

1

1 + 1
1+ 1

1+···
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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22 Dos quadrats
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22. Dos quadrats

A

S

⇓⇓
S =

2A

5
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23 Relacions entre quatre mitjanes

17

Relacions entre quatre mitjanes

a b

a + b
2

√
ab

2ab
a+b

√
a2+b2
2

2ab

a + b ≤
√
ab ≤ a + b

2
≤
√
a2 + b2

2
.

2ab

a + b =
√
ab = a + b

2
=
√
a2 + b2

2
⇐⇒ a = b.

2ab

a + b
⩽

√
ab ⩽ a + b

2
⩽
√
a2 + b2

2

2ab

a + b
=
√
ab =

a + b

2
=

√
a2 + b2

2
⇔ a = b
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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24 Infinites ternes Pitagòriques
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24. Infinites ternes Pitagòriques

1 `

1

`

(` + 1)2 = `2 + 2` + 1.

` = 2m⇒ (2m+1)2 = 2k+1, k = 2m(m+1),
` = k⇒ (k + 1)2 = k2 + 2k + 1

(ℓ + 1)2 = ℓ2 + 2 ℓ + 1

ℓ = 2m⇒ (2m + 1)2 = 2k + 1, k = 2m(m + 1)

ℓ = k ⇒ (k + 1)2 = k2 + 2k + 1

⇓

(
2m(m + 1) + 1

)2
=
(
2m(m + 1)

)2
+ (2m + 1)2
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25 Suma dels angles d’un triangle o d’un quadrilà-
ter

28

25. Suma dels angles d'un triangle

α
γ

β

α γ

α + β + γ = π
α + β + γ = π

28

25. Suma dels angles d'un triangle

α
γ

β

δ

α + β + γ = π

28

25. Suma dels angles d'un triangle

α
γ

β

δ

α + β + γ = π
α + β + γ + δ = 2π
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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26 Suma dels angles d’una estrella de 5 puntes
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α1

α2

α3

α4

α5

Figura 10: Estrella de cinc puntes: α1 + α2 + α3 + α4 + α5 = π.

α1

α2

α3

α4

α5

π − α1

π − α2

π − α3

π − α4

π − α5

0©

1©

2©

3©

4©

5©

6©

7©

8©

9©

Figura 11

les cinc puntes han sigut π − α3, π − α5, π − α2, π − α4 i π − α1. Per tant,
(
π − α1

)
+
(
π − α2

)
+
(
π − α3

)
+
(
π − α4

)
+
(
π − α5

)
= 4π,
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1

0○ −→ 1○ −→ 2○ −→ · · · −→ 8○ −→ 9○ −→ 0○
(el vector ha fet en total 2 voltes)

(π − α1) + (π − α2) + (π − α3)

+ (π − α4) + (π − α5) = 4π

⇓

α1 + α2 + α3 + α4 + α5 = π

NOTA: Usant la mateixa idea obtenim que la suma de tots
els angles interiors d’un polígon de n costats és (n− 2)π
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punts, hi ha un nombre finit de rectes passant per dos d’aquests, hi ha sempre
una recta ` i un punt P del conjunt de punts (de nou, no necessàriament
únics) tals, que la distància d de P a ` és la més petita possible. Sigui P ′ el
punt de ` més proper a P, vegeu la construcció de la dreta de la Figura 12.
Si a ` només hi ha dos punts del conjunt inicial de punts, ja hem acabat.
Suposarem, per tal d’arribar a contradicció, que ` conté com a mínim 3
punts, que denotarem per A, B i C. A més, com a mínim dos d’ells (diem B
i C), són a un mateix costat de ` \ {P ′}. Finalment, considerem la recta m
que passa per C (el punt més allunyat de P ′ dels dos) i P. Sigui c la distància
entre B i m. Com que els triangles rectangles P ′PC i B′BC són semblants
és fàcil veure que c < d, fet que contradiu la minimalitat de d.

3.6 Arc capaç i molt més que Pitàgores

Prenem dos punts A i B sobre una circumferència de manera que l’arc que
formen és 2α. Aleshores, es pot demostrar que qualsevol punt C de la mateixa
circumferència, i fora d’aquest arc, és tal que l’angle ACB és α, vegeu el gràfic
de l’esquerra de la Figura 13. Es diu que els punts C formen l’arc capaç del
segment AB amb angle α. Així, el segment AB és veu sota un mateix angle
α des dels punts d’aquest arc capaç.

A

Bα

α

2α

β

π − 2β

β

π − 2γ

γ

γ
π − 2δ

δ

δ

Figura 13: Arc capaç.

A més, els punts de l’arc capaç i els seus simètrics respecte de la recta
AB, són els únics punts del pla des dels que el segment AB és veu sota aquest
angle.

Per a demostrar les afirmacions anteriors fem la construcció de la dreta de
la Figura 13. En aquesta figura suposem que el centre de la circumferència
que passa pels tres punts és dins del triangle. El cas en que el centre és fora

MAT 2
MATerials MATemàtics
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1

Prova:
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punts, hi ha un nombre finit de rectes passant per dos d’aquests, hi ha sempre
una recta ` i un punt P del conjunt de punts (de nou, no necessàriament
únics) tals, que la distància d de P a ` és la més petita possible. Sigui P ′ el
punt de ` més proper a P, vegeu la construcció de la dreta de la Figura 12.
Si a ` només hi ha dos punts del conjunt inicial de punts, ja hem acabat.
Suposarem, per tal d’arribar a contradicció, que ` conté com a mínim 3
punts, que denotarem per A, B i C. A més, com a mínim dos d’ells (diem B
i C), són a un mateix costat de ` \ {P ′}. Finalment, considerem la recta m
que passa per C (el punt més allunyat de P ′ dels dos) i P. Sigui c la distància
entre B i m. Com que els triangles rectangles P ′PC i B′BC són semblants
és fàcil veure que c < d, fet que contradiu la minimalitat de d.

3.6 Arc capaç i molt més que Pitàgores

Prenem dos punts A i B sobre una circumferència de manera que l’arc que
formen és 2α. Aleshores, es pot demostrar que qualsevol punt C de la mateixa
circumferència, i fora d’aquest arc, és tal que l’angle ACB és α, vegeu el gràfic
de l’esquerra de la Figura 13. Es diu que els punts C formen l’arc capaç del
segment AB amb angle α. Així, el segment AB és veu sota un mateix angle
α des dels punts d’aquest arc capaç.
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B

C
α

α

2α

β

π − 2β

β

π − 2γ

γ

γ
π − 2δ

δ

δ

Figura 13: Arc capaç.

A més, els punts de l’arc capaç i els seus simètrics respecte de la recta
AB, són els únics punts del pla des dels que el segment AB és veu sota aquest
angle.

Per a demostrar les afirmacions anteriors fem la construcció de la dreta de
la Figura 13. En aquesta figura suposem que el centre de la circumferència
que passa pels tres punts és dins del triangle. El cas en que el centre és fora
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1

2π = (π − 2β) + (π − 2γ) + (π − 2δ)

⇓
π − 2γ = 2(β + δ)
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www.mat.uab.cat/matmat

Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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28 Sinus de l’angle doble
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Sinus de l'angle doble

2 cos(α)

2
sin(α)

1

1

1

1

α α

2α

sin(2α)

A = 2 cos(α) × 2 sin(α)
2

,

A = 2 × sin(2α)
2

.

⇓
sin(2α) = 2 sin(α) cos(α).

A =
2 cos(α) · 2 sin(α)

2

A =
2 · sin(2α)

2
⇓

sin(2α) = 2 sin(α) cos(α)
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29 Tangent de l’angle meitat
2 ARMENGOL GASULL

1
si
n
(α)

cos(α) 1 − cos(α)
α

2

π − α
2α

π − α

α

2

α

2
π
2−α

1
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tan
(α
2

)
=

sin(α)

1 + cos(α)
=

1− cos(α)

sin(α)
PROOF WITHOUT WORDS: TANGENT OF π/8.
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√
2

1

√
2 − 1

π

4

3π

8

π
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Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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30 Una relació entre tangents
26

Una relació entre tangents

1

tan(α) + tan(β)

tan(α) tan(β)

(tan
(α)

+ta
n
(β))

ta
n
(γ)

ta
n
(α)

ta
n
(β)α

α
β
γ

sec(α) tan(β)

se
c(α)

α,β, γ > 0 & α + β + γ = π
2

⇓
tan(α) tan(β) + tan(β) tan(γ)+ tan(γ) tan(α) = 1.

α, β, γ > 0 & α + β + γ =
π

2
⇓

1 = tan(α) tan(β) + tan(β) tan(γ)

+ tan(γ) tan(α)
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31 Dues fórmules de tipus Machin

π

4
= arctan

(
1

2

)
+ arctan

(
1

3

)

Proves visuals

= 2
(a b)

2
+

c2

2

+
c2 = a2 + b2

Àrea =
(a + b)

2
· (a + b)
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b

b
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1

4
+

✓
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✓
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◆3

+ · · · =
1

3

(a + b)2 > 4ab

(a + b)2 = 4ab + (a � b)2

1 + 3 + 5 + 7 + · · · + (2n � 1) = n2

x2 + a x = (x + a/2)2 � (a/2)2

d

1
=

m a + n � bp
1 + m2

arctan(1) + arctan(2) + arctan(3) = ⇡

Z 1

a

p
1 � x2 dx =

arccos(a)

2
� a

p
1 � a2

2

a 1

1 d

p
1 + m2

m a + n � b

y = m x + n

m
(a, b)

a + b

2
>

p
a b

+

a/2

x

Completació de quadrats

Distància d’un punt a una recta

Integral definida

Sèrie geomètrica

Suma de tres angles

Teorema de Pitàgores

a

b

Progressió aritmètica

Mitjanes aritmètica i geomètrica

x

a
a/2

a/2

x + a/2

c

c

arctan(1) + arctan(2) + arctan(3) = π
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Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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32 Fórmules de Hutton i Strassnitzky

Hutton (1776):

π

4
= 2 arctan

(
1

3

)
+ arctan

(
1

7

)

Strassnitzky(1844):

π

4
= arctan

(
1

2

)
+ arctan

(
1

5

)
+ arctan

(
1

8

)
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33 Identitat d’Euler per a arctangents

37

34. Identitat d'Euler per a arctangents

a(a + b) 1

a(a + b) + 1

a
+b

a

b

√ 1
+ a2

√
1 + a 2(a + b)

βα

γ

π
2 − γ

γ

tan(α) =
√
1 + a2√

1 + a2(a + b) =
1

a + b,
tan(β) = b

a2 + ab + 1
, tan(γ) = 1

a
,

γ = α + β,⇓
arctan(1

a
) = arctan( 1

a + b) + arctan( b

a2 + ab + 1
) .

tan(α) =

√
1 + a2√

1 + a2 (a + b)
=

1

a + b

tan(β) =
b

a2 + ab + 1
, tan(γ) =

1

a
γ = α + β

⇓

arctan

(
1

a

)
= arctan

(
1

a + b

)

+ arctan

(
b

a2 + ab + 1

)
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Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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34 Distància d’un punt a una recta

1

ma+ n− b

√
1 +m2m

d

y = mx+ n

(a, b)

d

1
=
ma + n− b√

1 +m2

Aplicació: fites d’una funció
38

38

(cos(t), sin(t))
1

t

dt

x2 + y2 = 1

px + qy = 0

35. Equació de segon grau

Proves visuals
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1 + 3 + 5 + 7 + · · · + (2n � 1) = n2

x2 + a x = (x + a/2)2 � (a/2)2

d

1
=

m a + n � bp
1 + m2

arctan(1) + arctan(2) + arctan(3) = ⇡

Z 1

a

p
1 � x2 dx =

arccos(a)

2
� a

p
1 � a2

2

a 1

1 d

p
1 + m2

m a + n � b

y = m x + n

m
(a, b)

a + b

2
>

p
a b

+

a/2

x

Completació de quadrats

Distància d’un punt a una recta

Integral definida

Sèrie geomètrica

Suma de tres angles

Teorema de Pitàgores

a

b

Progressió aritmètica

Mitjanes aritmètica i geomètrica

x

a
a/2

a/2

x + a/2

c

c

dt ≤ 1⇓∣p cos(t)+q sin(t)∣√
p2+q2 ≤ 1

⇓

−
√
p2 + q2 ⩽ p cos(t) + q sin(t) ⩽

√
p2 + q2
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35 Equació de segon grau

b

b/2

b/2

b/2

x x x+ b/2

x2 + b x + c = (x + b/2)2 − (b/2)2 + c

⇓
x2 + b x + c = 0 ⇐⇒ (x + b/2)2 = (b/2)2 − c

⇓

x +
b

2
= ±

√(
b

2

)2

− c

⇓

x =
−b±

√
b2 − 4 c

2
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Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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36 Proves del Teorema de Pitàgores
41

a b

b
a

c2

b2

a2

c

4
ab

2
+ c2 = 4

ab

2
+ a2 + b2 ⇒ a2 + b2 = c2

b

b

a

c

c
a a+ b

2
· (a+ b) = 2

(a+ b)

2
+
c2

2
⇓

c2 = a2 + b2



Armengol Gasull 41

37 Un “Teorema de Pitàgores” per inversos

b

h

c

a

c h

2
=
a b

2
⇓

h =
a b

c

y × 1

a b

1/a

1/h

1/b

⇓
(
1

a

)2

+

(
1

b

)2

=

(
1

h

)2
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Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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38 Quatre triangles amb la mateixa àrea

a

T

a

a

a

T1
T2

T3

h

a a

T =
a h

2
= T1

T = T1 = T2 = T3
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39 Un divertiment
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√
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Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
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L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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40 Lúnules d’Hipòcrates

A1

A2

B
T. de Pitàgores

⇓
A1 + A2 = B

B

L2

L1
T

L1 + L2 + (B − T ) = A1 + A2 = B

⇓
L1 + L2 = T
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41 Teorema de Viviani

a

ℓ
ℓ

ℓ

ℓ

ℓ
h

c

c
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2
=
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2
+
ℓ b

2
+
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Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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42 Números de Fibonacci, π i la raó àuria
2 ARMENGOL GASULL

Fn+1αn
βn

Fn+1
Fn

Fn−1

Fn+2
Fn
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nyola del Vallès (Barcelona), Spain.
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4
= αn + βn = arctan

(
Fn

Fn+1

)
+ arctan

(
Fn−1

Fn+2

)

F0 = 0, F1 = 1

Fm+2 = Fm + Fm+1, m ⩾ 0,

φ = (1 +
√
5 )/2

⇒




Fm =

φm − (−φ)−m

√
5

lim
m→∞

Fm+1/Fm = φ

⇓ (n −→ ∞)

π

4
= arctan

(
1

φ

)
+ arctan

(
1

φ3

)

⇕
3π

4
= arctan (φ) + arctan

(
φ3
)
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43 Suma de quadrats-I

8 Gemmes matemàtiques

1.7 Algunes proves sense paraules

Les quatre proves presentades i moltes més es poden trobar a [75, 76]. Els
famosos números de Fibonacci Fn que, recordem, venen definits per les con-
dicions Fn = Fn−1 + Fn−2, amb F0 = 0, F1 = 1, o els números triangulars
Tn = 1 + 2 + · · ·+ n, satisfan certes relacions. Per exemple

F 2
n+1 = 4FnFn−1 + F 2

n−2, T2n = 3Tn + Tn−1.

Tot i que no és gens difícil demostrar-les analíticament, la Figura 2 ens dona
proves sense paraules de les mateixes.

Fn+1

Fn−1 Fn

Fn−2

Figura 2: Números de Fibonacci i números triangulars.

Una prova sense paraules de

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(n+ 1/2)

3
, (1)

es mostra a la Figura 3. No és difícil demostrar (1) usant inducció. Aquí la
bellesa no està pas en en resultat, sinó en la prova visual.

n + 1
2

n

n

n + 1

n + 1n + 1
n

n

Figura 3: Suma dels quadrats.

12 + 22 + 32 + · · · + n2 =
n(n + 1)(n + 1/2)

3
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Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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44 Suma de quadrats-II

32

Suma de quadrats-II

32

Suma de quadrats-II

1

2 2

3 3 3

4 4 4 4

⋯
n n ⋯ ⋯ n n

3(12 + 22 + 32 +⋯ + n2)
= (2n+1)(1+2+3+⋯+n) = (2n+1)n(n + 1)

2
.

32

Suma de quadrats-II

1

2 2

3 3 3

4 4 4 4

⋯
n n ⋯ ⋯ n n

3(12 + 22 + 32 +⋯ + n2)
= (2n+1)(1+2+3+⋯+n) = (2n+1)n(n + 1)

2
.

32

Suma de quadrats-II

1

2 2

3 3 3

4 4 4 4

⋯
n n ⋯ ⋯ n n

3(12 + 22 + 32 +⋯ + n2)
= (2n+1)(1+2+3+⋯+n) = (2n+1)n(n + 1)

2
.

1

2 2

3 3 3

⋯ ⋯
n − 1 n − 1 ⋯ n − 1 n − 1

n n ⋯ ⋯ n n

33

n

n n − 1

⋰ n − 1

⋰ ⋰ ⋰ 3

n n − 1 ⋰ 3 2

n n − 1 3 2 1

3(12 + 22 + 32 +⋯ + n2)
= (2n+1)(1+2+3+⋯+n) = (2n+1)n(n + 1)

2
.

⇓

34

n

n − 1 n

n − 1

3

⋱
⋱ ⋱⋱

2 3 ⋱ n − 1 n

1 2 3 n − 1 n

12 + 22 + 32 +⋯ + n2 = n(n + 1)(2n + 1)
6

.35

2n + 1

2n + 1 2n + 1

2n + 1 2n + 1 2n + 1

⋯ ⋯
2n + 1 2n + 1 ⋯ 2n + 1 2n + 1

2n + 1 2n + 1 ⋯ ⋯ 2n + 1 2n + 1

Suma de cubs

(13 + 23 +⋯ + n3) = (1 + 2 +⋯ + n)2

3
(
12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

)
= (2n+ 1)(1 + 2 + 3 + · · ·+ n)

= (2n+ 1)
n(n+ 1)

2

⇓

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
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També és curios observar que tot nombre parell perfecte és la suma dels primers
2n − 1 nombres enters i també, si és més gran que 6, la suma de tots els senars al
cub �ns a 2(n+1)/2 − 1. Per exemple,

6 =21(22 − 1) = 1 + 2 + 3,

28 =22(23 − 1) = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 13 + 33,

496 =24(25 − 1) = 1 + 2 + 3 +⋯ + 29 + 30 + 31 = 13 + 33 + 53 + 73,

8128 =26(27 − 1) = 1 + 2 + 3 +⋯ + 126 + 127 = 13 + 33 + 53 +⋯ + 133 + 153,

33550336 =212(213 − 1) = 1 + 2 + 3 +⋯ + 8190 + 8191 = 13 + 33 + 53 +⋯ + 1253 + 1273.

12 ARMENGOL GASULL

cub �ns a 2(n+1)/2 − 1. Per exemple,

6 =21(22 − 1) = 1 + 2 + 3,

28 =22(23 − 1) = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 13 + 33,

496 =24(25 − 1) = 1 + 2 + 3 +⋯ + 29 + 30 + 31 = 13 + 33 + 53 + 73,

8128 =26(27 − 1) = 1 + 2 + 3 +⋯ + 126 + 127 = 13 + 33 + 53 +⋯ + 133 + 153,

33550336 =212(213 − 1) = 1 + 2 + 3 +⋯ + 8190 + 8191 = 13 + 33 + 53 +⋯ + 1253 + 1273.

1

Figura 4. Prova sense paraules d'una fórmula per trobar la suma dels cubs.

13
23

33

43

53

1
3

4

5

2

Aquesta segona propietat és deguda a que

n∑
k=1k

3 = ( n∑
k=1k)

2 = (n(n + 1)
2

)2 = n2(n + 1)2
4

,

vegeu la Figura 4. Per tant,

13 + 33 +⋯ + (2m − 1)3 =(13 + 23 +⋯ + (2m)3) − (23 + 43 +⋯ + (2m)3)
=(2m)2(2m + 1)2

4
− 23m

2(m + 1)2
4

=m2(2m2 − 1).

Figura 4. Prova sense paraules d'una fórmula per trobar la suma dels cubs.

Aquesta segona propietat és deguda a que

n∑
k=1k

3 = ( n∑
k=1k)

2 = (n(n + 1)
2

)2 = n2(n + 1)2
4

,

vegeu la Figura 4. Per tant,

13 + 33 +⋯ + (2m − 1)3 =(13 + 23 +⋯ + (2m)3) − (23 + 43 +⋯ + (2m)3)
=(2m)2(2m + 1)2

4
− 23m

2(m + 1)2
4

=m2(2m2 − 1).
Així, prenent m2 = 2n−1 obtenim el resultat desitjat. La major part dels resultats
presentats en aquesta secció han estat extrets de l'excel.lent survey [113].
No se sap si hi ha nombres perfectes senars. En cas d'existir haurien de ser més

grans que 101500, vegeu [89].

Conjectura d'Erdös�Strauss. Per a tot 2 < k ∈ N hi ha tres nombres naturals
`,m i n tals que

4

k
= 1

`
+ 1

m
+ 1

n
.

Paul Erdös i Ernst G. Strauss van formular aquesta conjectura el 1948, vegeu [39]
i les seves referències. Està relacionada amb les anomenades fraccions egípcies que

13 + 23 + · · · + n3 =
(
1 + 2 + · · · + n

)2

=

(
n(n + 1)

2

)2

=
n2(n + 1)2

4

⇓

13 + 23 + · · · + n3 =
n2(n + 1)2

4
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www.mat.uab.cat/matmat

Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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Suma de la derivada d'una sèrie geomètrica

S = ∞∑
k=1kr

k = r(1 − r)2, k ∈ (0, 1).

r r2 r3 r5

1

1

1

1

1

S = r + r2 + r3 +⋯
.

S = ∞∑
k=1kr

k = ∞∑
k=1

⎛⎝
∞∑
m=k r

m⎞⎠
= ∞∑
k=1 r

k ⎛⎝
∞∑
j=0 r

j⎞⎠ = r

1 − r × 1

1 − r = r(1 − r)2.
S =

∞∑

k=1

k rk =

∞∑

k=1

( ∞∑

m=k

rm

)

=

∞∑

k=1

rk




∞∑

j=0

rj




=
r

1− r
· 1

1− r
=

r

(1− r)2

S =

∞∑

k=1

k rk =
r

(1− r)2
, k ∈ (0, 1)
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40 Gemmes matemàtiques

4 Conjunts

4.1 Una aplicació bijectiva entre [0, 1] i (0, 1)

Encara que d’entrada pot semblar sorprenent hi ha aplicacions bijectives en-
tre l’interval tancat [0, 1] i l’interval obert (0, 1). Les seves diferencies topo-
lògiques fan que aquestes aplicacions no puguin ser contínues. Tot seguit, en
construirem una ([46]), però és un exercici força estimulant intentar fer-ho per
un mateix. Fixem una successió creixent de punts a (0, 1), x1, x2, . . . , xn,. . . .
Aleshores construïm la bijecció f : [0, 1]→ (0, 1) com segueix:

f(1) = x1,

f(0) = x2,

f(x1) = x3,

f(xn) = xn+2 per a n ≥ 1

i

f(x) = x en qualsevol altre cas

(vegeu la Figura 24).
Armengol Gasull 13

. . .

. . .

Figura 8: Bijecció entre [0,1] i (0,1).
Teorema de Cantor-Bernstein-Schröeder. Siguin S i T dos conjunts.
Si hi ha una aplicació injectiva de S a T i una aplicació injectiva de T a S,
aleshores, també hi ha una aplicació bijectiva entre S i T .

T

S T

S

Figura 9: Il.lustració del Teorema de Cantor-Bernstein-Schröeder.

Usant aquest teorema podem considerar g ∶ (0,1) Ð→ [0,1], amb g(x) = x,
i h ∶ [0,1] Ð→ (0,1) donada per h(x) = 1/2+x/4, que són clarament injectives.
El teorema anterior assegura l’existència d’una f ∶ [0,1] → (0,1) bijectiva,
tal i com volíem veure, tot i que no en tenim cap descripció explícita.

(iv) Hi ha un subconjunt de R molt interessant anomenat conjunt de Cantor,
K, o també pols de Cantor, que té les dues propietats següents:

● Té longitud zero,

● Té la mateixa cardinalitat que R.

La seva construcció és com segueix: Prenem l’interval K0 = [0,1] i li
traiem el seu interval obert central (1/3,2/3). El conjunt obtingut K1 =[0,1] ∖ (1/3,2/3) està format per dos intervals tancats. Ara fem el mateix
amb els dos intervals de K1 per tal d’obtenir el conjunt

K2 = [0, 1

9
] ∪ [2

9
,
3

9
] ∪ [6

9
,
7

9
] ∪ [8

9
,1] .
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Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
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L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1

Figura 24: Funció bijectiva entre [0, 1] i (0, 1).

En general, construir una bijecció explícita entre dos conjunts, pels quals
se sospita que existeix, és una feina complicada. Hi ha un resultat que ens
permet provar l’existència d’aquesta aplicació, sense necessitat de construir-
la, el Teorema de Cantor-Bernstein-Schröeder. Aquest teorema diu que, do-
nats dos conjunts qualssevol S i T , si hi ha una aplicació injectiva de S a
T i una aplicació injectiva de T a S, aleshores també hi ha una aplicació
bijectiva entre S i T . Vegeu una il.lustració de les seves hipòtesis a la Fi-
gura 25. Per tant, per exemple, a partir de les dues aplicacions injectives

f : [0, 1] −→ (0, 1)

0 < x1 < x2 < · · · < xn < · · · < 1, lim
n→∞

xn = 1

f (1) = x1, f (0) = x2, f (xn) = xn+2, n ≥ 2

f (x) = x si x /∈ {0, 1, x1, x2, . . . , xn, . . .}
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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π
(
R2 − d2

)
+ πd2 = πR2

⇓

V

2
+
πR2 ·R

3
= πR2 ·R

⇓

V =
4

3
π R3
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Dues integral trigonomètriques

0 x π/20

1

si
n
2 (x)

cos 2(x)

∫ π/2
0

sin2(x)dx + ∫ π/2
0

cos2(x)dx = π
2
.

(cos(π/2 − x) = sin(x)) ⇓
∫ π/2
0

sin2(x)dx = ∫ π/2
0

cos2(x)dx = π
4
.

∫ π/2

0

sin2(x) dx +

∫ π/2

0

cos2(x) dx =
π

2

(cos(π/2− x) = sin(x)) ⇓

∫ π/2

0

sin2(x) dx =

∫ π/2

0

cos2(x) dx =
π

4
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Publicació electrònica de divulgació del Departament de Matemàtiques
de la Universitat Autònoma de Barcelona
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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50 Una integral definida

a 1

∫ 1

a

√
1− x2 dx =

arccos(a)

2
− a

√
1− a2

2
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52. Primitiva de la funció inversa

a b

f−1(a)
f−1(b)

A

B

y = f−1(x)

A = bf−1(b) − af−1(a) −B
∫ b

a
f−1(x)dx = xf−1(x)∣b

a
− ∫ f−1(b)

f−1(a) f(y)dy
= (x ln(x) − F (f−1(x)))∣b

a
−

where F ′(x) = f(x).⇓
∫ b

a
ln(x)dx = (x ln(x) − x)∣b

a

A = b f−1(b)− a f−1(a)−B

∫ b

a

f−1(x) dx = xf−1(x)
∣∣∣
b

a
−
∫ f−1(b)

f−1(a)

f(y) dy

=
(
xf−1(x)− F

(
f−1(x)

))∣∣∣
b

a
,

on F ′(x) = f(x)

Aplicacions

∫ b

a

ln(x) dx = (x ln(x)− eln(x))
∣∣∣
b

a
= (x ln(x)− x)

∣∣∣
b

a

∫ b

a

arctan(x) dx =
(
x arctan(x)

− ln(| cos(arctan(x))|
)∣∣∣
b

a

=
(
x arctan(x)− 1

2
ln(1 + x2)

)∣∣∣
b

a
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fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
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trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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Relacions entre integrals

x a0

y

f(a)

0

y = f(x)
x = f−1(y)

∫ a

0
f(x)dx + ∫ f(a)

0
f−1(x)dx = af(a).

⇓
∫ 1

0
xα dx + ∫ 1

0
x1/α dx = 1,

∫ π/2
0

sin(x)dx + ∫ 1

0
arcsin(x)dx = π/2,

∫ 1

0
(ex − 1)dx + ∫ e−1

0
log(1 + x)dx = e − 1.

a > 0, f (0) = 0 & f contínua i creixent

∫ a

0

f (x) dx +

∫ f(a)

0

f−1(x) dx = af (a)

⇓
∫ 1

0

xα dx +

∫ 1

0

x1/α dx = 1

∫ π/2

0

sin(x) dx +

∫ 1

0

arcsin(x) dx = π/2

∫ 1

0

(
ex − 1

)
dx +

∫ e−1

0

log(1 + x) dx = e− 1
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Desigualtat de Young

51

Desigualtat de Young

0 x a
0

y

b

x = f−1(y)

y
=f(

x
)

0 x a
0

y
b

x = f−1(y)

y
=f(

x
)

∫ a

0
f(x)dx + ∫ f(a)

0
f−1(x)dx = af(a).

51

Desigualtat de Young

0 x a
0

y

b

x = f−1(y)

y
=f(

x
)

0 x a
0

y
b

x = f−1(y)

y
=f(

x
)

∫ a

0
f(x)dx + ∫ f(a)

0
f−1(x)dx = af(a).

b ≥ f(a) b ≤ f(a)

a, b > 0, f(0) = 0 & f continua i creixent

⇓
ab ≤ ∫ a

0
f(x)dx + ∫ b

0
f−1(x)dx.

ab = ∫ a

0
f(x)dx+∫ b

0
f−1(x)dx⇐⇒ a = b.

a, b > 0, f (0) = 0 & f contínua i creixent

⇓

a b ⩽
∫ a

0

f (x) dx +

∫ b

0

f−1(x) dx

a b =

∫ a

0

f (x) dx +

∫ b

0

f−1(x) dx⇐⇒ b = f (a)
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www.mat.uab.cat/matmat

Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.

A

B

O

figura 1
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Fórmula de Viète

α α
α T2α

Tα

Tα

1

T2α = sin(α) cos(α) = sin(2α)/2.
An = àrea polígon de 2n+1 costats.

An

An+1 = T2α2Tα
= sin(α) cos(α)

sin(α) = cos(α), α = π

2n+1 .

{ dn = 2 cos (π/2n+1),
2 cos(x/2) = √

2 + 2 cos(x) Ô⇒ dn+1 = √
2 + dn, d1 = √

2.

An+1 = 2

dn
An Ô⇒ An = A1

n∏
j=1

2

dj
Ô⇒ A1

∞∏
j=1

2

dj
= π.

2

π
= √

2

2
×
√
2 +√

2

2
×
√
2 +√

2 +√
2

2
×
√

2 +√
2 +√

2 +√
2

2
×⋯

T2α = sin(α) cos(α) = sin(2α)/2, 0 < α < π/2

An = àrea del polígon inscrit de 2n+1 costats, A1 = 2

An

An+1
=

T2α
2Tα

=
sin(α) cos(α)

sin(α)
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Trigonometria esfèrica i hiperbòlica
Joan Girbau

L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfèrica i l’altra, a la hiperbòlica. La primera està adreçada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera tècnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.

1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.
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figura 1
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