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55 proves sense paraules

Armengol Gasull

Les proves basades en figures sén un recurs utilitzat sovint per molts
professors a les seves classes. La seva utilitat esta avalada, apart de per les
propies experiéncies, pel coneixement popular recollit a la frase: “Una imatge
val més que mil paraules”.

En aquest treball fem un petit recull de proves de resultats matematics
en els que la seva demostracié ve suggerida per una o varies figures. Aquest
recull no és, ni molt menys exhaustiu, i esta basat en les preferéncies de
I’autor.
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Demostraci6 visual del Teorema de Pitagores per a un triangle rectangle amb catets 3 i 4:
3% +4% =5%
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Anomenem a aquestes demostracions visuals proves sense paraules. Les
primeres amb aquestes caracteristiques ja es troben en les civilitzacions anti-
gues: mesopotamis, xinesos, grecs, egipcis,. . . Per exemple, la figura anterior
presenta una demostracié visual del Teorema de Pitagores amb costats 3,4
i 5, que illustra una edici6 de l'any 1213 del tractat d’astronomia i calcul
conegut com Zhou Bi Suan Jing. Aquest llibre és un dels texts més antics
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de matematica xinesa. El nom Zhou fa referéncia a ’antiga dinastia Zhou
(1046-256 aC). De fet, sense anar tan lluny, podem trobar una prova sense
paraules molt senzilla d’'una propietat que tots tenim ben interioritzada com
és que el producte de dos nimeros és commutatiu, és a dir ab = ba per a
qualsevol parell de ntimeros a, b. Aquest resultat és una conseqiiéncia de dos
altres fets, també molt basics, perd de caire geométric: (i) l’area d’un rec-
tangle es calcula multiplicant la base per l'al¢ada; i (i) U'area d’un rectangle
no canvia si el girem. Resumint, la figura segiient demostra que, donats dos
nimeros positius a i b, es compleix ab = ba.

a

Dos rectangles amb la mateixa area i per tant ab = ba.

Durant els darrers anys les proves sense paraules s’han posat de moda i
n’han aparegut moltissimes. Per exemple a les revistes Mathematics Maga-
zine i The College Mathematics Journal han sortit més de 300 treballs amb
un titol que conté una frase semblant a: “...proof without words...”.

La major part de les proves que es presenten s’han extret dels interessants
llibres |1, 11, 12, 13| de R. B. Nelsen (un d’ells en collaboracié amb C. Alsina)
i de les seves multiples referéncies. També s’han consultat especificament els
treballs |7, 8, 10, 9, 14, 15] i una petita part son originals de Iautor.

Abans de comencar aquest recull, és potser convenient fer una petita
reflexio sobre la segiient pregunta: Sén les demostracions visuals veritables
demostracions? L’opini6é del autor, compartida per molts més matematics,
és que en si no sén proves rigoroses, pero si estan ben dissenyades, les seves
il'lustracions ens proporcionen un cami clar i directe cap a la demostracié
del resultat al que es refereixen. Per aprofundir una mica més sobre el tema
és aconsellable llegir els treballs ([2, 3, 4, 5, 6, 7]). En particular, en aquests
treballs es parla de demostracions basades en figures, que semblen correctes,
pero que porten a un resultat fals. Una de les més famoses, deguda a Lewis
Carroll, apareix al seu treball The Lewis Carroll Picture Book (1899)1sembla
“demostrar” que tot triangle és isosceles. També és interessant consultar
larticle [16], que té com a subtitol El raonament numéric sembla independent
del llenguatge 1 comenga explicant una broma que solia fer Gauss dient que
ell ja podia calcular quan encara no sabia parlar.

Finalment, voldriem comentar que la sensaci6é que tenim quan ens posem
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davant d’un text en un idioma totalment desconegut, és de ben segur la que
pot tenir una persona que miri una d’aquestes demostracions i no tingui el
bagatge matematic adequat per entendre-la. En aquest treball moltes de les
proves sén a l’abast de qualsevol persona amb una minima formacio cientifica,
perd unes poques van dirigides a persones amb coneixements matematics més

consolidats.

Esperem que el lector (o millor dit I'observador) gaudeixi amb aquesta

aproximaci6 a les demostracions matematiques.
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1 Dues sumes facils

1+3+5+7+--+(2n—1) =n’
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2 Suma d’una série geométrica
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3 Suma d’una segona série geométrica

1+1+1+1+ 1
8 16 32 64 4
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4 Suma de la série geométrica de ra6 1/n

b=

¥

1+1+1+1+ 1
6 62 63 64 5
Aq @
9
l
a
1+1+1+1+ 1
9 92 93 04 -8
1+1+1+1+ 1
n n? n> nt T n—1
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5 Suma general d’una série geométrica

l+r+r2+r4+... =
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6 Suma d’una série geométrica alternada

1 1 1

1 1—§ 1—§+3—2
it

1 1 1 1 1 3

e cdre = — b = — oo ==

3732 3334 3 A
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7 Particié d’un quadrat en quadrats diferents

1122 = 22 4+ 42 + 6>+ 7° + 82 4+ 9% + 112
+ 15% + 162 + 17% + 182 + 192

+ 242 4 252 4 272 1 292 4 332

+ 357 + 377 + 422 + 50°
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8 Particié d’un rectangle en quadrats diferents

33-32=124+4°+72+8+9?
+10% + 14% + 15% + 182
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9 Dues desigualtats

Mitjanes aritmética i geométrica

(a+b)*>4ab

=

b
CHQ_ vVab

WV

Desigualtat de Cauchy-Schwarz

][]

lac + bd| < |a| || +|b] |d| < Va? + b2 Ve + d?
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10 Maxim comu divisor

39

LT 1 ]~

35

161

42
161 42

Algoritme d’Euclides

203 — 161 -1 =42

161 —42-3 =35

42-35-1=7

35-7-5=0
4

med(203, 161) = 7
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|
11 Quocients de Galileu

2n

N
W

1 143 143+5  14+3+5+7

3 547 749411 94+11+13+15
1+3+5+---+(2n—1)

Cn+1)+C2n+3)+--+(2n+2n-1)

n? n?

1
(2n)2—n2 302 3

E -ﬁﬁﬁ ...

i3] |

f4nf: 1
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12 Numeros de Fibonacci

Fo=0 k=1 F,o=F,+F,1, n>0

Fn+3

Fn—2
2
Fn—2 F?,
Fy 2
r 7%—1 -1
Fn Fn—l

Fi+Fy+Fi+- + F=F,F
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13 Numeros triangulars

T,=1424+3+4+---+(n—1)+n

T, =31, + T,

T2n+1 =3 Tn + Tn—l—l
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|
14 Area d’un quadrat

DO —
O

DO

Prova:

UNRB



Armengol Gasull

15 Cercles inscrit 1 circumscrit

S=4A

@

Prova:
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16 Triangle equilater inscrit en un quadrat

\
\
\\\
\\\\\
T \
3 \
|
I
|

Construccio basada en la donada per Abu-1-Wafa (940-998)
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17 Dodecagons i 7

A=3r?

3 < m<3.22
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]
18 Meétode de Newton per a calcular /a

y:a/x\ Y=

T~

Tn Tpsl  afrp

Tn+a/t,  224a

2 22,

Convergéncia quadratica:
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19 La fraccié mediant de dues fraccions

C
d
a a
— L. -
@ _¢__a_atc ¢
b d b b+d d

Identitat de Cassini per als ntiimeros de Fibonacci:

F5, Foniq
F2 —Fy by 1=—-1<0= <
2n ST Fon1 By
J

Fy, Fonio  Fopiq
< <
Fon1 Fopn Fy,
J

Fay, Fopio Fonys  Fopna
< < e K <
Fon1 Fopna Fonio Fy,
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20 La rad auria-1

y=x

y=V1i+z

0 T T9 T3

=1, $2=\/1+\/T, $3=\/1+\/1—|—\/1_,
x4=\/1+\/1+\/1+ﬁ

90—1+2\/§—\/1+\/1+\/1+\/T
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21 La rad auria-II

L1 L3 L2

1 1
1’1:1, $2:1+—, x3:1+ﬁv
1
1+ 1
Ty = R
1 ++/5 1
2 1+1+1%
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.
22 Dos quadrats
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23 Relacions entre quatre mitjanes

2ab a+b a’ + b?
a-+b 2 2

= a =
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24 Infinites ternes Pitagoriques

(+1)P*=0+20+1

(=2m= 2m+1)*=2k+1, k=2m(m+1)
(=k=(k+1)* =k +2k+1
4

2m(m+1)+1)° = 2m(m +1))° + 2m +1)?
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25 Suma dels angles d’un triangle o d’un quadrila-
ter

a+pf+y=m




30 55 proves sense paraules

26 Suma dels angles d’una estrella de 5 puntes

O—=D—@——O®—O®—0

(el vector ha fet en total 2 voltes)

(m— 1) + (7 — ag) + (7 — a3)
+(m—oy)+ (m—as) =4n

4

a1+ +a3+0y+a5 =17

NOTA: Usant la mateixa idea obtenim que la suma de tots
els angles interiors d'un poligon de n costats és (n — 2)w
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27 Arc capag

Prova:

2 = (m — 26) + (m — 2y) + (m — 20)

T —2y=2(8+0)
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.
28 Sinus de ’angle doble

(v)uisg

2 cos()

~ 2cos(a) - 2sin(a)

A=
2
2 - sin(2a)
2

A=
Y

sin(2a) = 2sin(«) cos(a)
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29 Tangent de ’angle meitat

tan (

(07

2

)

sin(«)

T 1+ cos(a) -
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30 Una relaci6 entre tangents

tan (o) tan(5)

tan(a) tan(3)

(tan(c) + tan(B)) tan(y)

tan(a) + tan(f3)

a,B,7v>0 & oz+5+’y:g
|2

1 = tan(a) tan(B) + tan(8) tan(~)
+ tan(y) tan(«)
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31 Dues féormules de tipus Machin

T _ arctan [ = | + arct
4—&1"C8I1 2 arctan

W =
N~

arctan(1) + arctan(2) 4+ arctan(3) = 7
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32 Foérmules de Hutton i Strassnitzky

Hutton (1776):

T _ oarctan [ = ) + arctan [ -
el — rctan | — arctan | —
A 3 7

Strassnitzky(1844):

il G ! + arct ! + arct !
1 arcta 5 arctan 5 arctan 3
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|
33 Identitat d’Euler per a arctangents

a(a+b)+1

a+b

@

VI {%

Q2
(¢ »

a(a+0b) 1

1 1
arctan | — | = arctan
(a) (a + b)

b
t
+ arctan (a2+ab+ 1)
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34 Distancia d’un punt a una recta

Yy=mzx+n

VIt mZ (a.5)

d_ma+n—b

1 V1+m?

Aplicacio: fites d’una funcio

(cos(t),sin(t) . oz +qy =0
t

dy <1
7 I |
[pcos(t)+qsin(t)| <1

p2+y?=1 \ /p2+q2

4

—/P*+ ¢ < peos(t) + gsin(t) < /p? + ¢?

UNRB



Armengol Gasull 39

35 Equacié de segon grau

..

B
/2 b/2

x+b/2

2’ +bx+c=(z+b/2)*— (b/2)?° +c

Y
352+ba:+c:()<:>(:c+b/2)2:(b/2)2_
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36 Proves del Teorema de Pitagores

ab

b
4?+02:4%+a2+b2 = |a® + b = 2

a+b . (a+bd) &

¢ = a® + b
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37 Un “Teorema de Pitagores” per inversos

ch _ab
2 2
|2
p @b
C
[ %o
ab
1/a
1/b
1/h
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38 Quatre triangles amb la mateixa area

T3
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43

39 Un divertiment
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40 Liunules d’Hipocrates

T. de Pitagores

i+ L+ (B-T)=A+A, =B

Li+Ly=T
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41 Teorema de Viviani

h=a+b+c
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42 Numeros de Fibonacci, 7 i la raé auria

Fn+2

LV

Fy

Fn+1
Oy, Fn+1

\/\ Fn—l

T + 8 t ( fn ) + arct (F”‘l)
~=a, ., = arctan arctan
4 Sl Frio

Fo=0, I1=1 o " = (—p) "
Fm+2:Fm+Fm+1am207:> " \/5
p=(1+V5)/2 A3, Frt/ Fm = 0

ll (n — o0)

= actan (1) +avtan ()
— = arctan | — | + arctan | —
1 © ©3
(i
3

i arctan () + arctan (¢°)
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43 Suma de quadrats-I

+n? =

12 +2°+3 4+

n(n+1)(n+1/2)
3
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.
44 Suma de quadrats-11

n+1

n+12n+1

n+12n+12n+1

n+112n+1| - [2n+1|2n+1

In+112n+1 - o [2n+ 1 2n+ 1

3(1P+224+32+ - +n?) =2n+1)(1+2+3+--- +n)
n(n+1)

= (2n+1) 5

4

1)(2 1
12+22+32+._.+n2:”("+ )6(n+ )

UNRB



Armengol Gasull 49

45 Suma de cubs

P42 4gnd= (1424 +n)

(M)Q _ n2(n4—|— 1)?
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46 Suma de la derivada d’una série geométrica
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o1

47 Bijeccio entre [0,1] i (0,1)

N/

f:10,1] — (0,1)

n—o0

733717"

<< <- - <z, <---<1, limaz,=1

f(l) = 21, f(O) = &2, f(xn) = Tnya, N 22
flx)=xsiz & {0,1, 21,29, ...

)
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48 Volum d’una esfera

4
V 7R R )
4
4
V=§7TR3
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49 Dues integrals trigonométriques

1

DD |

/2 /2 T
/ sin?(z) da + / cos?(z) dx =
0 0

(cos(w/2 — z) = sin(z)) {}

/2
/ sin?(z) dz
0

I
o\,,
3
)
Q
@)
)]
)
G
Q.
8
I
NP
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.
50 Una integral definida

/1mdx_arccos(a) av1—a?
. 2 2
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51 Primitiva de la funcidé inversa

y=f"Yz)

F10)
() p

A=bf ) —afa) - B

b

b =)
/ F @) de = 2f ()| - / A
a f~Ya)

= (of @)~ F( @)

a

on F'(x) = f(x)

Aplicacions

b
/ In(z)dz = (zn(z) — M) Z = (xzIn(z) — x) Z
b
/ arctan(z) dz = (z arctan(z)
— In(] cos(arctan(z))|) ‘Z
b

= (:13 arctan(zx) — %lﬂ(l + 372))
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52 Relacions entre integrals

f(a)

a>0, f(0)=0& f continua i creixent

a f(a)
| e [ @) e = aste
4

1
/x dx—i—/ 2V dy =
0

1
/ sin(z) dx + / arcsin(x) de = /2
0 0

1
/ (e" —1)dx+/ log(l+2z)dr=e—1
0 0
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|
53 Desigualtat de Young

b —/ ,
-1 b """""" _1 ------------------------------------

y_ir__f_iy_) I/_\ y_;r_zj_iy_) o

& : o

L =

1> | | =

O | ] 0
0 €T a O ll. p
b> f(a) b< f(a)

a,b>0, f(0) =0 & f continua i creixent

4
ab < /af(a:)d:c+/bf1(a:)dx
0 0

abzfoaf(:v)der/Obf1(az)dx<:>b:f(a)
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]
54 Formula de Viéte

T = sin(a) cos(a) = sin(2a) /2, 0 < o < /2

A,, = area del poligon inscrit de 2" costats, A; = 2
An  Toa _ sin(q) cos(a) _ cos(a), o= 7r
A1 2T, sin(«)

~ 9n+l
d,, = 2 cos (m/2"t1)

2cos(z/2) = /2 + 2 cos(z)

di=V2, dy=1/24+V2, d3:\/2+\/2+\/§,

O@C

n—1 00
2 2 2
+1 d = 1 j”l d; = j”l a T

:>dn+1: 2+dn

Y8 2 2

2_VE VAT VR V2HVErvE
2
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55 Area del segment parabolic segons Arquimedes

T = Ta(h) - Aa(h) + Aa+h(h) - Aa(zh)

_ 2f(a+h) — f(a) — f(a+ 2h)
2
f(x)=—-pa*+qo+r = T,(h)=ph®

h

13 T3

T=ph® Ty=ph/2=T/8, T3 =T/8, T, =T/8, ...

T T T
P=T+2=-4+22_ 425 1...
T2+ 2 G2

1 1 4
=T(1+-4=+- | ==T
(+4+42+ ) 3
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Agraiments. L’autor vol agrair Gregori Guasp la seva ajuda en la pre-
paraci6 d’algunes de les illustracions que conté aquest treball. L’autor esta
recolzat pels projectes PID2019-104658GB-100, el programa Severo Ochoa
y Maria de Maeztu per centres i unitats d’excelencia en R&D (CEX2020-
001084-M) i per la Generalitat de Catalunya, projecte 2017SGR1617.
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