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Métodes de demostracid

Armengol Gasull

Els objectius de les matematiques son la modelitzacié i comprensié quan-
titativa i/o qualitativa del mon per un costat, i el seu desenvolupament intern
per un altra. En aquest treball ens centrarem en aquesta segona vessant.

Quan ens enfrontem a un problema matematic i volem avancar en la seva
comprensi6, arribem a un dels punts clau de les matematiques: Com saber
si un resultat és cert? Per assegurar-ho el que cal és fer-ne una demostracio.

En aquest treball trobarem illustrats, mitjancant una llarga série d’e-
xemples, diferents métodes de demostracié. Tot i que tots estan basats en la
concatenacié de raonaments logics, els classificarem en diferents aproxima-
cions centrant-nos en la part preponderant de la deducci6é. Els métodes més
usats es poden catalogar com:

e Raonaments;
e Induccio;

e Calculs.

Dedicarem una seccié a cadascun d’ells. A la Secci6 4, que titulem “Altres
Meétodes”, inclourem exemples de proves basades en métodes de demostracié
que no acaben d’encaixar en cap de les tres categories principals. Aixi farem
demostracions que utilitzen el principi de les caselles, el métode del descens
infinit de Fermat, proves combinatories, proves per invariancia o paritat,
proves geométriques i proves sense paraules.
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Es materialment impossible ser exhaustius i ens deixem al tinter altres
métodes com per exemple les proves assistides per ordinador. El treball
[35] sobre ’'anomenat problema dels quatre colors, referent a la impossibilitat
d’acolorir un mapa de paisos amb només quatre colors seguint certes regles
naturals, mostra un cas paradigmatic.

Per a veure altres classificacions de métodes es poden consultar, per
exemple, els indexs dels llibres [4, 17, 19, 24, 45, 46].

Com a cloenda incloem una seccié amb un recull de demostracions falses,
també anomenades fallacies matematiques.

Cada secci6 d’aquest treball es pot llegir de manera quasi totalment in-
dependent de les altres. Al final del text hi ha un index més detallat del
contingut d’aquest article.

Voldriem incidir en que la classificacié de les demostracions no és gens
facil ja que de vegades els métodes es barregen com veurem en alguns casos.
Aixi, per exemple, les demostracions sobre la irracionalitat del namero e o la
del calcul d’'una integral definida racional, que es presenten, respectivament,
com a proves per reduccio a l’absurd (Secci6 1.4.7) i per inducci6 (Secci6 2.8)
podrien haver estat incloses sense problema com a proves basades en calculs
(Secci6 3).

La motivacié en escriure aquest treball ha estat proporcionar un recull
d’exemples ttils i interessants per tal d’entendre i consolidar el que signi-
fica fer una demostracié en matematiques. Esta dirigit tant a alumnes de
Batxillerat i de primers cursos de Facultats de Ciéncies i Enginyeries, com
als seus professors. La major part dels resultats es presentaran en forma de
proposicions.

Unes recopilacions molt més ambicioses i de les que hem extret uns quants
exemples es poden trobar als llibres [17, 46]. Els llibres [3, 7, 15, 26, 38,
42], els llibres dedicats a les Olimpiades Matematiques [4, 8, 19, 24, 25,
43, 45], el treball [36], o la plana web [6] també contenen molts exemples
atils. Finalment comentar que també es poden consultar els llibres ja classics
[1, 28, 29, 30] o el treball [20] i les seves referéncies. En aquestes darreres
recopilacions els resultats s’han triat més amb un criteri de bellesa en les
proves que no pas com illustracié de diferents métodes de demostracio.

1 Raonaments

De manera esquematica podem considerar els tipus de raonaments segiients:
e Raonament directe: En aquestes demostracions hi ha cadenes de
deduccions, de manera que de cada afirmacié A; en deduim una altra,

Ai+1. Esquematicament les podem representar dins d’una llista com:

Al —= Ay — A3 — - — A,.
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A logica, s’anomena modus ponens, o també modus ponendo ponens,
expressio en llati que significa el mode que en afirmar, afirma.

e Equivaléncia: En aquest cas hi ha dues afirmacions que s’impliquen
muituament. Esquematicament

A — As.

e Contra-reciproc: En lloc de demostrar directament el que ens in-
teressa demostrem una afirmacié equivalent. Es basa en dir que cada
cop que succeeix A1 també ha de passar As és el mateix que dir que si
no passa As mai podra passar A;. Més formalment,

(A = Ay) <= (4 = A)),

on denotem per A la negacié de I'afirmacio A. A logica, s’anomena
modus tollens, o també modus tollendo tollens, expressié en llati que
significa el mode que en negar, nega.

e Reduccié a I’absurd: Suposem que el contrari del que volem demos-
trar és cert i a partir d’aquesta suposicié acabem arribant a un resultat
absurd. Com a conclusié sabem que el que voliem demostrar ha de ser
cert. El seu esquema seria

(A = resultat fals o absurd) = A.

No s’ha de confondre amb ’anterior. La principal diferéncia és que
I'argumentaci6 es basa fortament en usar A per arribar a un resultat
fals i no pas en probar que certs resultats impliquen A i que aixo és
contradictori amb que A ocorri.

Aquests raonaments transcendeixen les matematiques. De fet son la base
de la logica humana. Per aclarir-ho donem un exemple de cadascun d’ells
en un context no matematic. Per fer les nostres deduccions ens basarem en
el fet segiient, del qual coneixem la seva veracitat: un objecte uniforme i
massis sura a l’aigua només si té densitat menor o igual que la de l'aigua.
En particular, si té densitat més alta s’enfonsa.

Exemple de raonament directe: Sabem que les pedres tenen densitat
més gran que la de l'aigua. Per tant un raonament directe dira que si posem
una pedra a l’aigua aquesta s’enfonsara.

Exemple d’equivaléncia: Es equivalent tenir la densitat més gran que
I’aigua que enfonsar-se a ’aigua.

Exemple de contra-reciproc: Posem una ploma a l'aigua i no s’enfonsa.
D’aqui es dedueix que la ploma té densitat més petita que la de l'aigua.

Exemple de reduccié a I’absurd: Es ben conegut que la densitat del or
és més gran que la de l'aigua. Vull veure si un cert anell (el qual de fet és
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de plastic recobert amb or) és d’or. Suposo que és d’or i per tant sé que si
el poso a l'aigua s’enfonsara. El poso al aigua i no s’enfonsa. Per tant tinc
una contradiccié amb el que hauria de passar. El motiu és que he comencat
suposant una cosa que ha portat a una conclusio falsa.

1.1 Raonament directe

En aquesta seccié agruparem unes quantes demostracions basades principal-
ment en cadenes de deduccions.

1.1.1 Una fraccidé irreductible

5
——— és irreductible.
10k+3
Provarem que si £ € N és un divisor comu del numerador i el denominador
aleshores ¢ = 1. Per aquest £ existeixen n,m € N tals que

Es compleix per a tot k € N que la fraccid

55k+4=nl i 10k+3=ml.
Per tant, tenint en compte que 3 x 3 —2 x 4 =1, es compleix
Bm—2n)l=3ml—2nl=3(10k+3)—2(15k+4)=1.
L’expressio de 'esquerra es divisible per £. Per tant la de la dreta, que és

1, també, i com a conseqiiéncia ¢ divideix a 1. Aixi £ = 1 tal com voliem
demostrar.

1.1.2 La mediant de dues fraccions

La fracci6 (a + ¢)/(b+ d) s’anomena la mediant de a/b i ¢/d.

b d

Figura 1: La mediant de dues fraccions
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Proposicié 1.1. Siguin a,b,c,d > 0 tals que a/b < ¢/d. Aleshores

a a+c c

b Sbtd S d

Prova. La demostracié és una consequéncia de les dues cadenes d’igualtats
seglients:

a+c_g_bc—ad_ d <E_9>>0
b+d b b(b+d) b+d\d b ’
Eia—i-c_bc—ad_ b <c a)>0

d b+d db+d b+d\d b

O

De fet la Figura 1 també ens proporciona una prova grafica de la desi-
gualtat ja que el pendent (a+c¢)/(b+d) de la recta recta superior esta entre
les de les rectes amb pendents a/b i ¢/d si es posa el mateix origen a totes
tres.

1.1.3 Valors que mai s6n quadrats perfectes

Proposicié 1.2. Considerem el polinomi P(n) = n? 4+ Tn + 14. Aleshores,
per a cap valor natural n € N, el nimero P(n) és un quadrat perfecte.

Prova. Observem en primer lloc que per a tot n € N,
n?4+6n+9<n?+7n+14 < n®+8n+ 16,

degut a que n > 0. Per tant, (n+3)% < P(n) < (n+4)2. Com que n+3 > 0,
prenent arrels quadrades, obtenim que n + 3 < y/P(n) < n + 4. Com
que y/P(n) esta entre dos enters consecutius, /P(n) no pot ser enter i,
equivalentment, P(n) no pot ser mai un quadrat perfecte. ]

La Secci6 1.2.3 mostra un refinament d’aquest resultat.

1.1.4 Una propietat dels ntimeros primers

Si agafem el primer 173, ’elevem al quadrat i el dividim per 24, obtenim
quocient 1, és a dir 173% = 29929 = 1247 x 24 + 1. Per a altres primers com
104729 o 373587883:

1047292 = 10968163441 = 457006810 x 24 + 1,
373587883% = 139567906324421689 = 5815329430184237 x 24 + 1.

No és una casualitat que la resta sempre sigui 1.

Proposicié 1.3. Per a qualsevol nimero primer p > 5, la resta de la divisio
de p? entre 24 és 1.
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Prova. Hem de demostrar que p?> —1 = (p+ 1)(p — 1) és multiple de 24.
Observem els dos fets segiients:

e p+1ip—1s6m ambdoés parells consecutius. A més, un d’ells és multiple
de 4 i ’altre és multiple de 2.

e Si considerem la terna p — 1,p,p+ 1, on p > 5 és primer, segur que o
bé p—1 0 bé p+ 1 és multiple de 3 (p no té divisors).

Per tant, per a primers p > 5,
pPP—1={(p-1)p+1)=2x4x3xk=24xk,
per a algun k € N, tal i com voliem demostrar. O

Observi’s que usant el contra-reciproc del que hem demostrat s’obté un
criteri de no primalitat, ja que el que hem provat és equivalent a: si per
n > 5 la resta de dividir n® entre 24 no és 1, aleshores n no és primer.

1.1.5 Un gran forat sense ntimeros primers

Euclides ja va demostrar que hi ha infinits niimeros primers. Una idea de
quants n’hi ha la dona el resultat de Hadamard i de la Vallée-Poussin, provat
al 1896, que diu que, si w(n) denota el nombre de nimeros primers menors

o iguals que n,

i T I0() _
n—o0 n

és a dir que per a n gran, m(n) ~ % Per altra banda, demostrarem a

continuacié que per a tot m € N hi ha m nimeros consecutius tals que cap
d’ells és primer. Per a fer-ho podem prendre els m ntmeros consecutius:

(m+)+2, (m+1)!+3, ..., (m+D!+m, (m+1)!+m+1.

Aleshores, per a cada k € {2,...,m + 1}, (m + 1)! + k és divisible per k,
ja que (m + 1)! conté el factor k. Per tant, cap dels m numeros anteriors és
primer, tal i com voliem provar.

1.1.6 Polinomis amb valors primers

El polinomi Q(n) = n?+n+41, donat per Euler al 1772, és forga curios ja que
proporciona valors primers per a n = 0,1,2,...,38,39. Aixi, per exemple,
Q(0) = 41, Q(39) = 1601, perd Q(40) = 40% + 40 + 41 = 40 x 41 + 41 = 412
ja no és primer. Goldbach, 'any 1752 va demostrar el resultat segiient:

Proposicié 1.4. No hi ha cap polinomi amb coeficients enters P tal que el
nimero P(n) és primer per a tot n € N.
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Prova. Prenem m = P(0). Aleshores, clarament, si m # 0, P(m) no és
primer ja que, si s’escriu P(z) = ap 2* + ap_1 ¥4+ + ag 2 + ay x + ag,
amb a; € Z, es compleix que

k—1

P(m)=aym* +ap_1m* 1+ +aym?+arm+m

és divisible per m ja que tots els seus sumands ho son. Si P(0) = m =0
aleshores P(n) és divisible per n per a tot n # 0. O

1.1.7 Una expressié que mai és un nimero primer

Proposicié 1.5. Per a n > 2 natural, el niimero n* + 4™ mai és primer.

Prova. Per a n parell el resultat és trivial ja que n* + 4™ sempre és parell.
Per a demostrar-ho quan n = 2k + 1,k > 1, és senar usarem la igualtat
seglient, deguda a la matematica francesa Sophie Germain (1776-1831),

al 4+ At =0t + 4020 + 46 — 4a28 = (a® +20%)° — (2ab)?
= (a® +2b% +2ab)(a® + 2% — 2ab).
Per tant és té
nt 44" = nt 4447 = 2k 4+ 1)+ 4(20)"
= (2k+1)2+2(2")° +2(2k+1)2")
x ((2k+1)2+2(2%)% —2(2k + 1) 2Y),

fet que implica que n* 4+ 4™ no és primer, tal i com voliem veure. O

1.1.8 Condici6é de creixement

Recordem que una funcié f:Z — R, on Z C R és un interval obert, es diu
que és creixent a Z si per a qualssevol x,y € T tals que x < y, es compleix

f(x) < f(y).
Proposiciéo 1.6. Sigui f : J — R una funcié derivable al punt a € J ¢
creizent en un entorn I, de a. Aleshores f'(a) > 0.

Prova. Com que f és derivable a a, es compleix

) — tn a0 = F )

h—0 h

En particular, per a calcular f’(a) podem agafar h > 0 i prou petit per tal

que a + h € Z,. Per tant tenim que (f(a 4+ h) — f(a))/h > 0 i passant al

limit obtenim que f’(a) = hliI})lJr(f(a + h) — f(a))/h > 0 tal i com voliem
—

demostrar. O

Observi’s que 'implicacié contraria no és certa. Hi ha funcions derivables,
amb derivada 0 a un punt perd que no soén creixents. Per exemple f(z) = —2°
és decreixent, derivable a =01 f/(0) = 0.
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1.1.9 Condicié necessaria per la convergéncia d’una série

oo
Donada una série » a,, (suma infinita de nameros reals) es diu que és
n=1
m
convergent si considerem les seves sumes parcials S,,, = > a, 1 es compleix
n=1
oo
que lim S, =5 € R existeix i és finit. Aleshores s’escriu ) a, = S.
m—0o0 n=1
Un exemple senzill de série convergent és

oo

Znn—i—l L,

n=1

ja que

i per tant

N N PRV TR
DD e (D (e

m+1

D’aqui, doncs, S = lim S, = 1. Les sumes infinites en les que hi ha aquest
m—00

tipus de cancellacions s’anomenen séries telescopiques.

Un exemple de série no convergent el dona ’anomenada série harmonica
o0

> % Una prova, de voltants del 1350, es basa en la idea segiient

n=1
1 1 1 1 1 1 1
+-+(z+7)+(z+z+2+3

2 " \3 "4 56 7 8
1 1 1 1 1 1 1 1 1
+Q+m+++w+m+w+ >+N~
S TR AL
24816 17
—1+1+1+1+1+i+
272" 2 17

i s’atribueix al filosof francés Nicole Oresme (1323-1382). Amb una mica
més de feina s’obté que per k > 1, Sor > 1+ k/2. Per tant lim S, = oo i
m—r00

la serie és divergent.
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Demostrem a continuacié que lim a, = 0 és una condici6é necessaria per
n—oo

o0

a la convergéncia de > a,. Observi’s que la série harmonica permet veure
n=1

que aquesta condicié no és suficient.

o
Proposicio 1.7. Si " a, és convergent, aleshores li_>m an = 0.
n=1 n—00

Prova. Sabem que per a tot n € N, S, — S,_1 = a,. Prenent limits en

aquesta igualtat, com que lim S, =S, arribem a que S— S = lim a,. Per
m—0o0 n—oo

tant, lim a, = 0, tal i com voliem veure. O
n—oo

El que hem vist en aquesta seccié també es pot escriure de manera més
esquematica com:

n—oo

o0 [o.¢]
Zan<oo:>liman20 i lim a,=0 #Zan<oo.
n—oo
n=1 n=1
1.2 Equivaléncies

Inclourem en aquesta secci6é afirmacions que es pot demostrar que sén equi-
valents.

1.2.1 Equacié de segon grau

Considerem 'equacié ax? +bx +c = 0, amb a # 0 i volem determinar expli-
citament els valors de x que la compleixen. Tenim la cadena d’equivaléncies
seglient

b
amQ—i—bx—l—c:O(:»xQ—l—ax—i-g:O (a #0)

( b)2 o ¢
|+ — +-=0

2a 442 a

PN n b\? b —4ac

T4+ —| =——

2a 4q?

b Vb2 —4dac

=4 —=t
2a 2a
—b++Vb2—4ac

T = 24 ,

que doéna la coneguda férmula per resoldre aquestes equacions.
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1.2.2 Un numero més el seu invers

Donat qualsevol z > 0 demostrarem que = + 1/x > 2, desigualtat que a
primera vista no és evident. Tenim

1 241
m+722<:>x i
X X

=2 -224+1>0<= (z—-1)2>0.

>2«=2>4+1>2z (z>0)

Com que la darrera desigualtat és trivialment certa, totes les altres, que son
equivalents, també ho sén. De fet la prova mostra també que la desigualtat
és estricta per a qualsevol = # 1.

1.2.3 Valors que mai sé6n quadrats perfectes, continuacio

Aqui refinarem els resultats de la Secci6 1.1.3.

Proposicié 1.8. Considerem el polinomi P(n) = n? + Tn + 14. Aleshores
per an € Z el nuimero P(n) és un quadrat perfecte si, i només si, n és —2
0 —5.

Prova. A la Secci6 1.1.3 ja hem demostrat que per a n € N, P(n) mai és un
quadrat perfecte. Ara bé, com que
P(-m- )= rln=1)

i ja sabem que mai és un quadrat perfecte per am = (2k+1)/21 k > 4,
el mateix passa per a m = —(2k + 1)/2 1 k > 4. En resum, mai és un
quadrat perfecte per an € Z i, obén > 1,0 bé n < —8. Per an €
{=7,-6,...,—1,0}, mirant cas per cas obtenim que els tnics quadrats per-
fectes son P(—2) = P(—5) = 22, tal i com volfem demostrar. O

1.2.4 Criteris de divisibilitat

Proposicio 1.9. (i) Un nimero natural és divisible per 3 si, i només s,
la suma de les seves zifres és divisible per 3.

(i1) Un nidmero natural és divisible per 9 si, i només si, la suma de les seves
xifres és divisible per 9.

(iii) Un nimero natural és divisible per 11 si, i només si, la suma de les
seves zifres situades a llocs parells menys la suma de les seves zifres
situades a llocs senars és divisible per 11.

Prova. Un namero n és divisible per k si, i només si, n objectes es poden
agrupar en grups de k elements (de fet, exactament en n/k grups). Si deno-
tem per ng,ny_1,...,n1,ng, amb tots els n; € N0 < n; <9, les £ + 1 xifres
ordenades d’un niimero natural n tenim que

n=mnpx 10" +np_q1 x 10+ 4 ngy x 10 + ny x 10" + ng x 10°.

UNRB
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Aixi, per saber si hi ha divisibilitat, un cami natural és veure primer el que
passa quan ens centrem en nimeros de la forma 107, j =0,1,...,¢.
Les afirmacions segiients no son dificils de demostrar:

(I) Si agrupem 107 objectes en grups de 3, sempre sobra un element. Més
matematicament, 107 — 1 sempre és divisible entre 3. Aquesta darrera
afirmaci6 és conseqiiéncia de les igualtats

10=3%x341,102=3x33+1,...,10° =3 x 333333 +1,...

(II) De manera similar, si agrupem 107 objectes en grups de 9, sempre
sobra un element, ja que

10=9+1,102=9x11+1,...,10° =9 x 111111 +1,.. ..

(III) Finalment, si agrupem 10%/ en grups d’11, sempre sobra un element,
ja que

10°=11x0+1,102=11x 941, 10* =11 x 909 + 1,
10% =11 x 90909 + 1, 10® = 11 x 9090909 + 1, ...,

mentre que si agrupem 10%*! en grups de 11, sempre en falta un per
tenir tots els grups plens, ja que

100 =11-1,103=11x 91 — 1, 10° = 11 x 9091 — 1,
107 =11 x 909091 — 1, 10 = 11 x 90909091 — 1, ...

Anem a demostrar (i). Si agrupem tots els n objectes en grups de 3, usant (I)
4
obtenim que queden tots repartits excepte, en principi, N = ) n; elements,
j=0

ja que de cada bloc format per 107 objectes en queda un sense agrupar, i hi
ha precisament N blocs. Aleshores n sera divisible entre 3 si, i només si, NV
ho és, tal i com voliem demostrar.

La prova de (ii) es fa exactament igual, usant (II) en lloc de (I).

Per a demostrar (iii) la idea és semblant, perdo amb petites modificacions.
Definim

l 12
Np == E ny, Ns = E n;g.
j=0, parell 7=0, senar

Raonant de forma analoga que als punts anteriors, per una banda, tots els
objectes que corresponen a poténcies 10% queden agrupats en blocs d’11,
excepte en principi IV, objectes, mentre que per altra banda falten N, objec-
tes entre els que provenen dels blocs 102+, Si N, > N; esta clar que n és
divisible entre 11 si, i només si, N, — N, també ho és, ja que N, — N, son pre-
cisament els objectes que quedarien per agrupar en blocs d’11. Si N, < N,
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vol dir que faltarien agrupar N, — IN,, objectes per a que tots fossin grups
d’11, pero aquesta quantitat és divisible entre 11 si, i només si, aquesta resta
ho és, de nou tal i com voliem demostrar. O

Aixi, per exemple, si agafem n = 57753 267 i escrivim p + ¢ per dir que
p divideix a ¢ tenim:

e 357753267 < 3 +42 <= 3+ 6. Per tant 3 divideix a n.
e 9577532067 <= 9 + 42 <= 9+ 6. Per tant 9 no divideix a n.
e 11 +57753267 <= 11 + (21 — 21) = 0. Per tant 11 divideix a n.

Una prova conceptualment similar a la que hem fet, perd més elegant
matematicament consisteix a escriure les igualtats entre ntimeros enters mo-
dul k. En poques paraules aixo vol dir que s’identifica cada ntmero n amb
la resta 0 < m < n, després de dividir entre k, i normalment s’escriu m = m,
si no hi ha confusi6 amb la k, o també n = m mod k. Aquesta operacio
es comporta perfectament amb la suma, la resta, el producte i la divisi6 ja
que p+q=p+qipxq=Dpxq. Aixi, per exemple, la prova del punt (i)
consisteix a usar k = 3, i el que hem explicat a la prova es pot escriure com

m=ngx 100 + 77 x 1061+ -+ + 75 x 102 + 77 x 10 + 7 x 100
=T 41+ T+ AT+ Tg =g + ng_1 + - F n1 + no.

El conjunt Z de tots els nimeros enters quan es consideren modul &, se
sol denotar com Z/kZ, i en aquest conjunt que té k elements {0,1,...,k — 1}
hi ha definides la suma i el producte que hem introduit a dalt. Més mate-
maticament dirfem que tant Z com Z/kZ tenen estructura d’anell.

De vegades un resultat d’equivaléncia, com per exemple (i) de la Pro-
posicié 1.9 s’enuncia dient: una condicid necessaria i suficient per a que un
ntmero natural sigui divisible per 3 és que la suma de les seves xifres sigui
també divisible per 3.

1.2.5 Sobre el Teorema de Pitagores

Anem a demostrar dues equivaléncies, suposant ja conegut el Teorema de
Pitagores.
La primera és:

Proposicié 1.10. Un triangle amb costats a,b v c amba < b < ¢ és rectangle

si, i només si, a® + b*> = 2.

Prova. La demostracié consisteix a provar els dos fets segiients:

(i) Quan el triangle és rectangle, amb catets a i b, i hipotenusa ¢, es com-
pleix a? + b? = .

UNRB
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(ii) Si a? + b = ¢? aleshores el triangle és rectangle.

El punt (i) és precisament el Teorema de Pitagores que suposem conegut.
La Figura 2 illustra una de les seves multiples proves. De fet, esta basada
en una prova sense paraules, vegeu també la Seccid 4.6.5.

b

a+b)

Area = -(a+ D)
2

2

4

2 =a%+0?

2
a (ad)
B +

Figura 2: Una prova del Teorema de Pitagores

Per a demostrar (ii) a continuacié veurem quants triangles amb costats
a,b 1 c es poden construir. Per aixo prenem un segment de longitud c i ex-
trems als punts p; = (zi,y;),? = 1,2, que seran dos dels vértexs del triangle.
El tercer vértex és a ¢ = (z,y) 1 ha d’estar a distancia a de p; i a distancia
b de po. Es a dir (,y) ha de ser soluci6 del sistema

(x—21)* + (y —1)* = @,
(z —x2)? + (y — y2)?* = b

Geomeétricament, les solucions son els talls de dues circumferéncies. Restant
les equacions, obtenim el sistema equivalent

(x—z1)?+ (y —1n)? = a?,
2xe —x1)r+2(y2 — Y1)y = a2 — b2+ x% — CE% +y% — y%

Com que x1 = x3 1 y1 = Y2 no es poden donar simultaniament, aillant x o
y de la segona equaci6 i substituint el seu valor a la primera obtenim que el
sistema té com a molt dues solucions. Com que les que corresponen als dos
triangles rectangles amb costats a, b i ¢ en els que el punt ¢ és a una o 'altra
banda de la recta que passa per p1 i p2 s6n solucions, arribem a la conclusio
de que aquestes son les Gniques solucions del problema. Per tant, el triangle
és rectangle tal i com voliem demostrar. O
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La segona equivaléncia és:

Proposicié 1.11. El Teorema de Pitagores és equivalent a que, per a tot
r € R, sin?(x) + cos?(x) = 1.

Prova. En primer lloc demostrarem que el Teorema de Pitagores implica
la relacié trigonomeétrica. Per la definici6 de sinus i cosinus, sin(0) = 0,
cos(0) = 1, sin(m/2) = licos(m/2) = 0. Amés, perax =0 € (0,7/2) podem
construir un triangle rectangle amb catets sin(x) i cos(x), amb hipotenusa 1,
vegeu la Figura 3. Aleshores sin?(x) 4+ cos?(x) = 1. Per a demostrar-la per
a tot x € R, es poden fer servir les propietats del sinus i el cosinus. Per
exemple, per a x € [m,37/2] es compleix degut a que sin(x + 7) = —sin(x)
i cos(z + m) = — cos(x). Per a cobrir tot [0, 27] podem usar altres relacions.
Finalment, per ser funcions 2w periodiques, la relacié és certa per a tot
numero real.

sin(6)

cos(0)

Figura 3: Definici6 de sin(f) i cos(6)

Per a demostrar el Teorema de Pitagores a partir de la relacié, agafem
un triangle rectangle qualsevol, amb catets a i b, i hipotenusa c. De nou, per
la definici6 de sinus i cosinus, sin(z) = a/c i cos(z) = b/c. Aleshores

2 b 2 2 b2
1= sint(o) + o) = (2) "+ (1) =5

Per tant a? + b? = ¢?, tal i com voliem veure. O

1.2.6 Una equaci6 diferencial simple

Es ben conegut que si g(z) = eF® aleshores la seva derivada és ¢'(z) =
ke*® =k g(x). Volem demostrar que 'afirmacié reciproca també es satisfa.

UNRB
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Per aixo usarem que si una funcio derivable h té derivada idénticament
zero en un interval Z, aleshores és una funcié constant en aquest interval.
Aquesta darrera afirmacié és conseqiiéncia del Teorema de valor mitja, que
diu que si h : [a,b] — R és una funci6 continua en un interval tancat [a, b],
i derivable en linterval obert (a,b), aleshores existeix ¢ € (a,b) tal que
h(b)—h(a) = h'(c) (b—a). En efecte, pel Teorema de valor mitja, si h"I =0,
per a tot a,b € Z es compleix h(a) — h(b) = h'(¢) (b—a) =0(b—a) = 0.

Proposicio 1.12. Sigui f : R — R una funcid derivable. Aleshores es té
f'(x) =k f(x) si, i només si, f(x) = ce*®, per a una certa constant c € R.

Prova. Com acabem d’observar, si f és de la forma esmentada compleix
f'(z) = k f(z). Anem a demostrar la implicacié contraria. Sigui f una
funcié complint f/(z) = k f(z). Considerem h(x) = f(x)e *%. Aleshores

W (w) = f'(w) ™" =k f(2)e™ = (f'(2) =k f(x) e7"" = 0.

D’on obtenim que h(x) = ¢, per a una certa constant ¢ € R, ja que, com hem
vist abans de la proposicio, les tiniques funcions amb derivada idénticament 0
son les funcions constants. Per tant f(z) = ce*? tal i com voliem veure. [

1.2.7 Les matrius que commuten amb totes

Demostrarem el resultat segiient per matrius 2 x 2 amb coeficients reals o
complexos tot i que és cert per matrius n X n, per a tot n € N. La idea
que fem servir en la prova quan n = 2 també pot ser usada, adaptant-la
adequadament, pel cas general.

Proposicié 1.13. Sigui A una matriu 2 X 2. Aleshores AB = BA per a tota

matriu B si, i només si, A =ald, onId = <é (1)> .

Prova. Quan A = ald és clar que
AB=ald B=aB=Ba=Bald=BA,

per a tota matriu B.

Anem a demostrar la implicacié contraria.
a b . .
Com que A = (c d> commuta amb totes les matrius B, imposem que

commuta amb certes matrius concretes. Aixi tenim que
c dy (0 1\ fa b\ (a b\ (0 1\ (0 a
0 0/ \0o 0/\e d) \e d)\0 0/ \0 ¢
. . R R 00
i, per tant, c = 0 i d = a. Fent uns calculs semblants perdo amb B =

10

arribem a que b = 0 i per tant A = (g 2) = ald, tal i com voliem

provar. O
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1.2.8 Involucions

Donat un conjunt qualsevol X, i una aplicacié f : X — X, direm que f
és una involuci6 si f(f(z)) = = per a tot x € X. Equivalentment, escriurem
fof=1d,onld: X — X, és laplicaci6 identitat, és a dir Id(z) = z, per
atot z € X.

Un dels exemples més senzills d’involuci6 és la funcié f(z) = 1/z, definida
a X = (0,00).

Proposicio 1.14. Siguin f,g : X — X, dues involucions. Aleshores f i g
commuten si, i només si, f o g també és una involucid.

Prova. Com que f i g so6n involucions tenim que f o f = Id i també que
gog = Id. D’aquestes dues igualtats es dedueix que tant f com g sén
bijectives i les seves respectives inverses sén elles mateixes. En aquesta prova
usarem repetidament aquest fet en la cadena d’equivaléncies segiient:

foginvoluci6 <= fogo fog=Ild<= fofogofog= fold
<> gofog=f<=gofogog=fog
<= gof=fog<= fig commuten.

1.3 Contra-reciproc

Aquesta secci6é conté unes quantes demostracions basades en el métode del
contra-reciproc, el qual recordeu ens diu que (A} = Ag) <= (A2 = 4;).

1.3.1 Quan és parell n??

Anem a demostrar que si n € N és tal que n? és parell, aleshores n també és
parell. Es molt més comode demostrar el contra-reciproc, és a dir, si n € N
és senar aleshores n? és senar. Per aixo, escrivim n = 2k + 1, amb k € N.

Aleshores n? =2 (2k* +2k) + 1 és senar tal i com volfem veure.

1.3.2 La prova del 9

Aquesta prova era una eina molt utilitzada en I’época pre-calculadores ja que
ens permet testar de manera rapida possibles errors a les multiplicacions i
divisions. Esta basada en els cilculs amb nimeros enters modul k, dels que
ja n’hem parlat al final de la Secci6 1.2.4, prenent k& = 9. Més concretament
en el fet segiient: Donats n,m € N, si £ = m x n aleshores { = 1 x 7. La
prova en si és precisament el contra-reciproc de ’afirmacié anterior:

Prova del 9: Si k # m x 7 aleshores k # m x n.
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El que fa especialment facil d’usar aquesta prova és el fet que ja hem
demostrat que quan k = 9, si

n=mngx 10" +ne_y x 1071 4+ -+ ng x 102 + nq x 10 4 ng x 10°,

aleshoresm=ny +ny_1 +--- +n1 + ng-

Veiem un exemple d’aplicacié: 935762 x 76943 # 72001335566 ja que
935762 x 76943 = 32 x 29 = 5 x 11 = 5 x 2 = 1 mentre que 72001335566 =
38 = 11 = 2. Observi’s que el fet que fent la prova del 9 es compleixi
que k = ™ x 7 no garanteix que el resultat de 'operacié que volem testar
sigui correcte. Aixi, per exemple 935762 x 76943 = 72009335566 = 1 pero
935762 x 76943 = 72000335566.

Sovint es parla de que k =T X 70 és una condicid necessaria per tal que
k =m X n perd no és una condicid suficient.

Clarament, a partir del fet que si k = m x n+ p aleshores k = m X+ p
s’obté una prova del 9 per la divisi6 de ntimeros enters tenint en compte
també el residu.

1.3.3 Una desigualtat senzilla

Anem a provar que si m,n € Zim+n > 2k — 1, per a un cert k € Z,
aleshores 0 bé m > k, o bé n > k. Potser és adequat comentar aqui que, en el
llenguatge cientific, quan es parla de que A o B es compleizen el que es vol
dir és que o bé es compleiz A, o bé es compleix B, o bé es compleizen alhora
A i B. En llenguatge colloquial aquesta tercera opci6é de vegades s’exclou.

El contra-reciproc del que volem demostrar ens diu que st m,n, k € Z
son tals que m < k i n < k aleshores m +n < 2k — 1. Aquest fet és quasi
trivial, ja que com que m i n sén enters sabem que m < k—-1in<k-—11
per tant m+n <2k —2 <2k —1, tal i com voliem veure.

1.3.4 Irracionalitat de certs ntimeros

Demostrarem que, per a tot k € N, si x > 0 és irracional aleshores ¥/
també és irracional. El seu contra-reciproc és molt més facil de provar.
Aquest afirma: per a tot k € N i x > 0, si {/x és racional aleshores x > 0
també és racional. Per a demostrar-ho tenim que

k
Voe=Leco=2=Lcq,
q ¢

tal i com voliem veure.

1.3.5 Paritat de les ternes pitagoriques

Demostrarem que si m,n i p € Z i m?+n? = p? aleshores 0o bé m o bé n son
numeros parells. Anem a demostrar el contra-reciproc de 'afirmacié amb
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qué hem comengat aquesta seccid. Aquest ens diu: si m,n € Z i ambdds son
senars aleshores no hi ha cap p € 7 tal que m?> +n? = p?. Per a demostrar-la
observem que per una banda, com que m =2k+1in=2¢+1amb k,{ € Z,
tenim que

m?+n?=2k+ 1)+ (20+1) =4+ +k+ () +2, (1)

perd per 'altra, per a tot p € Z hi ha un j € Z tal que es compleix una de
les dues possibilitats segilients:

) 4j2 quan p = 27,
p = (2)
4(52+4)+1  quan p=2j+1.

Aleshores és impossible que existeixi p € Z tal que m? + n? = p?, ja que
ambdues expressions tenen resta diferent quan les dividim entre 4, i per tant
el resultat queda provat.

Observi’s que l'escriptura de les igualtats modul k = 4, seguint les no-
tacions introduides a la Seccié 1.2.4, proporciona una prova més compacta:
com que m i n sén senars, usant (1) tenim que m?2+n2 = 2. Per altra
banda, usant (2) tenim que p € {0,1}. Per tant m2 +n2 # p2? i per tant
m? + n? # p?, sigui quin sigui p € Z tal com es volia provar.

De fet, Euclides ja va demostrar molt més. Totes les ternes pitagoriques
primitives (és a dir, tals que m,n i p compleixen m? +n? = p? i no tenen
cap divisor comi més gran que 1) venen donades per

m=u®—0v? n=2uv, q=u’+0° (3)
amb u i v enters positius, u > v, coprimers i els dos no senars a la vegada
(vegeu per exemple [20, 39]). Potser la més coneguda és 32 + 42 = 52 i
correspon au =21iv=1.

1.3.6 Darrera xifra dels ntimeros perfectes

Es diu que un ntimero natural ¢ és perfecte si és igual a la suma de tots els
seus divisors menors que ell mateix. El més petit és 6 = 1+ 2+ 3. El primer
en estudiar-los va ser Euclides, qui ja va demostrar que si 2" — 1 és primer,
aleshores £ = 2"~1(2" — 1) és un ntimero perfecte. Els ntimeros primers de
la forma 2" — 1 s’anomenen primers de Mersenne, en honor al matematic
francés Marin Mersenne (1588-1648).

De fet, tots els ntimeros perfectes coneguts séon de la forma 271 (2" —
1). Els quatre primers ja els va donar Euclides i séon 6, 28, 496 i 8128.
Els tres seglients eren coneguts al segle XII pel matematic egipci Ismail
ibn Fallus i son: 33550336 = 2'%(2!3 — 1), 8589869056 = 210(2!7 — 1) i
137438691328 = 218 (219 — 1). Al segle XVIII Euler va provar que tots els
ntmeros perfectes parells eren de la forma 2" 1(2" — 1). Aquest resultat se
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sol conéixer com el Teorema d’Euclides—Euler. Avui en dia es coneixen 51
nimeros perfectes, tots séon parells, i el més gran, trobat a finals del 2018,
correspon a n = 82589933 i té més de 24 x 10° digits.

La demostracié de la proposicié segiient usa tant el métode del contra-
reciproc en un dels passos intermedis, com raonaments directes. En general,
la majoria de demostracions barregen métodes diferents.

Proposicio 1.15. Tots els nimeros perfectes parells acaben en 6 o en 8.

Prova. Ja sabem pel Teorema d’Euclides—Euler que tots els nameros perfec-
tes parells son de la forma 27"~1(2"—1) amb 2" —1 primer. Anem a demostrar
en primer lloc que quan 2" — 1 és primer, n també és primer. Aixo és degut
a que si n no és primer, n = pq i aleshores

P 1= (@) L= () @) 2 )

jaque 29— 1= (z—1)(29 '+ 292 ... + 2 +1), i per tant 2" — 1 tampoc
és primer. Observi’s que en aquest punt I'argument usa el contra-reciproc.
La condici6 no és suficient, com mostra I'exemple 211 — 1 = 2047 = 23 x 89.

Considerem, doncs, n primer. Per an =2, £ =2(22 1) = 6 i el resultat
és cert. Sin > 2, aleshores o bé n = 4m+1, 0 bé n = 4m + 3 ja que
tots els primers més gran que 2 sén senars. Recordem que, donats r, s € N,
r = s (mod 10) si, i només si, acaben amb la mateixa xifra. Per tant, en el
primer cas,

2n=h(2m — 1) = 2™ (28 H — 1) = 16™(2 x 16™ — 1)
=6"(2x6™ —1)=6(12—1) =6 (mod 10),
ja que 6™ = 6 (mod 10). De manera similar, si n = 4m + 3,
271 (2" — 1) = 242 (28 1) =4 x 16™ (8 x 16™ — 1)
=4x6(8x6—1)=4(8—1)=28 (mod10).

Per tant, el resultat estd demostrat. ]

1.4 Reducci6 a ’absurd

Recollim a continuacié uns quants exemples de demostracions per reduccid
a ’absurd.

1.4.1 Sobre el niimero racional positiu més petit

Anem a demostrar, usant reduccié a l'absurd, que mo hi ha cap nimero
racional positiu que sigui el més petit de tots. Amb aquest objectiu en ment, i
per tal d’arribar a una contradiccio, suposem que si que existeix. Anomenem-
lo 0 < r € Q. Aleshores clarament 0 < /2 < r, i r/2 € Q, per tant hem
arribat a una contradiccié amb el fet que r era el més petit.



20 Meétodes de demostraciéd

Obviament, el fet de que si 7 és racional implica que r/2 també ho és
permet construir una successié de nimeros racionals /2" n € N, que ten-
deixen a zero. Usant aquesta successié també es demostra de manera directa
i constructiva el resultat desitjat.

Proves similars serveixen per veure que no hi cap ntmero real positiu
que sigui el més petits de tots, ni cap ntmero irracional amb les mateixes
propietats. I ja posats, tampoc hi ha cap niimero algebraic, ni transcendent
amb aquestes propietats. Recordem que un ntmero a € R es diu algebraic
si hi ha un polinomi no trivial P, amb coeficients a Z i tal que P(a) = 0. Un
nimero no algebraic es diu transcendent. El punt clau és que si x > 0 és
real, racional, irracional, algebraic o transcendent, /2 > 0 també ho és.

1.4.2 Hi ha infinits primers de la forma 4n — 1

Com que hi ha infinits ntimeros primers ja sabem que o bé n’hi ha un nombre
infinit de la forma 4n — 1, o bé n’hi ha un nombre infinit de la forma 4n+1,
0 bé les dues opcions es donen.

Anem a veure que la primera opcid, és a dir, hi ha un nombre infinit de
primers de la forma 4n — 1, és certa. La prova és una adaptaci6 de la prova
d’Euclides de la infinitud dels ntimeros primers també basada en la reduccié
a ’absurd.

Suposem que no, per tal d’arribar a contradiccié. Siguin pi, po,...,Pk
tots els primers de la forma 4n — 1. Considerem

N=dpip2---pr— 1L

Aleshores N no pot ser primer, ja que seria de la forma 4n — 1 1ino és a la
llista de tots els primers d’aquesta forma. Clarament cap p; divideix a N. A
més, a la descomposicié de N en factors primers n’hi ha com a minim un de
la forma 4n — 1, ja que si tots fossin de la forma 4n + 1, NV també ho seria
jaque (dn+1)(4dm+1) =4(4nm+n+m)+ 1. Aquest primer seria de la
forma 4n — 1 i no és cap dels pj, j < k, obtenint la contradiccié desitjada.

De fet, Dirichlet al 1837 va demostrar que, variant n € N, qualsevol
expressio an + b amb a i b enters coprimers dona lloc a infinits ntmeros
primers.

1.4.3 El nimero log, 3 és irracional

Suposem, per tal d’obtenir una contradiccié6 que fos racional, és a dir que
logy 3 = p/q, amb p i ¢ ntimeros naturals. Aleshores,

3 =2l0823 — 9P/a — 39 — 9P,

Com que 37 és senar i 29 és parell ja hem obtingut la contradiccié desitjada
i per tant logy 3 és irracional.
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1.4.4 EI ntmero /2 és irracional

Suposem, per tal d’arribar a una contradiccié, que /2 és racional. Per
tant v/2 = p/q, amb p i ¢ nimeros naturals, que a més podem suposar
primers entre si. Aleshores 2 = p?/q¢? i com a conseqiiéncia p?> = 2¢>. En
particular, p? és un nimero parell i per tant p també ho ha de ser (vegeu la
Secci6 1.3.1). Aleshores p = 2k, amb k € N, i substituint 4% = p? = 2¢°.
D’aquesta darrera igualtat obtenim que ¢ = 2k2, i per tant, argumentant
com abans, g és també parell. En resum hem provat que tant p com ¢ tenen
el divisor 2, resultat que estd en contradiccié amb la tria de p i g primers
entre si. Per tant v/2 és irracional, tal i com ja es va demostrar a la Grécia
classica. A la Secci6 4.2.3 farem una segona prova basada en el métode del
descens infinit de Fermat.

1.4.5 Nombre d’arrels reals d’un polinomi

Una conseqiiéncia del Teorema del valor mitja, que ja hem recordat a la
Secci6 1.2.6, és que donats dos zeros a i b, amb a < b, d'una funcié derivable
f:R — R hi ha com a minim un valor ¢, amb a < ¢ < b, tal que f’(c) = 0.
La Figura 4 illustra aquest fet que és conegut com a Teorema de Rolle.

f'(e) =0

Figura 4: Teorema de Rolle

Demostrarem usant el Teorema de Rolle i per reduccié a I'absurd el re-
sultat segiient.

Proposicio 1.16. Sigui p # 0 un polinomi amb tres monomis. Aleshores
p té com a molt dues arrels positives i dues arrels negatives. A més, hi ha
polinomis d’aquest tipus amb quatre arrels reals no nulles.

Prova. Dividint, si cal, per una poténcia de x, no és restrictiu suposar que
p(z) =uz"+vz™ +w, amb uwvw#0 i n>m.

Per tal d’arribar a contradiccié, suposem que p té tres arrels positives 0 <
s1 < 89 < s3. Aleshores, pel Teorema de Rolle sabem que p’ té com a minim
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dues arrels positives, t1 1 to tals que 0 < 51 < 1 < 89 < tg < s3. Ara bé,
el polinomi p'(z) = nux™ ! + mova™! té6 com a molt una arrel positiva,
que existeix quan —muv/(nu) > 01iés t = (—muv/(nu))”™=™) arribant a
la contradicci6 desitjada.

El resultat per arrels negatives és conseqiiéncia del resultat per arrels
positives simplement considerant el polinomi ¢(z) = p(—=z).

Per a veure que el resultat és optim és suficient considerar el polinomi
p(z) = (22 — 1)(2% — 4) = 2* — 522 + 4, que té tres monomis i arrels reals
+1,+2. O

De fet, de manera semblant es pot demostrar una extensio per a polinomis
amb un nombre arbitrari de monomis, perd veurem més endavant (Seccié 2.7)
que és molt més comode demostrar-la usant el métode d’induccié.

1.4.6 El conjunt R no és numerable

Recordem que un conjunt C' es diu numerable si hi ha una aplicaci6 bijectiva
entre C' i els ntimeros naturals N.

Per a demostrar-ho, suposarem que si que ho és, i arribarem a una con-
tradiccié. Sera util pensar que el numeros reals es poden identificar amb les
seves expressions decimals. Sigui f : N — R una aplicaci6 bijectiva entre els
dos conjunts. Aleshores tots el niimeros reals es poden ordenar i serien:

f), £(2),£3),.... f(n),...

Les imatges dels primers nimeros reals podrien ser, per exemple, els de la
Figura 5.

O

40000010000000...
.50060708666900...
.50500940044101...
.50704007048050...
.90026000000506...
.85809582050020...
.50505550655808...
.72080640000408...
.55000088880077...
.50020722078051...
.90000880000900...
.50280008009671...
.89008024008050...
.50009742080226...

© 00U WS

000N OO0 OO U g 0 O~

Figura 5: Un intent de construccié d’una aplicacié bijectiva entre N i R, i unes xifres
decimals marcades.

Ara considerem un ntimero real y de manera que per a tot k € N:
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La zifra decimal k-éssima de y és diferent de la de f(k).

Per exemple, y podria comencar com: y = 0.6202977123333 ... Es clar que
no hi ha cap n € N tal que f(n) =y, ja que és diferent de tots els de la llista.
Per tant hem arribat a una contradicci6 i R no és numerable.

La construccié d’aquest element y sense preimatge se sol designar com
procediment diagonal de Cantor en honor del matematic alemany Georg Can-
tor (1845-1918) qui va ser el primer en usar aquesta construccio.

1.4.7 La irracionalitat de e

Reproduim a continuacié la prova de Fourier del fet que e és un nidmero
n

irracional. Si definim S, = ) %, aleshores
m=0

=1
e:nh_{gloS ZE
m:

Observem que per a tot j > 1,
n! 1 1 1 1 1

= X X o X X < :
(n+j5)! n+j n+j—-1 n+2 n+17~ (n+1)7’

amb igualtat només per a j = 1. Per tant,

o0
1 1
e—Sp= D, = Z - n.Z nﬂ
m=n-+1 m=n-+1
1 & 1 1 D 1
I e E
Ti=1 B (7)) )

on a la peniltima igualtat hem sumat una série geométrica. Prenent n = 2,
com que Sy = 5/2, obtenim
11

1
2 So 4+ —=— < 3.
<e< 2+4 4<

Suposem, per tal d’arribar a contradiccié que e és racional, és a dir que
e = p/q € Q. Observem primer que ¢ > 2 ja que 2 < e < 3 i per tant e no

pot ser enter. Si prenem la desigualtat anterior per a n = ¢, s’obté
1

Sq<e:2<8q+'—.

q q-q

Multiplicant-la per ¢! tenim que
1
'8, < q!e:qlg =(a=D'p<alS+ <dS+1
Com que ¢! Sy és enter obtenim que (¢ — 1)!p és un enter situat entre dos

enters consecutius, fet que ens déna la contradiccié buscada. Per tant e és
irracional.
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1.4.8 El tot i les seves parts

Es molt clar que si un conjunt A és finit (amb n elements) aleshores no hi ha
cap aplicacio bijectiva entre ell i el conjunt dels seus subconjunts P(A), ja que
aquest segon conjunt té 2" > n elements. Vegeu per exemple la Secci6 4.3.3
per a una prova de que P(A) té 2" elements. Tal i com va demostrar Cantor,
aquest resultat és cert per a qualsevol conjunt.

Proposicio 1.17. No hi ha cap aplicacid bijectiva entre un conjunt A i el
congunt P(A).

Prova. Suposem, per tal d’arribar a una contradiccié, que A és un conjunt
tal que entre A i P(A) hi ha una aplicacio bijectiva f. Definim el subconjunt
d’A segiient,
B:={zeA:zdgf(x)} €P(A).

Aleshores, existeix un y € A tal que f(y) = B. Ara bé, siy € B, per definicio
y & f(y) = B i tenim una contradiccié. Per altra banda, si y ¢ B tenim que
y € f(y) = B, de nou una contradicci6. Per tant, un y tal que f(y) = B no
pot existir, i la proposicié queda demostrada. O

2 Induccid

Encara que no amb el formalisme actual, les primeres proves d’induccié es
remunten al segle X. El terme induccio matematica va ser introduit de ma-
nera rigorosa pel matematic britdnic Augustus De Morgan 'any 1838, vegeu
per exemple [13] o [17, Cap. §| .

A BEE
¥ R % . ¢
W 4 " ' .O. ‘0. W
’ ) " U

/oL "

7 oA 4 L F

// / :O: :0: .. '.

Figura 6: Induccié6 i figures de domino

Una demostraci6 per inducci6 apareix quan tenim un nombre infinit d’a-
firmacions que volem demostrar: Afirmacio(1), Afirmacio(2), Afirmacio(3),
..., Afirmacio(n),... Si podem fer els dos passos segiients, aleshores haurem
vist que les afirmacions seran certes:
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Pas 1. Demostrar que I’Afirmacio(1) és certa. Es a dir, tombar la primera
peca del domino.

Pas 2. Demostrar que, per a tot nimero natural m, si I’Afirmacié(m) és
certa, aleshores I’Afirmacio(m + 1) també ho és. Es a dir, que si
tombem el domino m-éssim, aleshores el domino (m+1)-éssim també
cau, vegeu la Figura 6.

Resumint el principi d’induccié diu que, si podem fer els passos 1 i 2,
aleshores I’Afirmacio(n) és certa per a tot n € N.

2.1 Suma dels primers enters positius

Anem a veure com a primer exemple que es compleix que

Sn:1+2+3—|—--'+(n—1)—|—n:n(n2+1). (4)

Es diu que en Gauss amb només 7 o 8 anys va deduir-la quan el seu mestre els

hi va posar a classe com a exercici per tenir-los entretinguts que calculessin

1+2+3+---4100. Més endavant veurem com es pensa que ho va fer en
Gauss.

La formula és certa per a n = 1 ja que S; = 1 = 122, Suposem ara que

2
la formula és certa per a n = m i veiem que també ho és per an =m + 1:

Spmp1=14+2+3+--+m+(m+1)=S,+(m+1)

~ m(m +1) _ (m+1)(m+2)

Per tant, pel principi d’induccio, (4) és certa.

2.2 Formula de Nichomacus

Nicomachus de Gerasa va ser un matematic i fildsof grec que va viure al segle
primer després de Crist. Se li atribueix una versié geométrica de la formula
per a la suma dels primers n cubs:

P44 qpn—1P4n= (1424 +@m-1D+n)’ (5

Sembla ser que una de les primeres proves que va usar les idees principals de
I'induccié va ser per a demostrar aquesta formula i és deguda al matematic
persa al-Karaji (953-1029). Anem a demostrar-la, usant la terminologia
moderna.

Per a n =1 és certa ja que 12 = 12. També ho és per a n = 2, donat que
13423 = 9 = (1 + 2)2. Per acabar, demostrem-la quan n = m + 1 a partir
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de saber-la per a n = m. Tenim

(1424 +m+m+1))°=0+2+ - +m)?+ (m+1)>
+2(1+2+---+m)(m+1)
=13+ 2% 4. 4 m® + (m+1)°
+2m(m+1)
2
=134+2% 4 4 m® + (m+1)%,

(m+1)

on a la pentltima igualtat hem usat (4). A la Secci6 4.6.1 veurem una prova
sense paraules de (5).

2.3 Una propietat de divisibilitat

Sovint hi ha més d’una manera de demostrar un resultat cert. Per exemple,
en aquesta seccid provarem usant induccié un resultat senzill de divisibilitat
i a continuacié donarem dues demostracions alternatives.

Provarem que per a tot 1 < n € N, 11" —6 és divisible entre 5. Clarament
aquest resultat és equivalent a ’afirmaci6é segiient: per a tot 1 <n € N, hi
ha un ¢ € N tal que 11" = 5 ¢+ 6. Demostrem aquesta darrera afirmacié per
inducci6é. Per a n = 1 és certa ja que 11 = 5 + 6. Suposem-la certa per a
n=m, é adir 11" = 5¢+ 6 per a un cert £ € N, i la demostrarem per a
n=m-+1,

1™ = 11m11 = (544 6) 11 = 55 £ + 66
=5504+60+6=>5(11¢+12) + 6,
tal i com voliem veure.

Veiem a continuacié dues proves directes alternatives de I’afirmacio.

La primera prova consisteix a observar que 11" és un ntimero que acaba
en 1. Aleshores clarament 11" — 6 acaba en 5 i és ben conegut que tots els
nimeros que acaben en 5 sén divisibles entre 5.

La segona usa de nou els calculs amb nimeros enters modul k dels que
ja hem parlar al final de la Seccié 1.2.4, en aquesta ocasié amb k = 5. Tenim

mm—6=11"-6=11"-1=1"-1=1-1=0.

Per tant la divisié de 11™ — 6 entre 5 té resta 0, com voliem demostrar.

2.4 Els nimeros de Fibonacci

Una de les seqiiéncies de numeros naturals més famosa és la formada pels
nimeros de Fibonacci: 0,1,1, 2,3,5,8,13,21,34,55,... i ve definida per la
recurréncia

Fo=0,Fi=1 1 Foy1=F,+F,-1peran>1.
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AAAAAAAAAALAAALLS
LEONARDO PISANO DETTO IL FIBONACCI

AAAAAAAAAAAAA

ITALIA B

AAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Un segell italia recent dedicat a Fibonacci

A continuacié, demostrarem per induccié algunes propietats i relacions
entre els nimeros de Fibonacci. Per aix0 necessitarem les notacions segiients:

1+5 1 1-5
:+T\/_z1.618, ¢:—;:1—g0:—\/_%—0.618.

14 2

2.4.1 Formula de Binet

Demostrem en primer lloc, per induccio, que si x € {¢, 1} aleshores
" =zF,+F, 1, n>1.

Clarament, la formula és certa per a n = 1. Ara bé, com que 22 —xz —1 = 0,
també és certa per a n = 2. Suposant-la certa per a n = m, tenim que

amt :U(:UFm-I—Fm_l) =22 F,4+xFp_1= (x+1)Fp+xFp_
:$(Fm+Fm—1) + Fn =2 Fing1 + Fi,

és a dir, obtenim que és certa per a n = m + 1, tal i com voliem veure. Per
tant, per a tot n > 1, sabem que

"=+ F 1 Y=Y+ Fy

Restant ambdues equacions, arribem a o™ — Y™ = (¢ — ¢) F,,, resultat equi-
valent a la formula de Binet,

n __ N n o N
poof V9w

n>1.

p—v 5 T T
El matematic francés Jacques Philippe Marie Binet va donar aquesta férmula

I’any 1843, tot i que sembla que tant Daniel Bernoulli com de Moivre ja la
coneixien al segle XVII.
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2.4.2 Suma dels quadrats

Demostrarem

n
> F? =F, Fop1.
i=1

Per an =1 és cert ja que F12 =1 = F| Fy. Suposem la formula certa per a
n = m i demostrem-la per a n =m + 1.

m+1 m
Z EZ = ZE2+ (Fm+1)2 = Fpn Fing1 + (Fm+1)2
=1 =1

= I'm+1 (Fm+1+Fm) = Fin+1 Finyo.

Per tant la férmula queda demostrada.

2.4.3 Dues relacions més

Demostrarem que
Fonp1 = (Fop1)? + (F)? i Fopa Fuoy — (F)? = (1)

Comengarem provant per inducci6é que

1 1\" [(F F,
M"™ = = ("nHt o).
Go) =5 o ©
Per a n = 1, és clarament cert. Per demostrar-ho per a n = m + 1, a partir
del cas n = m observem que

et (1Y (11 "™ (1 1\ (Fuy1  Fu
“\t o)\1 0/ " \10)/\F, Fna
:(Fm+1+Fm Fm+Fm—1>:(Fm+2 Fm—l—l)

Fm+1 Fm Ferl Fm

tal i com voliem demostrar. Per tant, com que M?" = M™M", tenim que

<F2n+1 F2n>_(Fn+l Fn><Fn+1 Fn>

F2n F2n71 N Fn anl Fn anl ’

Fent el producte de matrius i igualant I’element de la primera fila i la primera
columna tenim que Fy,11 = (Fy1)? + (F,)?, tal i com voliem provar. Per
demostrar la segona relacié nomes cal prendre determinants a ambdoés costats
de (6) i usar que det(M") = (det(M))" = (—1)". Aquesta segona igualtat
s’anomena identitat de Cassini.
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2.4.4 Fites per a F,,

Anem a demostrar que
"< F, <¢" peran>1. (7)

Comencem demostrant la desigualtat inferior. Per a n = 1 és certa ja que
0l < 1=F,iperan =2 també, donat que ¥ = 1 = F,. Veiem que és
certa per an = m + 1, a partir del resultat per an=m — 11 per an = m.
Observem aqui, que hem usat una petita variacié de la induccid classica, ja
que necessitem que sigui certa per als dos primers casos i usem els dos casos
anteriors per demostrar el seglient (és com si necessitéssim tirar dos dominos
consecutius per fer caure el segiient). Usant un cop més que <,02 =p+1,

1 1
Ferl:Fm“‘melngm_2+§0m_3:(ﬁm_l <(,0+g02)

_Lo+1 12 _
m—1 A :Sam 172:(Pm 1'
‘2 ¥

Per tant, la desigualtat inferior és certa. La prova de 'altra desigualtat és
similar i es compleix per a n > 0. En primer lloc, clarament 0 = Fy < ¢% =1
il=F] <. Ara bé, suposant-la certa per an =min =m — 1 tenim

1 1
Fm+1:Fm+mel<90m+90m_1:(’0m+1 (‘P+‘P2>

m+1§0+1: m+1£2_ m—+1

©? ©? ’

tal i com voliem demostrar. Per tant (7) queda demostrat.
Com que 8/5 < ¢ < 5/3, una conseqiiéncia directa de (7) és que

] n—2 5 n
<5> < F, < <3> per an > 1.

2.5 Tres desigualtats
2.5.1 Factorial i una poténcia

Anem a demostrar que per a tot natural n > 4, es compleix la desigualtat
n! > 2" Per an = 4 és certa ja que 4! = 24 > 16 = 2%, Suposem-la certa
per an =m > 4 i demostrem-la per an =m + 1,

(m+1)!=(m+1)xm!>(m+1)x2™>2x2m=2m+

jaque m+12>5> 2. De forma que el resultat queda demostrat.
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2.5.2 Una desigualtat classica
Demostrarem per induccié que
(I+x)">14+nz, sempreque —1<zeRi0<neN.

Per a n = 1 és cert ja que obtenim una igualtat. Demostrem-ho per a
n =m + 1 a partir del cas n = m i usant que 1+ z > 0. Es compleix

(14 2)™ = (14 2)(1+2)"
>(1+x)(1+muz)
=1+ (m+1)z+ma?
>1+(m+1)x

tal i com voliem veure. Per tant la desigualtat esta provada.

2.5.3 Una desigualtat curiosa

Anem a demostrar per induccié que per a tot n € N i per a tot z € R,
lsin(nx)| <n [sin(z)]. (8)

Per an =0 o n =1 la desigualtat és clarament certa, i de fet és una
igualtat. Suposem que és certa per an = m i demostrem-la per an = m+ 1.

|sin((m + 1) x)| = |sin(m ) cos(x) + cos(m x) sin(x)|
< |sin(mx)| |cos(x)| + |cos(m x)| |sin(x)]|
z)

< |sin(mz)| + |sin(z)|
< m [sin(z)| + [sin(z)|
= (m+1) [sin(z)],

tal i com voliem veure. Per tant (8) és certa.

La desigualtat és ben curiosa, ja que es compleix quan n € N, pero ja
no ho fa quan n € Q. Per exemple, per a n = 1/2, prenent = = 7, tenim
que 1 = |sin(7/2)| = [sin(nx)| > n|sin(z)| = |sin(7)| /2 = 0. Per tant, no
sembla facil trobar una prova analitica de (8) no basada en induccio.

2.6 Nombre de cordes

Considerem n punts sobre una circumferéncia. Sigui C,, el nombre de cordes
que s’obtenen ajuntant tots els punts de dos en dos. Anem a demostrar que
Cp,=n(n—-1)/2.

Utilitzarem inducci6. Per a n = 1 és clar que C; = 0 (no hi ha cap
corda). Sies vol, peran =2, Cy =1 =2x1/2 ja que només hi ha una
corda, la que uneix els dos punts.
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Suposem ara que per an =m, Cp, = m(m —1)/2 i calculem Cy,41. Ob-
servem que si agafem els m+1 i els dividim en dos grups, un que anomenem
A, amb m punts, i un altra amb un sol punt, p. Aleshores el nombre total de
cordes esta format per les que tenen com extrems dos punts del conjunt A,
és a dir (Y, cordes, més les m cordes que comencen a p i acaben a cadascun
dels punts de A. D’aquestes clarament n’hi ha m. Aixi,

m(m —1) (m+1)m

Gt = Cntm = =g 4=y

tal i com voliem demostrar. Vegeu aquest argument illustrat a la Figura 7
per a m = 5.

Figura 7: Cs =Cs+4=6+4=10

El resultat anterior també admet una prova combinatoria, ja que hi ha
tantes cordes com subconjunts de dos elements té un conjunt de n elements.
Aqui identifiquem cada corda amb els seus dos punts extrems. Es ben cone-
gut que el nombre de subconjunts de k elements és (z), vegeu la Seccid 4.3.
Aixi G, = (3) = n(n—1)/2.

2.7 Nombre d’arrels reals d’un polinomi, segona part

La demostraci6 segiient barreja els métodes d’inducci6 i reduccié a ’absurd
i estén els resultats de la Secci6 1.4.5.

Proposicio 2.1. Sigui p # 0 un polinomi amb n + 1 monomis, 0 < n € N.
Aleshores p té com a molt n arrels positives i n arrels negatives. A més, hi ha
polinomis d’aquest tipus amb 2n arrels no nulles, n positives i n negatives.

Prova. Sin = 0 el resultat és clarament cert ja que els polinomis amb un
monomi, p(x) = a; z* no tenen cap arrel ni positiva ni negativa. Anem
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a demostrar-ho quan n = m + 1, suposant el resultat cert per a n = m.
Considerem un polinomi amb n + 1 = m + 2 monomis,

p(z) = a1 2 fag a4+ I hm+1 U2 ghm+2, (9)

amb a1a2 - Gpi10mys 01 ky > ko > -+ > ka1 > kmao > 0. Si aquest
polinomi tingués n+1 = m+2 arrels positives (o més), aleshores, considerem
q(z) = p(x)/z*m+2, el qual tindra el mateix ntimero d’arrels positives que
p(z). Pel Teorema de Rolle, ¢’(x) en tindria com a minim m + 1, fet que esta
en contradiccié amb la hipotesi d’induccio, la qual estem suposant certa, ja
que ¢'(z) té només m + 1 monomis. Per tant el resultat esta provat pel que
fa a quantitat d’arrels positives.

La prova de la resta de la proposicié es segueix de manera similar a la
part final de la prova de la Proposici6 1.16. OJ

De fet, aquesta proposicié és una versio simplificada de la famosa regla
de Descartes per a polinomis de la forma (9). Aquesta regla assegura que
la quantitat de solucions positives de p(xz) = 0 (tenint en compte la seva
multiplicitat) és N = o0 —2/, on o és el nombre de canvis de signe de la llista
ordenada [ay, ag,...,am+1,am+1] 1 € € NU{0} és desconegut, vegeu [12].

2.8 Calcul d’una integral definida

Anem a demostrar, usant induccié sobre n, que per a tot parell k, n d’enters
no negatius
kln!

(k+n+1)! (10)

1
/ 281 —z)"dx =
0

Per a n = 0 el resultat és cert ja que

! ! 1 k0!
k 0 k
1-2)0de = dz = = .
/0 z"(1—z)" dx /0 2dz =1 EE

Veiem que si és cert per a n = m i qualsevol k, aleshores és cert per a
n =m+ 11 k arbitrari. Usarem la féormula d’integraci6é per parts,

b
—/ v (z) v(z) de, (11)

prenent u(x) = (1 — z)™! i v(z) = 281/ (k + 1),

1
1
k m+1
1— =
/0 (1 — ) dz 1

r=1
:L‘k+1(1 _ $)m+1

=0
m+1 1o
1_ m
+k+1/0m (1—2)"dx
(m+1) (k+1)!m!  kl(m+1)!

(k+1) (k+m+2)! (k+m+14+1)
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tal i com voliem demostrar.

De fet, la igualtat (10) es pot estendre a exponents reals positius, o fins i
tot complexos amb part real positiva, introduint les funcions gamma i beta,
denotades respectivament per I' i B. Aixi, per a tot z1, 29 € C amb part real
positiva, es pot demostrar que

['(21) I'(22)

B -
(21722) F(Zl + 22) )

on
o0 1

I(z) = / t"leTtdt i B(x,2) = / 1 (1 -2 e
0 0

No farem la prova, que és una mica més técnica i complicada que la de (10).
Aquesta darrera igualtat implica (10), ja que no és dificil demostrar que per
neN, I'(n)=(n—-1)!

Acabem aquesta secci6 amb un exemple divertit.

2.9 El problema dels bitllets

Anem a demostrar que amb un ntmero illimitat de bitllets de només 5 i
7 euros com els de la Figura 8 es pot pagar de manera exacta qualsevol
quantitat entera més gran o igual que 24.

Figura 8: Bitllets de 51 7 euros

En aquesta prova usarem la induccié d’una manera poc formal. Primer
veiem que es poden pagar de manera exacta les quantitats: 24,25,26,27 i
28;

24 =2x5+2x7, 25=5x54+0x7,
26=1x5+3x7, 27T=4x54+1x17,
28=0x5+4x7.

A partir d’aquest resultats veiem que es poden pagar de manera exacta
totes les quantitats més grans que 23 senzillament afegint prou bitllets de 5
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euros. s com si tinguéssim 5 files de dominos que van caient.

24 —+29—+34—-39—-44—-49—-54—-59 =64 =69 — ---
25—+ 30 -+ 35— 40 - 45 - 50 —+ 55 - 60 - 65 — 70 — - --
26 -+31 —-36 —-41 - 46 - 51 - 56 - 61 - 66 - 71 — ---
27T =32 —> 37T —42 547 - 52 - 57 - 62 - 67 —> 72 — - --
28 +33 38 43 -48 -+53 58 - 63 - 68 - 73 — ---

De fet, aquest és un problema classic que s’anomena en anglés “the coin
problem”, és a dir, el problema de les monedes, o també el problema de Fro-
benius. Sitenim una quantitat illimitada de monedes amb només dos valors:
p i q, naturals, aquest problema consisteix a veure a partir de quin valor
minimal M, anomenat nimero de Frobenius, es poden pagar totes les quan-
titats de manera exacta. Es conegut que si p i ¢ sén primers entre si, aquesta
quantitat és M = pq — p — q, vegeu [41]. En el nostre cas p =5, ¢ = 7 i
M =5x7—-5—7=23. Quan hi ha més de dues monedes, no es coneix cap
formula tancada per M, perod si que hi ha algoritmes per determinar el ni-
mero de Frobenius per a valors donats de les monedes. També és interessant
veure des d’aquest punt de vista per qué molts sistemes de monedes tenen
les de 2 i 5 unitats. Amb aquests valors es pot pagar de manera exacta
qualsevol quantitat superior a M =10 —-2 —5 = 3.

Observi’s que si p i g tenen algun factor en comu ja no hi ha cap valor M
amb la propietat desitjada. Per exemple, si p i ¢ sé6n ambddés parells només
es poden pagar quantitats parells.

Si pel pagament de qualsevol quantitat entera C' admetem tornar canvi,
llavors no hi ha cap restriccio sobre C. Aixd es degut a la igualat de Bézout
que assegura que donats qualssevol enters positius p i ¢, primers entre si,
existeixen n,m € Z tals que n X p+m x ¢ = 1. A partir d’aquesta igualtat
tenim que (C X n) X p+ (C X m) x q = C. Per tant, per pagar 23, usant que
3x5—2x7=1, obtenim que 69 x 5 —46 x 7 = 23, tot i que hi ha solucions
més simples, com per exemple 6 x 5 —1 x 7 = 23.

3 Calculs

L’habilitat en el calcul sempre ha estat una de les vessants importants dins
de les matematiques. De fet, el primer contacte d’un infant amb elles co-
menga amb els calculs que involucren nimeros naturals, continua amb les
fraccions, i de mica en mica es va complicant incloent altres elements com
el raonament més abstracte o la geometria. En aquesta seccié inclourem
uns quant exemples de demostracions en las que la part essencial és saber
calcular.
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3.1 Prova de Gauss de que 1+ 2+ --- 4+ 100 = 5050.

Demostrem seguint la idea atribuida a Gauss quan n = 100, que es com-
pleix (4). Per aix0 escrivim
Sp= 1 + 2 + 3 +---+n—-1+4+ n
+S:= n 4+ n—-14+n-2+4---+ 2 + 1

2S,=(n+1)+(n+1)+(n+1)+---+(n+1)+(n+1)
Per tant, com que el terme n + 1 surt n vegades:

n(n+1).

25, =n(n+1) = S, = 5

3.2 Una igualtat divertida

Demostrarem per a tot n € N la igualtat entre niimeros naturals que tenen
totes les seves xifres repetides segiient:

111...1=222...2+ (333...3)%
—_— Y= N——

2n cops n cops n cops

Per a provar-la usem que

111...1—-222...2=111...1000...0 —111...1 =111...1 x (10" = 1)
—— 0 o L

2n cops n Cops n Cops n cops n Cops n Cops

=111...1x999...9=333...3 x333...3,
—_——— e e S

n cops n cops n cops n Ccops

tal i com voliem veure. Aixi 11 =2+ 32, 1111 = 22 + 332, ...

3.3 Una equaci6 curiosa

Anem a demostrar que 1'inic ntimero de tres xifres “abc” que coincideix amb
al + bl + ¢! és 145. Aquesta condici6 s’escriu com

100a+10b+c=a!+ b + ¢!, (12)

amb a # 01 a,b,c € {0,1,2,...,8,9}. Com que 7! > 1000 ja sabem que
a,b,c < 6. Pero 6! = 720, fet que implica que a,b,c < 5. A més, 5!4+5!+5! =
360, per tant a < 3.

Ara bé, si a = 3, 300 < 100a + 10b + ¢ < 355, perdo a! + bl + ¢! <
3!+ 5! + 5! =246 < 300. Per tant, a < 2.

Quan a = 2, 200 < 100a + 10b + ¢ < 255. En aquest cas a! + b! 4 ¢!
val 242 quan (b,c¢) = (5,5) i no es compleix (12). En qualsevol altre cas
al + bl + ¢! < 21441 + 5! = 146 < 200. Aixi, a = 2 tampoc proporciona
solucions de (12).
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Per acabar, si a = 1 aleshores 100 < 100 a4+ 10b+ ¢ < 155. Per tal que es
compleixi (12) s’ha de tenir 100 < 1!14-b!4-¢! < 155, és a dir 99 < bl+c! < 154.
Com que bl, ¢! € {1,2,6,24,120} les uniques solucions possibles corresponen
a(b,c) € {(4,5),(5,4)}. Tal i com voliem veure, d’aquestes dues possibilitats,
I'inica que proporciona una solucié de (12) és la primera ja que

145 = 1! + 4! 4 5!,

3.4 Identitats algebraiques

Llistarem a continuacié unes quantes identitats classiques que recorden a les
ternes pitagoriques. Totes es poden demostrar senzillament expandint els
dos costats i comprovant que coincideixen. No farem aquests calculs. N’hi
ha moltes més a la plana web [47].

3.4.1 Identitats de Bramagupta—Fibonacci:

(a®> +0*)(* + d?) = (ac+bd)* + (ad — be)?
= (ac—bd)*+ (ad+bc)?,

també son conegudes com identitats de Diofant. Per exemple, pel cas par-
ticular (a,b,c,d) = (1,4,2,7) diven que (12 + 42)(22 + 7%) = 302 + 12 =
262 + 152. Brahmagupta les va desenvolupar, juntament amb altres identi-
tats similars, per a estudiar certes equacions diofantiques (equacions on els
coeficients i les incognites només prenen valors enters). Quan a, b, ¢ i d
son reals admeten una prova molt senzilla usant propietats del producte i la
norma de nimeros complexos, |a + bi|2 = a® 4 b2, que es desenvolupa de la
forma segiient. Sabem que

(a+bi)(c+di)=(ac—bd)+ (ad+bc)i,
fet que implica que
la+bil*|c+di> =|(ac—bd) + (ad+be)il*.

Per tant
(a®> +*) (P +b*) = (ac—bd)? + (ad +bc)2

Partint de
(a —bi)(c+di)=(ac+bd)+ (ad—bc)i

obtenim |’altra igualtat buscada.
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3.4.2 Identitats de Ramanujan

Més endavant dedicarem una seccié sencera, la 3.15, a Ramanujan. Aqui
presentarem dues de les seves identitats. La primera és:

(3a®+5ab—5b2)" + (402 — 4ab+61%)° + (5% —5ab — 3b?)°
— (60> —dab+40°)".

Quan a = b = 1 déna lloc a la bonica igualtat 32 +43 453 = 63. Una segona,
d’un tipus semblant, és:

(a>+9ab—1%)° + (12d> — 4ab+ 20?)°
= (9a%> = Tab—1?)° + (10a% + 20%)° .

En aquest cas, de nou quan a = b = 1, déna la famosa igualtat 13 4 123 =
9% +10% = 1729, associada a una I’anomenada anécdota del taxi, basada en
una conversa entre Ramanujan i Hardy, vegeu [44]. Recordem-la breument:
resulta que quan en Hardy va anar a visitar a Ramanujan a I’hospital en el
que estava ingressat li va comentar que havia arribat en un taxi que tenia
un namero de matricula avorrit, el 1729. Ell de seguida li va contestar que
no, que 1729 era un nimero molt interessant ja que de fet era I’enter més
petit que es podia posar de dues maneres diferents com a suma de dos cubs
d’enters positius. Si s’admeten enters negatius hi ha valors molt més petits.
Per exemple, 63 + (=5)3 = 43 + 33 = 91.

Les dues identitats que hem donat formen part d’una familia més general
d’identitats amb quatre cubs. Una també semblant, atribuida a Viéte és:

(a* = 2ab?)’ + (a®b+ 1Y) = (b* — 24%D)" + (alb® + a*)’ .

Sobre la pregunta natural sobre quin és 'enter més petit T'(3) que es pot
posar de tres (o més) maneres com a suma dos cubs positius, tenim que és

87539319 = 4363 + 1673 = 423% + 2283 = 4143 + 255°.

En general, el nameros T'(k) s’anomenen tazicabs en anglés, i se sap que
T(1)=2=134+13T(2) = 17291 T(3) = 87539 319. Es coneixen només per
a k < 6. Si admetem valors negatius de nou tenim un valor més petit:

4104 = 16% 4 23 = 15% 4+ 93 = (—12)® 4 183,

vegeu de nou [44].

3.5 Una identitat involucrant arrels quadrades

Demostrarem que per a tot x > y > 0 es compleix la identitat

2 _ 2 2 _ 2
\/m:\/f;Jer"Qyi\/gvay (13)
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extreta de [31]. Sila intentem demostrar elevant al quadrat a ambdods costats,
els calculs es fan forca pesats que se simplifiquen forga si usem uns canvis de
variables adients per al problema. Siintroduimt¢ > s > 0 com s = /22 + 12
it=ux+4y, aleshores

2 + 52 . 12— g2
= 1 = .
2 Y= "9

x (14)

Substituint,

N
AT Yy = 1/1‘—:[/:% i \/gi xz Y — S'

t
Vit 2Vt
A partir d’aquestes igualtats és immediat obtenir (13).
Els canvis de variable de la forma (14) s’usen en molts contextos i se solen

dir parametritzacions racionals, veure per exemple [22] i les seves referéncies.

3.6 L’aproximaci6é de m d’Arquimedes

El métode ideat per Arquimedes consisteix a aproximar 7 pels perimetres
dels poligons regulars de 6 - 2" costats, circumscrits i inscrits a la circumfe-
réncia de diametre 1, que denotarem per ¢, i p,, respectivament. Aleshores,
Pn < T <gnpi lim ¢, = lim p, = 7.
n—oo n—oo

Comengarem calculant p,,. El perimetre de I’hexagon inscrit és pg = 3 ja
que el costat és igual al radi. Si anomenen x el costat d’un poligon regular,
volem saber quin serd el costat y del poligon regular que té el doble de
costats. Per obtenir y en funcié de x ens basarem en la Figura 9.

RN

z
2

(I
|
N

[NIE]

Figura 9: Calcul dels costats d’un poligon
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L’aplicacié del Teorema de Pitagores dos cops diu que
2

LA S (1_ )2_ 2
4+Z—4, 4+22—y.

) 2 . .
Operant a la segona formula, % + i + 22 — 2z = 42, i usant la primera,

3 — 2z =1y Com que z = 171””2 , concloem que y = \/% (1—\/1—:1;2).

Per tant, si anomenem £,, el costat del poligon amb 6-2™ costats, tindrem
ly=1/2, pg = 3, 1 a partir d’aqui

1
€n+1 = \/2 (1 - 1- (gn)Z) 5 Pn+1 = 6 - 277,—1—1 €n+17

amb lim p, = 7.

n—oo
El calcul efectiu de ¢,,+1 a partir de ¢, produeix errors de calcul, ja que

en fer l'operacio \/5 (1 — /1 - (En)2> , amb £, cada cop més petit, s’han

de restar ntiimeros molt propers. Per tant, és convenient desracionalitzar
I'altima expressié usant la identitat:

(1 i) VT )
Y11= ()2 141 ()2
on el fet que /¢, sigui cada cop més petit influeix menys en la precisié del

calcul.
El resultat final és que si definim

1
9’

EOZ p0:37

lpi1 = b ,
\/2 (B

obtenim una manera efectiva de calcular una successio {p,} que compleix
nh—>Holop” = m. En particular tenim que pg = 3, p1 = 3.10..., po = 3.130...,
ps =3.139..., pg = 3.1410. .., p15 = 3.1415926534, . . ..

Hi ha una expressio diferent pels calculs d’Arquimedes, veure |18, Cap. 1]
pels detalls, que calcula simultaniament ¢, i p,. Es verifica que

Pnt1 =06+ P lpga.

In+1 = . Dbl = @nt1Pn, G0 =2V3, po=3.

A més, gni1 — pnt1 < (qn — Pn)/3. Per exemple, prenent el poligon amb
96 costats (n = 4) obtenim py = 3.1410... = py < 7 < q4 = 3.1427... i
recuperem les fites classiques d’Arquimedes

3+1O< <m< <3+10
71 Pge < T < QG4 70"
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3.7 Formula de Viéte

Demostrarem la férmula de Viéte per a calcular 7,

2 V2 V2442 V2 VeV \/ﬂm
=5 . 5 . 5

2

s

amb una prova semblant a la de la seccié anterior. En aquesta demostracio
usarem arees en lloc de longituds.

Figura 10: Sectors circulars

En primer lloc observem, usant la Figura 10, que l'area 15, d'un tri-
angle d’angle 2o, amb 0 < o < 7/2, dins d’un disc de radi 1 és Th, =
sin(a) cos(a) = sin(2ar) /2. Per tant, si anomenem A,, 1'area del poligon ins-
crit de 2" costats corresponent tenim que A; = 2 i es compleix que

Ay T  sin(a)cos(a)

Apt1 T T, sin(a) = cos(a),

on o = /2" F1,
Aixi, si definim d, = 2cos(7/2"!), usant la igualtat 2cos(z/2) =
2 4+ 2cos(x) obtenim que dyp+1 = V2 + d,, . Aixi,

di=V2, dy=1\/2+V2, ds=1\/2+\2+V2, ...

i arribem a que,

) Lo > 9
An = _An ATL = A —_ 2 _— = s
HEg ! ]r:[l 4G El 4"

resultat equivalent a la formula de Viéte, vegeu també la Figura 11.
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0 @

Figura 11: Visio grafica de la formula de Viéte

3.8 Proves d’identitats per derivacio

Usarem només el fet de que si la derivada d’una funci6é derivable és idénti-
cament zero aleshores la funcié és constant. Recordem que aquest resultat
ha estat provat a la Secci6é 1.2.6 com a conseqiiéncia del Teorema del valor
mitja.

3.8.1 La identitat trigonométrica fonamental

Una de les relacions més conegudes a matematiques, que com ja hem vist és
equivalent al Teorema de Pitagores, és cos?(x) + sin?(x) = 1. Observem que
si considerem la funcié f(x) = cos?(x) + sin?(x) aleshores

J'(z) = —2cos(z) sin(z) + 2sin(z) cos(z) = 0.

Per tant cos?(z) + sin?(z) = f(z) = f(0) = cos?(0) + sin?(0) = 1. D’alguna
manera la prova té molta “trampa’ ja que la propietat que volem provar s’usa
també en el calcul de les derivades. A continuacid, en farem un parell més,
molt més interessants.

3.8.2 Una identitat d’Euler

Euler va demostrar que

1 1
arctan [ — | = arctan | —— | + arctan I — , (15)
T T4y 22+xy+1

peratot z > 0iytalsquexz+y >0iz2+2y+1> 0. Anem a fer una prova
usant el mateix métode de derivacié. Per a cada x considerem la funcié de
la variable y

f() t 1 t 1 t Y
= arctan | — | — arctan —arctan | ———2>—— | .
2\ x T+y 2+axy+1

Aleshores, si derivem la funcié f, obtenim

d 1 1
—fo(y) =0+ — =0
dyf ) (x+y)2+1 (z+y)?2+1
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Per exemple,

1 _ Ty
4 ctan ( Y ) _ @reytl  @wyrn® 1
d 2 1 y2 2 1
y ?+ry+ m+1 (r+y)?+
Per tant

1 1 Y
arctan [ — | —arctan { —— | — arctan | ———
x r+y ?+ry+1

— Jo(y) = .(0) = arctan (i) _ arctan <1) ~ arctan (0) = 0

x

i com a conseqiiéncia s’obté (15).
Prenent z =11y =1 en la identitat d’Euler (15) obtenim la férmula

T ¢ 1 n ¢ 1
4—arcan 5 arctan 5 )

que va ser utilitzada pel mateix Euler per aproximar 7, usant el primers
termes de la série de Taylor de 'arctangent, per tal d’obtenir aproximacions
de arctan(1/2) i arctan(1/3).

De fet, el ntimero 7 que hi ha a la ctipula de la Sala 7 al “Palais de la
découverte” de Paris es va calculat amb una férmula similar obtinguda per
Machin al 1706,

IS

1 1
R Z) - — 1
arctan (5) arctan (239) , (16)

vegeu la Figura 12. Aquesta férmula va ser usada per W. Shanks en 1873
per trobar “a ma” 707 decimals de 7w. Aquest era el maxim nombre de xifres
decimals de 7 de I’época.

Figura 12: Cuapula de la Sala 7
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Es van posar a la Sala 7w 'any 1937 amb motiu d’una Exposicié Universal.
L’any 1944 en D. F. Ferguson, ja amb una “calculadora mecanica”, va veure
que només 527 eren correctes i 'any 1950 es van corregir. Avui en dia visitar
aquesta sala és quasi una obligaci6 per a tots els matematics que van a Paris.

Per exemple, usant que per a |z| < 1,

oo 1)n x?n—i—l

arctan(z) = Z (=

o 2n +1
podem definir
m [m/3] o2n+1
(_1)2n+1 (_1) n-+
II =16 — e —
(m) T;) (2n + 1)52nH1 nzz;) (2n + 1)23920+1°

on [m/3] és la part entera de m/3, i sabem que lim II(m) = 7. En parti-
m—r0o0

cular, T1(2) ~ 3.141621 amb |r — I1(2)| < 3 x 1075,

|m — TI(10)| < 6 x 10717, |m —TI(100)| < 107143,
|m —T1(300)| < 9 x 10~**, |m — T1(500)| < 2 x 107793,
Com veiem, en Shanks va haver de calcular molt. Quan es va detectar I’error
als seus calculs ell ja havia mort i es va estalviar el disgust de veure que havia

errat.
Derivant, també es poden demostrar féormules com

1
arctan(z) + arctan () = sgn(m)g, x #0,
x
o també,

/2, six>1,

1 2z .
arctan(x) — B arctan T2~ 0, si|z| < 1,

—m/2, siz<—1,

o moltes d’altres similars i utils per a calcular 7, vegeu per exemple [23].

3.9 Una prova de la férmula de Machin

Es clar que la férmula de Machin ( 16) es pot demostrar a partir de la formula
de la tangent de la suma de dos angles. Donem a continuacié una prova
diferent i més elegant basada en les propietats dels ntimeros complexos. Fent
uns quant calculs obtenim

(5+1)! 476 +4801 (476 4 4801)(239 — i)
239 4+1  239+i 57122

=2(1+1),
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o de manera similar (5+i)%(239—1i) = 22 13%(1+1). Aleshores, la férmula (16)
es redueix a igualar els arguments de les dues bandes en qualsevol d’aquestes
expressions.

De manera similar, a partir de la igualtat (7+1)°(79+3i)% = 23 510(1 +1)
obtenim una altra férmula de tipus Machin

Des d’aquest punt de vista és clar que la dificultat esta en trobar noves
férmules de tipus Machin i no pas en demostrar que soén certes. Una amb 4
termes molt 1til, ja que els valors on s’avalua l'arctangent sén molt petits,
és

1 1
% = 12 arctan <49) + 32 arctan (57)

1 1
— — 12
5 arctan <239> + 12 arctan <110443> ,

que prové de la igualtat

(49 4 1)'2(57 +1)32(239 — 1)5(110443 + 1)1% = 230596 1332 1201'2(1 + ).

3.10 Un producte infinit telescopic

Anem a demostrar que
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Per tant lim P, = lim (m + 1)/(2m) = 1/2, com voliem demostrar.
m—oQ m—o0

Aquest tipus de productes infinits s’anomenen telescopics ja que presenten
un comportament similar a las séries telescopiques que ja han aparegut en
aquest treball a la Secci6 1.1.9.

3.11 Identitat de Chu—Vandermonde

La igualtat segiient va ser provada pel matematic francés Alexandre Vander-
monde (1735-1796). Sembla ser que ja era coneguda pel matematic xinés
Chu Shi-Chieh a principis del segle XIV. Involucra nimeros combinatoris
dels que parlarem amb més detall a la Seccid 4.3.

Proposicié 3.1. Per a tot m,n,k € N amb 0 <k <m+n es compleix

(-2 0)

J

Prova. El resultat és conseqiiéncia del famés Binomi de Newton aplicat a
(1+2)°:

(1+2) = i: (f)xl

1=0

per a diferents valors de £. Observi’s que aquest resultat ens permet iden-
tificar el coeficient de 2 de (1 + x)* amb el nimero combinatori (f) Aixi,
com que (1 + )™ = (1 + z)"(1 4+ x)™, tenim que el coeficient de z* de
(14x)™*™ és el terme de 'esquerra de (17) i el de la dreta prové de buscar el
terme de 2 del producte de les expansions respectives de (14z)™ i (1+2z)".
Precisament aquest terme s’obté sumant per a cada j entre 0 i k el producte
del coeficient de 7 de (1 + x)™ pel coeficient de ¥~/ de (1 + z)". O

3.12 Calcul enginyés d’una primitiva

Per calcular la primitiva segiient,

es podria usar el tipic canvi trigonométric y = tan(x/2), transformant-la en
una integral racional i usar a continuacié les técniques ben conegudes per
trobar-ne una primitiva. Veiem a continuacié una manera més enginyosa de
fer-ho.
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Tenim que
[ Sy e= [ w=rron
cos(x) —sin(x) . [ (sin(z) + cos(x))’ N
/ sin(z) + cos(z) dv = / a
+ Cs.

sin(x) + cos(x)
|

= In|sin(x) + cos(z)
Sumant

2 cos(x) I sinta) + cos(a
/sin(az)—l—cos(ac)dx_ +In|sin(z) + cos(x)| + (C1 + Ca).

Per tant

/ sin(af)oj—(xcz)s(x) do = % (z + In|sin(z) + cos(z)]) + C.

3.13 Formula de Laisant

El matematic francés Charles-Ange Laisant va donar al 1905 una férmula
que permet calcular les primitives de la inversa d’una funcié en termes de
la primitiva de la funcié ([34]). Aquest resultat es coneix com formula de
Laisant i el demostrarem a la proposicié segiient.

Proposicio 3.2. Sigui f(x) una funcié invertible, amb derivada continua, i
F tal que F'(x) = f(x). Aleshores les primitives de f~'(y) son de la forma
yf Yy — F(f_l(y)) + K, amb K € R.

Prova. Fixem un interval (a,b). Usant la formula d’integracié per parts amb
u(z) =z iv(x) = f(z), vegeu la formula (11) en la Seccié 2.8, tenim

b b
/ rf(z)dr = x f(z) z - / f(z)dz. (18)

Fent el canvi de variables z = f~!(y) en la integral de I’esquerra obtenim

b
Z—/ f(z)dz. (19)

f(®)
/ F ) dy = 2 f()
f(a)

Prenent b = f~1(¢) arribem a

t
/f =70 - P 0) + K

on K, no depén de t. Aquesta formula és equivalent al que voliem demostrar.
O

UNRB



Armengol Gasull 47

Veiem uns quants exemples d’aplicacio:

/ln(y) dy =y In(y) — exp(In(y)) + K = yIn(y) -y + K,
/arccos(y) dy = y arccos(y) — sin(arccos(y)) + K,

/arctan(y) dy = y arctan(y) — In|arctan(y)| + K.

La formula de Laisant també és certa relaxant les hipotesis sobre f, consulteu
[32, 37]. Per exemple, també es compleix si f és continua i invertible.

3.14 Area sota la campana de Gauss

A [9] es calcula d’onze maneres diferents I’area sota la campana de Gauss.

Anem a provar que
I:/we_z2d$: v
0 2’

amb una de les demostracions més senzilles, deguda a Laplace. S’assembla a
la més famosa, deguda a Poisson, que també consisteix a relacionar-la amb
una integral doble. La diferencia principal és que Poisson la calcula fent un
canvi a coordenades polars, mentre que en la prova de Laplace el canvi de
variables que s’usa és per a integrals d’una variable.

GN4480100s8
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VSeptambarizes

Figura 13: Gauss i la seva campana al bitllet de 10 marcs alemanys.

Tenim que

([ ) ([ o) ([ )
0 0 0 0
N Al A S N © [ [ e
= ye Y dt | dy = ye Y dy | dt.
0 0 0 0

A (%) hem fet el canvi de variable z = yt en la integral entre paréntesi i a
(e) hem canviat 'ordre d’integraci6 usant el Teorema de Fubini. Finalment,
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com que quan a > 0,

obtenim

/0 (/0 ye Y (2 +1)dy>dt

/Oo dt = L arctan(t)
= —arctan
o 221 1) g Areta

com voliem demostrar.

[e.9]

0 4’

3.15 Ramanujan

Srinivasa Ramanujan (1887-1920) va ser un matematic indi, amb molt poca
formaci6é académica, que va fer contribucions substancials a la matematica.
La seva intuici6 i habilitat per trobar noves igualtats matematiques encara
fascina i intriga a la comunitat cientifica. Simplificant, potser es podria dir
que Ramanujan ha estat la persona amb més habilitat del moén en fer calculs.

q
q
q
q
a

Aaaaaaa

=

eadansaa.

P

Figura 14: Segell i cartell de la pellicula dedicats a Ramanujan

Fa poc temps una pellicula L’home que coneizia l'infinit, vegeu la Figu-
ra 14, va ajudar a donar a conéixer la seva obra entre el gran public.

Presentarem a continuacié dues de les seves igualtats. La primera la va
deduir quan anava a l’escola:

1+2\/1+3\/1+4\/1+5\/---

i no és molt dificil de demostrar. Per a provar-la definim

fn):=nn+2)=ny(n+2)2 =nvn?2+4n+4

=ny/1+n+1)(n+3) =ny/1+ fn+1).
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Substituint quan n = 1 tenim

3= 1) = VI+ 1@ = 1+2V/1+ /()
_\/1+2\/1+3m —\/1+2\/1+3\/1+4m

1+2\/1+3\/1+4\/1+5m =,

tal i com voliem veure.
La segona és una de les 17 férmules que va donar per calcular .

1B i (4n)! (1103 + 26390 n)

T 9801 &~ (n!)4 3964n

Aquesta formula és molt util computacionalment, profunda matematicament
i dificil de demostrar.

Ens limitarem a comprovar la seva eficacia. Si definim P(m) = 1/Q(m),
on

V8 i (4n)! (1103 + 26390 )

Qm) = 5eo1 ~ (n!)4 39640 ’
obtenim:
9801 v/2
P(0) = 441\[ ~ 3.1415927300. . ., |m— P(0)| <1077,
2510613731736 /2

| — P(1)] < 1071,

()= 1130173253125 '
|r — P(2)| < 1072,
|r — P(3)| < 10731,
|r — P(10)| < 10787,

|m — P(100)| < 1078%

[T — P(200)| < 1071604

|m — P(300)| < 1072403,

P
P

Per tenir més informacié sobre aquesta i altres férmules similars es pot
consultar [5].

4 Altres Métodes

Com ja hem comentat, en aquesta secci6 inclourem exemples de proves basa-
des en el principi de les caselles, en el métode del descens infinit de Fermat,
proves combinatories, proves per invariancia o paritat, proves geométriques
i proves sense paraules.
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4.1 El principi de les caselles o de Dirichlet

Aquest principi enunciat de manera informal diu que si hi ha més coloms que
caselles, i tots els coloms entren en una de les caselles, en una de les caselles
hi ha com a minim dos coloms, vegeu-ne una illustraci6 a la Figura 15.

Figura 15: Illustracié del métode de les caselles

De fet, aquest resultat es pot demostrar de manera senzilla usant reduccioé
a I’absurd, perod per tal de sistematitzar-ho és costum dir que s’utilitza aquest
principi quan la situacié ho permet.

Usant-lo, es poden demostrar resultats forca interessants des del punt
de vista teoric, com per exemple el Teorema d’aproximacié de Dirichlet que

afirma que per a tot nimero real x € R hi ha infinits nimeros racionals
p/q € Q tals que
T — p‘ <

1
q 2

q

vegeu una prova a [21]. En aquest treball ens limitarem a donar algunes
aplicacions més senzilles. Per veure més exemples podeu consultar moltes de
les referencies donades a la introduccio, com per exemple [24, pp. 105-112].

4.1.1 Punts dins d’un quadrat

Proposicié 4.1. Si posem 10 punts dins d’un quadrat de mida 1 aleshores
dos d’ells estan a distancia més petita o igual que /2 /3.

Prova. El resultat és una conseqiiéncia molt directa del principi de les case-
lles. Dividim el quadrat en 9 quadradets de mida 1/3 x 1/3. Aleshores per
I’esmentat principi hi ha com a minim dos punts (que son els coloms) dins
d’un mateix quadradet. Finalment, aquest dos punts estan a una distancia
inferior a la diagonal del quadradet que, pel Teorema de Pitagores val v/2 /3,
vegeu la Figura 16. d
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1/3

3 s

Figura 16: Quadrat 1 x 1 dividit en 9 quadrats iguals de mida 1/3 x 1/3

Si es pensa el problema sense usar el principi de les caselles ben aviat es
té la sensacio que el valor v/2 /3 segurament es pot reduir. Es més, si els dos
punts que comparteixen quadradet estan a distancia v/2 /3 aleshores ocupen
dos vértexs oposats del quadradet i no és dificil veure que no és possible
posar 8 punts més mantenint aquesta distancia, com la minima entre els 10
punts. De fet, aquesta qiiestio esta molt relacionada amb ’anomenada d’em-
paquetament de discs dins d’un quadrat, que en poques paraules consisteix a
posar k discs iguals i disjunts dins d’un quadrat de manera que ocupin ’area
maxima possible, vegeu |11, Cap. D|.

4.1.2 Sumes coincidents

Demostrarem que donats 10 nimeros naturals, de com a molt dues zifres,
sempre hi ha dos subconjunts disjunts, no buits, d’aquests 10 nimeros que
tenen la mateixa suma.

Per a provar-ho, les caselles del colomar seran els valors possibles de les
sumes de tots els conjunts formats per, com a molt, 10 nimeros menors
que 100. Aquestes sumes van des de 1 fins a 90 + 91 + --- 4+ 99 = 945.
Qualsevol conjunt format per 10 ntimeros naturals té 2' = 1024 parts (vegeu
la Secci6 4.3.3), que seran els coloms, i la suma de tots els elements de cada
part dird a quina casella del colomar va aquesta part. Com que el nombre
total de valors possibles de les sumes és 945, és segur que hi ha dues parts
diferents que tenen la mateixa suma. Si aquests dos subconjunts son disjunts,
ja hem provat el que voliem. Pero, encara que els subconjunts triats no ho
siguin, es poden treure els elements comuns a tots dos, obtenint dues parts
d’ells, més petites, disjuntes, no buides, i de la mateixa suma, tal i com
voliem demostrar.

De fet, fixat qualsevol enter positiu m, es pot plantejar el problema se-
gient: Quina és la quantitat minima k,,, de numeros naturals, tal que si
agafem ky, numeros de com a molt m xzifres, sempre hi ha dos subconjunts
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disjunts, no buits, d’aquests k., nimeros que tenen la mateiza suma? Argu-
mentant com abans, aquest valor k,, és més petit o igual que el minim enter
positiu k = K,,, tal que

k
2 = 3 (107 — j) = k- 10m — FEED
jz:; ( 7) 5
Tot i que aquesta equacidé no es pot resoldre explicitament per a m arbitrari,
no és dificil, per a un m donat, trobar el valor K,,. Recordem que k,, < K,,.
A la Taula 1 hi ha els valors per a m < 10. Observi’s que precisament
K5 = 10 correspon al problema plantejat a 'inici d’aquesta secci6.

m (|12 |3 ]4|5|6]7]|8]9]10

Ky | 6101418222529 |32 36|39

Taula 1: Valors de K, en funcié del nombre méaxim de xifres m. Recordem que k., < K,

4.1.3 Repunits
Si considerem tots els miltiples de 3:
3,6,9,12,15,...,105,108,111,114,117, ...
Els de 13:
13,26,39,...,1300,...,111098,111111,111124, ...
iels de 27:
27,54,81,...,11111111111111111111111111171,4.. ...

(27 x 4115226337448559670781893 = 111111111111111111111111111).
Anomenarem repunits als nimeros naturals formats per n xifres, totes
iguals a 1 i els denotarem com r,, vegeu també la Figura 17. Aixi,

27 x 4115226337448559670781893 = 7a7.
De manera similar, per exemple:

87 x (1277139208173690932311621966794380587484035759897
828863346104725415070242656449553) = 134,
177 x (62774639045825486503452605147520401757689893283113
622096672944130571249215317011927181418706842435655
99497802887633396107972379158819836785938480853735
09102322661644695543) = r174.
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Figura 17: Repunits arreu

Clarament, si un nimero és parell o acaba en 5 cap dels seus miltiples
pot ser un repunit. Perd a partir del que hem vist és natural preguntar-se
si és cert que tot nimero natural acabat en 1, 3, 7 0 9 té un miltiple que és
un repunit. Es pot demostrar que és cert usant el principi de les caselles.

Proposicié 4.2. Tot nimero natural acabat en 1,3,7 09 té un maltiple que
€s un repunit.

Prova. Sigui n un nimero natural sota les hipotesis de la proposicio. Ales-
hores:

e Agafem n caselles i les numerem com 0,1,2,...,n — 1.
e Ara agafem n + 1 “coloms”, que son els n + 1 repunits segiients:

1, 11, 111, 1111, r5 = 11111, 76,..., n, Tnt1.

e Finalment posem el repunit 7, a la casella namero k,,, on 0 < k,,, <
n — 1 és la resta de dividir r,, entre n. Es a dir:

rm=111--- 111 =n X gy + km, 0<k, <n-—1.

Si algun repunit, per exemple 7;, cau a la casella 0 ja tenim el resultat
desitjat ja que
rj =111---111 = n x g;.

Si no, pel principi de les caselles, com que hi ha n caselles i n+1 coloms, hi
ha una casella, per exemple la ntimero ¢ que conté com a minim dos repunits
Ty > Ty. Aleshores

Ty =N XQy+1t, 1 Ty=nXgqy,+1,

fets que impliquen
Ty — Ty =N X (Qu_(_h))'
Com que 7, i 1, sOn repunits es té que
Ty —Tp = 111---111000---000 = 111 ---111 x 10°
=111---111 x 2° x 5' =, x 2¢ x 57,
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per a un cert repunit r,,. Finalment
nx(qufqv):erQZXBZ,

perd, com que per les hipotesis, ni 2 ni 5 sén divisors de n, obtenim que
n X q=ry, amb

_Qu— Qv Gu— Qo

C20x 5t 10t

tal i com voliem demostrar. O

q

4.1.4 Zeros finals als naumeros de Fibonacci
Anem a demostrar el fet segiient, forca sorprenent.

Proposicié 4.3. Per a tot natural m hi ha un ndmero de Fibonacci que
acaba, com a minim, amb m zeros

Prova. El que volem provar sera cert si demostrem el resultat segiient: Per
a tot m € N prenem k = 10™ i siguin F,,,n € N, el mimeros de Fibonacci
modul k. Aleshores hi ha un N € N tal que Fy = 0.

Per tal d’aplicar el principi de les caselles introduim les dues aplicacions
O, 07! : Z x Z — 7 x 7 donades per

®(p,q) = (¢.p+q), ® '(p,q) =(¢—pp).

Clarament ® o ®~1 = &1 o ® = Id i, per tant, una és la inversa de laltra.
De fet, a partir de la seva definici6 és clar que

(I)(Fn—th) = (FnaFn-l—l) n > 1.
En aquest cas agafem com a coloms els k? + 1 elements de Z? :
(I)p(]'ﬂ]') = (Fp+17Fp+2>a p207"'7k2'

Les caselles seran el k% elements de (Z/kZ)?, és a dir associarem a cada
element (F,41, Fyt2) € Z? el corresponent (Fyi1, Fpi2) € (Z/kZ)?. Com que
hi ha més coloms que caselles sabem que existiran ¢, € N, amb ¢ > j > 0
tals que

Pi(1,1) = ®i(1,1) = P—3(1,1) = ®9(1,1) = (1,1)
— oV(1,1)=(1,1) amb N =i—j,

on a la primera implicacié hem aplicat ®~/ a la primera igualtat i I'tltima
® és la induida a (Z/kZ)? per les que hem definit a dalt. Per tant tenim que

(Fni1, Fni2) =0N(I, 1) =(1,1) = Fn=Fn2 — Fnj1 =1-1=0,

ja que Fy + Fni1 = Fny42, tal i com voliem demostrar. O
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De fet, a la demostracié anterior es podrien haver agafat menys coloms,
ja que, a partir de la definicié dels nameros de Fibonacci, és clar que, per a
tota parella (Fj,, Fj,+1), la situacié en qué ambdés ntmeros son parells mai
es pot donar. Per tant, a priori ja se sap que una quarta part de les caselles
(elements de (Z/kZ)?) quedaran sempre buides.

També és clar a partir de la prova que, per a cada m, hi ha infinits
nimeros de Fibonacci que acaben en com a minim m zeros.

Per curiositat, tenim per exemple que, per a tot ntimero natural n, Fisy,
acaba com a minim amb un 0: Fi5 = 610, I3y = 832040. A més,

Fi50 = 9969216677189303386214405760200

és el més petit que acaba en 00. Finalment, per a k = 1,2, 3,4, Fy5, ox acaba
amb k + 2 zeros.

4.2 Meétode del descens infinit de Fermat

Sembla ser que aquest métode ja va ser usat pels matematics pitagorics per a
demostrar la irracionalitat del nimero d’or, vegeu la secci6 segiient. Fermat
el va redescobrir i al 1659 va escriure: “Com que els métodes usuals que surten
als llibres sén inadequats per a demostrar aquestes dificils proposicions, he
descobert un métode especial ... que anomenaré descens infinit”. Tot i que
aquest métode es pot aplicar en altres contextos, un exemple prou clar del
seu funcionament és el seglient: si es vol demostrar que una certa equacio
no té solucions enteres positives és suficient provar que l'existéncia d’una
soluci6 positiva ny forca la existéncia d’una altra soluci6é positiva més petita
ng, donant lloc a una cadena infinita de desigualtats de la forma nq > ng >
cee >Ny > -+ > 0, cosa del tot impossible en els ntiimeros naturals.

D’alguna manera, mentre induccié consisteix en un ascens infinit de pas 1
i serveix per demostrar afirmacions, el métode del descens infinit consisteix
a usar la impossibilitat d’un descens (amb pas variable) dins els nameros
enters positius i se sol usar per arribar a una contradiccié. A continuacid
trobarem un quants exemples de la seva utilitzacio.

4.2.1 Irracionalitat del nimero d’or

Recordem que el niimero d’or (o rad auria) ¢ = (1++/5 ) /2 és la solucié
més gran de l'equacié de segon grau x? = x + 1. Aquest niimero apareix en
molts llocs a les matematiques, l'art i la natura, veure [2]. Per exemple, és
present quan construim un pentagon regular i la seva estrella de cinc puntes
associada, vegeu la Figura 18.

Pel Teorema de Thales tenim que

+1
L o=t

1 ®
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Figura 18: Estrella regular de cinc puntes

ja que, comparant angles, no és dificil argumentar que la base puntejada ¢
del triangle gran coincideix amb el costat de 1’estrella regular.

Proposicié 4.4. El numero d’or ¢ és irracional.

Prova. Suposarem que ¢ és un ntimero racional ¢ = 7, amb m i n enters i
arribarem a contradiccié usant el métode del descens infinit.
Sota aquesta suposicié, com que ¢ compleix z? = z + 1, tenim que
2 _ 2 2
m“=mn+n” amb (m,n) € N°. (20)
Anem a demostrar en primer lloc que tant m com n han de ser niimeros
parells. Per a fer-ho descartem cas per cas totes les altres possibilitats:

e Sim in son ambdos senars aleshores m?,n? i mn son els tres senars.

Per tant (20) no es pot complir.

2 2

e Sim és senar i n és parell aleshores m® és senar i tant m n com n® sén

els dos parells. Aleshores, de nou (20) no es pot complir.

e FEl cas m parell i n senar es pot descartar argumentant com en el cas
anterior.

Per tant si (m, n) compleix (20) aleshores hi ha un (m1,n;) € N2 tal que
m=2mqin=2nq. A més,
m? = mn + n? :>4m% :4m1n1+4n% =>m% :mlnl—i—n%.
En resum si (m,n) € N2 és una solucié qualsevol de (20) aleshores es té
(m1,n1) € N2 amb 0 < n; < n = 2n; que també ho és. Aquest procés es pot
repetir indefinidament obtenint una seqiiéncia infinita de nimeros naturals

complint n > n; > ng > -+ > ng > --- > 0, arribant a la contradicci
desitjada. O
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De fet, amb un argument similar al de la prova de la proposicié anterior
també es podria haver demostrat la irracionalitat de ¢ per reduccié a ’absurd
d’una manera encara més senzilla. Aquest argument consistiria a prendre
els nameros naturals m i n de U'inici de la prova primers entre si. Seguint el
mateix estudi de cassos possibles obtendriem que m i n tenen 2 com a factor
en comd, arribant a la contradiccié desitjada.

4.2.2 Una circumferéncia sense punts racionals
Demostrarem:
Proposicié 4.5. La circumferéncia v + y*> = 3 no té punts (z,y) € Q.

Prova. Si suposem que hi ha algun punt amb coordenades racionals a la
circumferéncia podem suposar que aquest és (p/r,q/r) amb p,q i r enters
no negatius. Com que v/3 és irracional, com es pot provar per exemple de
manera similar a la prova de que /2 ho és, vegeu la Seccié 1.4.4, tenim
també que pq # 0, ja que, si no, tindriem una arrel quadrada racional de 3.
Aixi, suposem per tal d’arribar a contradiccioé que

P’ +q¢* =3 pgreN

Observem que qualsevol namero natural s’escriu, per a un cert n € NU {0},
d’una de les 3 formes segiients: 3n + 1, 3n — 1 0 3n. Ara bé,

(BnEx1)?=33n"x2n)+1 i (3n)*=3(3n?). (21)

Per tant, com que p? +¢? és un multiple de 3, obligatoriament p i ¢ també ho
han de ser i aleshores p = 3p’ i ¢ = 3¢ amb p’, ¢’ € N. Com a conseqiiéncia

(3p)2 + (3¢)? = 3r* = 3(p)? + 3(¢)* = r*.

Usant de nou (21), com que 72 és un miltiple de 3, obtenim que r també ho

és i per tant r = 3r/, amb r’ € N. Finalment,

3(pl)2 + 3((],)2 — T2 — (37'/)2 — (p/)Q + (qI)Z — 3(7”,)2,
demostrant que si (z,y,z) = (p,q,r) és una soluci6 a N® de 2% + ¢® = 323
també ho és (p, ¢, ") = (p/3,q/3,7/3). Iterant aquesta construcci6 arribem
a la contradicci6 desitjada que ens dona el métode del descens infinit. O

4.2.3 El nimero /2 és irracional, segona prova

Provarem de nou aquest resultat usant el métode del descens infinit.
Prenem (p,q) € R?, amb p,q > 0 i tals que v/2 = p/q. Es clar que

29 — 5 6
vz =P8y 2 P2
q p—q 4 q 4
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ja que p(p — q) = q(2¢ — p) i V2 ~ 1.4142. Aleshores, com que 4p/6 < q <
4p/5, obtenim

5 6

O<p—7a<P-a<39-4<¢

i com a conseqiiéncia 2¢—p > 0. Suposem ara, per tal d’arribar a contradiccié,
que (p,q) € N2 amb p i ¢ primers entre si. Aleshores v2 = p/q € Q i
V2 =(2¢-p)/(p—q) € Qamb 0 < p— ¢ < ¢. Com que podem repetir
aquest procés indefinidament, aixd ens porta a la contradiccié desitjada,
proporcionada pel métode del descens infinit.

4.3 Proves combinatories

En poques paraules una prova combinatoria consisteix a comptar de dues
maneres diferent els elements d’un cert conjunt triat adequadament. Igualant
aquestes dues maneres de comptar s’obté el resultat que es vol demostrar.

Ens centrarem en aquesta seccié en el calcul i propietats del ntmero
combinatori (Z), on 0 < k < n,amb k,n € N, que denota el nombre de
subconjunts diferents de k elements que té un conjunt de n elements. Només
usarem que, donat un conjunt de m elements diferents, aquests es poden
ordenar de m! = m(m—1)---2-1 maneres ja que el primer pot ser qualsevol
dels m, pel segon lloc només queden m — 1 possibilitats, pel tercer m — 2 i
aixi successivament.

4.3.1 Numeros combinatoris

Anem a demostrar que

<n>_ n! ~nmn—1)---(n—k+1)
k) Kl(n—k)! k(k—1)---1 '

Per a fer-ho, comptarem de dues formes diferents la quantitat de maneres en
que es poden ordenar n objectes diferents. Per a fixar idees podem pensar
que hi ha n persones i les volem posar en una filera de totes les maneres
possibles.

e Per una banda, comptant de manera directa, sabem que es poden
ordenar de n! maneres.

e Per laltra, per a aquest valor k, triem k persones qualssevol. Aleshores
hi ha (Z) maneres de triar aquestes k persones. Per a cadascuna d’a-
questes maneres posarem en primer lloc aquestes k persones i en segon
lloc les altres n — k. Les primeres k persones es poden ordenar entre
elles de k! formes, mentre que les altres n — k ho poden fer de (n — k)!
formes. Per tant, en total hi ha (Z)k:'(n — k)! maneres de fer-ho.
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En conclusio, igualant les dues formes de comptar arribem a

nl — (Z) kl(n — k),

4.3.2 Una propietat dels niimeros combinatoris

tal i com voliem demostrar.

Demostrarem la propietat fonamental

(n;—l):(kﬁl)jL(Z)’ 1<k<n, (22)

que permet construir el conegut a occident com a triangle de Pascal o de
Tartaglia, veure la Figura 19 tot i aquest triangle ja es coneixia molt abans
a I'India i Xina.
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Figura 19: Triangle de Pascal

Per aixo6 comptarem de dues maneres el nombre de subconjunts de k
elements d’un conjunt amb n + 1 elements:

e Per una banda hi ha (”;:1) subconjunts.

e Per l'altra, els comptem de la manera segiient. Marquem un dels ele-
ments del conjunt. Aleshores, de subconjunts de k elements n’hi ha de
dos tipus: els que el contenen i els que no. Del primer tipus n’hi ha
tants com subconjunts de k — 1 elements d’un conjunt de n, és a dir
(kﬁl) Del segon tipus n’hi ha tants com subconjunts de k elements

d’un conjunt de n, és a dir (7). En total en tenim (") + (7).

Igualant les dues expressions obtenim (22).

4.3.3 Un cas particular del binomi de Newton

Demostrem la igualtat
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que també es pot provar directament aplicant el binomi de Newton a la
igualtat obvia 2™ = (14 1)".

En la prova que donem comptarem de nou de dues maneres el nombre
total de subconjunts d’un conjunt de n elements.

e L[’expressio de 'esquerra de la férmula es correspon a comptar els sub-
conjunts de 0,1,...,n — 1 i n elements, respectivament i sumar-los.

e Per altra banda, veurem que 2" és precisament el nombre total de
subconjunts i en conseqiiéncia la igualtat quedara demostrada. Per a
demostrar-ho llistem de forma ordenada els n elements del conjunt:
[a1,az,...,an—1,a,]. Un subconjunt, C, estara format per uns quants
elements d’aquesta llista. Aleshores associem a aquest C una llista
ordenada de 0’s i 1’s construida de la manera segiient: cada a; es
canvia per un 1 si a; € C i per un 0 en cas contrari. Per tant hi ha
tants subconjunts con tires diferents de 0’s i 1’s amb longitud n, és a
dir 2™.

4.3.4 Una igualtat combinatoria més

Demostrarem que

2 2 2 2
2n _(n n n 4ot n n n
n 0 1 n—1 n)
Donat un conjunt amb 2n elements comptarem de dues maneres quants
subconjunts de n elements té.

e Per una banda hi ha (2:) subconjunts.

e Per l'altra banda, “pintem” n elements de color vermell i n elements
de color blau. Ara, cada subconjunt amb n elements en tindra k de
vermells i n — k de blaus, per a un cert k£,0 < k < n. Per a cada k
fixat, podem triar k£ elements vermells de (”) maneres i n — k elements
blaus de (,",) maneres. Aix{, com que per definicié (}) = (,",), per

acada k hiha (3)(,",) = (2)2 possibilitats. Variant & des de 0 fins a

n obtenim un total de i (O = i (2)2 subconjunts.

Igualant les dues maneres de comptar obtenim la férmula desitjada.

4.4 Proves per invariancia o paritat

En aquestes proves és essencial la paritat o invariancia de certes quantitats
involucrades en el problema, trobareu altres exemples a [17, Sec. 1 & 2] o
[24, pp. 279-296].
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4.4.1 Dues equacions diofantiques

Anem a demostrar que les tniques solucions enteres positives de les dues
equacions 2" £1 =m?,s6n 23 +1=23212!' —1 =12,

Comencem per 2" 4+ 1 = m?2. Clarament no té solucions enteres si n = 1.
Sin > 21im és parell tampoc en té ja que 2" 4+ 1 és senar i m? és parell.
Finalment, si m = 2k + 1 és senar, l'equaci6 s’escriu com 2" = 4k(k + 1) o,
equivalentment, 272 = k(k + 1). Per tant, o bé k = 1(m = 3) in = 3 i
tenim una solucid, o bé k i k 4+ 1 sén ambdos parells, fet que és impossible.

Quan considerem 2" — 1 = m?2, dbviament n = m = 1 és una soluci6. Si
n > 2 de nou no té solucions quan m és parell ja que 2" — 1 és senar i m?
parell. Sim = 2k + 1 és senar tenim 2" = 4k(k + 1) + 2, o equivalentment,
271 = 2k(k+1)+1, situacié també impossible ja que el niimero de I'esquerra
de la igualtat és parell i el de la dreta és senar.

4.4.2 Una illa plena de camaleons

En una illa viuen 6000 camaleons, 3000 verds, 2000 blaus i 1000 grocs.
Aquests camaleons ni es reprodueixen, ni moren, ni poden deixar la illa.
Es van movent per la illa i sempre van sols. A més, mai es troben més de
dos camaleons alhora, i quan se’n troben dos passa el segiient:

e Si els dos tenen colors diferents, els dos adopten el tercer color.

e Si els dos tenen el mateix color, tots dos canvien de color, agafant
colors diferents.

\

Dos camaleons verds a punt de transformar-se en un de blau i un de groc.

Anem a demostrar que en cap moment tots els camaleons tindran el
mateix color.

Per a provar-ho designarem per (v,b) la quantitat de camaleons verds i
blaus, respectivament, que hi ha en un cert instant. Observem que no cal
parlar mai del nombre de camaleons grocs ja que sempre és 6000 — v — b.

Quan hi ha una distribuci6 (v,b) i dos camaleons es troben denotarem
per T'(v,b) la nova distribuci6 immediatament després. Aquest funcio T ve
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definida per les regles anteriors, tal i com es detalla a continuacio:

v—1,b—1), quan es troben un verd i un blau,
v—1,b+2), quan es troben un verd i un groc,
T(v,b) =
(v,5) , quan es troben dos verds,

v+ 1,b—2), quan es troben dos blaus,

( )
( )
(v+2,b—1), quan es troben un blau i un groc,
(v—2,b+1)
( )
( )

v+ 1,b+1), quan es troben dos grocs.

Un cop introduida T, el nostre problema es redueix a demostrar que per
a cap n € N, T"(v,b) € {(6000,0), (0,6000), (0,0)}, on T = T o T i
T%(v,b) = (v,b) = (3000, 2000).

Per a fer-ho, definim la funcié6 H(v,b) = v — b i anem a demostrar que a
7./37 es compleix la igualtat segiient

H(v,b) = H(T(v,0)), (23)

on com és habitual la barra indica la classe a Z/37Z. Només cal veure la
igualtat anterior en cadascuna de les sis possibilitats per T. Per exemple,
per a la primera d’elles

H(T(v,b))=(wv—-1)—(b—1)=v—b= H(v,b)

i, per a la segona,

HT,b)=@w—-1)—0b+2)=v—-b—3=v—b=H(v,b).

Ometem els detalls per a les quatre possibilitats restants. Aixi, sabem que
per a tot n

H(T™(3000, 2000)) = H (3000, 2000) = 1000 = 1.

Com que

H(6000,0) = H(0,6000) = H(0,0) =0 #1,

el resultat queda provat.

En general, amb n camaleons, vy verds, by blaus i n — vg — by grocs,
per tal que sigui possible que tots acabin sent dels mateix color, cal que
vg — bg € {ﬁ,?n,ﬁ}

De fet, en un llenguatge més matematic, el que estem estudiant sén pro-
pietats del semi-sistema dinamic donat per 'aplicacio T. Els punts 7" (v, b)
formen la semi-orbita positiva del punt (v,b). Una funci6 H complint la re-
laci6 (23), perod sense considerar-la a Z/3Z, és a dir complint H (T (u,v)) =
H(u,v), s’anomena integral primera del sistema i és un fet ben conegut que el
coneixement d’una integral primera sempre ajuda molt a entendre ’evolucid
d’un sistema dinamic.
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4.4.3 Moviments de cavall

Demostrarem un resultat d’impossibilitat de certs moviments d’un cavall a
un tauler d’escacs.

Proposicio 4.6. Si hi ha un cavall a una cantonada d’un tauler d’escacs és
impossible que el cavall es mogui passant exactament un cop per cadascuna
de les caselles 1 acabi a la cantonada oposada.

Prova. La prova es basa en observar que cada cop que un cavall fa un movi-
ment, la nova casella a la que va a parar té color contrari a la casella en qué
estava. Per tant, si un cavall fa una seqiiéncia de n» moviments consecutius
podem assegurar que quan n és parell el color de la casella final coincideix
amb el de la seva casella inicial, mentre que si és senar el color ha canviat.
Com que el total de caselles del tauler és 64, el cami que es vol demostrar que
és impossible té n = 63 moviments i la casella inicial i la final tindrien colors
diferents. Aixo impossibilita que sigui la cantonada oposada a la cantonada
inicial ja que ambdues sén del mateix color. O

El que si que hi ha sén passeigs del cavall amb 63 moviments recorrent
totes les caselles del tauler. I fins i tot, passeigs que amb 64 moviments les
recorren totes, tornant a la casella inicial. Aquests moviments s’anomenen
periodics. Un exemple de moviment periodic s’illustra a la Figura 20, extreta
de l'entrada “Knight’s tour” de la Wikipedia.
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Figura 20: Moviment periodic d’un cavall

4.4.4 Quadrats i dominos

Demostrarem un resultat d’impossibilitat de recobriment d’una figura amb
dominos.


https://en.wikipedia.org/wiki/Knight%27s_tour
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Proposicié 4.7. Un quadrat de mida n X n al que li hem tret dos quadrats
de mida 1 X 1 situats a dues cantonades oposades no es pot pavimentar amb
“dominos” de mida 2 x 1.

Figura 21: Quadrat 8 x 8 escapgat

Prova. Quan n és senar el resultat és trivialment cert, ja que n®> —2 és senar i
per tant no és divisible per 2. Quan n = 2k és parell, la prova esta basada en
un argument de paritat. Vegeu la Figura 21 com a illustraci6 del cas n = 8.
Pensem que els n? quadrats 1 x 1 del quadrat inicial estan acolorits com a un
tauler d’escacs. Per tant, quan traiem els dos quadradets que hem dit, estem
traient dos quadradets acolorits amb el mateix color. Com a conseqiiéncia, la
figura que hem d’emplenar té 2k? quadrats 1 x 1 d'un color i 2k? —2 de I’altre.
Com que, posem com posem un domino de mida 2 x 1, sempre cobreix un
quadrat de cada color, és impossible recobrir aquest quadrat escapcat amb
dominos de mida 2 x 1, tal i com voliem demostrar. O

4.4.5 Impossibilitat d’un cert puzle

Provarem el resultat segiient:

Proposicié 4.8. Donada la Taula 2,

171]1]1
171111
171111
1(-1]1]1

Taula 2: Taula amb 1’si —1’s
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fent les modificacions segiients:
(a) Canviar tots els signes d’una fila,
(b) Canviar tots els signes d’una columna,

(¢) Canviar tots els signes d’una linia parallela a una de les diagonals (en
particular, podem canviar el signe de cada una les caselles de les quatre
cantonades),

mai es podra aconsequir que tots els numeros siguin 1’s.

Prova. La demostracié es basa en tenir en compte que el producte dels ni-
meros que ocupen les 8 caselles de la vora que no séon a les 4 cantonades
és un invariant de tots els moviments possibles i per tant sempre sera —1.
Cadascuna d’aquestes transformacions o bé canvia de signe exactament 2 de
les 8 caselles, o bé no en canvia cap. Com a conseqiiéncia, el resultat queda
demostrat. O

Aquesta demostracio d’impossibilitat recorda una de similar, perd més
dificil, per a un puzle famos (el joc del 15, vegeu la Figura 22) que demana
passar, només lliscant el quadradets, d’una posici6 en la que el ntimeros estan
ordenats com 1, 2, 3,...,13, 15, 14 a un segona en la que estan ben ordenats.

Figura 22: Joc del 15

4.4.6 Permutacions i productes

Proposicio 4.9. Sigui myi, me, ..., m, una permutacid de 1,2, ..., n. Ales-
hores, sin és senar, el producte P = (mj —1)(mg —2) -+ (my —n) és parell.

Prova. Suposem, per tal d’arribar a contradiccié, que el producte fos senar.
Aleshores, tots els factors haurien de ser senars. Per una banda la suma S de
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tots aquest factors és senar, en ser una suma d’un nombre senar de ntimeros
senars, perd per altra banda,

S =

n n n
1=

H
<
Il

_
<
|

_

ja que els m; soén una permutaci6 de tots el niimeros entre 1 i n. Per tant
hem obtingut la contradiccié desitjada. O

4.4.7 Matrius de 1’s'i —1’s

Proposicié 4.10. Per a k € N considerem una matriu (2k + 1) x (2k + 1)
on cadascun dels seus elements és o bé un 1 o un —1. Sigut f; el producte de
tots els elements de la fila i-éssima i c; el producte de tots els elements de la
2k+1
columna j-éssima. Aleshores S = Y (fj +¢j) #0.
j=1
Prova. Suposem, per tal d’obtenir una contradiccié, que S = 0. Per tenir
aquest resultat a la suma hi ha d’haver el mateix nombre de termes positius
que de negatius. Si entre tots els f; n’hi ha exactament n de negatius ales-
hores entre tots els ¢; n’hi ha d’haver 2k 4+ 1 — n de negatius. Com que n i

2k+1 2k+1
2k + 1 — n tenen paritat diferent tenim [[ f; = — [] ¢; fet que déna lloc
i=1 j=1
2k-+1 2k+1
a la contradicci6 desitjada ja que [[ fi= [] ¢j # 0 és el producte de tots
i=1 j=1
els elements de la matriu. O

4.5 Proves geométriques

Hi ha moltissims problemes de I’anomenada geometria classica que es podrien
haver inclos en aquesta seccié. En podem trobar un bon recull en els llibres
dedicats a les Olimpiades Matematiques citats a la introduccio6 i en especial
a [8]. La majoria dels problemes que hem triat no séon purament geométrics
ja que tenen alguna petita component diferent.

4.5.1 Cercle inscrit i circumscrit

Donat un triangle equilater demostrarem a continuacié que si l’area del cercle
inscrit és A, aleshores la del cercle circumscrit és S = 4A. La prova és

conseqiiéncia de la construccioé de la Figura 23 on es mostra que A = 712 i

S = n(2r)? = 4nr? = 4A.

De fet, que el cercle inscrit al triangle gran talla el radi puntejat del
seu cercle circumscrit, que suposem de mida 2r, just al seu punt mig és
conseqiiéncia, per exemple, de que tots els triangles rectangles formats per
dues ratlles puntejades i una continua tenen un dels seus angles igual a /6.
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Figura 23: Cercles inscrit i circumscrit a un triangle equilater

4.5.2 Quadrats i triangles

Els problemes de partir figures planes en subfigures amb certes propietats
son molts classics, tant dins de la geometria com de la matematica recreativa.
Demostrarem el resultat segiient.

Proposicio 4.11. (i) Per a tot n > 6, un quadrat es pot partir en n quadrats
més petits, no necessariament iguals.

(i) Per a tot n > 6, un triangle equilater es por partir en n triangles
equilaters més petits, no necessariament iguals.

Prova. (i) La prova usa inducci6 i recorda a la que hem usat a la Seccié 2.9
quan estudiavem el problema dels bitllets. Primer demostrem que el proble-
ma té solucié per an = 6,7 1 8. Aixo és conseqiiéncia de les particions que
es mostren a la Figura 24.

Figura 24: Particié d’un quadrat en 6, 7 o 8 quadrats

Ara bé, com que cada quadrat es pot dividir de manera trivial en 4 qua-
drats iguals és clar que donada qualsevol particié en m quadrats en podem
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aconseguir una amb m-+3 quadrats, senzillament dividint un quadrat qualse-
vol en quatre (mireu la partici6 de la cantonada inferior dreta del quadrat del
mig de la figura). Per tant, a partir de les tres llavors aconseguim facilment
particions per a tot n > 9 :
6—- 9—-12—-15—-18—-21—-24—-27T—=-30—=33 — ---
7T—-10—-13—-16—-19 =22 -2 +28 =31 —-34 — ...
8 —>11—-14—-17—-20—>23 26 29 - 32— 35— ---
(ii) La prova pel cas de triangles equilaters és exactament igual i es basa

en les tres particions mostrades a la Figura 25 d’un triangle equilater en 6,
7 o 8 triangles equilaters. O

AL N

Figura 25: Particié d’un triangle equilater en 6, 7 o 8 triangles equilaters

4.5.3 Sempre es pot construir un triangle

Proposiciéo 4.12. Donats k > 3 segments, amb longituds més grans que 1
i menors que Fi, el k-éssim nidmero de Fibonacci, sempre n’hi ha, com a
minim, tres amb els que es pot construir un triangle.

Prova. Ordenem els segments en funcié de la seva longitud
I<m <zp<a3<-- < < < Fe

Recordem que, donats 3 segments amb longituds a < b < ¢, es pot construir
un triangle amb aquests costats si, i només si, a + b > ¢. Suposarem, per
tal d’arribar a contradiccid, que no es pot construir cap triangle amb els k
segments donats. A partir d’aquesta suposicié6 demostrarem seguidament,
per induccio, que z; > Fj pera j=1,2,... k.

Com que, per hipotesi, F1 = 1 < z1 1 F» = 1 < z1 < 2o tenim la
desigualtat que volem demostrar per a j = 1,2. Suposem-la certa fins a
j = m, per a un cert m < k. Aleshores, com que no es pot construir cap
triangle amb els segments z,,,—1 < Ty, < Tpy41, tenim que

Tm+1 = Tm1+ Ty > Fm—1+Fm = LI'm+1,

tal i com voliem demostrar. Per tant, tenim la contradicci6 desitjada: Fj >
xp > Fy. O
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4.5.4 La distancia més curta

Presentem un dels resultats d’optimitzacié més famosos, amb la demostracio
classica que s’atribueix a Her6 d’Alexandria (segle I). A la Figura 26, donats
A i B, volem determinar quin és el punt ) sobre la recta ¢ que fa que la
distancia AQ + QB sigui la més curta possible.

B

Q

Figura 26: Plantejament d’un problema d’optimitzacié

Si comencem a posar coordenades, a calcular distancies usant el Teorema
de Pitagores i a derivar I'expressié que ens interessa per trobar el seu minim,
entrem en calculs pesats que, tot i que permeten resoldre el problema, perden
de vista la seva interpretacié6 geométrica. Per altra banda, a partir de la
construccié de la Figura 27, es veu clarament quin ha de ser el punt Q.

» B

Figura 27: Resolucié d’Hero d’un problema d’optimitzacioé

Sigui C' el punt simétric de A respecte a la recta £. Aleshores Q = P on
P és el tall entre el segment CB i la recta ¢. El motiu és simple: sigui @
qualsevol punt diferent de P a £. Si considerem la distancia AQ+ QB aquesta
coincidira amb la distancia CQ + QB que és més gran que CP + PB, ja que
la distancia més curta entre dos punts, C'i B, és sempre la linia recta. Com
que la distancia C P+ PB coincideix amb la distancia AP+ PB, el problema
queda resolt, ja que hem provat que la distancia AQ + QB, per a Q # P, és
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més gran que AP + PB.

4.5.5 El Teorema de Viviani

Aquest resultat va ser provat per Viviani al segle XVII.

Teorema 4.13. Si P és un punt interior d’un triangle equilater aleshores
la suma de les distancies de P als tres costats del triangle AB, BC' i CA no
depen de P i val l'algada h del triangle.

C

A B

Figura 28: Teorema de Viviani: s 4 ¢ 4 u és constant.

Prova. Si a és el costat del triangle i A la seva algada, per una banda sabem
que la seva area és ah/2. De fet, pel Teorema de Pitagores, h = V3 a/2
perd no necessitarem aquest valor en la prova. Per laltra banda, ’area total
del triangle, és igual a la suma de les arees dels tres triangles en que es pot
dividir, APB, BPC i CPA, vegeu la Figura 28. Aquestes arees son a s/2,
at/2iau/2. Per tant s + ¢+ u = h, tal i com voliem veure. O

4.5.6 Formula d’Hero6

El segiient resultat permet calcular I’area A d’un triangle en funci6 dels seus
costats, a,b 1 ¢, i se sol atribuir a Her6 d’Alexandria (segle I) tot i que hi ha

autors que pensen que Arquimedes (segle IIT a. C.) ja la coneixia, veure [10,
Cap. 3.

Proposicio 4.14. L’area A d’un triangle amb costats a,b i c és

A:i\/(a—i-b—i-c)(—a—l—b—i-c)(a—b+c)(a—|—b—c)
=/ s(s —a)(s = b)(s — ¢),
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ons=(a+b+c)/2.

Prova. Seguint [40], dividim el triangle en dos triangles rectangles mitjangant
una alcada, vegeu la Figura 29.

Figura 29: Triangle dividit en dos triangles rectangles.

Aplicant el Teorema de Pitagores als dos triangles resultants tenim que
a? = h? + (¢ — d)? i b*> = h? + d°. Restant les dues igualtats obtenim que
a?—b? = c?—2cdiper tant, d = (—a?+b*>+c?)/(2c). Finalment, substituint
aquest valor de d a la segona igualtat tenim

h2:b2_d2:b2_ (—a2—|—b2+02>2: (2bC)2—(—a2—|—b2+02)2

2c 4c?
(2bc— a’ +v? +62)(2bc+a2 — b — 02)
- 4¢2
((b+¢)? —a?)(a® = (b—c)?)
- 4¢2
_(bt+c+a)b+c—a)la+b—c)la—b+c)
4¢2 ’

on hem usat varies vegades u? — v = (u + v)(u — v). Per tant

h 1
A= % = Vbt o-atbrla—btela+b—o),
tal i com voliem demostrar. O

4.6 Proves sense paraules

Les proves basades en figures, també anomenades proves sense paraules son
un recurs usat per molts professors a les seves classes. Sovint en moltes
d’aquests figures ja hi ha tots els ingredients d’'una demostracié “formal”. En
presentem a continuacié unes quantes. Per a veure una seleccié més extensa
podeu consultar [21] i les seves referéncies.
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4.6.1 Foérmula de Nichomacus, segona prova

La igualtat
3 3 3 3 2
P4+24+. 4+ n-10+n=01+2+--+(n-1)+n)".
es pot deduir de la Figura 30.

Figura 30: Suma dels primers cubs

4.6.2 Suma d’una série geométrica

La Figura 31, que déna una prova de la formula

4+42+43+ AL
9 9 9 9 5

s’ha extret de [16].

Figura 31: Suma d’una série geométrica

4.6.3 Derivada d’una série geométrica

Recordem que la suma d’una série geométrica amb radé —1 < r < 1, és

1
1—7r

o0
Dot =1dr4r e =

n=0
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A partir del resultat anterior, es pot demostrar que la igualtat també es
manté derivant als dos costats respecte a r. Aixi es compleix

o
nrt =142 432 4l g =

Pel cas particular r = 1/2 s’obté
0 n—1 n—1

1 1 1 1 1

- —14+2(:= - 4 (= - —]
2r() =rer(e) oo (@) (@) oenla) oo

a partir de la Figura 32.

o]
ool

=

NI

00—

PN

0ol

N

2

Figura 32: Suma de la derivada d’una série geométrica

4.6.4 Una desigualtat i una igualtat

A partir de la Figura 33 és clar que si a,b > 0 amb a + b = 1, aleshores
(a+1)(b+1)>9ab.
Per tant hem demostrat

1 1
a,b>0a+b=1= (HE) (HE) > 9.

La igualtat es dona quan a = b = 1/2. De fet, si s’elimina la condicié
a + b =1, la mateixa figura serveix per a demostrar que

(2a +b)(2b+a) =9ab+2(b—a)>>9ab.
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1

Figura 33: Prova d’una desigualtat i una igualtat

4.6.5 Teorema de Pitagores

Si els catets de cada triangle rectangle de la Figura 34 s6n b > a, i la seva
hipotenusa és ¢, aleshores el quadrat gran de costat 2c¢ s’ha dividit en vuit
triangles d’area bc/2, dos quadrats d’area a?, dos d’area b? i dos més d’area
(b—a)? (que son els més petits de tots en aquesta figura). Igualant les arees
arribem a

s%b +2a% 4 2(b — a)? + 2b* = (2¢)*.

Simplificant I’expressi6é obtenim el Teorema de Pitagores: a? + b? = 2.

Figura 34: Una partici6 del quadrat que porta a provar el Teorema de Pitagores
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4.6.6 Una férmula de tipus Machin

T — arctan ( = ) + arctan ( = ) + arctan ( =
1 = arctan B arctan 5 arctan 3 .

va ser demostrada I'any 1844 per Strassnitzky. Una prova sense paraules
s’obté a partir de la Figura 35.

La férmula

Figura 35: Una férmula de tipus Machin

5 Epileg: demostracions falses

No m’he pogut resistir a acabar aquest treball sense parlar de les “demos-
tracions falses”. El seu nom és en si mateix un oximoron ja que l’objectiu
final de les demostracions és presentar resultats certs. Obviament aquestes
“demostracions” no sén demostracions, pero si que sén un bon recurs de mo-
tivacié i de foment del pensament critic. Recullo a continuacié algunes de
les meves preferides. També es coneixen com fallacies matematiques.

sVeriGE SO/ | | sverige 7

GSCAR REUTERSVARD CZSTANTA

Figura 36: Figures impossibles

Els “errors” comesos en cadascuna de les seccions segiients estan comen-
tats en la Seccid final § 5.8. S’ha fet aix{ per facilitar que el lector pensi per
ell mateix on sén els errors d’argumentacio.
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.
5.1 Prova de que 2 = 3 calculant amb ntimeros

Aquesta primera “demostracié” és la més senzilla de totes. Es basa en la
cadena segiient d’igualtats.

2 2
4_10:9_15:>4_10+Z5:9_15+Z5
5\ 2 5\ 2 5\ 2 5\ 2
2-2) =(3-2 2_2) = e
5 5
92 —-3_°2 2 =23,
=2 =3-,=2=3

5.2 Prova de que 2 = 1 usant expressions algebraiques

Continuem amb una demostracio falsa conceptualment també bastant sen-
zilla. Prenem a = b # 0. Aleshores tenim les implicacions segiients.

a=b=d’=ab=0a> -0’ =ab—b* = (a+b)(a—Db)=bla—b)
= (a+b)(a—b) =bla—b) —=a+b=b=2b=b=2=1

5.3 Prova de que m + 1 < m usant logaritmes

De nou farem una “cadena d’implicacions” que ens portaran al resultat fals.
1 m+1 1 m 1 m—+1 1 m
- - In(= In(=
) <G) =) ()
1 1
= (m+1)In{=-)<mln|=
2 2
:(m+1)l}%/)/<mln 5 = m+1<m.

5.4 Prova de que 2 = 1 usant derivades

d d
$2:x+$+~-.+$:>a(aj2):a(aj—i-ﬁ-i—..._i_x)
T cops T cops
—2r=1+1+---+1l=2=2=1.
——
T cops

5.5 Prova de que 0 =1 usant integrals

!/

Es clar que (sin?(z))’ = 2sin(z) cos(z) i (cos?(x))’ = —2cos(x)sin(z), on la

prima denota la derivada respecte de x. Per tant

/QSin(m) cos(x) dz = sin®(z) i /QSiH(l‘) cos(z) dz = — cos®(x).
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Restant ambdues igualtats obtenim

0 = sin®(z) — (— cos?(z)) = sin®(z) + cos?(z) = 1.

5.6 Prova de que 1 = —1 usant niimeros complexos

Observem la cadena “d’igualtats”
1=V1=+/(- =V-1xvV-1=ixi=i=-1.

5.7 Prova de que 1 = 2 usant fraccions continues

Anem a fer dues cadenes d’igualtats:

o2 2 2 o 2
= = — = — == 5 ,
S-31 3—3_ 3 3—3_ 2
31 2
3_
g_ 2 __ 2 _ 2 - 2
T 3-92 2 2 - o 2
$-3—5 3—3_ 5 3‘3_ 2
32 2
3_

Com que les dues expressions de la dreta son iguals, el mateix passa amb les
de l'esquerra i per tant 1 = 2.

5.8 Explicacions de les ‘“errades”
Donem a continuacié una breu explicacié dels arguments erronis que han
portat a les “demostracions falses”.

e L’error a la Secci6 5.1 consisteix en un mal ds de l'arrel quadrada. De fet
si no es posa cap signe davant d’ella s’entén que déna un valor positiu, és a

dir Va2 = |z|. Per tant 1/ (2 — 2)2 = ‘2 - %‘ = 1. Una “demostracié” amb
un error similar és:

cos?(x) + sin?(x) = 1 = cos(z) = /1 — sin®(x)
= 1=Vl=-1=1.

e En la cadena d’implicacions de la Seccié 5.2 I'error esta en la cancellacio
de a — b en ambdoés costats del producte ja que a — b = 0.

e Com a la secci6 anterior, 'error en la Seccié 5.3 de nou esta en una mala
cancellaci6. Aquesta vegada de In (1/2) . En aquest cas com que aquest valor
és negatiu, quan el cancellem la desigualtat s’inverteix.
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e En la Secci6 5.4 es juga amb 'ambigiiitat de la igualtat

=x+x+-
N——

T cops

ja que expressi6 de la dreta no esta ben definida i és simplement = X x i és
clar que esta mal derivada.

e En la prova de la Secci6 5.5 U'error prové de donar per fet que la resta de les
dues integrals ha de donar 0. De fet, s’obliden les constants d’integraci6 en

el calcul de primitives. Aixi, per exemple, 2 / sin(z) cos(z) dz = sin?(z) + ¢
per a ¢ € R, i el correcte és que en restar-les hem d’obtenir una constant, i

aixo és el que passa tal i com es pot apreciar a la figura 37.

2.5

—cos? ()

Figura 37: Les funcions sin?(z) i — cos?(x) difereixen en cada punt d’una constant. El
grafic conté un enllag que porta a una construccié dinamica (GegGebra) on també es
mostra com les dues funciones tenen rectes tangents paralleles en cada punt.

e El problema en la “demostracié” de la Seccié 5.6 prové de 1'ts de la igualtat
Vab = Va Vb quan a i b s6n ntmeros complexos, ja que l'arrel quadrada
no és una funcié ben definida a C. Una “prova” amb un error semblant, perd
ara oblidant que tot niimero complex no nul té 4 arrels quartes, és

=Vl = (—1)Y4 = (1)) ==

A més, si usem exponents complexos arribem sovint a resultats falsos
degut a que donen lloc a funcions multivaluades. Per exemple

e27Ti =1 . (eZﬂ'i)l — 1i S e72ﬂ' — 17

o també,
27i . 1 1
e=ei = (e?™)2mi = 17w = 1.
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e El problema amb la “prova” de la Secci6 5.7 és 'ambigiiitat de la notacié en

I"Gs dels punts suspensius. Clarament, aquest punts volen representar el valor
que obtenim per pas al limit. Més concretament, si denotem f(x) = %,
I’expressio de la dreta de la primera igualtat és L1 on

Ly = lim z, on z,11 = f(z,), v1 =1,
n—oo

i la quantitat de la dreta de la segona cadena d’igualtats és Ly on
Ly = lim y, on yp+1 = f(yn), y1 =2.
n—oo

Es facil veure que Ly = 11 Ly = 2 son els dos punts fixos de f, és a dir
les dues solucions de f(z) = x. Només podriem assegurar que els dos limits
son iguals si ambdoés limits existissin i el punt fix fos Gnic. En aquest cas
els limits existeixen ja que de fet son successions constants, perd hi ha dos
limits diferents.
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