VALUATIONS, INTERSECTIONS ET FONCTIONS DE
BELYI

RAZVAN LITCANU

RESUME. We present in this article several possibilities to approach
the height of an algebraic curve defined over a number field : as an
intersection number via the Arakelov theory, as a limit point of the
heights of its algebraic points and, finally, using the minimal degree
of Belyi functions.

0. INTRODUCTION

Le but de ces notes est de présenter différentes possibilités d’approcher la
notion de hauteur d’une courbe algébrique définie sur un corps de nombres.

Dans la premiere partie on rappelle la définition de la hauteur de Weil
d’un point d’une variété projective, ainsi que la hauteur de Néron-Tate
définie sur une variété abélienne.

Nous présentons ensuite le point de vue d’Arakelov, la hauteur étant
définie comme le degré d’Arakelov d’un faisceau inversible hermitien res-
treint au diviseur horizontal induit par le point. Quelques rappels de théorie
de l'intersection sur les variétés arithmétiques permettent d’étendre cette
notion aux sous-variétés de dimension arbitraire d’une variété définie sur
un corps de nombres. Dans le cas des variétés abéliennes, on obtient une
hauteur normalisée, qui étend la hauteur de Néron-Tate, par un procédé de
passage a la limite par Philippon et Zhang, procédé inspiré par la construc-
tion de Tate. En particulier, on obtient la hauteur d’une courbe (de genre
au moins 2) en la regardant comme une sous-variété de sa jacobienne. No-
tons aussi que cette hauteur est comparable & l'autointersection (au sens
d’Arakelov) de son dualisant relatif.

On pourrait aussi définir la hauteur d’une courbe C' de genre au moins
2, définie sur un corps de nombres K, comme étant la limite supérieure des
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valeurs de € > 0 ayant la propriété que I’ensemble
(0.1) {P e C(EK) | hép,(P)) <}

soit fini. Ici h est la hauteur de Néron-Tate et on a noté ¢p, le plonge-
ment de C' dans sa jacobienne induit par un diviseur Dy de degré 1 sur
la courbe C. Autrement dit, on considere la limite supérieure des rayons,
par rapport a la distance définie par la hauteur de Néron-Tate, des boules
centrées en 1’élément neutre de J qui contiennent au plus un nombre fini
de points algébriques de la courbe. Notons que 1’énoncé connu sous le nom
de “Conjecture de Bogomolov”, démontré par Ullmo (Annals of Math., 147
(1) (1998), 81-95), implique le fait que cette limite est strictement positive.

Enfin, la propriété de la courbe C' d’étre définie sur un corps de nombres
est caractérisée par l'existence d'un revétement 3 : C — P! non ramifié
en dehors de 0, 1 et co (Belyi, Math. USSR-Izv., 14 (1980), 247-256). On
essaie de suivre dans la derniére partie de ces notes une intuition de Szpiro
et de Bogomolov, qui ont suggéré que le degré minimal d’un tel revétement
pourrait étre utilisé comme principal ingrédient pour une possible définition
de la hauteur de C. Cette approche est encore conjecturale, et on passe en
revue les résultats partiels dont nous disposons pour le moment.

En essayant de donner une image d’ensemble sur le sujet, les details
techniques ont été laissés de coté. Ils ont été remplacés par une bibliographie
étendue qui pourra boucher les trous.

Notations : dans ce qui suit, K sera un corps de nombres et O son
anneau d’entiers. On notera Mg l’ensemble des valeurs absolues de K qui
étendent les valeurs absolues usuelles sur Q : Mg = {p / p premier} U
{oo};siz == pr”l’(””), alors |z|, = p~¥»(*). On notera M x 'ensemble
des valeurs absolues non-archimédiennes et Mo, x 1’ensemble des places
archimédiennes. Chaque élément de M g est associé soit & un plongement
o : K — R (appelé place réelle), soit & une paire de plongements conjugués
0,0 : K — C. Soit So x l'ensemble des tous les plongements K — C.
Le cardinal de Mo k est 71 + ro, et celui de S k est r1 + 27, égal au
degré de l'extension [K : Q] (r; étant le nombre des place réelles). On note
K, le complété de K par rapport a la valuation v, et QQ, sera le complété
de Q par rapport & la trace de v. Si v € Mg, on pose ¢, = [K, : Q,] et

Il 1o =1 |LK":Q“]. La formule du produit est alors vérifiée :

H lzll,=1 , VYxe K, x#0.

vEMK
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1. HAUTEURS DE WEIL ET HAUTEUR DE NERON-TATE

Nous rappelons dans ce paragraphe des définitions et des résultats concer-
nant la hauteur des points d’une variété algébrique définie sur un corps de
nombres, ainsi que la hauteur de Néron-Tate sur une variété abélienne.

Définition 1.1. Soit P = (xg: 21 :...: xp) € P*(K) un point de Uespace
projectif. La hauteur de P est le nombre réel
(1.2) Hig(P)= [T max{l|zollo; [#1llos-- -, laall} -

vEMK

On appelle hauteur absolue de P le nombre réel
(1.3) H(P) = Hg (P)"a
et hauteur logarithmique de P, h(P) = log H(P).

Remarque 1.1. (i) La formule du produit assure I'indépendance par rap-
port au choix des coordonnées.
(ii) Pour tout P € P*(K), Hix(P) > 1, et donc h(P) > 0. {

Exemple 1.1. Si P = (o : 21 : ... : x,) € P*(Q) avec x; € Z premiers
entre eux, alors
H(P) = max{|zol,|z1],.--,|Tnl} -
En général, si P = (zp: @1 :...: ) € P(K), soit a = 200+ - -+ 2,0k
I'idéal fractionnaire de Ok engendré par les coordonnées de P. Alors
1
(1.4) H(P) = W H Z.:II(}?{(’“{H%HU} )
VEMeo, K

ot N(a) est la norme de I'idéal fractionnaire a.

Théoréme 1.1 (Northcott [6], [7]). Soit n, d, M des réels positifs fixés.
Alors l’ensemble

{PeP"(Q , H(P)<M, [QP):Q] <d}
est fini (on a noté Q(P) le corps de nombres de définition de P).

Remarque 1.2. Il existe des versions effectives du Théoreme de Northcott.
Par exemple

HPEP(Q) , H(P)< M}~ M
(asymptotiquement). <
Remarque 1.3 (Hauteur des polynomes). Soit f € Q[X], f # 0, deg f = n.

On peut voir 'ensemble de ses coefficients {ag, a1, ...,a,} comme un point
dans P™, et prendre la hauteur de f :

H(f):=H((ap:a1:...:ay)) .
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On a des relations entre, par exemple, la hauteur d’un point z dans Q,
celle d’'un polynéme f et celle de I'image f(x) ; des inégalités entre la hauteur
d’un nombre algébrique et celle de son polynome minimal sur Q ou entre la
hauteur d’un polynome et celle de ses racines (voir [2], [11]). ¢

Soient X une variété algébrique définie sur K et £ un faisceau inversible
sans point base sur X. Alors chaque choix d’une famille de sections globales
qui engendrent £ fournit un morphisme ® : X — P, et pour tout P € X (Q)
on définit he(P) = h(P(P)). Si on choisit une autre famille de sections, qui

induit un morphisme ¥, alors he — hy est une fonction bornée sur X (Q).
On obtient donc une correspondance

L+ he € {f: X(Q) — R}/{fonctions bornées}

qui a les propriétés ([2], [11], [12]) :

(i) heom — he — hag est une fonction bornée (ce qui permet d’étendre
cette correspondance a Pic(X));

(ii) pour toute fonction h, dans la classe associée & L il existe une
constante C' telle que hz(P) > C pour tout P € X(Q);

(iii) si f : X — Y est un morphisme de variétés, alors hyp«z — hz o f est
une fonction bornée, pour tout £ € Pic(Y);

(iv) pour tout £ € Pic(X) ample

#HPeX(Q) , he(P)<M, [QP):Q <d} <o
si M et d sont fixés.

Dans le cas d’une variété abélienne A, dans la famille de fonctions hp
associée a un faisceau inversible et symétrique £ on peut choisir de maniere
unique une fonction h, qui est quadratique : la forme

< P,Q>=he(P+Q) = he(P) = he(Q)
est bilinéaire. Cette fonction est appelée la hauteur de Néron-Tate (on
n’indique plus le faisceau si A est plongée dans un espace projectif et on
considere la restriction de O(1), ou bien si on dispose d’un choix canonique

pour £). Par exemple, si £ est ample et symétrique ([n]*L ~ £8" _le cas
qui nous intéressera), alors

(1.5) he(P) = lim he(p"P)

n— o0 p2”

pour tout entier p > 2 et toute fonction hauteur h, associée a L, uni-
formément en P. Dans ce cas la hauteur de Néron-Tate a la propriété

(1.6) he(P)>0 , VP e AQ)

avec égalité si et seulement si P est un point de torsion.
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Remarque 1.4. On peut construire de telles fonctions hauteur sur des
variétés définies sur un corps K arbitraire, une fois que celui-ci est muni
d’une famille de valeurs absolues qui sont toutes, sauf un nombre fini, ul-
tramétriques (|z|, = ¢ *®)) et qui vérifient la formule du produit “avec
multiplicités” (dans le cas d’un corps de nombres ces multiplicités sont
[K, : Qy]). Prenons par exemple le corps des fonctions K = K (V) d’une
variété V projective et normale. On sait alors que tout diviseur irréductible
W (i.e. sous-variété irréductible de codimension 1) définit une valuation
discrete vy @ K* — Z, vw(f) = ordw (f). Soit donc Mg = {| |w =
c=w() /W C V diviseur irréductible} et soit C' une courbe qui ne contient
aucune singularité de V' (V' est normale!). Alors la formule du produit est
satisfaite avec les multiplicités Ay = C.W. On peut définir la hauteur d’un
point P € P*(K) comme dans la Définition 1.1, ot || ||y = | |[*". Dans ce
cas, la hauteur admet 'interprétation géométrique suivante, qui fait penser
au degré : le point P peut étre vu comme une fonction rationnelle V' — P,
et si on prend un hyperplan général H de P™ alors

h(P) = C.P*H
(voir [11] pour des détails). &

Philippon a étendu la hauteur de Weil et a défini la hauteur d’une sous-
variété de dimension quelconque [8], [9]. Soit X une variété projective et

soit L un faisceau trés ample sur X tel que le plongement X < PN induit
par L fait de X une sous-variété projectivement normale. Soient ¥ C X
une sous-variété définie sur le corps de nombres K et f une forme de Chow
de ¢(Y). Philippon définit

(1.7) he(Y) = h(f)
ol h(f) est la hauteur invariante de f ([8], [9]) :

1

h(f):m

D K, Qu]log My (f) -

v

Ici, v parcourt I’ensemble des places du corps de nombres K et M, (f) est le
maximum des valeurs absolues v-adiques des coefficients de f si v est non-
archimedienne et une mesure de Mahler du conjugué de f correspondant
si v est une place a linfini (le lecteur notera que pour la cohérence avec
la hauteur arakelovienne du paragraphe suivant on pourrait normaliser la
hauteur définie en (1.7) en divisant par le degré géométrique de p(Y) et,
aussi, modifier la mesure de f aux places archimédiennes par le nombre de
Stoll).
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Si Y est une sous-variété de dimension dy d’une variété abélienne A, alors
on peut définir la hauteur normalisée
~ h Y)#(k N Stab
(1.8) hip(Y) = lim @([m] )#( er[m] a Y)

m=—00 2(do+1)
meSs" m

oll Staby est le stabilisateur de Y dans A et S” est le monoide libre sur
un ensemble fini de nombres premiers S. Cette hauteur ne dépend pas des
sections de L choisies pour définir ¢, et on peut définir

~ ho(Y
L(Y) — 90( ) .
degp(Y)
Si L est un faisceau ample et symétrique quelconque, la fonction hauteur
hr est

-~ ®n
hL:th , neN, n>3.

Pour en savoir plus

La hauteur est devenue un invariant incontournable dans la géométrie
arithmétique. Introduite par Weil en [14] (ol il développe la théorie dont
les racines se trouvent dans sa theése [13]), elle a eu un réle important dans
les preuves de certains des plus remarquables résultats du dernier siecle : le
Théoreme de Mordell-Weil (1929), la preuve de Faltings de la Conjecture
de Mordell (1984) ou les différentes démonstrations de la Conjecture de
Bogomolov (1995, 1996). La théorie de la hauteur (y compris la construction
“axiomatique” basée sur les propriétés (i)-(iv) - la “machine des hauteurs”)
est présentée en détail dans plusieurs ouvrages consacrées a la géométrie
arithmétique, comme par exemple [2], [11] ou [12]. Ils contiennent aussi les
preuves du Théoréme de Northcott ([6], [7]) et de sa variante explicite due
a Schanuel [10].

L’existence d’une fonction hauteur quadratique dans la famille associée a
tout faisceau inversible et symétrique sur une variété abélienne a été conjec-
turé par Néron en 1958 au Congres International des Mathématiciens (Edin-
burgh) [4]. La preuve, due & Tate, a été publiée par Lang [3]. Néron a publié
ensuite une deuxieme preuve [5].

La construction de Philippon est présentée dans les articles [8], [9]. La
hauteur ainsi construite a été utilisée dans plusieurs travaux importants,
dont une preuve effective de la conjecture de Bogomolov [1].
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2. APPROCHE D’ARAKELOV : INTERSECTIONS ARITH-METIQUES

Une approche “géométrique” de la hauteur des points sur une variété
définie sur un corps de nombres, analogue a celle vue dans la Remarque 1.4
pour les corps des fonctions, est possible grace a Arakelov, qui a étendu la
structure entiére a I'infini en introduisant des métriques hermitiennes [2]. 11
a construit ainsi une théorie des intersections sur les surfaces arithmétiques,
qui a été développée ensuite par Faltings, Szpiro, Deligne, Zhang, etc. Gillet
et Soulé [13] ont généralisé cette théorie en dimension quelconque, ce qui a
permis en particulier la définition de la hauteur des sous-variétés de dimen-
sion strictement positive (voir [4], [11]). Quelques mots aussi sur les variétés
abéliennes : par un procédé limite “a la Tate”, Zhang [26] construit, & partir
d’intersections arithmétiques, une hauteur normalisée qui étend la hauteur
de Néron-Tate; notons le fait que dans le cas de la bonne réduction cette
hauteur normalisée est elle méme un nombre d’intersection.

2.1. Hauteurs et nombres d’intersection.

Définition 2.1. Une variété arithmétique est un schéma X plat et projectif
sur S = Spec O, dont la fibre générique X = X x g Spec K est lisse.
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Pour tout ¢ € S K, soit X, = X X, SpecC. Les schémas X, sont
appelés les fibres a l'infini de la variété arithmétique X. L’ensemble des
points C-rationnels de X est alors

xX@©= ] X.(©).

0ESeo, K

Définition 2.2. Un faisceau inversible hermitien £ = (£, || ||o) sur X est
la donnée d’un faisceau inversible £ sur X et, pour tout o € Sk, d'une
métrique || ||, de classe C'*°, invariante par conjugaison complexe, sur L, =

L®sC.

On note L, le faisceau inversible hermitien sur X, (C) ainsi donné et L la
trace de L sur la fibre générique X. Si ¢1 (L) est la premiere classe de Chern
de L, alors “le degré” permet de voir ¢;(L)? (d = dim X) comme un entier
naturel. D’autre part, pour tout o € Sy x on note ¢1(L,) la (1,1)-forme
fermée ;- K, ot K est la forme de courbure de (Lo, || [|+).

En particulier, un faisceau inversible hermitien (ou compactifié) sur S =
Spec Ok n’est autre qu'un Og-module projectif de rang 1, muni pour
chaque o d’une forme hermitienne < , >, invariante par conjugaison com-
plexe.

Définition 2.3. Le degré d’Arakelov d’un faisceau inversible hermitien £
sur S est

7 #(L/s0Kk)
2.9 d L =log —=———-

€S, K

ou s est une section arbitraire non nulle de £.

Il est facile de voir que cette quantité ne dépend pas du choix de la section
s (encore une fois grace & la formule du produit).

Soient maintenant P € X (K ) un point sur une variété algébrique propre
et lisse définie sur le corps de nombres K, A un modele de X sur Ok et
L un faisceau inversible métrisé sur X. Alors il existe une unique section

ep : Spec Og(py — & qui étend P.

Définition 2.4. La hauteur d’Arakelov de P par rapport a £ est le nombre
réel

(2.10) h=(P) = d[g(f‘];gf;&)

On remarque l'analogie avec la formule 1.4, I'inversion nominateur -
dénomi-nateur étant due a la dualité sections-coordonnées.
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Exemple 2.1. (voir pour les détails [7]; voir aussi [21] pour un exemple
similaire, avec un autre choir des métriques) Soit P € X = P et ep :
Spec O — Pg,. lasection qui étend P. On prend un systeéme de générateurs

{zo,z1,...,2,} du faisceau inversible O(1) et on consideére les métriques a
I'infini
lf(P)lo =  min { i(P) } , Vf e H'(P",0(1)) , VP € P"(K,).
O S ’L S n T o
zi(P) #0
Alors on obtient
hW(P) = h(P)

ou h(P) est la hauteur de Weil logarithmique définie en (1.1).

Regardons d’un peu plus pres le cas d'une surfaces arithmétiques X, les
fibres sur Spec Ok ayant donc la dimension 1 (c’est le cas considéré par
Arakelov [2]), et dont la fibre générique X est de genre > 1. On peut alors
préciser le choix des métriques sur les faisceaux qui nous intéressent, de la
fagon suivante. Supposons de plus que chaque X, est munie d’un élément
de volume dpu, tel que [ du, = 1 (voir [10] pour un choix canonique

X.(C)
de telles (1-1)-formes, & partir d’'une base orthonormée de différentielles
holomorphes). On appelle une telle donnée surface d’Arakelov.

Un diviseur compactifié sur X est une somme formelle finie

Di+ > AlXo]
0ESo, K
ot D est un diviseur sur X dans le sens classique et A\, € R tels que

—1
Ao = Az Le groupe de Chow d’Arakelov CH (X,du,) est le groupe des
diviseurs compactifiés modulo le sous-groupe des éléments de la forme

NOTEED SN (RIS
UGSOO’KXU((C)
pour f € K(X).
D’autre part, le groupe de Picard compactifié Pic.(X,duy) est le groupe
des classes d’isométries de faisceaux inversibles hermitiens dont les métriques
sont permises, i.e. la forme de courbure est proportionnelle & du,. On a un

1
isomorphisme Pic.(X,du,) ~ CH (X,dus), donné par

Lo faivi) = X [ gl X,
7E5=Kx,(C)
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ot s € H(X, L) non nulle.
On peut alors définir un produit d’intersection d’Arakelov sur X,

(, )ar: Pice(X,dus) X Pice(X,dpus,) — R

qui étend le produit d’intersection usuel des diviseurs sur X, et si D est
limage d’une section ep : Spec O, — X (K’ une extension finie de K),
alors (£,0x(d))ar = degy, €5 L.

On peut maintenant interpréter la hauteur d’Arakelov d’un point sur une
courbe définie sur un corps de nombres comme un nombre d’intersection :
si P € X(Q), alors la hauteur d’Arakelov de P par rapport au faisceau
admissible £ est B
(Eu DP)AT
[Q(P) : Q]

ol Dp est la fermeture schématique de P dans X.

hz(P) =

Gillet et Soulé ont généralisé le produit d’intersection aux variétés arith-
métiques de dimension arbitraire ([13], [14]). Bost, Gillet et Soulé ont donné
les propriétés de la hauteur définie utilisant cette théorie en [4] (voir la
Proposition 2.1 ci-dessous).

Si X est une variété arithmétique de dimension d, on définit les groupes

de Chow arithmétiques C/’ITIZ(X ) pour tout entier ¢ > 0. Quand X est
——0
irréductible, CH (X) = Z. On peut définir ensuite un produit d’intersection
. . i
(2.11) CH (X)xCH (X) — CH " (X)®Q.
Si £ est un faisceau inversible hermitien sur X, on peut définir la premiere
— —1
classe de Chern arithmétique ¢1(£) € CH (X). Le produit d’intersection
permet de définir é; (L) € éf\:fz()() ® Q pour tout i € N*. Grace a l'appli-
cation
_—d
deg:CH (X) — R,
on peut identifier ¢;(£)¢ & un nombre réel.
Prenons maintenant un cycle ) de cﬂmension do + 1 de X. On peut
lui associer le nombre d’intersection (¢;(£)%*1/Y). Si en particulier Y est
une sous-variété fermée de X, définie sur une extension finie K’ de K, de

dimension do, et ) est sa fermeture schématique dans X, on peut alors
définir la hauteur de Y par rapport a L :

(@ (L) /y)
(do + 1)[K" : Q] deg Y

ott deg; Y = deg(cy (L)% N [Y]) est le degré géométrique de Y par rapport
a L.

(2.12) hx(Y) =
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La proposition suivante regroupe quelques propriétés du produit d’inter-
section et de la hauteur définis ci-dessus :

Proposition 2.1 ([4], Propositions 3.2.1, 3.2.2, 3.2.4). Soit L un faisceau
inversible hermitien sur une variété arithmétique projective mon-singuliére
X.

(i) SiY est un cycle de dimension d+ 1 sur X,

deg;en (V) =ndeg, (V) ; hzen(Y)=nh(Y) .

(ii) Si 'Y est le diviseur d’une fonction rationnelle sur une variété intégre,
contenu dans une fibre spéciale, hz(Y") = 0.

(111) Si f : X' — X est un morphisme de variétés arithmétiques projec-
tives non-singuliéres et Y est un cycle sur X ',

by (V) = he (£.Y)

(iv) Soient Y un cycle irréductible de dimension d + 1, et s une section

de f@m sur Y. Alors

. . e — \d
(é1(£)%/div(s)) = n(é (L)) Y) + Z / log |Iss|l ¢1 (Ls)" Oy, -
€5 K X, (©)
Si L' est un deuziéme faisceau inversible hermitien sur X et s une section
de ﬁ®n sur Y. Alors pour tout 1 <i<d—+1

@@L e (L)t ) div(s)) = @) e () V) +

+Z / log |||l 1 (fg)d+17icl (FU)F1 dy, .
O'GSOC,KXU((C)

(v) 8i X" est une variété arithmétique et L' un faisceau inversible hermi-
tien sur X ' tels que (X L ) et (X e ) coincident sur la fibre générique
Xk, il existe une constante C' telle que pour tout cycle effectif Y sur Xk,

\hgr(Y) = hz- (V)| < C.

(vi) Si, pour tout 0 € Seo i, la (1,1)-forme ¢ (fg) est positive et pour
un certain n, L est engendré par des sections globales “entiéres” (i.e. de
norme sup inférieure a 1), alors, pour tout cycle Y,

h—(Y) > 0.

Remarque 2.1. On voit de par la définition de la hauteur méme, ainsi que
par certaines des propriétés ci-dessus combien il est important de trouver
une section de H°(Y, £) dont toutes les normes & 'infini sont petites. En
particulier, une telle section avec ses normes inférieures a 1 assurerait la
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positivité de la hauteur. Des informations en ce sens sont données par le

Théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique ([1], [12]). On remarque

d’abord que A = HY(),L") est un réseau dans I'espace vectoriel V =
@ H°Y,,L?) muni de la norme “sup”. Alors

0E€ESs, K

nv (B(V)) d+1 (él (Z)d+1/y) d+1
2.13 Vol(V,A) i = ——— =n*"" ——————=+0(n
(219) VA= /) @ o
ou B(V) est la boule unité de V et d = dimY. Le théoreme de Minkovski
implique alors que pour tout € > 0 il existe ng tel que pour tout n > ny il

existe une section non-nulle s € H°(), L") telle que
(2.14) l|5|lsup < exp (ne — n[K : Qlhz(Y)) .

Le Théoreme de Nakai-Moishezon arithmétique, dit & Zhang ([23] dans
le cas des surfaces arithmétiques et [25] en général) donne des conditions
pour que H°(Y, L") ait une base de sections petites.

2.2. Hauteurs normalisées. Soit A une variété abélienne sur un corps de
nombres K. Si L est un faisceau inversible et ample sur A, alors le faisceau
L' = L ®[—1]*L est ample et symétrique. Supposons dés maintenant que L
lui-méme est ample et symétrique et fixons un isomorphisme L ~ [—1]*L.
Le théoreme du cube implique que le faisceau
Ds(L) = plasL @ pioL ' @pis L™ @ p3s L7 @ piL @ ps L @ piL

est trivial sur A3 (trivialisation unique & une constante multiplicative pres).
Si (A, L) est un modele compactifié du couple (A, L), on peut construire,
comme précédemment, une hauteur. La question est de savoir si cette hau-
teur est normalisée, dans le sens suivant : si x € A et n € N*, est-il vrai que
h([n]z) = n*h(x)? La réponse est en général négative.

Si A a bonne réduction sur O, soit A le modele de Néron de A. Une
structure cubiste sur L est la donnée d’un faisceau inversible hermitien
L = (L,] ||o) sur A tel que la trace de £ sur la fibre générique soit L, et
que l'isomorphisme du cube devienne une isométrie si on munit O 43, en
toute place a l'infini, de la métrique triviale. L’existence de telles structures
est prouvé par Moret-Bailly dans [18], qui construit, sur chaque L,, o €
Seo, K, des métriques induisant une métrique constante sur O 43 (“métriques
permises” - notons que ce sont les seules métriques a courbure invariante
par translations). On montre alors que la hauteur hz construite ainsi est
normalisée, dans le sens précisé plus haut, et que pour les points elle coincide
avec la hauteur de Néron -Tate associée a L.

Si, par contre, A n’a pas bonne réduction partout, on ne dispose pas d’une
compactification canonique du modele de Néron sur Ok . Fixons, pour tout
entier p > 1, un isomorphisme [p]*L ~ L%, Soit Ay un modele de A
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sur Ok et L un faisceau ample et symétrique sur Ag qui étend L. Pour
chaque 0 € S i, il existe une unique métrique du cube sur L, qui fait de
Visomorphisme [p]* L, ~ L& une isométrie. Pour chaque n > 0, soit A, la
normalisation de A, _1 dans le corps des fractions de A :

A, — A
o] | L [p]
An—l — A

Ici la fleche [p] @ A, — A,—1 est le prolongement de [p] : A — A a A,. On
défini
o=L i Ly=[pI"L .
Pour toute place a l'infini 0 € Sk, on obtient le faisceau
L, =L
sur A,, qu’on munit de la métrique obtenue par image inverse a travers [p].

On choisit un faisceau inversible hermitien £,, sur A, tel que

_ on2n o
Lo
dans Pic(A,) ® Q. On obtient ainsi un modele (A, L) de (A4, L) pour tout
n € N.
Soient maintenant X un sous-schéma fermé de A, de dimension dy, et X,
son adhérence schématique dans A,,. Zhang ([26]) montre que la suite

(él (Zn)d0+1 Xy
bz, (X) = i
(do + 1)K : Q] degy X
converge uniformément vers une fonction qu’on note hr (X), indépendante

des choix de Ag et L. Elle vérifie, pour tout x € A, la condition de norma-
lisation

hp([n]z) = n?hp(z) , neN*.
La fonction hauteur ainsi construite est compatible avec la hauteur nor-
malisée de Philippon b.

2.3. Le cas des courbes. Soit C' une courbe propre, lisse et géométrique-
ment connexe de genre g > 1 définie sur le corps de nombres K. Soit Dy
un diviseur de degré 1 sur C et ¢p, : C — J le plongement de C dans
sa jacobienne défini par Dj. Il existe sur J un faisceau inversible, ample
et symétrique canonique, associé au diviseur theta. Soit h la hauteur nor-
malisée construite ci-dessus associée a ce faisceau, qui étend la hauteur de
Néron-Tate. Alors on peut associer a la courbe C' la hauteur de son image
dans J

(2.15) hp,(C) = h(¢p, (C))
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D’autre part, soit C le modele minimal régulier de C' sur Spec O, qu’on
peut supposer semi-stable (aprés un éventuel élargissement de K). Comme
nous avons déja mentionné, on peut dans ce cas préciser les choix des mé-
triques qu’on met a l'infini, grace au fait que chaque C, est munie d’une
forme volume canonique. En particulier, le faisceau dualisant relatif w =
We o, est canoniquement muni d’une métrique permise. Soit W le faisceau
compactifié ainsi obtenu et soit (w,) son auto-intersection. Posons alors

(@, @)

(2.16) WO = g

Dans le cas ot g > 2 et C est lisse sur Ok, les deux hauteurs associées a
C sont liées par la formule ([26])

1 1\ -
SO - (1 - g) (60, (D))

ot D est choisi tel que (2g —2)D soit un diviseur canonique. Si Dy est choisi
des le départ avec cette propriété, alors

1
So—1 h(C) .

Si C n’est pas lisse sur Ok, mais seulement semi-stable, Zhang ([24]) raffine
Pintersection d’Arakelov, en introduisant !’accouplement admissible (w,),.
L’égalité (2.17) est alors vérifiée si on remplace (w,w) par (0, 0),.

(2.17) 1 (C) =

(2.18) 1, (C) =

Pour en savoir plus

Arakelov a défini I'intersection des diviseurs sur une surface arithmétique
[2]. Il a introduit les fibres & 'infini et a utilisé les fonctions de Green pour
estimer la contribution de ces fibres dans le calcul des nombre d’intersection.
Faltings a développé cette théorie [10] et a prouvé, en particulier, le théoréme
de Riemann-Roch, le théoréme de I'index de Hodge et la formule de Noether.
Le théoreme de 'index de Hodge a été aussi prouvé par Hriljac [16], qui
a comparé le produit d’intersection d’Arakelov avec la hauteur de Néron-
Tate. Une approche différente de la théorie d’intersection sur les surfaces
arithmétiques est due a Deligne [8] et Elkik [9].

Gillet et Soulé ont défini les classes charactéristiques des fibrés métrisés
[14] et ont généralisé la théorie d’Arakelov pour les variétés de dimension
arbitraire [13], [14]. Un théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck pour les
images directes des fibrés métrisés par des immersions est prouvé en [3].
Une version générale du théoréme de Riemann-Roch est prouvée dans [15].
Burgos a défini les anneaux de Chow pour les variétés arithmétiques quasi-
projectives en interprétant le produit des courants de Green comme un cas
spécial de la structure multiplicative sur la cohomologie de Deligne-Beilinson
[5].



VALUATIONS, INTERSECTIONS ET FONCTIONS DE BELYI 15

La hauteur définie comme un produit d’intersection est utilisée par Fal-
tings en [11]. Cette approche géométrique de la hauteur met en évidence le
fait que cet invariant est ’analogue arithmétique du degré d’une variété pro-
jective (une illustration de ’analogie corps de fonctions - corps de nombres,
voir par exemple [22]). En utilisant la théorie d’Arakelov et des fibrés
métrisés en toute place (finie ou infinie), Zhang a défini la hauteur norma-
lisée d’une sous-variété d’une variété abélienne [26]. Moret-Bailly décrit com-
ment choisir les “métriques permises” sur les fibrés sur une variété abélienne
[18]. En utilisant 'approche cohomologique de Burgos [5], Burgos, Kramer
et Kiithn [6] ont défini la hauteur par rapport & un faisceau inversible hermi-
tien dont la métrique a des singularités logarithmiques le long d’un diviseur.

Parmi les textes expositoires en théorie d’Arakelov nous indiquons [7],
[17], [19], [20], [21].
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3.

APPROCHE DE LA HAUTEUR D’UNE SOUS-VARIETE VIA LES HAUTEURS
DE SES POINTS

Soient X' une variété arithmétique définie sur ’anneau des entiers d’un

corps de nombres K, et £ un faisceau inversible métrisé sur X, ample et
semi-positif, dont la métrique est lisse (pour les conditions de positivité des
métriques, nécessaires pour les résultats de ce paragraphe voir [5], para-
graphe 5). Soit Y C Xk une sous-variété et posons, pour 1 < i < dimY +1,

(3.19) eiz(Y) = sup inf hz(z)

7ZcY zE(Y—Z)(F)
codimZ =1

(les minimum successifs).
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Remarque 3.1. On a évidemment

elz(Y) = liminf hz(x,)

ol (X )nen parcourt Pensemble des suites génériques de Y, (i.e. dont tout
fermé strict de Y contient au plus un nombre fini de points). En particulier,

si z est un point de X, alors ex(z) = hz(2).0

Le théoreme suivant, dont la preuve utilise le Théoreme de Nakai-Moishe-
zon arithmétique, compare cette quantité a la hauteur de Y :

Théoréme 3.1 (Zhang [5]). Pour toute sous-variété Y de Xk, on a

(3.20) di%m (elz(Y) + e%m”l(Y)) <hz(Y) < ep(Y) .

L’égalité h(Y) = elz(Y) est vraie s'il existe une suite générique de points
de Y dont la hauteur tends vers hz(Y"). Szpiro, Ullmo et Zhang ont montré
qu’une telle suite vérifie une propriété d’équidistribution [3].

Dans le cas ou la variété ambiante A est abélienne, munie de la hauteur
normalisée Ay, associée & un faisceau ample et symétrique L, on peut définir
d’une maniére analogue, pour une sous-variété X de A
(3.21) e (X) = sup inf  hp(x)

ZcX ze(X—-2Z)(K)
codim Z =1

(1<i<dimX +1). Evidemment
et (X) = liminf hy (2,)

ol (Zn,)nen parcourt Uensemble des suites génériques de X.
On a dans cette situation :

Théoréme 3.2 (Zhang [6]). Pour toute sous-variété X de A

1 . R
3.22 7(2)( oo plim XL X)<h X) < el (x).
(322 g (00 + o+ ) < hy(X) < 8(X)
On utilise le théoréme précédent, sur la suite des modeles de A utilisée
pour la construction de la hauteur normalisées.
Dans ce cas aussi, ’égalité a droite est caractérisée par une propriété
d’équidistribution.

Pour en savoir plus

Dans larticle [5], Zhang définit les notions de positivité, d’amplitude
et de semi-amplitude pour un faisceau inversible métrisé sur une variété
arithmétique, en étendant ainsi les notions introduites en [4]. Il étudie l’exis-
tence des sections de norme petite d’un faisceau ample métrisé et prouve un
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théoréme de Nakai-Moishezon arithmétique : si £ est un faisceau hermitien
numériquement positif sur une variété arithmétique, alors le groupe I'(L®™)
a une base dont les éléments sont des sections petites, si n est assez grand.

Cette base lui permet de comparer la hauteur d’une sous-variété avec les
minimum essentiels des hauteurs de ses points. Des preuves pour les énoncés
de ce paragraphe peuvent étre trouvés aussi dans [1].

Soient A est une variété abélienne définie sur un corps de nombres K et
X une sous-variété définie sur une extension finie de K. Les inégalités de
Zhang implique le fait que les deux affirmations suivantes sont équivalentes
(Conjecture de Bogomolov généralisée) :

— Si X n’est pas la translatée d’une sous-variété abélienne par un point

de torsion, alors ’ensemble

X()={zeX@Q / hilz)<e}

n’est pas Zariski dense dans X.
— Si X n’est pas la translatée d’une sous-variété abélienne par un point
de torsion, alors

hp(X)>0.

La conjecture de Bogomolov, prouvée par Ullmo [2] dans le cas d’une
courbe plongée dans sa jacobienne et par Zhang [7] dans la forme généralisée,
assure la positivité de la hauteur d’une sous-variété d’une variété abélienne
qui n’est pas la translatée d’une sous-variété abélienne par un point de tor-
sion. La preuve dans les deux cas est basée sur la propriété d’équidistribution
des suites génériques de points de hauteur petite (Szpiro, Ullmo et Zhang

3])-
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4. HAUTEURS ET MORPHISMES DE BELYI

4.1. Théoréeme de Belyi et dessins d’enfants. Un fameux théoreme
de Belyi caractérise les courbes qui peuvent étre définies sur un corps de
nombres :

Théoréme 4.1 (Belyi, [3]). Soit C une courbe algébrique définie sur C. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

(a) C peut étre définie sur un corps de nombres.

(b) II existe un morphisme fini 3 : C — P! non-ramifié en dehors de 0,
1 et c0.

(pour la preuve, voir [3], [10]).

On appelle morphisme de Belyi un revétement fini 8 : C — P! non-
ramifié en dehors de 0, 1 et oc.

Un *-morphisme est un morphisme de Belyi 3 : C — P! tel que

: (i) soit C =P et {0,1,00} C 371({0,1,00});

: (ii) soit C' = (E,0) est une courbe elliptique définie sur Q et O €
B71({0,1,00});

: (iii) soit g(C) > 2.

Un couple de Belyi est une paire (C, 3), out C est une courbe projective,
lisse sur C et 3 : C — P! est un morphisme de Belyi. Deux couples (C, 3)
et (C’,3") sont isomorphes 8'il existe un isomorphisme « : C' — C” tel que
B = (' oa. On dit quun morphisme de Belyi (*-morphisme, couple) 3 est
pur si la multiplicité de chaque point au-dessus de 1 est 2.

Il est naturel de penser que certaines propriétés arithmétiques de la
courbe C sont encodées dans les propriétés des morphismes de Belyi définis
sur C. En particulier, Bogomolov et, indépendamment, Szpiro ont conjec-
turé que le degré des morphismes de Belyi pourrait étre utilisé comme
principal ingrédient dans la construction d’une théorie de la hauteur sur
les espaces de modules de courbes. Cette idée est a la base des résultats
de la derniere partie de ces notes. On indique ici les principales idées des
démonstrations, les détails étant contenus dans [7]. On rappelle d’abord
quelques propriétés des morphismes de Belyi.

Remarque 4.1. En caractéristique p > 0, une fonction avec la propriété
(b) du théoreme 4.1 existe pour toute courbe C (Abhyankar, [1]). Pour
obtenir un analogue du théoreme de Belyi dans ce cas, on doit imposer des
conditions sur les indices de ramification (voir Saidi, [8], Théoreme 5.6, pour
p>2).¢

Proposition 4.2 (Propriétés en genre zéro). (a) Soit 3 : P! — P! un
morphisme fini tel que tous les points dans une méme fibre ont le méme
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indice de ramification. Alors 3 est un morphisme de Belyi, qui est soit
cyclique, soit isomorphe a un morphisme de Belyi pur.
(b) Si B: Pt — P est un morphisme de Belyi de degré d, alors

#671({0,1,00}) =d+2 .

Démonstration. (a) Soient d le degré du revétement 3, { Py, ..., P, } C P!
I’ensemble des points de branchement et e; I'indice de ramification des points
situés dans la fibre ~1(P;), i = 1,...,7. Evidemment 1 < e; < d. La formule
de Hurwitz s’écrit successivement

T

d
—2=-2d —(e; —1

- Z €i (es )

=1
"~ d
—=dr-2)+2 = —=r—-2+
i—1 © '
Sir =2, alors é + é = %, et puisque e; < d on obtient e; = e5 = d, le

revétement cyclique.
Si r > 3, supposons que e; < e;, ¢ = 2,...,r. On obtient alors

ar i<l Tl Do

r— =< — —+-<r(1-—

d_€1 2 d— e’

ce qui implique r = 3 et 1+% < 3—31, donc e; = 2. On obtient donc un

revétement isomorphe & un morphisme de Belyi pur.

On peut continuer avec le méme type de raisonnement et déterminer une
liste précise des indices de ramification possibles. Le méme calcul est fait
par Baldassarri et Dwork ([2]) (qui reconsidérent un résultat de Klein), la
liste en question étant liée a la liste de Schwarz des opérateurs différentiels
hypergéométriques.

(b) C’est une conséquence de la formule de Hurwitz. Notons que c’est le
nombre minimal de points situés dans I'image inverse de {0, 1, 0o} par toute
fonction rationnelle f : P! — P! “normalisée” (& coefficients dominants 1),
suite au Théoreme “abc” de Mason pour les polynomes. m

Remarque 4.2. Soit ¢ : P! — P! le morphisme induit par le polynéme
q(z) = 4z(1 —x)

Si 3:C — P! est un morphisme de Belyi, alors fz :== qo3: C — P! est
pur, et

(4.23) fo=fp=>0=0 oup=1-p
o
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Remarque 4.3. 371({0,1,00}) = (1 — 8)71({0,1,00}) = fgl({07oo})
Si B: P! — P! alors 3 est un *-morphisme de Belyi si et seulement si f3
est un *-morphisme et f3({0,1,00}) C {0,00}. &

Prenons un morphisme de Belyi 3 : C — PL. Alors 371([0,1]) est un
graphe sur le modele topologique de C, dont les sommets sont les images
inverses de 0 et 1 (et on peut donc les marquer avec deux signes, disons e
et o). Pour chaque sommet, le nombre des arétes incidentes coincide avec
la multiplicité du point correspondant dans la fibre au-dessus de 0 ou de 1.
D’autre part, dans chaque cellule on a une image inverse de oo, dont la
multiplicité coincide avec le nombre des arétes incidents a la cellule. Un
tel graphe biparti est un “dessin d’enfants”. On appelle dessin abstrait une
classe d’isomorphisme de dessins. On dit qu'un dessin (abstrait) est pur si
la valence de chaque sommet marqué avec un des deux signes est 2.

Dans l'autre sens, si on a un dessin pur, on choisit un point, marqué o,
dans chaque cellule et un point, marqué %, sur chaque aréte. On obtient
ainsi une triangulation de X5 du type suivant :

En identifiant les points “x” et les segments correspondants on obtient des
espaces homéomorphes & une sphere. On identifie tous ces espaces avec P!,
en identifiant x avec 1, e avec 0, o avec oo, et on obtient ainsi un morphisme
B : Xy — P!, ramifié seulement au dessus de 0, 1 et co. On munit X, d’une
structure de surface de Riemann telle que (3 soit une fonction rationnelle.

Correspondance de Grothendieck ([5], [9]). Il y a une bijection entre
l’ensemble des classes d’isomorphisme des couples de Belyi purs et l’en-
semble des dessins abstraits purs.

Notons que si (C, 8) et (C’, 8) sont isomorphes, alors un homéomorphis-
me entre les dessins correspondants est réalisé par 'isomorphisme entre C
et C' qui donne I’équivalence. En particulier, si C = C’, alors le passage
entre les deux graphes est donné par un élément de Aut(C).
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4.2. Degré des morphismes de Belyi.

Définition 4.1. Soit C' une courbe algébrique définie sur un corps de
nombres. On appelle degré de Belyi de C' le nombre

B(C) = min {degﬁ / B:C — P! morphisme de Belyi} .
On appelle b(C) = log B(C) le degré de Belyi logarithmique de C.
Il est évident que B(P') = 1. En général on a

Théoréme 4.3 ([7]). Fizons un réel M > 1. L’ensemble des courbes C
(non-isomorphes) définies sur Q, de degré de Belyi B(C) < M est fini.
Plus précisément,

(M) (4] a—2g+1

# {C courbe sur Q / B(C <M}<ZZZ Z Gy (n,d)

d=19=0 n=1

ot G;(n, d) est le nombre de dessins an sommets et d arétes sur une surface
topologique de genre g, tels que tout cycle ait un nombre pair d’arétes.

Démonstration. ([7]) Soit d € Zsg, d < M fixé, 3 : C — P! un
morphisme de Belyi pur, de degré 2d, et g le genre de C. En utilisant la
formule de Hurwitz on obtient g < %, donc un nombre fini de modeles
topologiques possibles pour la courbe C.

Sur chaque modele ’ensemble des dessins avec un nombre donné de som-
mets et arétes est fini. La correspondance de Grothendieck et la Remarque
4.2 impliquent la finitude dans I’énoncé.

Pour rendre effectives ces considérations, on remarque que le graphe cor-
respondant & un morphisme pur de degré 2d, défini sur une courbe de genre
g, a au plus d — 2g + 1 sommets. On obtient

#{C ) B(C)< M} < 2#{C/HB:C—>]P’1pur deg 8 < 2M}

] a—2g+1

zzz S Gind)

d=19g=0 n=1

IN

]

Un énoncé du type “I’ensemble des courbes C' non-isomorphes définies
sur un corps de nombres K, de degré de Belyi B(C') < M est fini” n’est pas
vrai. Il suffit de regarder les courbes planes dy*> = F(z), ou F € K[X] est
fixé, de degré supérieur a 3 et d est un entier positif sans facteurs carrés. On
obtient une infinité de courbes non-isomorphes sur K, mais avec le méme
degré de Belyi, puisqu’elle sont isomorphes sur Q.

Remarque 4.4. On peut envisager plusieurs possibilités de définir un inva-
riant avec une telle propriété de type Northcott. Une telle définition devra
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prendre en compte des propriétés arithmétiques des morphismes de Belyi.
Par exemple une possible définition d’'une “hauteur de Belyi” serait

hB(C) = b(C) + IOgDK

ou D est le discriminant du corps de définition d’un morphisme de Belyi
de degré minimal, ou une quantité liée a ce discriminant.

Une autre maniere de determiner une telle hauteur serait le calcul, dans
le sens d’Arakelov, de la hauteur du graphe du morphisme de Belyi C' — P!
de degré minimal dans le produit C' x P!. ¢

On peut définir aussi le degré de Belyi des points algébriques sur une
courbe définie sur un corps de nombres :

Définition 4.2. Soit C' une courbe définie sur Q et a € C(Q). On note
B, :={B:C —P" *-morphisme de Belyi / a€ 3 '{0,1,00}}

et

(4.24) B(a) =min{deg(8) / L€ B.} .

On appelle B(a) le degré de Belyi de a. On appelle b(a) = log B(a) le degré
de Belyi logarithmique de a.

Exemple 4.1. Sia = "~ .m,n € Zy, le morphisme
m—+n
(4.25) By = IEWT g e

mmn™
est dans B,, et on a, dans ce cas B(a) < H(a) = m + n, ou H(a) est la
hauteur normalisée non-logarithmique de a.

Théoréme 4.4 ([7]). Soient C une courbe définie sur Q et M > 1 fizé.
L’ensemble des points a € C (Q) de degré de Belyi B(a) < M est fini.

On peut donner une estimation du cardinal de cet ensemble, en fonction
du nombre de dessins sur le modele topologique de C', avec un nombre fixé
de sommets et d’arétes, tels que tout cycle ait un nombre pair d’arétes.

Exemple 4.2. Soit p l’ensemble des racines de l'unité. Alors, pour tout
p €, H(p) =1, mais pour tout M > 1 fizxé,

#{pen / Blp) <M} <oo.
L’inégalité B(p) < H(p) n’est donc vraie que pour un nombre fini de racines

de l'unité.

Le théoreme suivant fournit une majoration du degré de Belyi d’un
point algébrique d’une courbe C' en fonction de sa hauteur et de son degré
algébrique.
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Théoréme 4.5 ([7]). Soient C une courbe définie sur un corps de nombres
K, de degré de Belyi B(C), et 8 : C — P! un morphisme du Belyi qui
réalise le minimum du degré, deg 8 = B(C). Soient L = 3*O(1), (X, L) un
modele propre de (X, L) sur Spec Ok et L le faisceau inversible hermitien
dont les métriques a linfini sont les images inverses des métriques usuelles

sur O(1). Sia € C(Q), H =exp (hz(a)) et d =[Q(B(a)) : Q], alors
p (d+2)(d+5)
(4.26) B(a) < B(C) | [ [JG+1)° '@ ) go* @
i=1
Remarque 4.5. Dans le théoréme précédent d < [Q(a) : Q] - d’, ou d’ est
le degré du corps de définition de 3. On voit aussi dans ce contexte l'intérét
de choisir un tel § défini sur un corps de nombres “petit”.

Pour en savoir plus

Le théoréme de Belyi [3] est connu comme un des résultats les plus surpre-
nants de la géometrie arithmétique, tant par son énoncé que par l'ingéniosité
de sa démonstration. Ce fait a été rémarqué par Grothendieck en [5], qui
décrit aussi la correspondance entre les fonctions de Belyi et les dessins
d’enfants. Les détails de cette correspondance peuvent étre trouvés dans
[9].

Le fait que les morphismes de Belyi et plus précisément leur degré peuvent
étre utilisés pour prouver des résultats concernant la hauteur a été remarqué
dans plusieurs textes. On se contente ici de mentionner [4]. La plupart des
résultats concernant le dégré des morphismes de Belyi sont contenus dans
[7]. Certains d’entre eux ont été obtenus indépendamment dans [6].
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