PETITS POINTS ET CONJECTURE DE BOGOMOLOV
RAZVAN LITCANU

RESUME. This paper is devoted to the statement known as the Bogo-
molov conjecture on small points. We present the outline of Zhang’s
proof of the generalized version of the conjecture. An explicit bound
for the height of a non-torsion variety of an abelian variety is obtai-
ned in the frame of Arakelov theory. Some further developments are
mentioned.

0. INTRODUCTION

Soit C' une courbe propre, lisse, géométriquement connexe de genre g > 2
définie sur un corps de nombres K. Bogomolov a proposé la conjecture
suivante ([5]) :

Théoréme 0.1 (Ullmo, [36]). Il existe € > 0 tel que ’ensemble
{PeC(E) | hi¢p,(P)<e)
soit fini.

ot Dy est un diviseur de degré 1 sur C tel que (29 — 2)D soit un diviseur
canonique, et ¢p, : C — J le plongement de C' dans sa jacobienne défini
par Dy. Puisque les points de torsion sont caractérisés par I’annulation de la
hauteur, on obtient une nouvelle preuve du théoreme suivant, di a Raynaud
[26] :

Corollaire 0.2. L’ensemble des points P € C(K) tels que ¢p,(P) est de
torsion dans J est fini.*

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K. Fixons
un plongement K < C et soit Q la cloture algébrique de K dans C. Soit
h : A(Q) — R la hauteur de Néron-Tate associée & un faisceau inversible
ample et symétrique L sur A. Soit X une sous-variété de A définie sur une

extension finie K’ de K.
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Définition 0.1. On dit que X est de torsion si elle est la translatée d’une
sous-variété abélienne par un point de torsion.

Pour tout réel € > 0, on définit aussi ’ensemble

X(e) = {r € X@) | hlx)<e}.
La conjecture de Bogomolov se généralise alors d’une maniere naturelle :

Théoréme 0.3 (Zhang, [41]). Soit X une sous-variété de A, définie sur
Q, qui n’est pas de torsion. Alors il existe une constante € > 0 telle que
lensemble X () ne soit pas Zariski dense dans X .

En particulier, on obtient une nouvelle preuve de I’énoncé suivant, démon-
tré par Raynaud [26], [27] (la conjecture de Manin-Mumford) :

Corollaire 0.4. Soit X une sous-variété de A, définie sur Q, qui n’est pas

de torsion. Alors l’ensemble X (Q) N A(Q)ior des points de X (Q) qui sont
de torsion dans A n’est pas Zariski dense dans X .

Les preuves de Ullmo et Zhang, dont les idées sont présentées dans la
Section 2, sont basées sur un résultat d’équidistribution des petits points
du a Szpiro, Ullmo et Zhang [34]. Ce résutat est présenté dans le paragraphe
suivant.

En utilisant la hauteur normalisée définie par Philippon et des méthodes
propres a 'approximation diophantienne, David et Philippon on donné une
preuve effective de la conjecture de Bogomolov généralisée, en minorant par
une constante positive la hauteur d’une sous-variété d’une variété abélienne,
qui n’est pas de torsion. Le troisieme paragraphe contient une preuve ex-
plicite qui reprend certaines idées de David et Philippon, mais avec une
hauteur et des calculs dans le contexte arakelovien.

Le dernier paragraphe est consacré a un passage en revue de
certains résultats partiels antérieurs aux preuves de Ullmo, Zhang et David-
Philippon, ainsi qu’au développements ultérieurs.

On se rapporte a l'article [20] pour les définitions et certains résultats
utilisés dans cet article. On garde aussi les conventions et les notations. No-
tamment, si X est une variété arithmétique définie sur 'anneau des entiers
dun corps de nombres K de fibre générique X, £ = (L, || ||») est un faisceau
inversible hermitien sur X et Y est une sous-variété fermée de X, définie
sur une extension finie K’ de K, alors on note hz(Y") la hauteur d’Arakelov
de Y par rapport & £, normalisée par le degré géométrique. Si A est une
variété abélienne définie sur K et L est un faisceau inversible sur A, ample
et symétrique, alors h (X)) est la hauteur normalisée, par rapport a L, du
sous-schéma fermé X de A.
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1. HAUTEUR D’UNE SOUS-VARIETE ET HAUTEURS DE SES POINTS ;
EQUIDISTRIBUTION

Soient X' une variété arithmétique définie sur ’anneau des entiers d’un
corps de nombres K, et £ un faisceau inversible métrisé sur X, ample et
semi-positif, dont la métrique est lisse (pour les conditions de positivité des
métriques, nécessaires pour les résultats de ce paragraphe voir [39]). Soit
Y C Xk une sous-variété et posons, pour 1 <7 < dimY + 1,

(1.1) eiz(Y) = sup inf _ hz(x)
ZCY ze(Y—-2)(K)

codimZ =1
(les minimum successifs).
Remarque 1.1. On a évidemment
elz(Y) = liminf hz(x,)

ol (z,)nen parcourt Uensemble des suites génériques de Y, (i.e. dont tout
fermé strict de Y contient au plus un nombre fini de points).

Le théoréme suivant compare cette quantité & la hauteur de Y, et ca-
ractérise le cas d’égalité :

Théoréme 1.1. (i) (Zhang [39])Pour toute sous-variété Y de Xk, on a

1 1 dim Y +1 1
. V. <> - — DY - < _ < 1 )
(12) dimY +1 (eﬁ(y) Tt (Y)) < hp(Y) <ez(Y)
(ii)(Szpiro, Ullmo et Zhang, [34]) Supposons que hz(Y) = eL(Y) et

soit (x,) une suite générique de points de Y telle que hz(x,) — hz(Y).
Alors elle vérifie la propriété d’équidistribution suivante : pour toute o €
Soo, i la suite

1
m Z f(y)

y€O(xy)
converge vers f fu, pour toute f fonction continue sur Y,(C), ot O(xy,)
Y5 (C)
est la orbite de x,, sous Galois et

_ Loy [10)?
deg (V)

Un point essentiel de la preuve ([39], [34]) est la possibilité de choisir
convenablement, dans le contexte arakelovien, les métriques a l'infini sur le
faisceau L.
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Dans le cas ou la variété ambiante A est abélienne, munie de la hauteur
normalisée hj, associée a un faisceau ample et symétrique L, on peut définir
d’une maniere analogue, pour une sous-variété X de Aet 1 < i < dim X +1,
(1.3) et (X) = sup inf  hp(x).

7cX ze(X—-2)(K)

codimZ =1

Evidemment
eb(X) = liminf hy (z,)
ol (Zn,)nen parcourt Uensemble des suites génériques de X.
On a dans cette situation :

Théoreme 1.2. (i) (Zhang [40]) Pour toute sous-variété X de A
1 1 ~dim X+1 7 51
L) (eZ(X) el (X)) < hy(X) < éb(X).

(ii) (Szpiro, Ullmo et Zhang, [34]) Supposons que hy(X) = &} (X) et
soit (x,) une suite générique des points de X telle que hp(z,) — hp(X).
Alors cette suite est équidistribuée, dans le sens du Théoréme 1.1, par rap-
port a la mesure

_ Loyl o)
deg(X)
c1(Lo, || llo)?* étant la courbure de la métrique du cube firée sur L.

La preuve utilise le théoreme précédent, sur une suite de modeles de A
utilisée pour la construction de la hauteur normalisée.

La conjecture de Bogomolov généralisée (Théoreme 0.3) peut alors étre
reformulée de la maniére suivante : si A est une variété abélienne définie sur
un corps de nombres K et X est une sous-variété définie sur une extension
finie de K, qui n’est pas de torsion, alors iALL(X) > 0.

2. CONJECTURE DE BOGOMOLOV : APPROCHE QUALITATIVE

On présente ici les principales idées de la preuve de la conjecture de Bo-
gomolov généralisée (Théoreme 0.3), preuve due & Zhang [41], qui étend
la démonstration de Ullmo dans le cas d’une courbe plongée dans sa jaco-
bienne ([36]). Soient A une variété abélienne sur le corps de nombres K, L un
faisceau inversible ample et symétrique sur A et ¢ : [2]*L — L®* un isomor-
phisme fixé. On muni L des métriques du cube qui font des 1, des isométries.
Il s’agit de montrer que si X n’est pas de torsion, il n’existe aucune suite
générique de points de X dont les hauteurs normalisées tendent vers 0 (on
appelle une telle suite une suite de petits points). Puisque BL(X) >0, en
tenant compte du théoreme d’équidistribution, I'existence d’une telle suite
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impliquerait h 1 (X) = 0 et elle serait équidistribuée par rapport & la mesure
_ alloll 1)?
H = " deg, ()

La démonstration du Théoreme 0.3 se fait par ’absurde, en parcourant
les pas suivants :

1. Réduction au cas ou le fixateur de X dans A, G(X) ={a € A/ a+X =
X} est trivial. Essentiellement, on utilise une isogénie A — A’ x A”, ou
A" = A/G et A” est la composante connexe de G contenant I’élément neutre.
Une suite générique de petits points dans X fournit une telle suite dans
X'=X/G C A, qui est & fixateur trivial.

2. Soit pour tout entier m > 2 I’application
At X™ — AT
(@1, 2m) = (T2 — 21, Ty — Ti—1) -

Alors, si G(X) est trivial, pour m assez grand Papplication «, est quasi-finie
de degré générique 1. On utilise le fait que, si on note, pour = € X,

Gz)={a€eA/a+ze X},

alors NyexG(x) = G(X) = 0, et donc on peut trouver (&1,...,&n) € X™
pour m suffisament grand tel que G(&1) N --- N G(&,) = 0. Mais cette
intersection est isomorphe & la fibre de «a,, qui contient (&1, ...,&n).
L’assertion implique qu’il existe des ouverts U, C X™ et V,;, C (X))
tels que a,, : Uy — Vi, soit un isomorphisme. Notons aussi qu’un tel o,
posséde une fibre de dimension exceptionnelle, a;}(0,0,...,0) ~ X.

3. Soient pr; : A™ — A la i-éme projection et L,, = ®;pr; L, muni des
métriques du cube induites par celles de L. Alors sa courbure est

m
Wm,o = Zpr;jkcl(LU’ || ”0')
i=1

et

hm(xlv' B 7In) = BLm(xla B 7xn) = Z}ALL(Z'z) :
=1

4. On suppose qu’il existe une suite générique (z,,) de petits points dans
X et soit m suffisament grand pour que 'application «., de l'étape (2)
soit quasi-finie de degré générique 1. On construit une suite génériques de
petits points (u,) C Uy, de la maniére suivante : soit ¢ : N — N™ ¢(n) =
(p1(n), ..., dm(n)) une bijection fixée. Puisque la suite (z,,) est Zariski dense
en X, la suite (yn = (Zg,(n),- -+ Tp,,(n))) €St Zariski dense en X™, ce qui
entraine qu’elle a une sous-suite générique. En prenant éventuellement une
sous-suite de celle-ci, on obtient une suite générique (u,) C U,,. La suite
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(U = am(un)) C Vi, est elle aussi générique, et en plus (u,) et (vy,) sont
suites de petits points par rapport aux faisceaux hermitiens correspondants.

5. Le théoreme d’équidistribution appliqué aux deux suites construites
au pas précédent dit qu’elles sont équidistribuées par rapport aux mesures
normalisées p et v construites a partir de wy, -, respectivement wy,_1,, de
Pétape (3). Puisque v, : Uy, — Vi, est un isomorphisme et oy, (u,) = vy,
on obtient que a;,'(v) = p sur U, et ensuite sur X7*(C).

6. Soit & un point lisse de X,(C). La forme p est non-nulle en
(z,z,...,x) € X(C). Mais «a,, envoie la diagonale de X™ en (0,0,...,0),
ce qui entraine que .} (v) s’annule en (z, 2, . .., x). La contradiction montre
le théoreme.

Remarque 2.1. Ullmo montre la conjecture de Bogomolov pour une courbe
C plongée, via j, dans la jacobienne J en utilisant, dans le role de «y,
lapplication s : C9 — J, (z1,...,24) — j(z1) + -+ j(zq) [36].

3. MINORATION DE LA HAUTEUR D’UNE SOUS-VARIETE QUI N’EST PAS DE
TORSION

David et Philippon ont donné une démonstration indépendante de la
conjecture de Bogomolov généralisée [12]. L’inégalité 1.2 implique le fait
qu’il serait suffisant de montrer, si X est une sous-variété qui n’est pas
de torsion de la variété abélienne A, que hy, (X) > 0. David et Philippon
trouvent une borne inférieure pour h (X)), en utilisant des méthodes propres
a l'approximation diophantienne. La définition de la hauteur, ainsi que les
calculs, ne sont pas de nature “arakelovienne”. Notons toutefois que la hau-
teur normalisée construite en [24] & partir des formes de Chow coincide avec
celle décrite dans la premiere section de ces notes.

Une version arakelovienne de ce résultat concernant une borne effective
de la hauteur de X est donné en [19]. On présente dans ce paragraphe les
éléments de la preuve, en soulignant le fait que, bien qu’elle reprend certaines
idées de David et Philippon, elle est dans ’esprit des preuves qualitatives
de Ullmo et Zhang.

Le théoréme principal de ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 3.1. 5i X est une sous-variété d’une variété abélienne A, telle
que X n’est pas la translatée d’une sous-variété abélienne, alors

hi(X) > €% degy (X))~ mex( 200 =D (1og deg (X))~

ou C = C(A)k, L) est une constante indépendante de X, Bx est la sous-
variété abélienne de A engendrée par X — X, vx est le nombre minimal de
X — X dont la somme vaut Bx, d = dim Bx.
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Remarquons que I'estimation trouvée est géométrique, dans le sens ou elle
ne dépend pas du corps de définition de X, et polynomiale en (deg; X)~!.

Si la sous-variété X est la translatée d’une sous-variété abélienne B de A
par un point xg qui n’est pas de torsion, la minoration de sa hauteur n’est
plus de nature géométrique. En effet, cette minoration sera controlée par la
hauteur de zg :

Théoréme 3.2. Soient A une variété abélienne définie sur un corps de
nombres K et L un faisceau inversible, ample et symétrique sur A. Si B
est une sous-variété abélienne de A, xq € A est un point qui n’est pas de
torsion et X = xg + B, alors

hi(X) = (dim B + 1) ha/p(o)

ot ha/p(o) = ?LL(JL‘()) —hr (bo), bo étant un point de B déterminé par x et
L.

Les éléments de la preuve (due & Chambert-Loir) seront présentée dans
le paragraphe suivant.

Revenons maintenant aux idées principales de la preuve du Théoreme
3.1. Soient donc A une variété abélienne définie sur un corps de nombres
K, de dimension g, et L un faisceau inversible, tres ample et symétrique sur
A. Soit (A, L) un modele de (A, L) sur Og. On munit £ des métriques du
cube a l'infini. On suppose de plus que le plongement projectif induit par
L fait de A une variété projectivement normale. Sur A™ on considere les
faisceaux £™) = ®i€{17“_,m} L;, ot on a noté par £; 'image inverse pr; L.

Soient X une sous-variété de A, définie sur une extension finie K’ de
K, de dimension dy, et X son adhérence schématique dans A. On peut
alors définir le degré de X et la hauteur de X’ par rapport & £. Supposons
maintenant que X n’est pas la translatée d’une sous-variété abélienne de A.

On utilisera dans ce cas aussi un morphisme qui a une fibre de dimension
exceptionnelle. On considere l'isomorphisme

w : A% — A2
($173U2) | — ($1,$1—$2)-

Soit W = w (X 2) et W son adhérence schématique dans A,. On a
TLL(z) (W) < 42(d0+1)TLL (X)

(voir [12]), o dy = dim X. Pour prouver le théoréme 3.1 on trouvera une
minoration pour A () (W).

Soient B la sous-variété abélienne engendrée par X — X et I3 son adhérence
schématique dans A. Soient yx le nombre de copies de X — X dont la somme
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vaut B et d = dim B. Supposons pour l'instant que vx = 1. Si on regarde
le morphisme surjectif
pro: W — B

sa fibre générique est de dimension 2dy — d et la condition “X n’est pas la
translatée d’une sous-variété abélienne” implique

dim (W N pry*(0)) = dim (X) = do > 2d — d .

La stratégie de la preuve est la suivante : on trouvera un section d’une
puissance de £ sur B, avec un grand ordre d’annulation en 0 et de norme
controlée. Son image inverse sur W aura un grand ordre d’annulation le
long de la fibre W Npry 1(O)7 qui est la fibre de dimension exceptionnelle.
L’estimation du volume d’un voisinage de cette fibre, la formule de Cauchy
et la relation entre la hauteur de W et celle du diviseur de notre section ([8],
Propositions 3.2.1) permettra de minorer la hauteur de W. Celle-ci & son
tour permet de minorer la hauteur de X, a I'aide de la formule ci-dessus.
On peut aussi remarquer que le cas traité en premier sera celui de la bonne
reduction, ou la hauteur normalisée est elle-méme un nombre d’intersection.

Si §, m et p sont des entiers positifs, le plongement

— 10 sp™ — o (B,,LEW"
A=H (B,£®p )f—>v UGESBKH (B L®p)

fait de A un réseau de V. Sur V on considere la norme “sup” :

Uodacson €V 10l = max smp_ 15l @)
On cherchera un élément de A tel que son image dans chaque espace
HO (BJ, L?‘Spm) ait un grande ordre d’annulation en 0, et dont on pourra
controler la norme. Il nous faut pour ceci annuler les dérivées jusqu’a l’ordre
correspondant. On a besoin donc de définir une base d’opérateurs différen-
tiels d’ordre un sur un voisinage du point en question, base induite d’une
méme famille d’opérateurs différentiels sur X. On obtient cette famille en
relevant une base d’opérateurs différentiels sur ’espace projectif, grace au
lemme suivant, variante d’un résultat de Faltings ([16]) :

Lemme 3.3. Soit X C PN une variété irréductible sur un corps K, de di-
mension d et soit x € X un point lisse. Il existe un morphisme finim: X —
P? de degré deg X, et une section globale non nulle s € H° (]P’N,O((S)),
d < (N —d)deg X, tels que le faisceau d’idéaux de V(s) annule Qﬁ(/w et
x ¢ V(s). En particulier, w est étale sur X\ (X NV (s)), donc en z. De plus,

Norm (s,x) € H° (P, 0 (6 deg X))

définit une hypersurface, dont l’idéal annule, lui aussi, Qﬁ{/Pd'
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On peut maintenant énoncer

Proposition 3.4. Soitr < 1 un réel positif tel que pour toute place a linfini
r185(05)] < 1 et la projection de Faltings soit étale au dessus du disque
de rayon max{r,r|5,(0,)|}, centré dans l'image de 0, (S étant une section

1
> d+1

non nul du réseau A dont Uindice en 0 est supérieur o T := (d!)~/dspt—=Im
et dont la norme sup vérifie
(3.5)

1
log ||f||Sup < Ci <m logp + log & + p"r%log § + log T> 5p[175(d+1)]m .

convenable de Og). Soit aussie € }O [ Si6p™ > 0, il existe un élément

Démonstration. L’argument qui nous permettra de choisir f est la ver-
sion suivante du lemme de Siegel, dont la preuve s’appuie sur le théoreme
de Minkovski :

Lemme 3.5 (Lemme de Siegel). Soient V et V deux espaces vectoriels réels
normés, de dimensions N et ZV, avec des Z-réseaur N, respectivement /N\,
et p:V — V une application linéaire surjective telle que p(A) C A. Soit
V'i=ker¢ et N' = ANV'. Il existe un élément f € A"\ {0} tel que

2N ||g)| ¥ v
I£l <2 (Vol(V,A)Al(v,K)N

ot Vol(V, A) est le covolume de A dans V' et Ay (V, A) est la norme minimale
d’un élément non-nul de A.

On applique le lemme ci-dessus dans le cas de I'application linéaire

d+T)
)

¢:V — R
construite a partir de
¢V — R"
(Fodoesane = (300) DeolF) 0))

o~1‘1 D., est un opérateur différentiel autour de 0, € B, et f, = fggog, avec
fo une section de Op, et ¢ un générateur de £L%" autour de la section nulle.

On peut choisir ce générateur avec la norme bornée par une constante, grace
d+T)

a un résultat de Ullmo [35] (et & la bonne réduction!). On a ¢(A) C (’)g{,d
Pour estimer la norme de ¢ on utilise le lemme suivant, conséquence du
lemme de Schwarz et de la formule de Cauchy :
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Lemme 3.6. Soit o une place a Uinfini fizée, || || la métrique correspon-
dante sur Lo, 6 un entier positif et

f € H(B,, L)

Soit r < 1 un réel positif tel que la projection de Faltings soit étale au dessus
de Ay, la boule de rayon v autour de x = w,(0) = (1 :0:...0). Alors il
existe une constante positive Cy telle que

d
2 1
IDef11(0) < Cg" (Hez-!) — Il -
i=1

Si, de plus, m, est étale au dessus de la boule As,., 2r < 1 et lindice de f
en 0 est supérieur a T > 0, il existe une constante C|) telle que

1
g7 < Tog (3 ) + Cor® + oL

pour tout z € ;1 (A,).

Enfin, pour borner Vol(V,A) on fait appel au Théoreme de Hilbert-
Samuel arithmétique ([1]) :

(36) |- logVol(V; A)| = O((3p™) log(p™)) < (6p™)H+1pem (4D

On utilise la section qu’on vient de trouver pour minorer la hauteur de
W, et par la suite celle de X. On note toujours f la section de L@

obtenue en prenant I'image inverse de f par pry. On a

op" (el (zm)™" /w> - (61 (z@)™ /diV(f)> -
— 2d,

=Y [ sl (27) o,

UGSOO’KWGC)

La bonne réduction fait que le premier terme est positif, et chaque intégrale

2d0
peut s’écrire, si on note du = ¢; (L((,Q)) ow,,,

/ log | £, (2)lldn = / log || £, (2) |yt +

W, (C) We (C)N(mopra) =1 (Ar)

+ / log 1, (2)lld
Wo (C)\(wopr2) 1 (Ar)
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Pour la premiére intégrale on utilise la majoration du log || f»(z)|| fournie
par le Lemme 3.6 et I’estimation suivante du volume d’un voisinage de la
fibre au dessus de O :

Lemme 3.7. Soit A, le disque de rayon r dans PL. On a la minoration :

— 2dg
/ e (LP) " bw, > Cadr®®

W (C)N(wopra)~*(Ar)
(pour un résultat similaire voir [12], Lemme 4.3).

Pour la partie qui reste on utilise la borne de la norme de f donnée par
la Proposition 3.4 et on obtient

Lemme 3.8. Il existe une constante €g telle que, si ¢ < gg,

1
hﬁ(w) > p—sm(d—H) |:C352do @psm(d—do) _ C’é(m log p + log 5)

Le fait que d > dp + 1 nous permet de choisir m et p convenablement de
d’obtenir

Proposition 3.9. 5i X est une sous-variété d’une variété abélienne a bonne
réduction partout, définie sur Q, telle que X ne soit pas la translatée d’une
sous-variété abélienne et X — X soit une sous-variété abélienne, alors

_ d+1 7"'+d0+g

N 2 T 1
hL(X) > C4(dx) d=do—3 (IOg(d)()) d=do—3 |

Si X — X n’est pas une sous-variété abélienne, on note vx le nombre mi-
nimal de copies de X — X dont la somme vaut By, la sous-variété abélienne
de A engendrée par X — X. Une récurrence sur vx permet de prouver

\

Théoréme 3.10. Si X est une sous-variété d’une variété abélienne A a
bonne réduction partout, définie sur Q, telle que X ne soit pas la translatée
d’une sous-variété abélienne, alors

hi(X) > O degy (X)~mex(20x D) log deg, (X)) 1+

ou C est une constante indépendante de X, dy = dim X et d = dim Bx.

Considérons maintenant le cas général, celui ot A n’a pas nécessairement
bonne réduction. On considére une suite de modeles (A, L) de (A, L) sur
Ok, tel que kli_)n;o hz(X) = hi(X) pour toute sous-variété X de A, on
fait des calculs analogues & ceux précédents (avec les changements dus a la
mauvaise réduction). Par un passage a limite sur cette suite de modeles on
obtient le Théoreme 3.1.

Signalons seulement que par rapport au cas de la bonne réduction, il y a
trois changements essentiels :
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(1) La norme du générateur ¢, utilisé dans la preuve de la Proposition
3.4, n’est plus bornée par une constante.

(2) La hauteur de la sous-variété abélienne B n’est plus nulle, et en
consé-quence il y aura un terme de plus dans l'estimation (3.6).

(3) Les hauteurs des sous-variétés ne sont plus positives ou nulles, en
particulier celle du diviseur de la section trouvée dans la Proposition
3.4.

4. TRANSLATEE D’UNE SOUS-VARIETE ABELIENNE PAR UN POINT QUI
N’EST PAS DE TORSION

Ce paragraphe est consacré aux principaux éléments de la preuve du
Théoréme 3.2, due & Chambert-Loir (voir [10] pour les details de ce type
d’argument).

Soient dp = dim X = dim B et dx(= deg; X) = dp(= deg; B). On a
dans ce cas

e BE ) (0"
¢ B

ol ty, est la translation par zg et ¢; L est le modele de ¢ L. Mais

ti, L® L™" € Picg(4) ,

donc
tL=L®Q
avec () €Pico(A). On obtient alors pour les faisceaux métrisés
o L=L®O® Ly, .
Alors

(a (=, 2)"" /B) -

dimB+1\ /. —a. —b — e
B > (lmb+ )(01 (£)2 ()@ (Lao) /B) .
a+b+c=dim B+1 a,b,¢

Mais le support du faisceau L, est de dimension 1, donc ¢ (Zmo)c =0

si ¢ > 1. Ceci implique

(& 0" B) = > <dimB+1> (& (@)@ Q' /8) +

- a,b
a+b=dim B+1

+ Y (dimB“) (cl (L) (Q)”/B) h (o) -

‘ a,b,1
a+b=dim B
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On a
> (dimB N 1) (cl (L) e1(Q)° /B) = (dimB+1)deg; B .

“ a,b, 1
a+b=dim B

D’autre part, il existe un point by € B tel que Q,p ~ t; L/p ® L?é

et donc dw B+ 1
im + ~ QG ~ =\ b
> (A eeae )
a+b=dim B+1
= — (dim B + 1) degy, Bhz(bo) .
On obtient donc
hz(X) = (dim B + 1) (hz(zo) — hz(bo)) ,

ce qui conclut la preuve.

5. RESULTATS PARTIELS ET DEVELOPPEMENTS
ULTERIEURS

Szpiro [32], [33] a abordé pour la premiere fois la conjecture de Bogomolov
dans le contexte de la théorie d’Arakelov. Soit C' une courbe définie sur un
corps de nombres K avec le modele C sur Ok et soit ¢1(£) la forme de
courbure du faisceau L. Szpiro a remarqué que si ¢; (Q(lj /Spec OK)2 > 0, alors
le Théoreme 0.1 est vrai. D’autre part, 'implication inverse est vraie si
un critere d’amplitude de type Nakai-Moishezon est valable. Un résultat
de type Nakai-Moishezon a été prouvé par Zhang ([37] pour les surfaces
arithmétiques et [39] en général), qui I'utilise pour obtenir le Théoréme 1.2,
(i) (voir aussi Kim [17], [18]). Dans ce contexte, des résultats partiels sur
la conjecture de Bogomolov ont été obtenus par Burnol [9] et par Zhang
[38], [40]. Zhang démontre la conjecture de Bogomolov généralisée pour une
courbe plongée dans G, [37] et pour les sous-variétés des tores [39]. Des
présentations plus détaillées du role joué par la théorie d’Arakelov dans
lapproche de la conjecture de Bogomolov sont dues & Abbes [2] et & Zhang
[42].

Un analogue du théoreme d’équidistribution (Théoreme 1.2, (ii)) pour les
tores, par une méthode plus élémentaire, a été établi par Bilu [4]. Schmidt
[31] et Bombieri et Zannier [6] ont donné des preuves de la conjecture de
Bogomolov généralisée pour des tores et fornissent des bornes explicites,
exponentielles dans le degré de la sous-variété X, soit pour le minimum
essentiel de la hauteur des points de X, soit pour la hauteur de X. David
et Philippon [13] calculent une borne polynomiale en deg X. Amoroso et
David [3] fournissent la meilleure borne possible pour la hauteur de X, en
reliant en méme temps la conjecture de Bogomolov généralisée au probleme
de Lehmer généralisée.
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Bombieri et Zannier [7] et David et Philippon [12] ont prouvé la conjec-
ture de Bogomolov généralisée pour des variétés abéliennes a multiplications
complexes, et Philippon [24]IIT pour des produits de courbes elliptiques.

David et Philippon ont repris en [15] la démonstration de la conjec-
ture de Bogomolov généralisée dans [12] et donnent des minorations totale-
ment explicites pour la hauteur normalisée d’une sous-variété d’une variété
abélienne qui n’est pas de torsion et pour les minimums successifs de la
hauteur normalisée des points.

L’analogue de la conjecture de Bogomolov généralisée pour les variétés
semi-abéliennes a été prouvé par Chambert-Loir [10], dans le cas ou la
variété est une extension isotriviale, et par David et Philippon [14] dans
le cas général.

Dans [25] Poonen construit une hauteur canonique h : A(K) — R sur une
variété semi-abélienne A définie sur un corps de nombres (si A est abélienne,
on peut prendre la hauteur normalisée associée a un faisceau ample et
symétrique). Il propose le probleme suivant : Soient X une sous-variété
fermée de A géométriguement intégre, ' un  sous-groupe

de A(Q) de rang fini et

I' = {z€AQ) / nzx €T pour un n € N*}
Iy = {vy+z/yel’, h(z) <e},

Si Xg n'est pas la translatée d’une sous-variété semi-abélienne de A(Q) par

un point de T, alors il existe un € > 0 tel que X(Q) NTL n'est pas Zariski
dense en X (“Mordell-Lang plus Bogomolov”). Poonen et, indépendamment,
Zhang [43] prouvent cette propriété dans toutes les situations ou la conjec-
ture de Bogomolov généralisée et le théoréme d’équidistribution des petits
points ont lieu pour A.

Rémond [28] utilise les calculs ainsi que certaines des idées de David
et Philippon [15] et prouve une version explicite de la conjecture de Lang
démontrée par Faltings [16], en donnant une borne explicite du nombre des
translatées :

Théoréme 5.1. Soient A une variété abélienne de dimension g définie sur
un corps de nombres, L un faisceau inversible ample et symétrique sur A,

X une sous-schéma fermé de dimension m—1 et T’ un sous-groupe de A(Q)
de rang r € N. Alors il existe un entier S,

S < (¢(A, £) deg, X)TFII
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des éléments x1,...,x25 € X(Q) NT et des sous-variétés abéliennes
By, ...,Bg de A de sorte que x; + B; € A pouri € {1,...,S} et
J— S —
X@nT=J@+B)@nT .
i=1

En plus, la constante c(A, L) (un terme de hauteur) peut étre calculée ex-
plicitement.

Par ailleurs, en utilisant les mémes methodes, Rémond [29] donne des
versions explicites pour un théoreme “Mordell-Lang plus Bogomolov” pour
des tores. Dans [30] il prouve ce théoreme pour des variétés semi-abéliennes.

Dans une suite d’articles ([21], [22], [23]), Moriwaki, apres avoir défini
une fonction hauteur pour variétés définies sur un corps de degré de trans-
cendance fini sur Q, démontre la propriété d’équidistribution des points de
petite hauteur ([21]), la conjecture de Bogomolov ([21], [22]) et le théoréme
“Mordell-Lang plus Bogomolov” ([23]) dans ce contexte.

Chambert-Loir [11] étudie des propriétés d’équidistribution aux places
finies, dans le cadre des espaces de Berkovich.
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