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VARIETES CR POLARISEES ET G-POLARISEES, PARTIE I

LAURENT MEERSSEMAN

A la mémoire de Marco Brunella

ABSTRACT. Polarized and G-polarized CR manifolds are smooth manifolds endowed with
a double structure: a real foliation F (given by the action of a Lie group G in the G-
polarized case) and a transverse CR distribution. Polarized means that (F,J) is roughly
speaking invariant by F. Both structures are therefore linked up. The interplay between
them gives to polarized CR-manifolds a very rich geometry.

In this paper, we study the properties of polarized and G-polarized manifolds, putting
special emphasis on their deformations.

INTRODUCTION.

Les variétés CR polarisées et les variétés CR G-polarisées sont des variétés lisses mu-
nies d’'une double structure: un feuilletage réel F et une distribution CR transverse
(E,J) (par CR nous entendons CR intégrable). On suppose la distribution polarisée
par le feuilletage, autrement dit possédant une propriété d’invariance par le feuilletage.
Ceci lie intimement la composante réelle et la composante complexe de ces objets mixtes
C° /holomorphe. L’interaction réel/complexe leur donne une géométrie tres riche et des
propriétés de déformations remarquables.

Dans le cas G-polarisé, F est donné par 'action d’un groupe de Lie réel G et la pro-
priété de polarisation signifie que G préserve (E,.J). On obtient ainsi une notion a priori
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a mi-chemin entre variété complexe (lorsque la dimension de G est nulle) et variété réelle
homogene (lorsqu’elle est maximale). Toutefois, une analyse plus approfondie de la situ-
ation montre que ces objets sont beaucoup plus proches de la géométrie complexe que de
la géométrie réelle. D’une part, si G est compact de dimension paire, alors une variété
CR G-polarisée X est complexe avec F holomorphe. D’autre part, si G est abélien, le
produit X x G possede un atlas de variété complexe pour lequel les translations sur les
fibres de X x G — X sont holomorphes et ces fibres sont totalement réelles. Cette pro-
priété fondamentale, qui signifie que le feuilletage réel F peut étre complexifié au sens
de [H-S], rapproche les variétés R™-polarisées des variétés sasakiennes dont, rappelons-le,
le produit avec R>° admet une structure complexe kiahlérienne invariante par dilatations;
mais sans aspect métrique ni forme de contact. Mais elle les relie également a la géométrie
complexe non kahlérienne. En particulier, on obtient des exemples triviaux de structures
R™-polarisées en considérant une somme de Whitney de fibrés unitaires associée a une
somme de Whitney de m fibrés en droites sur une variété compacte complexe. Et, ce qui
est beaucoup plus intéressant, on obtient des exemples non-triviaux en considérant des
quotients de certaines variétés LVM (cf. [LdM-V], [Mel] et [M-V] pour une présentation
de cette classe de variétés non kéhlériennes).

Dans le cas plus général des variétés polarisées, il n’y a pas d’action de groupe. La
distribution CR transverse est invariante par holonomie, au sens ou elle induit une struc-
ture transverse holomorphe pour le feuilletage. Cette propriété de polarisation entraine
une propriété de rigidité: ces structures possede, sous une hypothese métrique classique,
un espace de modules local' (au sens de Kuranishi) de dimension finie. La finitude est un
quasi-miracle pour un espace de structures CR (on consultera a ce propos I'introduction de
[Me2]). Elle reflete bien str Pexistence d'un feuilletage transversalement holomorphe as-
socié a la structure polarisée; cependant, ce résultat ne se ramene pas aux énoncés classiques
de [EK-N] et [Gi] et sa preuve ne les utilise pas. De surcroit, cet espace est géométrique.
Les submersions a base complexe fournissent le meilleur exemple de ce phénomene. Ici
la distribution CR donne naissance a un feuilletage Levi-plat. En tant que structure po-
larisée, leur espace de modules local s’identifie a ’espace de Kuranishi de la base et ne
dépend donc pas de la représentation définissant la suspension. En tant que structure CR,
leur espace de modules? est généralement de dimension infinie, mais des variations infimes
de la représentation peuvent avoir un espace de modules de dimension finie, et ce sans que
la géométrie du feuilletage Levi-plat ne soit affectée. Ainsi, il n’y a pas moyen de lire la
finitude de I'espace des modules sur la géométrie du feuilletage Levi-plat.

Il y a cependant un prix a payer pour obtenir cette finitude. Il faut identifier deux
structures non pas modulo CR isomorphisme, mais si elles induisent la méme structure
transverse holomorphe sur F. Agréablement, dans le cas Levi-plat (par exemple pour les
submersions a base complexe), cette différence disparait et Iidentification se fait modulo
CR-isomorphisme.

1On parle ici d’espace de modules & type constant, pour reprendre la terminologie introduite en section 2,
c’est-a-dire qu’on fixe la distribution et qu’on déforme uniquement l'opérateur CR sur cette distribution.
28i tant est qu’on arrive & donner un sens précis A ce terme.
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L’article comprend trois parties. La premiere contient une description infinitésimale des
structures CR polarisées, les premiers exemples et tous les préliminaires nécessaires a la
construction d’'un espace de modules a la Kuranishi. La deuxieme construit cet espace
de modules, culminant avec les théoremes 10.1, 13.1 et leurs corollaires; et finit par la
description du cas Levi-plat, et de celui des submersions a base complexe (théoreme 15.2).
La troisieme définit et étudie les variétés CR G-polarisées. On montre en section 17 que,
dans le cas abélien, le produit par G d’une telle variété, et plus généralement tout G-
fibré plat au-dessus d’elle, admet une structure complexe invariante par les translations
du groupe et pour laquelle les fibres sont totalement réelles. Et on prouve en section 18
que, dans le cas G compact de dimension paire, une variété CR G-polarisée est une variété
complexe munie d’'un feuilletage holomorphe. On finit 'article par 'exemple non-trivial
des structures R™-polarisées issues des variétés LVM.

Un deuxieme article, incluant une étude plus poussée des variétés G-polarisées, ainsi que
I'analyse des déformations a polarisation constante (c’est-a-dire sans fixer le fibré tangent
de la structure CR), est prévu.

1. GENERALITES

1. STRUCTURES PRESQUE CR POLARISEES

Soit. X une variété réelle lisse (i.e. C°°), compacte, connexe de dimension n. Soit T'X
son fibré tangent et soit
TceX =TX ®r C

son fibré tangent complexifié.

Remarque. Nous insistons sur le fait que la dimension de X est arbitraire. En particulier,
X peut etre de dimension impaire.

Soit (E, J) une structure presque CR de classe C* de X.

Définition. Une polarisation of (E,J) est un supplémentaire N de E dans T'X. Une
structure presque CR munie d’une polarisation est dite polarisée par N ou plus simplement
polarisée lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Soit E¢ le complexifié du sous-fibré E. Soit J¢ 'extension de 'opérateur J a Ec. On a
une décomposition

(1.1) Ec = E% ¢ E'

ot E%! respectivement E'0 est le sous-fibré propre associé a la valeur propre —i, respec-
tivement 7. En tenant compte de la polarisation, ceci donne

TceX =E"" @ E @ N@iN
(1.2) = (B @iN) @ i(E° @ iN)
=T @iT.
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Soit G — X le fibré réel lisse dont la fibre en x € X est la grassmannienne des n-plans
réels de 'espace vectoriel complexe (TcX),. Dans (1.2), le fibré T est une section lisse
de G.

Remarquons que T définit completement la structure presque CR polarisée associée
(E,J,N). En effet, on a

(1.3) E®' =T nNiT EY0 = Eol

ce qui définit E¢ via (1.-2) et donc E. Mais on définit alors J¢ comme la multiplication
par i sur B0 et par —i sur E%'. En restriction a E, 'opérateur Je devient J. Enfin, un
calcul immédiat montre que

(1.4) N=iTNTX.

On vient de montrer

Proposition 1.1. Les structures presque CR polarisées (lisses) sont en bijection avec les
sections (lisses) T de G telles que
(1) T @il =TecX
(ii) TN 4T est un sous-fibré complexe de Te X
(iii) 7X NiT est un sous-fibré réel de TX
(iv) T = E" @iN

2. STRUCTURES PROCHES

On munit X(G), Vespace des distributions de G, c’est-a-dire des sections lisses de G,
d’une norme Sobolev L? (pour [ > 0 un entier donné) de la maniere classique (cf. [Ku2,
1X)).

Soit T une structure presque CR polarisée. Soit 7" une distribution proche de T en
norme [. On peut voir 7 comme un graphe de 7" dans iT, i.e. il existe

(2.1) w € Homg(T,iT)
telle que
(2.2) T = {v—w(v) | veT}.

Cependant, une distribution (2.2) ou, de fagon équivalente, un morphisme (2.1), ne code
pas forcément une structure presque CR polarisée. Le sous-fibré (2.2) doit vérifier les
conditions (i), (ii), (iii) et (iv) de la proposition 1.1.

En fait, nous allons considérer deux cas particuliers distincts de structures proches, pour
lesquelles on peut caractériser agréablement le morphisme (2.1) associé.

Soit T une structure presque CR polarisée. Soit 7" une structure presque CR polarisée
proche de T" en norme [. Soit w le morphisme associé a 1" via (2.2). Appelons E', Ef,
(E%1) et N’ les sous-fibrés associés a T".
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Définitions. On dira que 7" est une déformation de T' a type constant sil’on a E' = E et
N = N.

On dira que T” est une déformation de T a polarisation constante si I'on a simplement
N = N.

Ainsi dans les deux cas, on laisse la polarisation fixe. Mais dans le premier, on se contente
de modifier 'opérateur presque complexe J le long de E, qui, lui, reste fixe; tandis que
dans le second, on modifie E et J.

Plagons-nous a type constant. Alors le morphisme w donné par (2.1) est nul sur N, qui
ne varie pas. Qui plus est, (E%!)" est un sous-fibré complexe de Ef, si bien qu’il existe

(2.3) w € Home(E™, EY)
tel que I'égalité (2.2) se réécrive
(2.4) T =(E"Y @iN={v-—w) | veE"}@iN.

Et, ce qui est beaucoup plus intéressant, on obtient cette fois une caractérisation complete
des déformations a type constant.

Proposition 2.1. L’espace des déformations de T a type constant est en bijection avec
espace des morphismes complexes de E®' dans EY° via lidentité (2.4).

Preuve. Tout découle de la formule (2.4) couplée a la proposition 1.1. [
Fixons E et N. Soit &, I'ensemble des structures presque CR lisses polarisées (E, J, N).
Il s’agit d'un sous-ensemble de ¥(G) que nous munissons de la topologie induite.
Complétons $(G) en 3;(G) pour la norme [; I'espace &, se complete en EL. La propo-
sition 2.1 a l'intéressant corollaire suivant.

Corollaire 2.2. L’espace &, est une variété de Banach C-analytique.

Preuve. On observe que la proposition 2.1 donne des cartes de variété de Banach C-
analytique. En effet, la bijection annoncée est en fait un homéomorphisme pour la topologie
L?. Autrement dit, £, a pour carte locale en

T=E""a®iN

un voisinage de 0 dans I'espace de Banach HomkL(E®!, E*%) pour la norme .

Par ailleurs, les changements de cartes de cet atlas sont simplement des changements de
cartes de GG. Qui plus est, ces changements de cartes ne touchent pas a la polarisation N
et peuvent donc étre choisis C-analytiques. [J

Nous considérons maintenant les déformations a polarisation constante. Comme précé-
demment, le morphisme w donné par (2.1) est nul sur N, qui ne varie pas. Ceci permet de
prendre

w € Homg(E™ iT)
mais on ne peut plus cette fois supposer w complexe a valeurs dans £'°. Décomposons
{w = w10 + wn

2.5
(2:5) avec wi o € Homg(E™!, ') et wy € Homg(E%, N).
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Soit w € (E%)". Par (2.3), il existe v € E% et n € N tels que
w=1v@wo(—v) Bwy(—v)®in € E" @ EY O NDIN.
Des lors,
(2.6) iw = v @ iw; o(—v) B (—n) B iwn(—v) € "' @ E' & N @ iN = TeX.
Mais iw € (E%) et il existe donc u € E% et p € N tels que
(2.7) iw=u®wo(—u) Bwy(—u)Bip € B @ EY°® N @iN.
En comparant (2.7) et (2.6), et en notant que la projection
w e (BN — v e B!
est un isomorphisme, on conclut que w; o est en fait une forme complexe; et que
(2.8) Wi (V) == wy (v) +iwn(iv)  pour v € B

est elle aussi une forme complexe.
En somme, nous voyons qu’on peut réécrire (2.2) comme

(2.9) T =(E™)Y @iN ={v—wc(v) | veE"}@iN.
ol

(2.10) {wc TS0 N

avec w1 g € Homg(E™, EMY) et wy, € Home(E™, N¢).

Ce sont les formules équivalentes, pour une déformation a polarisation constante, aux
formules (2.3) et (2.4).
Nous pouvons maintenant énoncer

Proposition 2.3. L’espace des déformations de T a polarisation constante est en bijection
avec l'espace des morphismes complexes de E%' dans EY° ® N¢ wvia Uidentité (2.-1).
Preuve. Tout découle de la formule (2.9) couplée a la proposition 1.1. [J

Fixons NV et définissons &, comme I’ensemble des structures presque CR lisses polarisées
(E,J,N). Complétons-le en Slljc pour la norme /. On montre de la maniere que le corol-
laire 2.2 le

Corollaire 2.4. L’espace Eéc est une variété de Banach C-analytique.
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3. STRUCTURES ET VARIETES CR POLARISEES

Soit T une structure presque CR polarisée. On note T la distribution de T X égale
en x € X au plus petit sous-espace vectoriel complexe de (Tc X ), contenant le sous-espace
réel T,. Et on note T la distribution de T X égale en x € X au plus grand sous-espace
vectoriel complexe de (T¢X), contenu dans le sous-espace réel T,.

Il est immédiat que ces deux distributions sont en fait des sous-fibrés complexes de T X
et qu'on a

(3.1) T¢ = E%' @ N¢ et Te = E%L.

Définition. On dit que T est une structure presque CR polarisée complétement intégrable,
ou, plus brievement, une structure CR polarisée si TC et T sont involutifs, i.e. si

[T¢, 7% c T et [Te, Te) € Tt

Définition. Une variété réelle X munie d'une structure CR polarisée sera appelée variété
CR polarisée.

Compte-tenu de (3.1), 'involutivité de Tt signifie exactement l'intégrabilité de la struc-
ture presque CR (FE,J). La complete intégrabilité est donc, comme son nom le suggere,
plus forte que I'intégrabilité.

Observons que, T' étant une distribution réelle de Tc X, elle ne peut étre involutive. Le
mieux que l'on puisse demander est

[T, T) c T
qui entraine linvolutivité de TC. C’est la condition supplémentaire contenue dans la
complete intégrabilité par rapport a I'intégrabilité classique.
Convenons de dire que (F, J, N) est transversalement intégrable si elle vérifie uniquement

cette deuxieme condition, & savoir l'involutivité de TC. Voici le sens de D'intégrabilité
transverse.

Proposition 3.1. Soit T une structure presque CR polarisée. Supposons T transversale-
ment intégrable. Alors la polarisation N est tangente a un feuilletage transversalement
holomorphe F dont le fibré normal NF est C-isomorphe au fibré complexe (E, J).

Preuve. Posons ' = T®. On remarque que F est involutif et vérifie, d’apres (3.1)
F+F=TcX et FNF=N

Par [Nir], on a immédiatement que N est le fibré tangent a un feuilletage transversalement
holomorphe F dont la structure transverse est donnée ainsi: la projection naturelle

(3.2) 7. TX — NF :=TX/TF

est un isomorphisme entre E et le fibré normal NJF, qui permet de pousser la structure
presque CR de F en une structure CR de NF. Plus précisément, on étend m en une
projection de T X a valeurs dans N¢F := NF ® C et on obtient une décomposition

(3.3) NeF = NF*' @ NFY
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en posant
(3.4) NF"! = 7, E% et NFY = 7, EM,

Observons que l'involutivité de TC entraine, par passage au quotient, l'involutivité de
NFYL Ce qui achéve la preuve. [

Ainsi, a toute structure presque CR polarisée transversalement intégrable (et donc a
fortiori a toute structure CR polarisée), on associe un feuilletage transversalement holo-
morphe. Le lecteur non averti pourra se reporter a [Ni] pour plus de détails sur ces
feuilletages.

Réciproquement, étant donné un feuilletage transversalement holomorphe F de fibré
tangent N et de fibré normal NF, on peut associer une structure presque CR polarisée
par N transversalement intégrable. En effet, comme F est transversalement holomorphe,
il existe une structure complexe sur NF. Autrement dit, on a une décomposition (3.3) du
fibré normal complexifié qui vérifie de plus

(3.5) INFOL NFOY ¢ NFOL

Dans (3.5), le crochet utilisé est le crochet “quotient” sur NF. Autrement dit, (3.5) signifie
que, pour tous champs locaux £ et  de Tc X dont la projection (3.2) appartient & NF%!,
on a

(3.6) [1.6, men] := m.[€,m] € NFOL

I1 suffit de choisir un sous-fibré E de T X qui soit une réalisation de NJF. La projection
(3.2) induit un isomorphisme entre E et NF si bien que la décomposition (3.3) induit une
décomposition

(3.7) Ec = E*' ¢ B
et 'involutivité (3.6) implique
(3.8) [E%Y E% c B mod Nc.

Maintenant, (3.8) entraine l'intégrabilité transverse de E, en prenant en compte (3.1) et le
fait que N¢ est involutif, puisque tangent a un feuilletage.

Le choix d’une réalisation F n’est cependant pas unique. On peut bien entendu rigid-
ifier les choses en munissant X d’une métrique riemannienne et en prenant pour E le
supplémentaire orthogonal de N dans T'X, mais il n’existe pas de choix canonique de E.

Pour résumer ce que nous venons de dire, soit g une métrique riemannienne sur X.
Définissons

(3.9) &, ={(E, J, N) structure presque CR polarisée lisse | E L N}.
C’est un sous-ensemble de &,.. On vient de prouver
Corollaire 3.2. Fizons E et N. Alors il existe une bijection entre le sous-espace des

éléments transversalement intégrables de & et ’ensemble des feuilletages transversalement
holomorphes tangents a N.
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De plus, il existe une bijection entre le sous-ensemble des éléments transversalement
intégrables de &, et l'ensemble des feuilletages transversalement holomorphes sur X.

Ainsi, une fois choisie une métrique riemannienne sur X, et a condition de prendre
systématiquement la polarisation orthogonale, on peut identifier structure presque CR
polarisée transversalement intégrable et feuilletage transversalement holomorphe.

Cependant, il n’est pas possible en général d’associer une structure presque CR polarisée
completement intégrable a un feuilletage transversalement holomorphe F donné. En effet,
cela suppose en plus que la réalisation E choisie de NF soit involutive dans T' X, ce qui
n’a aucune raison d’étre vrai.

Il s’agit la d’un point fondamental, sur lequel nous souhaitons insister. Il suffit pour se
convaincre de cette différence de comparer (3.8) avec

[Eo’l,EO’l] C EO,l

qui est la condition d’intégrabilité requise pour passer de l'intégrabilité transverse a la
complete intégrabilité.

Finissons cette section en tirant quelques conséquences pratiques de la proposition 3.1.
Soit, T" une structure presque CR transversalement intégrable. L’existence du feuilletage
transversalement holomorphe F signifie qu’il existe au voisinage de tout point des coor-
données feuilletées (z,t) telles que

(3.10) N =TF =, Vectg(0/0tq,...,0/0t,)

et

(3.11) NcF =ioc Vecte(0/0z1,...,0/02,,0/0%,...,0/0%,)
formules qui utilisent implicitement les égalités

(3.12) d=dimF =dim N et 2p = dim F = codim F.

Comme la projection (3.2) est un isomorphisme entre F¢ et NcF qui, de plus, préserve
(3.7) et (3.3), on en conclut qu'il existe, pour tout i entre 1 et p un unique vecteur e; de
E%! dont la projection par 7 est égale & 0/9z;. Ecrivons plus précisément

(3.13) e; = 0/0% + ald/ot;
ol les ag sont des fonctions lisses en (z,t) a valeurs complexes.

Remarque. Notation Dans la formule (3.13), et puis systématiquement dans la suite du
texte, nous utilisons la convention d’Einstein: un indice répété deux fois est sommé (et ce
d’ailleurs, qu’il soit placé en haut, en bas, ou alterné).

On peut en fait montrer un peu plus, lorsqu’on est en présence d’une structure CR
polarisée.

Lemme 3.3. Soit T une structure presque CR polarisée transversalement intégrable et
soit (z,t) un systéme local de coordonnées feuilletées. Alors il existe un unique p-uplet de
vecteurs e; de type (3.13) formant une base locale de E%*.
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Qui plus est, si T est complétement intégrable, les e; vérifient la relation

(3.14) lei,e;] =0 pour tout 4, j entre 1 et p.

Preuve. 11 suffit de montrer la nullité des crochets. Soient donc i et j deux entiers entre 1
et p. On décompose dans la base locale (eg, é,d/0t;) de Te X

(3.15) [ei, ej] = ape, + Orer + 'yk(’)/atk.

Par complete intégrabilité, le crochet [e;, ;] appartient & E%', donc tous les §j et les v, sont
nuls. Mais la formule (3.13) implique que ce crochet est dirigé le long de N¢. Finalement,
les a aussi doivent étre nuls, et (3.15) se transforme en (3.14). O

Dans toute la suite, nous utiliserons systématiquement pour faire des calculs les coor-
données feuilletées et la base locale (ey, €, 9/0tx) de Tc X associée. Par abus de notation,
on écrira (z,t) € X pour M € X et M est représenté par (z,t) dans un systeme de
coordonnées feuilletées.

Proposition 3.4. Soit T' une structure CR polarisée. Soit (z,t) € X. Alors la forme de
Levi de E en (z,t) est donnée par la matrice

[e1,e1] ... [e1,ep)
(3.16) : : (z,1).

[ep,e1] . [, ep)

Preuve. Par définition, la forme de Levi est (a normalisation pres)
(v,w) € B x EM v py.[v,w] € Ne.
Dans la base locale ¢; de EM?, cela donne exactement 1'expression (3.16). O

Nous verrons dans la section suivante des exemples non Levi-plats.

4. EXEMPLES DE VARIETES CR POLARISEES

Variétés sasakiennes. Rappelons qu'une variété lisse compacte riemannienne (X, g) est
sasakienne si son cone riemannien

(4.1) C(X) = (X x Rug,r%g + dr?)
(ou r est la coordonnée de R+ ) admet une structure complexe .J invariante par dilatations
(4.2) (x,7) € C(X) — (2, Ar) € C(X)

et kahlérienne pour sa métrique.
En identifiant X a I'hypersurface X x {1} de C(X), on la munit d'une structure CR
(E, Jig) de codimension un. Par ailleurs, si I'on définit

(4.3) €= Jr%
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on vérifie facilement (cf. [B-G] et [Sp]) que £ est un champ tangent a X dont le flot est
transverse a E et préserve la structure CR. Autrement dit, si ®; désigne le flot de &, on a

(4.4) (@), BV = B!
et
(4.5) Vectg £ & E = TX.

Mais la version infinitésimale de (4.4) est

(4.6) €, B c E%!

c’est-a-dire exactement l'intégrabilité transverse de E pour la polarisation
(4.7) N = Vecty €.

Combinée & l'intégrabilité de E%!, on obtient ainsi qu'une variété sasakienne est une variété
CR polarisée.
Observons que cela donne de nombreux exemples non Levi-plats.

Structures CR de codimension réelle une invariantes sous ’action d’un flot
transverse. Il s’agit d'une généralisation - sans métrique kahlérienne transverse - de
I'exemple précédent. On part de (E,J) structure CR de codimension réelle une sur X
et on suppose que (F,J) est invariante sous I'action d’'un flot transverse. Autrement dit,
il existe un champ & sur X de flot ®; vérifiant (4.4) et (4.5).

On voit alors par (4.6) que (F,J) est polarisée pour (4.7).

Feuilletages transversalement holomorphes de codimension complexe une. Soit
F un feuilletage transversalement holomorphe de codimension complexe une sur X. Choi-
sissons une distribution £ de T'X isomorphe a NF. Le corollaire 3.2 entraine que £ munie
de la structure CR héritée de NF est transversalement intégrable, et donc polarisée par
raison de dimension.

Dans le cas particulier d’un flot transversalement holomorphe sur une variété de dimen-
sion 3, on dispose d’une classification complete d’apres M. Brunella et E. Ghys [Br], [Gh]:
fibrations de Seifert, feuilletages linéaires du tore T, feuilletage stable associé & une sus-
pension d'un difféomorphisme hyperbolique de T2, suspension d’un automorphisme de P!,
feuilletages transversalement affines sur S? x S! et enfin feuilletages de S? induits par un
champ de vecteurs holomorphe de C? dans le domaine de Poincaré et quotients.

Suspensions 4 base complexe. Soit B une variété compacte complexe. Soit B un
revétement galoisien de B de groupe I' et soit

(4.8) p: T — Diff(F)

une représentation de I' dans les difféomorphismes d’une variété lisse compacte F'.
L’action fibrée

(4.9) (z,t) EBX Fr— (g-2,(plg)'(t)) e Bx F
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ott g € I agit par translations sur B, définit par passage au quotient une variété
(4.10) X =B x F/(T)

qui fibre sur B de fibre F'.

Comme B est complexe, le feuilletage vertical de B x F par copies de F' descend en un
feuilletage transversalement holomorphe F sur X. De surcroit, le feuilletage horizontal par
copies de B descend en un feuilletage par variétés complexes G sur X. Toutes les feuilles
sont des revétements holomorphes de B. Notant E le fibré tangent de G, on voit aisément
que E est une structure CR polarisée. En fait, pour (z,t) systéeme de coordonnées locales
de B x F, et donc de X, on a que

B 0
0z

Ces exemples de structures CR polarisées sont toutes Levi-plates.

(4.11) e

5. ACTION D’UN DIFFEOMORPHISME PROCHE DE L’'IDENTITE

Dans cet article, ainsi que nous ’avons signalé dans I'introduction et au vu des définitions
de la section 2, nous travaillons toujours a polarisation fixée. De ce fait, étant donnée une
structure presque polarisée T, les difféfomorphismes f que nous utiliserons vont préserver
la polarisation N de T', i.e. vont vérifier

(5.1) (filN)2 = Ny pour tout z € X.

On notera Diffy(X) le groupe des difféomorphismes C> de X préservant N, et Diffy, (X)
le groupes des difféomorphismes de classe L? qui complete Diffy(X) pour la norme .

Supposons 7' completement intégrable. Dans ce cas, Diffy(X) est le groupe des difféo-
morphismes F-feuilletés, c¢’est-a-dire envoyant une feuille de F sur une feuille de F. En
coordonnées (z,t), on a alors

(5.2) f(z,1) = (W(2), 9(2,1)).

Soit 7" une déformation de 7' a polarisation constante codée par we (au sens de (2.9)).
Soit f un élément de Diffy(X). Considérons la distribution f. 7" de TcX. Tenant compte
de la décomposition

(5.3) T = (E"Y @iN
on obtient
(5.4) fIT' = f.(E"YY @iN.

En particulier, il ressort de (5.4) que f,7” est une structure presque CR polarisée par
N. Supposons f suffisamment proche de l'identité pour que f,7” soit une déformation a
polarisation constante de 1. Codons-la par le morphisme ac. Notre objectif est de relier
ac A we.
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On se place comme d’habitude dans une carte locale feuilletée et on suppose que f est
suffisamment proche de I'identité pour étre a valeurs dans cette méme carte. On peut donc
écrire

(55) Wwe = W10 D WNe = wije;* X éj D nije;‘ X (9/875]

pour w;; et n;; des fonctions lisses en (z,t) a valeurs complexes et

(56) ac = 010 D AN, = Oéij€;k & éj @pz]ef X 8/3153

pour «;; et p;; des fonctions lisses en (z,t) a valeurs complexes.
Posons

Proposition 5.1. Sous les hypothéses et notations précédentes, on a
(5.8) Qy; (Oxhy — wiiO;hy) = wkiOih; — 5khj
pour j,k=1,...,p; et
plj(gkﬁl - Wkiaiill) = g0, gj — ékgj - afkatlgj . -
(5.9) +wii(0ig; + @;0,9; — Oiluay — Oilay)
+0phia] + Ophua;
pour j=1,...,detk=1,...,p.

9

Preuve. C’est un calcul fastidieux mais direct. De (3.13) et (5.2), on déduit les formules
i s
1

(5.10) feei = Oihje; + O;h;e; + (0:g; + aldy,g; — Oilua] — d;la])0/0t;
et

(5.11) f+0/0t; = 04, g,0/0t;.

Soit k un entier compris entre 1 et p. On va calculer

(5.12) fi(ex — weler))

de deux facons différentes. Tout d’abord, a partir de (5.5), on a immédiatement que (5.12)
vaut

(513) f*ek — wklf*él — nklf*c‘?/atl

et on utilise ensuite (5.10) et (5.11) pour obtenir une premiere expression explicite de
(5.12), a savoir

<3k;LJ — wki&ﬁj)ej + <3khj — wkiaihj)éj
(514) —I— (ékg] —|— afkatjgj — 5}€;Lla{ — gkhld{

. o 0
— wii(Big; + @é@tlgj — Oila] — Oila)) — nkziatigj> ET
J
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Mais par ailleurs, par définition de agc, et en appliquant (5.4) et (5.6), il doit exister v = v;e;
tel que (5.12) vaille

(515) V;€; — Uiailél - vipilﬁ/atl.

Voila la deuxieme expression de (5.12). En comparant (5.14) et (5.15), on tombe sur (5.8)
et (5.9). O

II. DEFORMATIONS A TYPE CONSTANT

Dans toute cette partie, on fixe une structure polarisée T', et on utilise librement les
notations associées, comme (1.2), (2.3), (2.4).
6. EQUATIONS D’INTEGRABILITE
Soit T" une déformation & type constant de T'. On la code par
(6.1) w = wjje; & €.

La proposition suivante exprime en fonction des w;; les différentes intégrabilités de 7"

Proposition 6.1. La structure presque CR polarisée T" est

(i) transversalement intégrable si et seulement si, pour tout i et j entiers compris entre 1
et p, et tout k compris entre 1 et d, on a

(62) ((6] + aé@tl)wil - (81 + aﬁ@tl)wﬂ)él + [wilél, wjlél] =0

et

(63) (9tkwij =0.

(ii) intégrable si et seulement si, pour tout i et j entre 1 et p, on a (6.2) et
(

64) Wik [ej, ék] = wjk[ei, ék].

Ainsi T" est polarisée si et seulement si elle vérifie (6.2), (6.3) et (6.4).

Preuve. (i) 1l faut vérifier I'involutivité de (7")€. A partir de (2.4), de (3.1) et du lemme
(3.3), on voit qu’il suffit de vérifier que

(6.5) Lij = [ei — w(e;), &5 — w(e;)] € (T)°
et
(6.6) M = [e; —w(e;),0/0tg] € Ne.

Maintenant (6.5) est vérifiée si et seulement si

LY = (L)

vy
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ce qui, en utilisant (3.14), donne

(6.7) Ly’ = (e (wler)) = e+ (wleg) + [wles),wleg)] = 0.
Il suffit maintenant de développer (6.7) en tenant compte de (3.13) et (6.1) pour obtenir
(6.2).

De méme, (6.5) est équivalent a

M =My =0

(2

soit, apres développement, exactement (6.3).
(ii) On veut maintenant que

(6.8) Lij = les — w(es), e5 — wle)] € (B)™
ce qui entraine (6.7), et donc (6.2); mais aussi

N,
(6'9) L,L](C - 0.

Un calcul direct donne alors
LY = [e,w(e)]™e — [er, w(e;)]Ne
(6.10) = wik(e; - &) —w(e;) - ej —wjr(e; - éx) +wlej) - €
= wikl€ej, €] — wjkles, e

et finalement (6.4). O

7. FORMES ISOCHRONES

Compte-tenu de (7.3), il est tentant de travailler avec des formes w indépendantes de t.
Le lemme suivant montre que c’est possible.

Lemme 7.1. Soient (z,t) des coordonnées locales définies sur U C X. Soit w une 1-forme
compleze sur E%' & valeurs dans EY°. On suppose que les coefficients de w dans la base
e ®é; (cf. (7.1)) sont indépendants de t.

Alors, dans tout autre systéme de coordonnées locales feuilletées (w, s) sur U, les coeffi-
cients de w dans la base ff @ f; associée sont indépendants de s.

Preuve. C’est un calcul sans difficulté. Les deux systemes de coordonnées sont reliés par

(7.1) (w,s) = (h(2),9(2,1))

avec h holomorphe et g de classe C*°. Partant de I’écriture (3.13) des e;, et appliquant la
jacobienne du changement de cartes (7.1), on obtient

(72) € = 511_1]8/8@ + (a-gj + af&gj/atk)é)/@sj.
Mais 'unicité du lemme 3.3 entraine que 1'on a

(73) €; = 51B]f3
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d’ou, par dualité,

(7.4) e; = 0ih; ' f;
et finalement
(75) w = wijef X éj = wijékﬁjlajhlf; X le

Comme h ne dépend pas de ¢, ni h=! de s, on voit que les coefficients de w dans la base
e; ® e; sont indépendants de ¢ si et seulement si ses coefficients dans la base f; ® f; sont
indépendants de s. [J

Remarque. Insistons sur le fait que ce sont les coefficients de w dans la base €] ® e; qui
sont indépendants de ¢, pas les €] ® €; eux-mémes, qui dépendent en général de t via les
coefficients a] de (3.13).

Plus généralement, si w est cette fois une g-forme sur E%! & valeurs dans E'°, on a
localement

(76) w = wil___,-mje; VANA e;‘q X éj
et dans un autre systeme de coordonnées (7.1),
(77) w = wil...iq,j5k1]_7’;11 e 5kqil,;18jhlf]:1 VANVAN f’:q ® ﬁ

De méme que dans la preuve du lemme 7.1, comme h ne dépend pas de ¢, ni A~! de s, on
voit que les coefficients de w dans la base e sont indépendants de t si et seulement si ses
coefficients dans la base f sont indépendants de s.

Définition. Soit w une ¢g-forme sur E%! & valeurs dans E'°. On dira que w est isochrone
si, dans toute écriture locale (7.6), les coefficients w;, ;, ; sont indépendants de .

On notera A? le C-espace vectoriel des g-formes isochrones lisses sur £%! & valeurs dans
E0 et, comme d’habitude, A} son complété pour la norme .

Ainsi I'espace A! représente I'espace des déformations isochrones de 7' & type constant,
c’est-a-dire qui vérifient I’équation (6.3). L’espace A°, I'espace des champs isochrones de
EY. va quant & lui jouer un role particulier, puisqu’il va nous permettre de coder les
difféomorphismes dont nous allons nous servir.

Dans la preuve classique de Kuranishi de construction d’un espace versel de déformations
pour les variétés compactes complexes, on utilise le fait que le groupe Diff'(X) est une
variété de Banach modelée sur I'espace des champs de vecteurs de classe L? de X. De plus,
si exp désigne 'exponentielle d’une connexion linéaire fixée sur X, I'application

(7.8) e: £ €W, C QUT) — exp(RE) € Diff (X)

est une carte locale explicite en I'identité pour W, voisinage suffisamment petit de 0.
Dans notre cas, nous avons besoin d’une application (7.0) qui en plus vérifie

(7.9) e(AY N TW;) C Diffly(X).

Nous ne savons pas si une telle application existe en général. Ceci est relié au probleme de
savoir si Diffy, (X) est une variété Banachique.
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Pour continuer, nous ferons donc ’hypothese tres classique suivante.

Définition. Nous dirons que E possede une connexion invariante par holonomie (CIH)
si E posseéde une connexion linéaire qui induit sur NF, via I'isomorphisme (3.2), une
connexion linéaire invariante par le pseudo-groupe d’holonomie de F.

Dans ces conditions, considérons une connexion obtenue sur 7'X en sommant une CIH
sur F et une connexion linéaire quelconque sur T'F. L’exponentielle associée a une telle
connexion permet de définir une application e qui vérifie (7.9).

Remarque. Le premier et le dernier exemple de la section 4 possedent une CIH. Dans le
deuxieme, c’est aussi le cas si les orbites du flot sont fermées.

Il est toutefois important de noter que, contrairement au cas classique de [Ku2], les difféo-
morphismes obtenus ainsi ne recouvrent pas un voisinage de I'identité dans Diffy(X). En
effet, dans I’écriture locale

(7.10) e(xX)(z,1) = (h(z),9(2,1))
la partie g ne dépend pas de y mais uniquement des coefficients a{ .

Soit w une déformation a type constant de 7. A un difféomorphisme f préservant N,
on associe la déformation a type constant

(7.11) frw:i=(fuw)t?

i.e. on fait agir f sur w comme dans la proposition 5.1 (notre f.w n’est rien d’autre que le
ac de la proposition 5.1); mais nous ne gardons que la partie (1,0) de f.w afin de retomber
sur une déformation a type constant.

Géométriquement, cela signifie la chose suivante. Nous ne regardons pas ’action de f
sur F, puisqu’elle ne préserve pas en général E (il faudrait sinon travailler avec le groupe
des difféfomorphismes préservant N et E ce qui poserait bien des problemes dans la suite
- en particulier car il est souvent trop petit); nous regardons 'action de f sur le fibré
quotient T X /N, identifié a E via la projection naturelle (3.2). En d’autres termes, méme
si f ne préserve pas FE, il préserve NF et modifie la structure complexe sur NF. Mais
comme nous avons une identification fixe entre E et NF, tout cela permet de définir sans
ambiguité la déformation a type constant induite par f.

Maintenant 'intérét est que cette action préserve les formes isochrones.

Lemme 7.2. Soit f € Diffy(X) et soit w € AL, Alors la déformation a type constant f-w
est isochrone.

Preuve. De par la définition (7.11), la forme f-w est donnée localement par la formule (5.8).
Comme w est isochrone et que h (une des composantes de f, cf. (5.2)) est indépendante
de t, on voit que les coefficients de f - w sont indépendants de ¢, i.e. que cette forme est
isochrone. [J

En particulier, en combinant (7.11) et (7.8), on obtient une application C-analytique

(7.12) (x,w) € Al N Wiy x Af —e(x) - w = (e(x).w)"° € A].
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On remarque en effet que 'application e est C-analytique de méme que I'application * (cf.
[Ku2]) et la projection sur Aj.

8. L OPERATEUR 0

Soit 7" une déformation a type constant de T codée par w. Supposons que 1" soit
transversalement intégrable. Alors w est isochrone. De plus I’équation (6.2) se simplifie en

(81) (53'(,01'[ — giw]'l)él + [wilél,wﬂél] =0
qu’il est tentant, par comparaison avec le cas classique, de simplifier en
(8.2) Ow + [w,w] = 0.

Ceci signifie d’abord que 'on pose

1 * *
(53 w0 =~ 5ei A ej @ w(en), a(ey)].
Ainsi (8.3) appliquée a la paire de vecteurs (e;, e;) donne (8.2).

Remarque. Ce crochet est égal a —1/2-fois celui de Kuranishi, d’ou la différence dans les
formules d’intégrabilité.

Ceci suppose ensuite qu’on ait en coordonnées locales (en utilisant (6.1))

(8.4) Ow = gjwilej Nel®e.

On peut étendre facilement cette formule a tout

(85) X = Xi€; € A°

en écrivant en coordonnées locales

et a tout w € A?, décomposé selon (8.6)

(8.7) Ow = jwiy igi€; Nej, N ... Nej @ e
On a

Lemme 8.1. Les équations (8.4), (8.6) et (8.7) définissent globalement des opérateurs
(8.8) 0: A1 — AT,
De plus, ces opérateurs forment une suite exacte
(8.9) 0 H' A0 2.4t 2, P oar
ot HO est l’espace vectoriel des champs holomorphes de E*°.

Preuve. Vérifions par calcul que 0 est globalement défini pour les champs. Pour cela, on
se place dans un nouveau systeme de coordonnées (7.1). Soit x un élément de A°. On tire
de (8.5) et (7.3) la formule
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d’ou, par (8.6)

Ox = d(xidihy) f ® 1,
(8.11) & __j)ll I
= OmXiOth,, Oih; [ @ f;
en utilisant le fait que A est holomorphe. Mais (7.5) implique que cette formule coincide
avec (8.6). Ceci montre que 0 est globalement défini de A° dans A'.
Pour étendre la définition de 9 a A? pour ¢ > 0, il suffit d’utiliser la formule de Cartan.

Ainsi, pour une 1-forme w, on peut définir globalement @ en posant, pour £ et n des champs
de B!,

(8.12) Ow(&,m) = —(0(w(€)))n + (0(w(n)))é — w([€, n])-

Mais on vérifie immédiatement que cette formule, appliqué localement a (e;,e;) donne
exactement (8.4) (a cause de (3.14)). Autrement dit, les définitions locale (8.4) et globale
(8.12) sont identiques, donc le d de (8.4) est bien un opérateur global de A' dans A2.

Par induction, en comparant la formule de Cartan au rang ¢ & la formule (8.7), on montre
de méme que (8.7) est bien un opérateur global de A? dans A4t

Enfin, puisque 0 vérifie la formule de Cartan, on a automatiquement

(8.13) Hod=0

et on en déduit aisément la suite exacte (8.9). O

Observons que les opérateurs (8.8), de par leur définition locale, s’étendent en des
opérateurs continus

(8.14) d: AT — AT

Rappelons maintenant que les espaces Al sont des espaces de Hilbert. On peut donc
associer a d son adjoint de Hilbert

(8.15) o AL Al
défini par
(8.16) (Ow, a)i—1 = (w, 0" a);

pour tout w € A et o € A?fll.

Remarque. Nous voulons insister sur le fait que nous utilisons ici, et dans toute la suite,
I’adjoint de Hilbert, et non pas l'adjoint des opérateurs différentiels. D’ailleurs, tel que
nous I'avons défini, O n’est méme pas un opérateur différentiel, puisqu’il est défini sur A¢
qui n’est pas 'espace des sections lisses d'un fibré vectoriel sur X, mais I’'espace des sections
lisses isochrones d’un tel fibré, cf. la discussion en début de section 9.
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9. L’ OPERATEUR D

Les espaces A? définis en section 8 ne sont pas des espaces de sections d’un fibré vectoriel.
En fait, soit

(9.1) QUE") @ B0

le fibré des g-formes sur E%! & valeurs dans E'°. On voit que A? est un sous-espace strict
de I'espace des sections de Q9(E%!) @ E'Y. Plus précisément, il s’agit du sous-espace des
sections isochrones.

De ce fait, Popérateur 0 de la section 8, défini sur les A9 n’est pas un opérateur
différentiel. On peut toutefois remédier a ce probleme en I’étendant en un opérateur
différentiel agissant sur les sections de Q9(E%') @ EM°. Pour cela, on dénote par A9(t)
ces espaces de sections et on pose pour

(9.2) X = xi&; € A%(t)
I'opérateur
(9.3) Ix = (e5-xi)e; ® & € Al(t)

qu'on étend par la formule de Cartan (8.12) aux p-formes. Observons que (9.3) redonne
(8.6) lorsque x est isochrone.

Lemme 9.1. L’opérateur défini en (9.3) est globalement défini et induit une suite exacte
(9.4) 0 — HO(t) — A°(t) -% Al) -2

ou HO(t) est ’espace vectoriel des champs C* de EY° holomorphes en la variable z.

.iAp(t)—>0

Preuve. C’est une adaptation directe du lemme 8.1. [

L’opérateur ainsi étendu est alors un opérateur différentiel d’ordre 1. Toutefois, il n’est
pas elliptique, et le complexe (9.4) n’est pas non plus elliptique.

On peut pourtant associer & 0 un opérateur induisant un complexe elliptique. Pour cela,
on considere le fibré Q4(TC)® B0 des ¢g-formes sur T & valeurs dans E'°. Soit A? I’espace
des sections globales lisses de Q4(T°) @ E'°. On définit localement, pour

(9.5) X = xiei € A" = A°(t)
I'opérateur
(9.6) Dy = Opxi€; @ & + O, xidt), @ &;.

Le premier terme du membre de droite n’est rien d’autre que le 9 défini en (9.3).
Lemme 9.2. Lopérateur local D de la formule (9.6) est un opérateur globalement défini.

Preuve. Elle est tout-a-fait similaire a celle du lemme 8.1. On se place dans un nouveau
systeme de coordonnées (8.1). Soit x un élément de A° décomposé comme en (9.5). En
utilisant le fait que f; est nulle sur TC, on trouve que

(9.7) dt;, = @g};”” Ji+0s, g,i””dsj
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ol
(9.8) (z,t) = (W (w), g™ (w, 5)).
Couplé a (8.10), (9.7) permet de calculer

D(x) = d(xi0ihyj) [ @ fj + s (xiOih;)ds), @ f;
(9.9) = OmXi(Okhy, [ ® Ol f;)

+ 00, XiOkgim " [i; + 05,9 dsy) @ Oib; f;

ce qui donne, en tenant compte de (7.3), (7.4) et (9.7), exactement la définition (9.6). O

Comme dans la preuve du lemme 8.1, on étend ensuite D aux autres A7 en utilisant la
formule de Cartan et on obtient une suite exacte

(9.10) 0 HO — A0 2o 0 2 2oy

Lemme 9.3. Le complexe (9.10) est un compleze elliptique.

Preuve. On calcule la suite associée de symboles. Soit (z,t,v) € T*X. En utilisant la
décomposition

(9.11) v=0v"" @ @oe e BV @ E™ @ Ne = Te X

on vérifie que le symbole de D appliqué & un élément w de Q4(T¢) ® E'° en (2,t,v) vaut
(9.12) (v + M) A w.

On vérifie facilement, a partir de (9.12), 'exactitude de la suite (9.10). O

On notera que opérateur D restreint & A9 est exactement l'opérateur 0.

Remarque. On notera par contre que l'opérateur local 9, = D — O n’est pas bien défini
globalement. Ceci est lié au fait qu’'on n’a pas en général de décomposition locale d =

d+ 0+ 0.

10. MODELE LOCAL DE L’ESPACE DES DEFORMATIONS A TYPE CONSTANT
TRANSVERSALEMENT INTEGRABLES ET DE L’ESPACE DES FEUILLETAGES
TRANSVERSALEMENT HOLOMORPHES A TYPE DIFFERENTIABLE FIXE

Nous sommes maintenant en mesure de décrire localement ’espace des déformations a
type constant transversalement intégrables et celui des feuilletages transversalement holo-
morphes a type différentiable fixé.

Soit 7!, 'ensemble des structures presque CR polarisées transversalement intégrables de
classe L} & E et a N fixés. C’est un sous-espace C-analytique de la variété de Banach &L,
Via le corollaire 2.2 et la proposition 6.1, il s’identifie localement en 7" & un voisinage de 0
dans

(10.1) {wedl | 0w+ w,w]=0}.
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On pose

(10.2) i w e Al — (0w + [w,w],0*w) € A7 | x A},
et

(10.3) K, =®;(0,0).

Décomposons enfin

(10.4) A) = H' @ (AN)*

et posons

(10.5) = (w) € (AL DN Wiy x K —e(x) - w € T,

Nous pouvons énoncer le théoréme de structure locale de 7.

Théoreme 10.1. Supposons que T possede une CIH. Alors,
(i) Au voisinage de 0, lespace K; est un ensemble analytique de dimension finie.
(i) L’application Z; est un isomorphisme C-analytique local en (0,0).

Ainsi un voisinage de 0 dans 7', c’est-a-dire un voisinage de T dans 'espace analy-
tique des déformations a type constant de T transversalement intégrables est isomorphe
analytiquement & un voisinage de (0, 0) dans le produit de K; par I'espace vectoriel (A?)L.

De surcroit, rappelons que Diffﬁifl(X ) agit analytiquement sur 7. et que, si w est un
point de K;, image Z;((AY, )X N Wiy, w) est incluse dans 'orbite de w pour cette action.

On a donc

Corollaire 10.2. L’espace analytique K; est une section locale analytique en T de l’action
de Diffi 1 (X)) sur TL.

Par section locale analytique en 7', nous entendons un espace analytique plongé qui
rencontre toutes les orbites de l’action passant suffisamment pres de T en au moins un
point (mais pas forcément unique).

Ainsi toute structure CR transversalement intégrable proche de 0 est isomorphe a un
point de K. Plus encore,

Corollaire 10.3. Soit L un espace analytique et soit (wy)ier une famille analytique de
déformations L} transversalement intégrables d type constant de T, i.e. lapplication
(10.6) teLr— w, €A

est analytique. On suppose que T admet une CIH.
Alors il eziste un germe d’application analytique en 0 € L (point tel que wy = 0)

(10.7) f1(L,0) — (K;,0)

telle que les germes de L en O d’une part et du pull-back f*K; en 0 d’autre part soient
1somorphes.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoreme 10.1 et du fait que Z; est analytique.
O



CRM Preprint Series number 1130

VARIETES CR POLARISEES I 23

I1 faut voir ce corollaire comme un équivalent de la propriété classique de complétude de
la théorie des déformations de Kodaira-Spencer.

La preuve du théoreme 10.1 est donnée en section 12, a I’aide des préliminaires de la
section 11.

Enfin, notons que le contenu du théoreme 10.1 peut étre transposé au cas des feuil-
letages transversalement holomorphes. En effet, d’apres le corollaire 3.2, il existe une
bijection entre 7;. et 'ensemble des feuilletages transversalement holomorphes tangents a
N. Convenons de dire qu'un tel feuilletage est de classe L? si la structure transverse est de
classe L} (le feuilletage étant quant a lui supposé C*). Ainsi 'ensemble des feuilletages
L? s’identifie & T.L.

On peut maintenant énoncer

Théoréme 10.3. Soit F un feuilletage transversalement holomorphe de classe L sur X.
On suppose qu’il existe une structure CR polarisée T sur X de feuilletage associé F. On
suppose enfin que T admette une CIH. Alors l’ensemble des feuilletages transversalement
holomorphes de classe L} sur X proches de F et difféomorphes ¢ F forme un C-espace
analytique localement isomorphe a K; x (A} ;)*.

Preuve. Le corollaire 3.2 affirme que l’ensemble des feuilletages transversalement holo-
morphes de classe L? sur X difféomorphes & F est en bijection avec 7;2. On applique le
théoreme 10.1. [

Qui plus est, on retrouve la propriété de complétude 10.2. Ainsi K; est un espace
“complet” pour le feuilletage transversalement holomorphe F.

Il est intéressant de comparer ce théoreme avec les résultats classiques de [EK-N] et [Gi]
sur les déformations de feuilletages transversalement holomorphes a type différentiable fixe.
Dans [Gi] —qui contient les énoncés les plus généraux—, on montre un théoreme de versalité
sous les hypotheses suivantes:

i) Il existe une CIH sur le fibré normal.
ii) Un certain opérateur différentiel est a image fermée.

On voit donc que notre théoreme peut étre considéré comme un analogue du résultat de
versalité cité. D’une part, nous pouvons nous passer de I’hypothese ii), ce qui représente un
gain indéniable, ce type d’hypothese étant tres difficile a vérifier en pratique. Mais d’autre
part, nous n’avons pas la versalité, simplement la complétude, et nous devons supposer
que le feuilletage base admette une structure CR polarisée.

En ce sens, les deux énoncés ne sont pas exactement comparables.

L’absence de versalité n’est d’ailleurs pas sans conséquence. Il en résulte que nous ne
savons pas si le germe de K; est unique. Ainsi la dépendance de K; en [ n’est pas claire
(voir cependant le corollaire 15.3), de méme que la dépendance en T' de ’énoncé 10.3.

Pour résumer, il faut donc comprendre les théoremes 10.1 et 10.3 comme des énoncés
affirmant D'existence d’un espace complet de dimension finie, c’est-a-dire comme des
énoncés de rigidité.
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11. L OPERATEUR A

Classiquement, les constructions d’espaces de modules locaux “a la Kuranishi” nécessite
I'introduction d’un opérateur elliptique dont le noyau est 'espace tangent a l’espace en
question, sa dimension finie provenant ainsi directement de l'ellipticité de I'opérateur.

Dans notre cas, cela supposerait d’utiliser le laplacien associé & D. Cependant, ce choix
entraine beaucoup de problemes. En effet, ce laplacien ne va pas en général respecter
les espaces A?. Cela provient du fait qu’il faut pour le construire choisir une métrique
riemannienne sur X; et qu’il faudrait pour qu’il préserve les formes isochrones, que la
métrique soit elleeméme isochrone, c’est-a-dire invariante par I’holonomie du feuilletage
transversalement holomorphe. Mais une telle métrique n’existe pas forcément, il faut
supposer le feuilletage riemannien. C’est I'hypothese faite par exemple dans [EK-N] ou
le méme probleme se pose (cf. section 10).

Pour se passer de cette hypothese supplémentaire, nous allons travailler avec I'opérateur

(11.1) A:=00"+0%0: A} — Al

qui, rappelons-le, est construit & partir de l'adjoint hilbertien de 0. Ce n’est pas un
opérateur différentiel, juste un opérateur linéaire entre espaces de Hilbert. Nous allons
montrer qu’il est Fredholm, notion bien connue pour étre en quelque sorte I’équivalent
pour les opérateurs linéaires de l'ellipticité pour les opérateurs différentiels. Bien str, cela
va nous priver des résultats de régularité des opérateurs différentiels elliptiques, ce qui
n’est pas sans conséquence pour passer des structures de classe L? aux structures C'*,
mais globalement cela ne va changer grand chose.

Proposition 11.1. L’opérateur A est un opérateur de Fredholm auto-adjoint.

Preuve. L’opérateur A est de fagon évidente auto-adjoint, si bien qu’il suffit de montrer que
son noyau est de dimension finie. Ceci implique en effet que son conoyau est de dimension
finie, et donc que son image est fermée (cf. [Pal).

Maintenant, w € A} est dans le noyau de A si et seulement si
(11.2) Ow = J*w = 0.
Soit Qf  le faisceau des germes de g-formes sur E®! & valeurs dans E'°, qui soient
isochrones et O-fermées. L’équation (11.2) entraine
(11.3) Ker A C H°(X, Q¢ ).
Il suffit donc de montrer que ce groupe est de dimension finie. Ce qui est le contenu du
lemme 11.2 suivant, qui conclut donc la preuve. [l

q
nv

Lemme 11.2. Les groupes de cohomologie H°(X,Q% ) sont de dimension finie.

Preuve. C’est un résultat classique, qu'on peut trouver dans [D-K] ou [G-M]. Alterna-
tivement, on le retrouve facilement en notant que, si Q9 désigne le faisceau des germes
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de g-formes sur TC & valeurs dans E'°, qui sont isochrones et O-fermées, alors I'inclusion
naturelle

(11.4) Q!

inv

c
induit une inclusion des groupes de cohomologie

(11.5) HO(X, Q4 ) C HY(X,09).

mu

Or, on obtient, a partir de (9.10), une résolution

(11.6) 0— Q1 — UT%) © B 2 (19 @ B0 25
qui est elliptique par le lemme 9.2. [

q

1) peuvent étre de dimension infinie

Remarque. Tl est bien connu que les groupes H'(X,
pour ¢ > 0.

Comme conséquence de la proposition 11.1, il existe un opérateur
(11.7) G: Al =Ker A@Im A — Im A
tel que l'on ait

(11.8) GA(w) = AG(w) =w; pour w =wy ®w; € Ker A @ Im A.

12. PREUVE DU THEOREME 10.1

Nous prouvons d’abord le (i). L’application ®; définie en (10.2) est quadratique, de
partie linéaire en 0 égale a

(12.1) w€ Al — (0w, d*w) € A} | x A} 4.

Elle est donc analytique en 0, de différentielle donnée par (12.1); et des lors, par (10.3), K]
est un espace analytique, éventuellement de dimension infinie, cf. [Dol]. Mais, par (12.1),
I’espace tangent de Zariski de K; en 0 est le noyau de 'opérateur A appliqué aux 1-formes,
qui est de dimension finie par la proposition 11.1.

Nous prouvons maintenant le (ii). L’action de Diffi'(X) sur la variété de Banach
A}l est analytique (cf. [Dol]). De plus lapplication e définie en (7.8) —essentiellement
I’exponentielle pour une métrique riemannienne sur X- est analytique. Il en est donc de
méme de =Z;. Etendons Z; a

(12.2) = (Gw) € (AY )P N Wi x Ker 9% e(x) -w € A].

Calculons sa différentielle en (0,0). On a

Lemme 12.1. La différentielle de Z; en (0,0) est égale d
(12.3) dp.nZi(&,a) = a — O¢.
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Preuve. On se place en cartes locales. Sachant que, d’apres (3.13) et (7.8), on a, pour s
petit,
(12.4) e(sxi€i)(z,t) o (21 4+ SX1,- -+, 2p + SXp> t1 + SXi@it, - - - ta + SXiGid)
ou le signe ~ signifie égalité a 'ordre un en s, on en déduit que la formule (5.8), sous
I’hypothese
as = e(sy) - w

s’écrit en cartes locales a l'ordre 1 en s
(12.5) e(sy) - w >~ w — sdx
et donc la différentielle de Z; en (0,0) est (12.3). O

1l suffit maintenant de montrer que (12.3) est inversible. Il s’ensuivra que Z; est un
isomorphisme analytique local, d’apres la version du théoreme d’inversion locale de [Do2].

Et par restriction aux structures transversalement intégrables, il en sera de meme de Z;.
La preuve du théoreme 10.1 se termine donc avec le

Lemme 12.2. La différentielle (12.3) est inversible.
Preuve. Considérons 'application
(12.6) I':a€ Al — (-Gd'a,a — 0GF*a) € A}, x A].
On voit que la premiére composante appartient en fait & Im A, c’est-a-dire a (AY,,)*. De
plus, on a
0" (a — 0GO*a) = 0"a — AG*
(12.7) _ _
=AGa— AGI*a=0

car Im 0* est orthogonal au noyau de A (qui n’est autre que le noyau de 0 puisque nous
sommes sur les O-formes), donc inclus dans I'image de A, ce qui conclut par (11.8).
Des lors, la deuxieme composante de I' est a valeurs dans Ker 0*. Enfin, on a

I'o d(070)§l(§, a) =I(a — 0€)
(12.8) = (GAE, a — 0 + OGAE)
= (§ o)

ce qui acheve la preuve. [

13. MODELE LOCAL DE L’ESPACE DES DEFORMATIONS A TYPE CONSTANT
COMPLETEMENT INTEGRABLES

Soit C!, 'ensemble des structures CR polarisées de classe L? & F et a N fixés. C’est un
sous-espace C-analytique de la variété de Banach &,.. Via le corollaire 2.2 et la proposition
6.1, il s’identifie localement en T & un voisinage de 0 dans

(13.1) {we Al | 0w+ w,w] =0 et vérifie (6.4)}.
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Remarquons que, si I'on pose
(13.2) Fi={we Al | w satisfait (6.4)

on définit ainsi un sous-espace vectoriel fermé de A} tel que, via les identifications (13.1)
et (10.1),

(13.3) Cie = TN By,

Posons enfin

(13.4) K = 7g, 0= (F) = 7k, 0 =7 (CL)
ou 7k, désigne la projection sur Kj; et

(13.5) = = (Z0)(a9)2 x0)-

Le théoreme de structure locale de 7;. s’obtient alors comme conséquence directe du
théoreme 10.1.

Théoreme 13.1.
(i) Au voisinage de 0, l'espace K} est un ensemble analytique de dimension finie.
(i) L’application ZY est un isomorphisme C-analytique local en (0,0).

Preuve. Par (10.5), Pespace K} est la projection sur le facteur K; de I'espace analytique
=, 1(F). 1l s’agit donc d'un sous-espace analytique de K;. [J

Remarque. Tl n’est pas vrai que K} soit donné comme lintersection de K; et de Fj. Ceci
vient de ce que l'action des difféomorphismes que nous avons définie ne préserve pas
Iintégrabilité complete, mais simplement l'intégrabilité transverse. Ceci ne change pas
grand chose au niveau théorique, mais pose des problemes pratiques: cela rend tres difficile
le calcul explicite de K} sur des exemples.

On dispose aussi des deux mémes corollaires qu’en section 10.
Corollaire 13.2. L’espace analytique K est une section locale analytique en T de l’action
de Diff\™(X) sur CL..

Ainsi toute structure CR polarisée proche de 0 est isomorphe & un point de K;. Plus
encore,
Corollaire 13.3. Soit L un espace analytique et soit (w;)ier une famille analytique de
déformations L} complétement intégrables a type constant de T', i.e. application
(13.6) teLr—w, €A

est analytique. On suppose que T admet une CIH.
Alors il existe un germe d’application analytique en 0 € L (point tel que wy = 0)

(13.7) f:(L,0) — (K,0)

telle que les germes de L en 0 d’une part et du pull-back f*K en 0 d’autre part soient
1somorphes.
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Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoreme 13.1 et du fait que = est analytique.
O

La encore, il faut voir ce corollaire comme un équivalent de la propriété classique de
complétude de la théorie des déformations de Kodaira-Spencer.

14. LE cAS LEVI-PLAT

Dans cette section, nous supposons que 7T est Levi-plate. On peut alors simplifier les
résultats précédents. En effet, d'une part, '’équation d’intégrabilité (6.4) est automatique-
ment vérifiée par application de la proposition 3.4. On a donc

Lemme 14.1. Soit T' une déformation a type constant de T'. Alors T' est transversalement
intégrable si et seulement si T' est complétement intégrable.

D’autre part, comme conséquence directe de ce lemme, on voit que les espaces K; et K}
sont identiques.

Proposition 14.2. Supposons que T admette une CIH. Alors les modéles locaur K; des
déformations a type constant transversalement intégrables et K des déformations a type
constant polarisées sont identiques.

Ainsi le théoreme 13.1 se réduit au théoreme 10.1 dans le cas Levi-plat. Sil’on regarde de
plus pres 'action des difféomorphismes (6.9), on voit qu’elle respecte cette fois la complete
intégrabilité, et donc en particulier la nullité de la forme de Levi. Au fond, toutes ces
propriétés découlent du fait que la Levi platitude est une propriété de la distribution F,
alors qu’en général, la forme de Levi dépend fortement de la distribution E%!.

Allons plus loin. La présence de deux feuilletages transverses entraine ’existence d’'un
atlas produit.

Proposition 14.3. Supposons T' Levi-plate. Soit G le feuilletage Levi-plat. Alors on peut
trouver un atlas feuilleté pour F et G simultanément, i.e. un atlas dont les changements
de cartes sont du type

(14.1) (w, s) = (h(z2),9(t))

Preuve. On définit F par une collection de submersions

(14.2) fi: Uy — CP

telles qu’il existe des biholomorphismes

(14.3) ¢ij: fi(U;NU;) cCP — f;(U;NU;) C CP
vérifiant

(14.4) fi=¢iofi surUNUj.

De méme, définissons G par une collection de submersions
(14.5) gi: Uy — R?
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vérifiant
(14.6) g =vijog surU;NUj.

pour des difféomorphismes v;; bien choisis.
Il suffit maintenant de prendre comme cartes feuilletées

(14.7) v € Uy — (fi(x), gi(x)) = (2,t) € C” x RY
et on voit que les changements de cartes seront du type
(14.8) (w, s) = (0i(2), ¥i5(t))

donc du type (14.1). O

Définition. On appellera un atlas vérifiant (14.1) un atlas isochrone. Les cartes qu’il
contient seront aussi dites isochrones.

Maintenant ceci implique immédiatement le

Corollaire 14.4. Dans une carte feuilletée isochrone, on a

0

(14.9) 6= 55

Supposons maintenant que T possede une CIH. Alors, pour y € A° suffisamment petit,
on déduit de (14.9) que, dans une carte feuilletée isochrone,

(14.10) e(x)(z,1) = (h(2),1).
Ceci a pour conséquence que (7.9) devient
(14.11) e(A) N W;) C Diff} y(X)

ou Diﬁ%’f ~ désigne le groupe des difféomorphismes de X de classe L} qui préservent E et
N et fizent les feuilles de N (c’est le sens de I'exposant 0 dans la notation). Donc (7.12)
est en fait

(14.12) e(x) - w = e(x)w

pour w dans A
En résumé,

Corollaire 14.5. Supposons T Levi-plate et admettant une CIH. Alors l'application e est
a valeurs dans les difféomorphismes de X fizant E et N et l'action (7.12) coincide avec
l’action standard des difféomorphismes.

Ainsi, dans le cas Levi-plat, on identifie deux structures polarisées proches si elles
sont CR-isomorphes et non pas si elles induisent le méme feuilletage transversalement
holomorphe.
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15. LE CAS DES SUSPENSIONS A BASE COMPLEXE

Dans cette situation, on va pouvoir donner une tres jolie description de l'espace K.
Commencons par observer le

Lemme 15.1. Soit X une suspension a base complexe B. Alors la structure polarisée
induite admet une CIH.

Preuve. Notons 7 la submersion de X sur B. Il découle de la construction rappelée en
section 4 que

(15.1) E ~ n*TB.

Il suffit maintenant de prendre une connexion quelconque sur T'B et de la relever a E via
(15.1). O

Enoncons le

Théoreme 15.2. Soit X une submersion a base complexe. Soit K; ’espace local de
structures polarisées proches de T
Alors K, s’identifie naturellement a [’espace de Kuranishi de la base B.

Le mot “naturellement” prendra tout son sens dans la preuve. Mais avant de passer a
celle-ci, donnons un exemple frappant d’application du théoreme.

Feuilletages linéaires sur le tore T3. Soit E, la courbe elliptique de module 7 € H.
Soit I' le groupe d’automorphismes du revéetement

(15.2) C* —E,.

Fixons un réel « et définissons la représentation
(15.3) p:pEL~Tr— ([x] €ER/Z v [z + pa] € R/Z) € Diff(S").

La suspension
(15.4) X=E, x,S$

est un tore réel T muni d’'un feuilletage F par cercles et d'un feuilletage transverse G
dit linéaire. Si « est un rationnel p/q, alors les feuilles de G sont toutes compactes et
isomorphes a la méme courbe elliptique E,, un revétement de degré g de E.. Si « est
irrationnel, toutes les feuilles de G sont denses et isomorphes a C*.

Par application du théoreme 15.2, 'espace K; de déformations a type constant s’identifie
a I’espace de Kuranishi de E,, c’est-a-dire a un voisinage de 7 dans le demi-plan de Poincaré
H.

Le point remarquable est que cet espace de déformations est totalement indépendant de
la pente a.

Il est instructif de comparer cet espace avec celui des déformations de la structure CR
E a type différentiable fixé, i.e. de ’ensemble des structures CR Levi-plates proches de F
et induisant le méme feuilletage.
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Lorsque « est rationnel, alors cet espace s’identifie a ’espace des lacets C'° a valeurs
dans H proches du lacet constant égal a o (cf. [Me2]).

On trouve dans [Sl] des calculs de cohomologie qui montrent que, dans le cas irrationnel,
cet espace dépend des propriétés arithmétiques de a. 1l est de dimension 1 lorsque « vérifie
une condition diophantienne. Lorsque cette condition n’est pas vérifiée, on ne connait pas
cet espace, mais les calculs de [S]] effectués dans un cas tres proche suggerent fortement
qu’il est de dimension infinie.

Pour comprendre le lien entre [Sl] et le théoreme 15.2, il suffit de se rappeler que nous ne
considérons que les structures CR polarisées proches de E et induisant le méme feuilletage.
Ainsi I'espace des structures polarisées est un sous-espace parfois strict de 'espace des
structures CR Levi-plates proches a type différentiable fixé.

Plus précisément, tenant compte de la proposition 3.1, on voit que, dans le cas rationnel,
le fait d’étre polarisée implique que toutes les feuilles de G doivent étre isomorphes a la
méme courbe elliptique. Dans ’espace des lacets précédemment décrit, on ne voit donc que
les lacets constants proches de o. Plus encore, le fait d’étre polarisé entraine que la feuille
doit admettre un quotient fini d’ordre ¢ (le dénominateur de la pente a). En d’autres
termes, on ne déforme pas la feuille [E, arbitrairement, mais on déforme le revétement
E, — E. de degré q. Voila pourquoi ’'on tombe a la fin sur un voisinage de 7 dans H.

Enfin, dans le cas irrationnel, les structures polarisées sont également les structures CR
qui sont invariantes par le groupe I', donc descendent a la courbe [E,.

Preuve du théoréme 15.2. Appelons comme d’habitude J l'opérateur CR et appelons Jpg
I'opérateur complexe de B. La submersion 7 est une submersion CR au sens ou elle
envoie chaque feuille de G holomorphiquement sur B. On peut donc choisir un modele
différentiable dans lequel

(15.5) J = (mg) Js
ce qu’on peut reformuler en
(15.6) T Ey = E
ol E%’l est le sous-fibré des champs (0,1) de Jp.
On note A, Iespace des p-formes sur By & valeurs dans Eg°. Tl résulte de (15.6) que
(15.7) AP =g AR

En effet, une p-forme isochrone sur X se reléve en une p-forme isochrone I'-invariante sur
B x F. Mais sur un tel produit, le caractére isochrone signifie la constance sur les fibres
F'. Et une p-forme I'-invariante et constante sur les fibres F' n’est rien d’autre que le relevé
d’une p-forme sur B.

Par ailleurs I'opérateur 0 descend lui aussi comme opérateur 0 de B; et son dual fait de
meme.

On voit donc au final que

(15.8) m(K) ={we Ay, | Ow+[w w]=0w=0}
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On serait alors tentés de conclure directement qu’il s’agit de ’espace de Kuranishi de B
en comparant (15.8) avec les définitions formellement identiques de [Ku2| et [Ku3].

Il y a toutefois un petit probleme. Dans la définition de I’espace de Kuranishi 'opérateur
0" est le dual de l'opérateur 0 en tant qu’opérateur différentiel. Or dans notre cas, nous
avons utilisé (cf. (8.15), (8.16) et la remarque qui suit) 'adjoint de Hilbert. Ce ne sont pas
du tout les mémes opérateurs!

Pour surmonter ce probleme, notons tout d’abord que le groupe Diﬂ%’f (X)) consiste en
des difféomorphismes qui sont constants sur les fibres F et donc se projette sur Diff'(B).
En tenant compte des corollaires 13.3 et 14.5, on en déduit que 'espace 7, K est un espace
de déformations de B complet en Jp.

Mais alors la théorie classique de Kodaira-Spencer permet de conclure que 7, K; est
isomorphe a ’espace de Kuranishi de B si nous arrivons a montrer que la dimension de son
espace tangent de Zariski en Jg est égale a la dimension du premier groupe de cohomologie
H'(B,0) de B a valeurs dans le faisceau © des champs holomorphes.

Ce groupe peut se calculer, via les isomorphismes de Dolbeault et en tenant compte de
(15.7), en prenant le quotient du noyau de 'opérateur 0 sur A par I'image de 0 sur A% ou
encore, ce qui ne change rien, par le quotient du noyau de I'opérateur 0 sur A} par 'image

de O sur A ;.
Maintenant, on montre facilement, grace a (11.8) et (11.2), que le noyau de I'opérateur
A sur A} coincide exactement avec ce quotient. Or d’apres (12.1), le noyau de A est la

dimension de Zariski de K;. Ce qui termine la preuve. [J
Corollaire 15.3. Sous les hypothéses du théoréeme 15.2, ’espace K, est indépendant de .

Preuve. Soient [ # [I'. 11 suffit de composer les deux isomorphismes naturels de la preuve
du théoreme 15.2 pour obtenir un isomorphisme entre K; et K. [

Corollaire 15.4. Dans le cas particulier ou T est une structure CR polarisée de codimen-
sion zéro, l'espace K, (et l'espace K} qui lui est égal) s’identifient d l’espace de Kuranishi
de la variété complexe compacte (X, T).

Ainsi les théoremes 10.1 et 13.1 sont bien des généralisations du théoreme de Kuranishi.

ITI. VARIETES CR G-POLARISEES

Dans toute cette partie, G est un groupe de Lie réel connexe de dimension d. On notera
® son algebre de Lie et exp son application exponentielle.

16. VARIETES CR G-POLARISEES

Définition. Une variété lisse compacte X de dimension 2p + d est une variété CR G-
polarisée si elle est munie

(i) d’'une action localement libre de G.

(ii) d’une distribution CR E de dimension 2p transverse aux orbites de G et respectée par
I’action.
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Lorsque d vaut 0, le groupe G est réduit a un point et une variété CR G-polarisée n’est
rien d’autre qu’une variété complexe.

Lorsque p vaut 0, le groupe G a méme dimension que X, si bien qu'une variété CR
G-polarisée est alors une variété homogene (réelle) G/I" avec T réseau de G.

Ainsi cette notion est en quelque sorte une interpolation entre variété complexe et variété
homogene. Nous verrons cependant dans les sections suivantes qu’elle est en fait plus proche
des variétés complexes.

L’action localement libre de GG induit un feuilletage réel F sur X et on a une décompo-
sition du fibré tangent

(16.1) TX =TF & E.
De plus, la G-invariance du point (ii) signifie que
(16.2) (). E% = E%  pour tout g € G

ou ¢- désigne l'action de g sur X.

Proposition 16.1. Une variété CR G-polarisée est une variété CR polarisée par N = T F.

Preuve. Le pseudo-groupe d’holonomie de F est constitué d’éléments de G agissant sur
le fibré normal. Il résulte donc de (16.2) que F est transversalement holomorphe et que
E' est une réalisation intégrable de sa structure holomorphe transverse. On conclut par le
corollaire 3.2. [

On peut construire sur X des cartes feuilletées de la maniere classique suivante. Etant
donné x € X on se donne une section locale transverse au feuilletage

(16.3) i: (CP,0) — (X, 2)
et on pose
(16.4) (2,t) € U X & — (expgt) -i(2) € X.

Nous appellerons de telles cartes G-adaptées.
Finissons cette section en indiquant quels exemples de la section 4 sont G-polarisés.

Variétés sasakiennes. C’est I'exemple standard de structure CR G-polarisée. Ici, le
groupe G est R qui agit sur X via le flot du champ de Reeb défini en (4.3). Nous avons
déja vu en section 4 que ce flot préserve la structure CR.

Structures CR de codimension réelle une invariantes sous l’action d’un flot
transverse. Elles sont, elles aussi et pour les mémes raisons, automatiquement R-polari-
sées, cf. section 4.
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Feuilletages transversalement holomorphes de codimension complexe une. Nous
avons vu en section 4 qu’un tel feuilletage donnait automatiquement une structure CR
polarisée sur X, en choisissant une distribution E transverse. Mais cette fois une telle
structure n’est pas forcément G-polarisée. D'une part, il faut que ce feuilletage provienne
d’une action localement libre d'un groupe G. D’autre part, méme en supposant une telle
action, il faut encore que G préserve la structure CR sur E, condition qui va dépendre
fortement du choix de cette distribution transverse.

Suspensions a base complexe. Elles deviennent G-polarisées lorsque la fibre F' est un
groupe de Lie G, forcément compact, et que la représentation p est a valeurs dans les
translations du groupe.

17. LE G-CONE ET LES G-FIBRES PLATS

Ainsi que nous 'avons rappelé en section 4, une variété riemannienne est sasakienne
si son cone riemannien (4.1) admet une structure kdhlérienne invariante par dilatations.
Dans le cas abélien, les variétés CR G-polarisées admettent une caractérisation analogue.
Pour I'énoncer, nous avons besoin de quelques définitions.

Définition. Soit X une variété lisse. On appelle G-cone de X le fibré trivial G x X — X.
On le notera Cq(X).

Pour faire court, on appellera G-fibré un fibré principal de fibre et de groupe structural
G. On rappelle qu'un G-fibré est plat s’il possede une connexion de courbure nulle. Un
G-fibré plat sur une base simplement connexe est trivial [No, Ch. II, §8]. Tout G-fibré plat
sur X est donc quotient du G-cone de son revétement universel X.

Définition. Soit m: P — X un G-fibré plat sur une variété lisse X et soit H C TP une
connexion de courbure nulle. Soit J une structure complexe sur P. On dira que

(1) J est invariante par translations si J est invariante par l'action naturelle de G sur les
fibres de P.
(ii) J est orthogonale aux fibres si

(17.1) v e Kerdr = Jv € H.

Observons que, si P possede une structure complexe orthogonale aux fibres, les fibres
de P sont totalement réelles dans P, i.e. pour tout x € X, le fibré tangent complexe de la
fibre en x est réduit a zéro:

(17.2) Tr Y (z)nJT7 Y (x) = {0}.

Lorsque P est le G-cone de X, la condition d’orthogonalité aux fibres se réécrit plus
simplement. Ecrivant abusivement

(17.3) TCo(X)=TXd®
on demande que
(17.4) J(B) CTX.
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La propriété fondamentale des variétés G-polarisées abéliennes est la suivante.

Théoréeme 17.1. Soit X variété lisse compacte. On identifie X a Uhypersurface X x {e}
de son G-cone. Soit G un groupe de Lie conneze.

i) Supposons G abélien et supposons que X admette une structure CR G-polarisée (E, J).
Alors J s’étend en une structure complexe invariante par translations et orthogonale aux
fibres sur Cq(X).
ii) Réciproquement, supposons que Cq(X) admette une structure compleze invariante par
translations et orthogonale aux fibres. Alors la structure CR induite sur X est G-polarisée
et G est abélien.

Plus généralement, on a le

Théoreme 17.2. Soit X une variété CR G-polarisée. On suppose G abélien. Soit P un
G-fibré plat sur X et H une connexion plate.

Alors il existe une structure complexe J sur P munie de H invariante par translations
et orthogonale aux fibres. De surcroit, la projection naturelle

(17.5) T H— X
projette J sur la structure CR de X.

et le

Théoreme 17.3. Soit X wvariété lisse compacte. Supposons qu’il existe un G-fibré plat P
sur X de connezxion plate H admettant une structure complexe J invariante par translations
et orthogonale aux fibres.

Alors la projection m,.J (cf. (17.5)) définit une structure G-polarisée sur X. De plus, G
est abélien.

Preuve des théoréemes 17.1, 17.2 et 17.3. Le théoreme 17.1 est une application directe
des théoremes 17.2 (pour la partie 1)) et 17.3 (pour la partie ii)) en utilisant la connexion
triviale (17.3).

Commengons donc par prouver le théoreme 17.2. Soit P un G-fibré plat et H une
connexion plate sur G. Nous allons construire deux types de champs fondamentaux. Soit
¢ € &. On pose d’'une part

d
110 (0.9) € P 600.0) 1= Hi (fpleca(exc(s6) ) € Tioy P
olt Hzg)(w) est le relevé horizontal en (z, g) du vecteur w € T, X; et d’autre part,
. d
(17.7) (#,9) € Pr— &(2,9) = —fs=0 <x,eXpG(85) -g> € Tiug) P.

Par définition, &, est un champ horizontal, tandis que £* est un champ vertical.
Appelons comme d’habitude J la structure CR. On étend J a P de la maniere suivante.
On pose d’une part

(17.8) J(r,g)’l} = H(r,g) (Jx(w*v))
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pour v € H(, 4 vérifiant m,v € E; et d’autre part

(17.9) JE =& et JE ==&,

pour £ € &. On obtient ainsi un opérateur presque complexe sur P.
Montrons qu’il est intégrable. Pour cela, notons que

(17.10) TP = H* @ Vectc{& +i&* | €€ &}

ot H%! est le relevé horizontal de E%!.

Observons que H%! est involutif puisque E%! I'est et que la connexion est plate. Placons-
nous localement et utilisons les champs e;. Soit & € &. Comme ’action de G préserve E%!,
on a la propriété infinitésimale (cf. (4.4) et (4.6))

(17.11) [ej, M) € E™

et comme par définition 7., est dans N, on a de plus
(17.12) e, &) € B NN = {0}
d’ou

(17.13) [He;, & = 0.

Maintenant, la définition (17.7]) montre que £* ne dépend pas des coordonnées en X. En
fait, c’est immédiat si le fibré est trivial; et c¢’est une propriété qui passe aux quotients par
un groupe discret, donc c’est vrai pour tout fibré plat. Ainsi

(17.14) [He;, "] = 0.
Enfin, on a, pour tout & € &, et tout n € &,
(17.15) €] = 0.

On conclut de (17.15), (17.14) et (17.13) et de la commutativité de G que TP%! est
involutif.

Les définitions (17.6) et (17.7) impliquent immédiatement que la structure complexe
ainsi définie est orthogonale aux fibres. Enfin, on déduit de (17.14) et (17.15) et de la
commutativité de G que

(17.16) (¢, TP c TP™

pour tout £ € &, donc que la structure J est invariante par translations. Le théoreme 17.2
est démontré.

Montrons maintenant le théoreme 17.3. Soit X variété lisse compacte. Supposons qu’il
existe un G-fibré plat P sur X de connexion plate H admettant une structure complexe .J
invariante par translations et orthogonale aux fibres.

Pour tout & € &, on définit £* comme en (17.7), et on pose

(17.17) ¢ = JE"

La propriété d’orthogonalité aux fibres signifie que &, est un champ horizontal. L’invariance
par translations implique que les &, sont G-invariants. On en déduit que

(17.18) [&n ] =0
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puis, en écrivant la nullité du tenseur de Niejenhuis,

(17.19) €5 0] = =& nl.

Mais, le premier crochet est vertical, et par platitude le deuxieme horizontal, donc ils
sont en fait nuls. Ceci prouve que G est abélien, mais aussi que ’ensemble des champs
&, lorsque £ varie dans & forme une sous-algebre de Lie des champs de vecteurs de X
isomorphe a &. Autrement dit, on définit ainsi une action de G sur X. Comme ces champs
ne s’annulent pas, cette action est localement libre.

En outre, on vérifie aisément que, si I’'on pose

(17.20) CH:=HnNnJH

alors d’une part on a

(17.21) CH={v+JV(Jv) | veH}

pour V projection verticale de H @& & sur &; et d’autre part, on en déduit que
(17.22) H=CH®®J&.

On peut donc définir

(17.23) H" .= {v+iJv | veCH}

et la projection

(17.24) E% =7, H™

munit X d’une structure CR transverse au feuilletage défini par 'action de G.

La propriété d’invariance par translations signifie que cette structure est invariante par
I'action de G. 1l s’agit donc bien d’une structure CR G-polarisée et le théoreme 17.3 est
démontré. [J

18. VARIETES CR G-POLARISEES ET VARIETES COMPACTES COMPLEXE

Le but de cette section est d’associer a une variété CR G-polarisée des variétés compactes
complexes.
Le premier résultat est le

Théoreme 18.1. Soit X une variété CR G-polarisée. On suppose G compact de dimension
paire. Alors X est une variété compacte compleze, la structure CR sur E est induite de X
et le feuilletage F est holomorphe.

Preuve. Par le fameux théoreme de Samelson [Sa], G possede une structure complexe .J
invariante par les translations a gauche. Comme 'action de G sur X est localement libre,
les champs fondamentaux de 'action

(18.1) E(x) = (i (exp(s€) x)) pour{ € &, z € X

ds|s=0
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ne s’annulent pas si bien que 'on peut définir une structure presque complexe le long des
feuilles de F par

(18.2) Jr& = (JE)..
Comme par ailleurs,

cette structure est intégrable et on munit ainsi F d’une structure complexe. Maintenant,
on a

(18.4) TX =E®TF
si bien qu’on peut définir
(18.5) Ix =J D Jr

sur X. Il reste a vérifier que cette structure presque complexe est intégrable. Mais lo-
calement les champs (0,1) de E sont engendrés par les e; et les champs (0,1) de F par
les

(18.6) &, +i(JE), £E®.

Or, les premiers sont stables par crochet par intégrabilité de la structure CR de F, et on
vient de montrer que les seconds le sont. Enfin, les crochets

(18.7) [ei, & +i(JE).]

restent (0,1) par G-invariance de E®' (cf. (17.11)). Par définition cette structure est
feuilletée et F est donc holomorphe. Enfin, par définition, elle induit la structure .J
sur £. U

Corollaire 18.2. Si G est compact, alors X ou X x S' admet une structure complexe
telle que la structure CR sur E soit induite de X et telle que le G-feuilletage F de X,
respectivement le G x S'-feuilletage de X x S' soit holomorphe.

Preuve. Pour G de dimension paire, c¢’est exactement le théoreme 18.1. Si G est de
dimension impaire, alors G x S' agit localement librement sur X x S!. Il suffit maintenant
de transporter la structure CR de X sur X x S! en faisant agit G x S' sur X x {e} C
X x S! pour obtenir une G x S'-polarisation de X x S!. On conclut de nouveau par le
théoreme 18.1. [

Remarquons que la preuve du théoreme 18.1 n’utilise pas la compacité et s’étend au cas
ou G est non compact mais admet une structure de groupe de Lie complexe, ou tout au
moins une structure complexe invariante par translations a gauche. On a donc

Corollaire 18.3. Soit X une variété CR G-polarisée. On suppose que G admet une
structure complezxe invariante par translations a gauche. Notons G cette variété compleze.
Alors,

(1) La variété X est une variété compacte complexe Xc, la structure CR sur E est induite
de X¢ et le feuilletage F est holomorphe.
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(i) Soit P un G-fibré principal plat sur X. Alors il existe une structure complexe sur P
telle que la projection naturelle sur X soit un fibré holomorphe localement trivial de base
Xc, de fibre G¢ et de groupe structural G.

Remarque. Pour que le (ii) soit valable, il faut supposer que le groupe structural de P
agisse a gauche sur les fibres de P.

Preuve. 11 nous reste uniquement & montrer le (ii). Recouvrons P de cartes locales de
fibré, i.e. localement difféomorphes a X x G. Comme le fibré P est plat, on peut supposer
les changements de cartes du type

(18.8) (z,9) — (¢(x),9(x) - g)

avec 1 localement constante. On munit P localement de la structure complexe produit des
cartes. Les changements de cartes (18.8) préservent cette structure complexe, puisqu’ils
sont constitués d'une part de changements de cartes holomorphes de X, d’autre part de
translations a gauche de G localement constantes. [

En particulier, le corollaire 18.3 s’applique au cas G abélien de dimension paire et per-
met de munir tout G-fibré plat sur X d’une structure complexe. Il est particulierement
intéressant de comparer cette structure a celle donnée par le théoreme 17.2.

Proposition 18.4. Soit X une variété CR R™-polarisée. Supposons m pair. Soit P un
G-fibré plat sur X. Alors, la structure complexe de P donnée par le théoreme 17.2 n’est
pas biholomorphe a celle donnée par le corollaire 18.5.

Preuve. On constate que la structure complexe du théoreme 17.1, i) est orthogonale aux
fibres de Cgm(X) — X; alors que celle du corollaire 18.3 est une structure de fibré holo-
morphe principal sur cette projection. [

Remarque. Lorsque G vaut R, il existe également deux structures complexes sur le R-
cone de X: celle donnée par le théoreme 17.1, i) et celle donnée par le corollaire 18.2 (en
passant au revétement X x R — X x S'). Mais une lecture attentive des preuves de ces
deux résultats montre qu’elles sont biholomorphes.

Dans certains cas, on peut associer a X une autre variété compacte complexe. La
définition suivante est consistante avec [Sp] et [B-GJ.

Définition. Une variété CR G-polarisée X est dite réguliere lorsque 'action localement
libre de G sur X provient d’une action libre d’un groupe compact H = G/T" pour I réseau
de G. On appellera quotient réqulier de G' un tel groupe.

Elle est dite quasi-réguliere si 'action provient d'une action avec stabilisateurs finis d’un
groupe compact H = G/T" pour I" réseau de G. On appellera quotient quasi-réqulier de G
un tel groupe.

Enfin, elle est dite irréguliére si elle n’est pas quasi-réguliere.
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Proposition 18.5. Soit X une variété CR G-polarisée réguliere. Soit H un quotient
régulier de G. Alors,

(i) le quotient X/H est une variété compacte complexe Y.
(i) Si de plus G est de dimension paire, alors la projection X — Y est un fibré holomorphe
H-principal.

Preuve. L’action de H est libre et propre par définition, donc le quotient Y est une variété
lisse. Par ailleurs, H étant quotient de G par un réseau, le feuilletage qu’il induit sur X
est exactement le feuilletage F. Le quotient Y s’identifie donc a ’espace des feuilles de F,
et la structure CR transverse G-invariante descend en une structure complexe.

Pour le (ii), on applique le théoreme 18.1 a H et on note que la structure complexe
ainsi obtenue sur X est préservée par l'action de H. On conclut par le théoreme de
Holmann. [

Ceci motive la

Définition. On appellera variété quotient de X une variété compacte complexe construite
de cette maniere.

Remarque. Lorsque X est quasi-réguliere, on obtient un quotient Y qui est une orbifold.
On peut facilement adapter tous les résultats qui suivent au cas quasi-régulier.

19. LE CAS ABELIEN

Supposons G abélien. Soit X une variété CR G-polarisée. Le théoreme 17.2 entraine
que tout G-fibré plat P sur X admet une structure complexe invariante par translations.
Soit I' un réseau cocompact. Le quotient

(19.1) Z =P/T
ou I' agit sur les fibres de P via son inclusion dans GG, est une variété compacte complexe.

Définition. On appellera variété associée a P une variété compacte complexe construite
de cette maniere.

Par définition, une variété associée a P est un fibré réel G /T-principal sur X. Mais ce
n’est pas un fibré holomorphe sur X, puisque les fibres G /I" sont totalement réelles dans P
(cf. Proposition 18.4).

Placons-nous dans le cas ou 'action de G est réguliere. Soit H le groupe quotient associé.
Nous pouvons donc définir la variété quotient Y. Nous souhaitons maintenant éclaircir la
relation entre P et Y. Le feuilletage de X peut étre remonté a P en utilisant la connexion
plate. Ce feuilletage de P est lui aussi donné par une action dont les champs fondamentaux
sont les images par J des champs fondamentaux de l'action de G sur les fibres de P
(cf. (17.6), (17.7)). Appelons horizontale cette action et werticale 'action sur les fibres
de P.

On peut donc faire agir G x GG sur P, le premier facteur agissant horizontalement et le
deuxieme verticalement. Appelons compléte cette action de G x G sur P.
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Notons que le groupe abélien G x GG a une structure de groupe de Lie complexe obtenue
en décrétant que dans la décomposition de son algebre de Lie

(19.2) R=636

le premier terme est la partie réelle et le second la partie imaginaire. On notera (G x G)¢
ce groupe de Lie complexe.

Observons que la structure complexe de (G x G)¢ descend en une structure de groupe
de Lie complexe sur G x H et sur G/I' x H. On les notera (G x H)¢ et (G/T" x H)c.

Proposition 19.2. Soit X une variété CR G-polarisée réguliere avec G abélien. Soit H
un quotient réqulier de G. Soit enfin P un G-fibré plat sur X. On munit P de la structure
complexe donnée par le théoréme 17.2. Alors

(i) L’action compléte de (G x Q)¢ sur la variété compleze P est holomorphe.
(ii) La variété quotient Y est le quotient de P par l’action compléte de G x G.
(iii) La variété P est un fibré holomorphe principal sur'Y de groupe (G x H)c.
(iv) On a un diagramme commutatif
(

r

_

19.3)

P A
(GXH)C\L l(G/FXH)(C

Y T Y
dont les fleches verticales sont des fibrés holomorphes principauz.

Preuve. On observe que dans la preuve du théoreme 17.2, la structure complexe des orbites
de l'action compléete coincide avec celle de (G X G)¢. De plus, chaque élément de G agis-
sant verticalement agit holomorphiquement, par invariance par translations de la structure
complexe de P. De méme, comme 'action horizontale de GG sur P est infinitésimalement
J fois la verticale, chaque élément agissant horizontalement agit holomorphiquement. Ceci
prouve le (i).

Prenons le quotient de P par ’action compléte en deux temps. D’une part, par définition,
le quotient de P par I'action verticale est X et I'action horizontale descend en I’action de G
sur X. D’autre part, par régularité, cette action se réduit a une action effective de H dont
le quotient est Y. On obtient ainsi un diagramme commutatif (18.3), mais pour l'instant
sans savoir qu’il s’agit d’un diagramme de fibrés.

L’action complete de G x H sur P est une action libre, propre et d’apres le (i), holomorphe
avec orbites qui s’identifie & (G x H)c. Il est alors facile de terminer la preuve. O

Finissons cette section avec ’exemple suivant.

Variétés sasakiennes. Faisons un petit tour d’horizon des notions précédentes lorsque
X est une variété sasakienne. On a alors G = R et le R-cone s’identifie au cone riemannien
(différentiablement, le R-cone n’étant pas muni d’une métrique particuliere) par

(19.4) (x,t) € Cr(X) — (x,expt) € C(X).

Il n’y a pas d’autre fibrés plats, tout R-fibré plat étant automatiquement trivial.
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Le cas régulier (cf. [Sp]) correspond au cas ol le flot provient d’une action libre de S!.
Il est alors bien connu que la variété quotient Y est une variété projective et que X est un
fibré unitaire d’un fibré en droites sur Y. Enfin le cone riemannien muni de sa structure
complexe est le C*-fibré principal associé sur Y (cf. [Sp] pour des énoncés plus précis).

20. VARIETES CR R™-POLARISEES ET VARIETES LVM

Le but de cette section est de relier les variétés CR R™-polarisées et les variétés LVM.
On renvoie a [LdM-V], [Mel] et [M-V] pour une présentation de ces variétés compactes
complexes non kahlériennes. Nous utiliserons directement les notations et résultats de
[M-V].

Pour prendre la mesure du théoreme 20.2 énoncé ci-dessous, remarquons qu’on déduit
facilement de la section 17 le résultat suivant.

Proposition 20.1. Soit Y une variété compacte complexe. Soit m un entier naturel et

sotent L1, ..., Ly, des fibrés en droites sur'Y . Munissons-les de métriques riemanniennes
et appelons Cq, . ..,C,, les fibrés en cercles unitaires associés. Appelons X la variété Cy &
B,

Alors X est une variété CR R™-polarisée réguliere pour H = (S')™. Son R™-cone est
le (C*)™ fibré principal

(20.1) P:=L\{0}®...® Ly \ {0}
et sa variété quotient est'Y .

Preuve. Choisissons un flot engendrant chaque action circulaire sur X. On obtient
ainsi une R™-action sur X dont le quotient est Y. On voit immédiatement que P est
différentiablement le R™-cone de X et que la structure complexe de P est invariante par
translations et orthogonale aux fibres. On conclut par le théoreme 17.1, ii). O

On a méme mieux. Un fibré en cercles sur une variété complexe Y est R-polarisé si et
seulement si c’est le fibré unitaire d’un fibré en droites sur Y. Il s’agit d’une conséquence
directe de [H-S].

Ceci montre qu’il est tres facile de construire des variétés CR R™-polarisées régulieres.
Comme dans le cas sasakien, il est beaucoup plus difficile de construire des exemples
wrréguliers. Pour y arriver, nous allons utiliser les variétés LVM. Rappelons que ces variétés
non kahlériennes possedent toujours un feuilletage transversalement kahlérien donné par
une action de C™. Qui plus est, sous une condition de rationalité dite condition (K), ce
feuilletage est a feuilles compactes (voir [M-V, Theorem A]).

Définition. Soit N une variété LVM. On dira qu’elle vérifie la condition (KO) si
(i) L’action transversalement ké&hlérienne de [M-V, Theorem A] se réduit a une action de

(C)m.
(ii) L’action de (S')™ induite du point (i) est libre.

Nous appellerons action (K0) Paction de (S')™ sur une variété LVM vérifiant la condition
(KO).
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Remarquons que cette condition est loin d’étre vide. En effet, si IV vérifie la condition
(K) de [M-V], le point (i) de la condition (KO0) est vérifié; et si N vérifie la condition de non-
singularité de [M-V, Corollary B, (ii)], elle satisfera de plus au point (ii). Le corollaire H de
[M-V] montre que de tels exemples existent au-dessus de n’importe quelle variété torique
projective lisse, et ce avec un nombre de points indispensables arbitrairement grand (voir
[M-V, Definition 1.8]. Mais remarquons également, et c¢’est fondamental pour la suite, qu’il
y a aussi de nombreux exemples ot N vérifie la condition (K0) mais pas la condition (K),
puisque cette derniere implique que 'action transversalement kahlérienne se réduit a une
action de (S')*™.

On ale

Théoréme 20.2. Soit N une variété LVM vérifiant la condition (KO). On suppose que N
possede au moins un point indispensable. Alors

(1) Le quotient de N par l'action (KO) est une variété CR R™-polarisée X .
(ii) La variété X est quasi-réguliere si et seulement si N vérifie la condition (K).

Ce théoreme donne ainsi de nombreux exemples de variétés CR R™-polarisées irrégulieres.

Preuve. Le quotient de N par l'action libre et propre (KO0) est une variété lisse X munie
d’une action de R™. En effet, I’action holomorphe commutative initiale de C™ sur N est,
de par la condition (KO0), une action commutative de (C*)™. Cette action se décompose
naturellement en laction (K0) d’une part et une action de R™ d’autre part. Ces deux
actions commutant, la R™-action descend a X.

Lemme 20.3. La R™-action sur X est localement libre.

Preuve du lemme 20.3. Elle est induite de la C™-action transversalement kahlérienne qui
est localement libre [M-V, §2]. O

Le quotient X est donc muni d’un feuilletage réel de dimension m. La structure transver-
salement kahlérienne de N descend en une structure transversalement kahlérienne sur ce
feuilletage.

Considérons alors la 2-forme transversalement kéhlérienne w de N (appelée forme d’Euler
canonique dans [M-V]). Lorsqu’on identifie NV différentiablement avec la sous-variété réelle
N de lespace projectif complexe P*~1 (cf. [M-V, formule (8)]), il s’agit simplement de la
restriction & N de la forme de Fubini-Study du projectif.

L’hypothese de I'existence d’un point indispensable entraine que A vit en fait dans un
ouvert affine du projectif, et donc que w est exacte. Soit a une 1-forme de N dont la
différentielle est w. On a maintenant le

Lemme 20.4. On peut prendre o invariante par l'action (KO).

Preuve du lemme 20.4. En fait, si I'on suppose que N est incluse dans la carte affine
(wy, ..., w,_1) de P"~! correspondant & z; = 1, elle s’écrit
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n—1
(202) N = {w S Cn_l ’ A1 + ZAi+1|wi|2 = 0}
i=1
Il résulte de ce qui a été rappelé de la forme w qu’on peut prendre
B 1+ > |Jwl?

Par ailleurs, nous affirmons que 'action (KO0) se fait par multiplication des coordonnées
par des nombres complexes de module 1, donc préserve a.

Pour montrer cela, il faut revenir a la construction des variétés LVM et de I'action
transversalement kahlérienne. Par définition, N est la projectivisation de l'espace des
feuilles de Siegel (i.e. fermées et ne contenant pas l'origine) du feuilletage de C* donné par
I’action

(20.3) a

(20.4) (T,z) e C" x C" +— <zZ exp(A,, T>> e C.

i=1
Nous renvoyons a [M-V, §1] pour plus de détails. En tenant compte du fait que z; est une
coordonnée indispensable, on peut réécrire N comme le quotient d'un ouvert U de C*!

(correspondant aux feuilles de Siegel) par 'action

n—1
(20.5) (T,w) € C" x U — Ap(w) = (w,- exp(A;41 — Al,T>> eU.
i=1
De plus, N s’identifie au modele C* (20.-3).
Ensuite, 'action transversalement kahlérienne est ’action induite sur N par I'action

n—1
(20.6) (S,w) € C" x U — Bs(w) i= (wiexp(R(Aiss — A1), T)) €U
i=1
et I'action (KO0) est la projection & N de (20.6) pour S € (S")™ c C™.
Cette action ne préserve pas directement le modele (20.2). Toutefois, étant donné w € N
et S € (S')™, un calcul direct montre que la feuille de I’action A passant par Bs(w) coupe
N en un point unique égal &

(207) A_S o Bg(w)

Autrement dit, 'action (KO0) transposée au modele (20.2) s’écrit

n—

1
(20.8) (w,S) € N x (SH™ —s <wi exp(S (A1 — Al),iS)> - eN.
Ces formules prouvent ce que nous affirmions: 'action (KO0) préserve la forme (20.3). O

La 1-forme « descend donc en une 1-forme ( sur X. Cette forme n’est, par contre, pas
invariante par le feuilletage de X. Appelons p la projection de N sur X. La différentielle
ps définit un morphisme surjectif

(20.9) py: Ker a CTN — Ker 8 C TX.
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Le point-clef est que ce morphisme envoie la distribution CR de codimension un de N
(20.10) (E,J) = Ker aniKer a

en la distribution CR de codimension m de X

(20.11) (E,J) = p.(Ker aniKer a)

invariante par I’action de R™, et transverse aux orbites de cette action. Ainsi X est munie
d’une structure CR R™-polarisée. Ceci montre le (i).

Maintenant X est quasi-réguliere si et seulement si la R™-action sur X provient d’une
(S')™-action; c’est-a-dire, tenant compte de la condition (KO0) si et seulement si I’action
transversalement kahlérienne sur N est donnée par une action de tores. Or d’apres le
théoreme A de [M-V], c’est le cas si et seulement si la condition (K) est vérifiée. Ceci
montre le (ii). O

Remarque. Contrairement au cas de la proposition 20.1, la variété LVM N n’est pas en
général une variété associée au R™-cone de X, car le fibré en tores N — X n’est pas un
fibré trivial.

Remarque. Ainsi que nous ’avons signalé plus haut, on peut facilement établir une version
orbifold du théoreme 20.2, (i) en relaxant ’hypothese (ii) dans la définition de la condition
(KO0). Tous les résultats de [M-V] sont en effet énoncés pour le cas orbifold. Bien que plus
technique, une telle version a 'avantage de correspondre a une condition (K0) plus facile
a manier.

Remarque. 11 n’est pas clair que le méme type de résultat soit vrai pour les variétés de
[Bo], qui généralisent les variétés LVM. En effet, il n’y a pas d’équivalent connu a la forme
w, car il n’y a pas forcément de feuilletage transversalement kahlérien sur un tel objet, cf.

[CF-Z).
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