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Presentacio i Objectius de Passignatura

El resultat clau del calcul diferencial d’una variable és el Teorema Fonamental del Calcul,
que relaciona integracié i diferenciacié. En el primer capitol trobarem generalitzacions
d’aquest resultat, en el marc de la integral de Lebesgue, i veurem que la resposta involu-
cra classes de funcions amb bones propietats de diferenciabilitat. Algunes d’aquestes
quiestions s’expressen de manera natural en termes de derivades de mesures.
Tradicionalment, molts problemes matematics i models fisics s’han abordat presuposant
hipotesis fortes de regularitat (funcions diferenciables, varietats diferenciables...). Tan-
mateix, especialment durant els dltims vint anys, diverses branques de la matematica
pura i aplicada s’han intercssat per conjunts molt ”irregulars” (fractals), en el sentit que
les eines habituals del calcul diferencial i els conceptes de longitud, area i volum ja no
son suficients per a la seva descripci6. En la segona part del curs s’estudiara una forma
de mesurar aquesta ”irregularitat” i també es veura un petit cataleg de problemes que
originen conjunts ”irregulars”.

Programa

1. Diferenciacid
1.1 Diferenciacié de mesures.
Mesures generals: propietats basiques i construccions. Teoremes de recobriment. Diferenciacié

de mesures. Mesures absolutament continues i singulars. Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym.

Teorema de diferenciacié de Lebesgue. Punts de densitat.
1.2 Diferenciacié de funcions reals.
Funcions continues no derivables en cap punt(I). Funcions monotones. Funcions de variacié

acotada i absolutament continues. El Teorema Fonamental del Calcul reinterpretat. Funcions

lipschitzianes. Teorema de Rademacher.

2. Mesures de Hausdorff, fractals i aplicacions.
2.1 Mesures i dimensi6é de Hausdorff
Motivacions: necessitat de distingir conjunts de mesura zero, dimensions fraccionaries. Definicid,

construccié i propietats basiques de la mesura de Hausdorff. Dimensié de Hausdorff. Exemples.
Conjunts de Cantor.

2.2 Fractals i aplicacions
Altres nocions de dimensié. Autosemblanga. Aproximacié de niimeros irracionals per racionals:

Teoremes de Jarnik. Funcions continues no derivables en cap punt (IT). Camins aleatoris. Tra-
jectories del moviment Brownia. Conjunts de Julia i Mandelbrot.
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Coneixements matematics previs

Calcul diferencial d’una i diverses variables, mesura i integracié de Lebesgue.
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Avaluacio

Examen de problemes al final de curs. Hi haura possibilitat d’obtenir puntuacié adicional
mitjancant la resolucié de problemes.



