CALCUL INFINITESIMAL
Llicenciatura de Matematiques. Curs 2002-2003

OBJECTIUS

El primer objectin d’aquest curs és que ’alumne assoleixi una idea intuitiva
clara del conjunt de nombres reals 1 de les seves propietats. Després, 1 com objectiu
fonamental pretenem que l'alumne comprengui la nocié de pas al limit, tant de
successions com de funcions. Aixo suposa que I’alumne haura de entendre hé aquesta
nocié 1 a més haura de calcular limits més o menys elementals. Finalment I’alumne
haura de comprendre les nocions basiques de I'analisi de funcions d’una variable:
continuitat, derivabilitat i integrabilitat. Aixi mateix haura de coneixer els teoremes
classics sobre aquestes qliestions (Bolzano, valor mig, I’'Hopital, Taylor, Teorema
fonamental del Calcul ...) i aprendre a utilitzarlos.

PROGRAMA DE L’ASSIGNATURA

1. Introduccid intuitiva a les nocions de limit 1 derivada

Representacié grafica de funcions. Nocié intuitiva de limit d’una funcié en un
punt 1 en el infinit. Creixement d’una funcié en un punt, maxims i minims re-
latius. Funcions exponencial 1 logaritmica. Funcions trigonometriques. Nombres
complexos. Successions. Nocid intuitiva de limit d’una successio.

2. Nombres reals

La recta real. Axioma del suprem. Densitat dels racionals. Numerabilitat.
Successions de nombres reals. Limit d’una successié. Successions de Cauchy.
Subsuccessions. Successions monotones. El Teorema de Bolzano-Wierstrass. El
nombre e.

3. Funcions 1 continuitat

Funcions reals de variable real. Limit d’una funcié en un punt. Propietats
algebraiques dels limits. Limits laterals i en el infinit. Continuitat d’una funcié
en un punt. Funcions monotones i les seves inverses. Teorema de Bolzano.
Teorema de Wierstrass

4. Funcions elementals

Les funcions exponencial 1 logaritmica. Funcions trigonometriques.

5. Derivabilitat



Definicié de derivada. Interpretacié geometrica. Propietats algebraiques de la
derivada. Regla de la cadena 1 derivada de la funcié inversa. Derivades de les
funcions elementals.

Extrems relatius 1 anul.lacié de la derivada. Teoremes de Rolle 1 del valor mitja.
Monotonia 1 derivacié. Regla de 1’Hopital.

. Convexitat

Definici6é de convexitat. Derivades successives. Caracteritzacio de la convexitat
en termes de la segona derivada.

. Aproximacié polinomica

Ordre de contacte de dues funcions en un punt. El polinomi de Taylor. Carac-
teritzacio de extrems relatius. Formules del reste. Nocio de funcié analitica.

. Integral de Riemann en una variable.

Construccié de la integral de Riemann. Funcions integrables. Propietats de
la integral. Teoremas fonamentals del Calcul Integral. Teorema del canvi de
variables. Integracio per parts. Sumes de Riemann. Calcul d’arees planes.
Longituds de grafiques, volums i arees de revolucio.

. Calcul de primitives.

Primitives elementals . Primitives de funcions racionals 1 trigonometriques.
Primitives de funcions irracionals.
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AVALUACIO

El primer punt del programa s’avaluara mitjanca un examen parcial al mes de
novembre que tindra un pes del 10% en la nota final. Al mes de febrer hi haura un
examen que avaluara el segon punt del programa. La nota d’aquest examen tindra
un pes del 15% en la nota final. El mes de Juny hi haura un segon examen parcial
que avaluara la resta del programa. La nota d’aquest darrer examen tindra un pes
del 60%. Independentment d’aquest procés qui ho prefereixi es podra presentar a
un examen global que tindra un pes del 85%. En qualsevol dels casos el 15% restant
s’obtindra de ’avaluacié d’entrega de problemes durant el curs.



[. La recta real

Considerem una recta. Es ben conegut que a cada nombre racional se li pot
associar un punt de la recta. El metode és ben simple. Es comenca escollint un
punt de la recta que anomenarem l'origen i al qual li assignem el nombre racional
0. Després s’escull un altra punt a la dreta de l'origen que anomenem el punt unitat
1 1i assignem el nombre 1. Al natural n 1i assignem el punt a la dreta de 'origen
tal que el segment que uneix 'origen amb el punt té una llargada que és n vegades
la llargada del segment que uneix l'origen amb el punt unitat. Al nombre racional
p/q > 0 1i assignem el punt final d'un segment que comenca a 'origen, acaba a la
dreta del origen i té de llargada la g-ésima part del segment que comenca a l'origen 1
acaba en el punt que hem assignat al racional p. Al racional —p/q li assignem el punt
simetric respecte de l'origen del punt que hem assignat a p/q. Observem que via el
Teorema de Tales tota aquesta construccio es pot fer amb regla i compas.

Observem per altra banda que un cop pres un origen hi ha definida una suma entre
punts de la recta que és compatible amb 1’assignacié que acabem de fer de racionals.
Per altra banda si considerem l'ordenacié natural de la recta (en la que un punt és
més gran que un altre si esta situat més a la dreta) aquesta és també compatible
amb l'ordenacié dels racionals. Hom podria estar temptat de pensar que aquesta
assignacio omple tots els punts de la recta, és a dir que a cada punt de la recta se li
pot associar un racional. Aixo no és cert. Es a dir hi ha més punts a la recta que
els que hom obté amb 'assignacié de racionals. Per veure aixo, considereu el triangle
rectangle isosceles que té per catets el segment unitat. Aleshores I'hipotenusa té per
llargada un nombre que elevat al quadrat déna 2. Aquest nombre correspon a un cert
punt de la recta (el punt obtingut al traslladar la hipotenusa al origen de la recta).
Veiem que no hi ha cap nombre racional amb aquesta propietat:

Proposicié 1. No hi ha cap nombre racional x, tal que z? = 2.

Prova. La prova d’aquest resultat es basa en el fet de que el quadrat d’un nombre
parell és parell 1 el quadrat d'un nombre senar és senar. Suposem per arribar a
contradiccié que x> = 2 amb = = p/q racional. Podem suposar p,q > 0 i primers
entre si. Tindrem aleshores 1;—2 = 2 iper tant p? = 2¢%. Tindrem doncs que p? és parell
1 per tant p és parell. Podem posar p = 2r amb r natural. Substituint a ’expressio
anterior obtenim 4r? = 2¢? d’on ¢* = 2r?. Pero aleshores ¢? és parell i per tant g és
parell. Obtenim aixi que tant p com ¢ son parells, en contradiccié amb el fet de que
p i q els haviem triat primers entre si. O
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Aixi doncs els nombres racionals son insuficients per descriure el conjunt de punts
de la recta. Per descriure tots els punts de la recta cal una classe més amplia de
nombres que anomenarem nombres reals. No farem aqui una construccié rigorosa
d’aquest conjunt de nombres. Simplement enunciarem les propietats que els defineixen
i ens creurem que aquest conjunt de nombres és una bona representacié dels punts
de la recta.

Per definir els nombres reals necessitem unes definicions previes.

Definicié. Sigui (K, +,-) un cos. Diem que K amb una relacid d’ordre total (<), és
un cos ordenat si es verifiquen les sequents propietats:

(1) Six,y,z € K iz <y aleshores v + z < y + z.

(2) Siz,ye K tx,>0 1y >0 aleshores x -y > 0.

Si K és un cos ordenat aleshores sempre es pot pensar que conté Q. En efecte si
designem per 0 el element neutre de K respecte la suma 1 per 1 el element neutre de
K respecte el producte podem designar per n al nombre resultant de sumar 1 amb
ell mateix n vegades, 1/n al seu invers respecte el producte etc...(perque cal que K
sigui un cos ordenat per poder seguir aquest procediment?)

Definicié. Sigut K un cos ordenat i« A C K. Diem que A estd acotat superiorment
(resp. inferiorment) si existeiz M € K, que anomenarem cota superior (resp. cota
inferior) de A, tal que x < M (resp. v > M ) per tot x € A.

Definicié. Sigui K un cos ordenat i A C K acotat superiorment (resp. inferior-
ment). Diem que o cota superior (resp. inferior) de A és el suprem (resp. infim) de
A st qualsevol cota superior (resp. inferior) 3 verifica 3 > o (resp. B < a). El suprem
de A i el infim de A, quan existeizin, els designem per sup A i inf A respectivament.

Clarament el suprem d’un conjunt si existeix és unic. En un cos ordenat qualsevol
el suprem d'un conjunt acotat superiorment no té per que existir, com mostra el
segiient exemple.

Exemple. A Q considerem el segient subconjunt:
A={ze€Q: 2° <2, x>0}
A esta acotat superiorment pero no té suprem.

Prova. Veiem que A esta acotat superiorment. De fet qualsevol nombre y tal que
y > 0, y> > 2 és una fita superior. Denotem per B aquest conjunt. Observem
que com que no hi ha nombres racionals  amb z? = 2, qualsevol racional positiu
pertany o bé a A o bé a B. Suposem que A té suprem i designem-lo per z. Hi ha dues
possibilitats:



(1) z € A. Veurem que aixo no és possible. Sigui 0 < ¢ < 1 tal que ¢ <
Aleshores

(z+ef=2"+2ze+e?=2"+e(2z24e) <2 +e(2x+1) <P +2 -2 =2,
Aleshores (z + ¢) € A el que contradiu que z sigui una cota superior de A.
(2) z € B. Aix0 tampoc és possible. Sigui 0 < ¢ < z tal que € < 222—;2 Tindrem
(2—6)2222—226+€2>2’2—22€>22+2—22:2.

Aixi (z —e) € B el que contradiu que z sigui la més petita de les cotes superiors

de A.
Concloem doncs que A no té suprem. O

El segiient teorema no el demostrarem i simplement ens el creurem. Podeu trobar-
ne la demostracié al Spivak (Capitol 28).

Teorema 2. Ezisteix un inic cos ordenat amb la propietat de que tot conjunt acotat
superiorment té suprem.

"El” cos ordenat que té la propietat de que tot conjunt acotat superiorment té
suprem "anomenem el cos dels nombres reals i el denotem per R.

Exercici. Demostreu que a R tot subconjunt acotat inferiorment té infim.
Definicié.Donats * < y € R definim:

(r,y)= {z€R: z<z<y}
[v,y]= {z€R: 2 <2<y}
[z,y)= {zeR: 2 <z<y}"
(r,y]= {z€R: z<z<y}

A aquests conjunts els anomenem respectivament interval obert, interval tancat i
intervals semioberts d’extrems x 1 y.
El suprem d’un conjunt té la segiient propietat que farem servir sovint.

Lema 3. Si o = sup A aleshores per tot ¢ > 0 I'interval (o — ¢, o] conté punts de A.
Prova. Es deixa al lector. Enuncieu també la propietat corresponent per I'infim. [

Com tot cos ordenat R conté a (). Conté algun element més ja que R té la propietat
del suprem i Q no. Els nombres reals que no sén racionals els anomenem irracionals.
(Exercici: Adapteu el que hem fet per veure que el subconjunt A de Q no té suprem,
per provar que el suprem de A en els reals, que podem seguir anomenant z verifica
que z? = 2. Aquest nombre irracional el denotem per \/5) Es natural preguntar-se
com estan barrejats els racionals 1 els irracionals. Per respondre aquesta pregunta
abans hem d’establir el que es coneix com la propietat arquimediana de R.



Proposicié 4. Els naturals no estan acotats superiorment a R.

Prova. Suposem que N esta acotat superiorment i sigui o = sup N. Aleshores, pel
Lema 3, (a — 1/2, a] conté un natural z. Pero aleshores a < z + 1 € N. Contradiccié
amb el fet de que a = sup N. O

Proposicio 5. Entre dos nombres reals sempre hi ha un racional © un irracional.

Prova. Siguin z,y € R. dos nombres reals. Per la proposicié anterior podem triar
n € N tal que n > y_% Sigul ara un nombre natural m tal que m — 1 < nx < m.
Llavors tindrem:

m m—1 m

N — S r < —

non n n

d’on resulta

m 1
r<< —<zrx+—-—<zct+y—x=y.
n n

Obtenim aixi un racional entre x 1 y. Per trobar un irracional entre x 1 y, sigui ara
z > 0 un irracional qualsevol i considerem linterval (zz,yz). Pel que hem vist abans
hi ha un racional s € (zz,yz). Aleshores 2 € (z,y) 1 2 és irracional. O

Definicié. El valor absolut d’un nombre real x que denotem per |z| es defineiz com

x st x>0,
o] =

—x stx <0.

El valor absolut es una funcié important perque de fet ens permet donar una
expressié de la distancia entre dos punts de la recta. En efecte sembla natural definir
la distancia entre dos punts z,y com |z — y|.

Lema 6. El valor absolut té les sequents propietats:
(1) |x| >0, i|z| =0 siinomés si z = 0.
(2) lzy| = |||yl

(3) Desigualtat triangular:
|2+ yl <[]+ |yl

per tot z,y € R.

Prova. Es deixa al lector O

Definicié. Un entorn de x € R és un interval obert qualsevol que contingui x. Un
semientorn de x es un interval del tipus (a,z] o [z,b).



Sovint els entorns es prenen centrats en el punt és a dir del tipus (v — e,z + ¢)
amb € > 0. Fixem-nos que aquest tipus d’entorns estan constituits per els punts que
estan a distancia més petita que ¢ de x. Es a dir

(z—e,o+e)={yeR: |ly—z| <e}.

Com ja sabem a cada nombre racional se li pot assignar una successié de nombres
naturals (més petits o iguals que 9) que a partir d'un cert lloc és periodica. Es
el que coneixem com a desenvolupament decimal d’un nombre racional. Aquesta
assignacio es pot fer també per qualsevol nombre real. Es a dir a cada nombre real
se li pot assignar una successié de nombres naturals més petits o iguals que nou que
ara no té perque ésser periodica. De fet sera periodica només en el cas de que el
nombre considerat sigui racional. Aixi doncs podeu pensar els nombres reals com
les expressions decimals generals 1 els nombres racionals com les expressions decimals
periodiques. No provarem aqui aquest teorema, podeu trobar-ne I’enunciat precis i la
demostracio al llibre de J. Ortega (Teorema 1.16).

Veurem ara que de fet hi ha molts més irracionals que racionals. Per veure-ho
necessitem introduir un nou concepte.

Definicié. Sigut A un conjunt. Diem que A és numerable si existeix una aplicacio
bijectiva de A en N.

Obviament un conjunt numerable ha de tenir un nombre infinit d’elements. Ara
bé, com veurem aviat, no tot conjunt amb un nombre infinit d’elements és numerable.
Veiem primer un resultat que en un primer moment pot sorprendre.

Proposicio 7. Tot subconjunt infinit de N és numerable

Prova. Sigui B C N amb infinits elements. Ordenem els elements de B de més petit
a més gran. Aleshores ’aplicacié que assigna a cada element de B el lloc que ocupa
en aquesta ordenacié és una aplicacid bijectiva de B en N. O

Corol.lari 8. Tot subconjunt infinit d’un conjunt numerable és numerable
Prova. Es deixa al lector d

Corol.lari 8. Sigui A un conjunt amb infinits elements. Perqué A sigui numerable,
n’hi ha prou amb que existeiri una aplicacid injectiva de A en N.

Prova. Sigui f : A — N. Aleshores f(A) és un subconjunt infinit. Sigui g 'aplicacié
bijectiva de f(A) en N que ens assegura la proposicié 7. Tindrem que g o f és una
bijeccié de A en N 1 per tant A és numerable. O

Proposicié 9. Si A i B son numerables, aleshores A x B també ho és.

Prova. Sigui ¢ : A — N 1ij : B — N bijeccions i considerem 1’aplicacié F' :



A x B —» N definida per

F(a,b) =2'®3/®)
Noteu que F(a,b) = F(c,d) implica que 2/®3/®) = 21354 | per I'unicitat de de-
scomposicié en factors primers aixo implica que i(a) = i(c) 1 j(b) = j(d). Com que
¢ 17 sén injectives obtenim que (a,b) = (¢, d). Per tant F' és injectiva i A X B és
numerable. O

Teorema 10. Q és numerable.

Prova. A cada nombre racional li podem assignar de manera inica una parella de
nombres naturals primers entre si 1 un signe. Considerem ’aplicacio F' : Q — N
definida per
F(z) 2P37  six =p/q amb p,q >0, p i ¢ primers entre si ,
X =
2r315  six = —p/q amb p,qg>0, p i ¢ primers entre si.

Pels mateixos arguments usats en la proposicié anterior F' és injectiva 1 per tant
Q és numerable. O

Teorema 11. R no és numerable.

Prova. N’hi ha prou amb veure que U'interval (0,1) no és numerable. Usarem la
representacio decimal dels nombres reals. Aixi identifiquem els nombres reals amb les
successions de naturals mes petits o iguals que 9. Suposem que hi hagués una bijeccié
Jj: N — (0,1). Tindrem doncs una llista:

j(1) =alayas...

Jj(2) =dia3ad3...

iB) = aiayag

j(n) = ajajaj

Considerem ara el seguent desenvolupament decimal by, by, b3... b, ... on

1 sial#1,

b; = o
2 st a;=1.

Es clar que aquest desenvolupament decimal no esta a la llista i per tant el nombre
real que representa no esta a la imatge de j. O
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Problemes.

1. Trobeu tots els nombres x per als quals

(a) (x —1)(z —3) > 0.

(b) i-l— - > 0.

() 2

(d) |z —1|+|x—2|>1.

(e) e =1+ ]z +1] < 2.

(f) |z =1| > |z +1].

(g) |"62—3£E|<2

(b) (z—3)* <

(i) |§ii|+|(|31“—1| |5 —2z[)| > 1.

2. Trobeu i dibuixeu els parells (z,y) € R?* que satisfan
2| = [y] Y < =

lzy| = 2 J+1§:c2—l—l
2+ [yl <1 fal =yl =2

3. Demostreu les afirmacions segtents

(a) [z —y| < x|+ |yl.

(b) |~C| ly] < |z —yl.

(o) Izl =yl < |z —yl.

(d) |"6+y+"|<|:c|+|y|+| B

4. Demostreu que si 0 < a < b, llavors

 + b
a<\/£<%<b.

, 2,2
Demostreu també que |zy| < &4

5. Doneu expressions equivalents a les segiients, en les quals no aparegui cap valor

absolut.

(a) |a+b]—[b].
(b) |(|~L|—1 |

(c) [z -

(d) = - I(f— lz]).
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10.

11.

Demostreu que

T+y+ly—z
max(z,y) = 5
: oty —ly—a
min(z,y) = 5 .

- (%)

a) Demostreu que:
(a) q

(z+y)?=2+y* implica =0 ohé y=0
(z+y)P=2>+y® implica 2=0 obé y=0 obé z=—y.

(b) Utilitzant el fet que z*+2zy+y* = (z+y)* > 0 demostreu que 4z +6zy+4y* >
0.

(c) Utilitzeu l'anterior apartat per determinar quan (z + y)* = 2* + y*.

(d) Determineu quan (z + y)° = z° + y°.

Demostreu utilitzat la unicitat de descomposicié en primers quesin € Ni/n € Q
aleshores n = m* per a cert m € N.

Demostreu que si x satisfa
-1
"+ a2+ ..+ ag=0
per a certs enters a,_1 ... aq, llavors = és irracional o enter.

Demostreu les formules segiients per induccio:

(a) ZZ,Z _ n(n + 1)6(2n +1)

i=1

n n

() Y= (>

(c) 2" < (n+ 1)L

Si 0 <k <n, el coeficient binomial (:) es defineix com:

( )

(a) Demostreu que per k =1,... ,n es té

() =(20)+ ()

12



12.

13.

14.

15.

16.

(b) Demostreu per induccié que () és un nombre natural.

(c) Demostreu per induccié el teorema del binomi: si @ i b son nombres qualsevol
i n és un nombre natural, llavors

(a+mnzéz<j)wﬁw

(*)
(a) Demostreu que sim in sén nombres naturals i T:—j < 2, llavors 0 <

2
m
2_'”_2.

(m-|—2n)2

(mtn)? -2 <

(b) Demostreu els mateixos resultats amb tots els signes de desigualtat en sentit
contrari.

c¢) Demostreu que s1 2
(c) q -

< < \/2.

Demostreu la desigualtat de Bernoulli: Si A > —1, llavors (1 + k)" > 1 4 nh.

< V2, llavors hi ha un altra racional ™ que satisfa

Proveu que si un conjunt A C R conté una de les seves cotes superiors, aleshores
aquesta cota superior és el suprem.

Considerem la seguent relacié d’ordre definida en el conjunt N :
n <m<=n ésun divisor de m.

Determineu els subconjunts de N que estan acotats superior i inferiorment i quin
és el seu suprem i el seu infim.

Trobeu el suprem i el infim (quan existeixin) dels conjunts segiients. Decidiu també
quins conjunts tenen un element maxim o un element minim (és a dir decidiu quan
el suprem o el infim pertanyen al conjunt).

{£: neN}.
{£: neZn+#0}
{reQ: 0<z< V2
{z: 22+2z+1>0}
(e) {z: z<0iz*+z—1<0}.
{s +(=1)": neN}L
{3” o046 . ¢ N}

{

241000

322 — 10z +1: =z € R}.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Demostreu que per a qualsevol subconjunts A 1 B de R es té

sup(A+ B) =sup A +sup B inf(A+ B)=inf A+infB .

Proveu que donat z € R, existeix un tinic enter n € Z tal que n < z < n + 1.

Proveu que donat z € R existeix un unic z tal que 0 < Z2 < 1liz—2 € Z. Si
denotem Zz per D(z) demostreu que si z,y son tals que D(z)+ D(y) < 1 aleshores
D(z +vy) = D(z) + D(y).

Demostreu que els segiients conjunts sén numerables:

a) El conjunt dels intervals tancats amb extrems racionals.

(a)
(b) Qualsevol conjunt infinit d’intervals oberts disjunts dos a dos.
(*)

Un nombre real es diu algebraic si es arrel d'un polinomi a coeficients racionals.
Demostreu que el conjunt de nombres algebraics és numerable.

(**) Si en el pla dibuixem una col.leccié de 8’s que no es tallin I'un amb altre
demostreu que n’hi ha com a maxim una quantitat numerable. En canvi podeu
dibuixar una quantitat no numerable de 0’s que no es tallen.
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II. Successions

1. Definicions 1 nocié de limit.

Una successio de nombres reals és una col.leccié de nombres reals numerats. Més
formalment es defineix una successié com una aplicacié a : N — R. Al nombre a(n)
es designa usualment per a,. El que segueixen son diversos exemples de successions:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,... ,n,
1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6,1/7,1/8,... ,1/n,
~1,1,-1.1,—1,1,—1,1,... ,(=1)",
13\/57\3/§7\4/17\5/57"'7C/Ea
1,1,1,1,1,1,1,... ,1,...,
1/2,2/3,3/4,4/5,5/6,... . 5. ...

Diem que la successio {a, } esta acotada superiorment (resp. acotada inferiorment)
si existeix un nombre real K de manera que a, < K (resp. a, > K) per tot n € N.
Diem que la successio esta acotada si esta acotada superior 1 inferiorment. Per que
aixo passi n’hi ha prou amb l'existencia d’un nombre real K positiu tal que |a,| < K
per tot n € N. (Exercici: Investigueu si els exemples anteriors sén o no successions
acotades)

Diem que la successio a,, té€ limit [ 1 escrivim lim a,, = [, si per qualsevol quantitat
positiva tots els termes de la successié tret d’'un nombre finit disten de [ menys que
aquesta quantitat. Més formalment diem que lima,, = [ si per tot ¢ > 0 existeix ng
tal que |a,, —I| < & per tot n > ny. Quan una successié té limit diem que és convergent
(Exercici: investigueu si les successions anteriors sén convergents). Com veurem en
el segiient lema el limit d’'una successio si existeix és unic.

Lema 1. El limit d’una successio si existeir és inic

Prova. Suposem que a 1 b sén limits de la successié a,, 1 suposem per arribar a
contradiccié que a # b. Considerem 0 < ¢ < |a — b|/2. Aplicant la definicié de limit
tindrem que |a, —a| < e per n > ny 1 |a, — b| < & per n > ny. Aixi prenent
n > ng = max(ng,nz) tindrem que |a, —a| < €1 |a, —b| < . Obtenim aixi per
n > ng,

la —b] < |a—an|+ |an —b|] <2e <|a—1D|



el que és un absurd. O
Proposicié 2. lim X = (

n
Prova. Considerem ¢ > (. Sigui ng > % Tindrem si n > ng,

1 1
< —<e&.
n )

O

Lema 3. Si {a,} és convergent aleshores estd acotada. A més si k < an, < K per tot
n € N llavors k < lima, < K.

Prova. Sigui [ = lima,. Prenent ¢ = 1 a la definicié de limit, existira ngo tal que
|a, —I| <1 per tot n > ng. Aixi doncs | — 1 < a,, <141 si n > ng. Considerem ara
k = min{ay,aq,... ,an,,l — 1} i K = max{ay,as,...a,,,[ + 1}. Clarament tindrem

k < a, < K per tot n € N i per tant {a,} esta acotada.

Per provar la segona part del lema suposem que ¢ = lima,, > K 1 sigui ¢ < “_ZK.

Sigui ng tal que |a, — a| < € per n > ng. Aixo implica que a,, > K per n > ng; aixi
obtenim una contradiccié. Per tant « < K. La prova de que a > k és similar. O

Un cas molt particular de successions no acotades es el segient. Diem que la
successié {a,} té limit infinit, i escrivim lima,, = oo si per tot K > 0 existeix ng tal
que a, > K per tot n > ng. (Exercici: Doneu la definicié de lima,, = —o0)

Les successions es poden sumar i multiplicar de manera obvia. Donades dues
successions {a,} i {b,} es defineix la successié suma com la successié que té de terme
enesim la suma de termes enesims. Formalment

{an} + {bn} = {an + bu}.
Definiu vosaltres mateixos el producte de successions.

Lema 4. Siguin {a,} ¢ {b,} successions convergents amb limits a i b respectivament.
Aleshores els sequents fets son certs:

(1) Les successions {a, + b} @ {anb,} son convergents ¢ lima, + b, = a+ b i
lima,b, = a.b

(8) Sia # 0 aleshores a, # 0 per n prou gran i la successié {=} és convergent i

lim1 =1,
Ay a

Prova. (1) Considerem & > 0. Sigui ny tal que |a, — a|] < £/2 quan n > n;. Sigui

nq tal que |b, — b| < £/2 si n > ny. Considerem ara ng = max(n,ny). Tindrem per
n > ng que

lan +bp — (a 4+ D) < |an—a|+ b, —b| < /24 ¢/2 =c.
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La demostracié de que lim a,b, = a.b és un xic més complicada. Com que a, 1 b,
son convergents pel lema anterior existeixen constants positives K7 1 K de manera
que |a,| < K; i |b,| < K, per tot n € N. Considerem ¢ > 0 i siguin ny 1 ny tals que

la, —al| < 215\,.2 sin>nyilb, —b| < 216\,.1 si n > ny. Sigui n > max(ny,ny), tindrem:

by — ab| < |anbn — anb|+ |anb—ab| = |an||bn— b+ [b||an—a| < K= 4+ Kyeo = ¢.

2K, 2K, -

(2) Suposem per exemple a > 0. Sigui € < a/2 i ng tal que |a, — a| < e < a/2.

Tindrem doncs si n > ng que a, —a > —a/2 i per tant a,, > a/2 > 0. Aix{ doncs per

n prou gran té sentit considerar la successié 1/a, 1 1/a, < 2/a. Considerem ¢ > 0 i
sigui ny > ng tal que |a, — a| < a?/2e quan n > n;. Tindrem

2 a*
|1/an —1/a| = [1/an|[1/allan — a| < — ¢ =,
a® 2

per n > n;. U

Ja hem vist que tota successié convergent esta acotada. El reciproc no és pas
cert en general (sabrieu donar un contraexemple?). El seglient teorema afirma que el
reciproc es cert en certes condicions. Per enunciar aquest teorema necessitem introduir
un nou concepte. Diem que la successio {a,} és monotona creizent si a, < an41 per
tot n € N. Diem que la successio {a,} és monotona decreizent si a, > any1 per tot
n € N. Finalment diem que la successié {a,} és monotona si és o bé monotona
creixent o bé monotona decreixent.

Teorema 5. Tota successio monotona i acotada €s convergent

Prova. Sigui {a,} monotona i acotada. Suposem per exemple que {a,} és monotona
creixent (feu vosaltres la demostracié en ’altra cas). Sigui ! = sup{a,} que existeix ja
que la successié esta acotada. Provarem que [ = lima,. En efecte, considerem & > 0.
Observeu que a U'interval (I — ¢, 1] ha d’haver-hi algun terme de la successié. Si no hi
hagués cap terme de la successié aleshores [ — ¢ seria una fita superior de {a,} més
petita que [ en contradiccié amb el fet de que [ és el suprem de {a,}. Sigui ng amb
any € (I —¢,1]. Usant que la successié es creixent i que [ és una fita superior obtenim
que per n > ng
l—e<an <a, <.

Aixi doncs |a, — | < € per n > nyg. ]

El segiient lema és 1util per provar la convergencia de successions.
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Lema 6.

(1) Siguin {an},{bn} @ {cn} tres successions verificant a, < b, < ¢, per tot n € N.
Suposem a més que lima,, = lime, = [. Aleshores {b,} és convergent i limb, =

l.

(2) Siguin {a,} i {b,} dues successions convergents verificant que a, < b, per tot
n € N. Aleshores lima,, < limb,.
Prova. Es deixa al lector. O
En el segient lema s’estudia la convergencia d’algunes successions.
Lema 7.
(1) Sip>0, lim-L =0.
(2) Sip>0, lim y/p = 1.
(3) lim /n = 1.

(4) Siz>1ia€R, lim— =0.

T

(5) Six <1, lima" =0.

Prova. (1) Considerem ¢ > 0 i sigui ng > (1/¢)"/?. Tindrem 0 < % < % < € si
n > ng.

(2) Considerem primer el cas p > 1. Posem z, = /p — 1 i hem de provar que
limx, = 0. Observeu que com que p > 1, z, > 0. Tindrem:

n_ [n n n\
p=(14xz,) —<O)+<1)xn+...+<n>xn>1+n$n,

p—1
—

1 per tant

O<ax, <

Aplicant el lema 6 obtenim limz,, = 0. Si p = 1 el resultat és evident. Sip <1, 1/p >
1 1 aplicant el que hem vist a {”/1/7 hom obté el resultat.

(3) Posem z, = {/n — 1 i haurem de provar que limz, = 0. Observeu que z, > 0
quan n > 1. Tindrem

w=ra = (5)+ (1)et (5 )atet (0)an> 2

1 per tant




Aixi doncs aplicant el Lema 6 i (1) obtenim que limz, = 0.
(4) Sigui k > «, natural i n > 2k. Posem x =1 4 p, amb p > 0. Tindrem:

"= (14p)" = (g) + <T>p+...+ <Z>pk+...+ (Z);;” > <Z>pk =

n(n—l)(n—Q)...(n—k—l—l)pk (n)kpk

k! 2) kI

Obtenim aixi que per n prou gran

Com que o — k < 0 aplicant (1) i el Lema 6 obtenim el resultat.
(5) Es un cas particular de (4) prenent a = 0. O

2. El nombre ¢.

Sigui
1 1 1
S,=1+1 + + T
3! n!

El nostre primer objectiu és demostrar que .5,, és convergent.
Lema 8. 5,, és convergent.

Prova. Observem primer que S, — S,_1 = % > 0 1 per tant és monotona creixent.
Cal veure doncs que esta acotada. Tindrem:

1 1
0<S,=2 — 2 =3— 3
+ +3 2+ al n-(n—1)-...-3- 2< +2+22+ -1 2”—1<
O
Al limit de la successio 5, 'anomenem el nombre e. Observeu que 2 < e < 3.
Sovint el nombre e s’introdueix també com el limit de la successiéo T,, = (1 + %)n
Veiem-ho.

Lema 9. lim7T,, = e.

Prova. Comencarem veient que T, és creixent. Per aixo necessitarem desenvolupar
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un xic 1,.

T, = 1+% n:1+n%+@% n(n—13)!(n—2)%+”
+n(n—1)(n—(22—t.1.)i(n—(n—2))nn1_1+n(n—l)(n—2)—:l—!...(n—(n—l))nl_n
:z+§<11—%>+%<1—1><1—%H---Q o 1
..+m(1—;)(1—g)...(1—”; )+ (1= )1 =) (1= )

D’aquesta expressio deduim que Tj,41 > T}, ja que els sumands que apareixen a
T,+1 s6n més grans 1 n’hi ha un de més. Per tant la successié T), és monotona creixent.
Per altra banda també de I'expressié anterior deduim que 7, < 5, < 3. Per tant T,
és convergent 1 si anomenem 7T el seu limit tindrem

T=1lmT, <lim§, =e.

Veiem ara que T > e. Per aixo fixem n 1 considerem m > n. Tindrem:

1 1 1 1 n—1 1 1 m—1

Tn= 2+-(1——)+.—(1——)..(1— —(l=—).. . (1=
wlo- b te-ba-tthe Lo b pont
24 21— )= 2y (1=
51 —)te —)- —).
Si ara en aquesta desigualtat fixem n 1 passem al limit respecte m obtenim:
T > 5,
Passant ara al limit aquesta ultima desigualtat obtenim
T > e.
O

Teorema 10. El nombre e €s irracional.

Prova. Comencem per avaluar l'error comés al aproximar e per S,. Sigui m > n,

tindrem:
1 1 1 1
Sm=Sn= L T mro T Tt T
1( 1 1 + 1 )<
n\n+1l (n+1)(n+2) . (n+1)(n+2)...(m)
1 1 1 1
E( N P R (n—{—l)m‘")_



Passant al limit aquesta desigualtat respecte m obtenim

1
0<e—5,< —.
nln

Fent n = 2 en aquesta desigualtat obtenim que
2 <e<2.75 < 3.

Suposem ara que e fos racional. Escollim p,m € N tals que e = 2. Observem que
m > 2 jaque 2 < e < 31 per tant e no pot ser enter. Tindrem:

1
Sm<e=1 <8+ ——.
m m!m
Multiplicant aquesta desigualtat per m! obtenim:

1
M!Sy, < m!L- = (m = 1)lp < m!Sm + — < m!Sp + 1.
m m

Observem que m!S,, és enter i obtenim aixi que (m — 1)!Ip és un enter situat entre
dos enters consecutius; contradiccid O

3. Subsuccessions i punts d’acumulacid.

Sigui {a,} una successi6é de nombres reals i sigui
Fy<ky<...<kn<...

una successio creixent de naturals. A la successio {ag, } que té per terme enesim ay,,
en diem una subsuccessid o successié parcial de {ay}.

Lema 11. Silima, = I, llavors qualsevol successio parcial de {a,} té també limit .

Prova. Sigui {ay, } una successié parcial de {a,} 1 ¢ > 0. Sigui ng tal que |a, —1| < ¢
si n > ng. Com que k, > n tindrem que si n > ng aleshores k, > n > ng 1 per tant
|akn — l| < E. O

Diem que a és un punt d’acumulacié de a, si per tot ¢ > 0 1 per tot ng € N
existeix n > ng amb |a, — a| < £. Observem que la diferéncia essencial entre aquesta
definicio 1 la de limit és que en la definicio de limit es demana que tots els termes
a partir d'un cert lloc estigui a distancia més petita que ¢ del limit, mentre que en
la definicié de punt d’acumulacié només es demana que hi hagi termes tant enlla
com vulguem (pero no pas tots a partir d’un cert lloc) a distancia més petita que
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del punt d’acumulacié. Com veurem en la seglient proposici6 els punts d’acumulacio
d’una successio son els limits de les seves parcials.

Proposicié 12. a és un punt d’acumulacié de {a,} si i només si existeiz {ay,}
parcial de {a,} amb limay, = a.

Prova. Sigui {ay,} una parcial de {a,} amb limas, = a. Veiem que a és un punt
d’acumulaci6 de {a,}. Considerem ¢ > 01 ny € N. Com que limay, = a tindrem
que existeix n; de manera que si n > n; aleshores |a;, — a| < ¢. Prenem doncs
n > max(ny, ng). Tindrem que k, >n > ng i |ax, —a| < e.

Provem ara el reciproc. Sigui @ punt d’acumulacié de {a,} i prenem k; tal que
la, — a| < 1. Prenem ara ky > k; amb |ag, — a| < 1/2. Inductivament prenem
kn > kn_y tal que |ag, — a| < 1/n. Afirmem que la subsuccessié ag, té limit a. En
efecte sigui € > 0 1 ng tal que 1/ng < e. Tindrem si n > ng que

lap, —a| < 1/n <1/ng < e.
0J
Corol.lari 13. Una successio convergent té el sew limit com a dnic punt d’acumulacio.
Prova. Es una conseqiiencia directa del Lema 11 i la Proposicié 12. O

El reciproc d’aquest Corol.lari no és pas cert com mostra la segiient successio:
1,1,2,1/2,3,1/3,4,1/4,... ,n,1/n,....

Aquesta successio té 0 com a unic punt d’acumulacid pero no és pas convergent
(no esta acotada). Veurem més endavant que si la successio esta acotada aleshores
ser convergent és equivalent a només tenir un punt d’acumulacié. El nostre proper
objectiu es enunciar i provar el Teorema de Bolzano-Wierstrass.

Proposicié 14. Tota successid t€ una parcial monotona.

Prova. Donada {a,} una successié diem que n és un punt cim de la successié si
am < a, per tot m > n. Hi ha dues possibilitats

(1) La successi6 té infinits punts cim. En aquest cas si by < ko < ... <k, ... ésla
successio de punts cim aleshores ag, > ax, > ... > ar, > ... 1 obtenim aixi una
parcial monotona decreixent de {ay,}.

(2) Només hi ha un nombre finit de punts cim. En aquest cas sigui m el dltim punt
cim (m = 0 si no n’hi ha cap) i prenem k; > m. Com que k; no és un punt
cim existeix kg > ky tal que ag, > a,. Com que k3 no és un punt cim, existeix
k3 > ky amb ay, > ar,. Inductivament construim k,, > k,_; amb ay, > ag,_,.

Obtenim aix{ una parcial de {a,} monotona creixent.
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O

Corol.lari 15 (Teorema de Bolzano-Wierstrass). Tota successié de punts d’un
interval tancat t€ una parcial convergent a un punt del interval.

Prova. Sigui {a,} amb a, € [a,b] per tot n € N. Per la Proposicié anterior {a,} té
una parcial monotona {ax,} que estara acotada ja que a < ag, < b per tot n € N.
Per el Teorema 5, {ay, } és convergent i tindrem que a < limay, < b. 0

El Teorema de Bolzano-Wierstrass té els segiients enunciats equivalents:
Tota successio acotada té alguna parcial convergent.
Tota successio acotada té algun punt d’acumulacio.

Proposicié 16. Sigui {a,} una successid acotada. Aleshores {a,} és convergent si i
nomes si t€ un unic punt d’acumulacio.

Prova. Si a, té limit ja hem vist al Corol.lari 13 que el seu limit és 1'inic punt
d’acumulacié de la successié. Provem el reciproc. Sigui {a,} amb un tnic punt
d’acumulacié a, i suposem, per arribar a contradiccié que {a,} no és convergent.
Negant la definicié de limit tindrem que existirae > 01k < ky < ... <k, ... amb
|ag; —a| > € per tot © € N. Aleshores la subsuccessio {ay, } esta acotada i pel Teorema
de Bolzano-Wierstrass tindra algun punt d’acumulacié que ho sera també de {a,}.
Ara bé tots els termes de {ay, } es mantenen a distancia més gran que ¢ de a i per
tant aquest punt d’acumulacio és diferent de a. Hem arribat doncs a contradiccid. O

Si una successio {a,} esta acotada superiorment aleshores o bé el conjunt
A={z € R: z ésun punt d’acumulacié de {a,}}

és no buit i esta acotat superiorment o bé A = ). Si A és no buit definim el lfmit
superior de {a,}, com el suprem d’A i el denotem per limsupa,. En cas contrari
diem que el limit superior de {a,} és —oo. Si {a,} no esta acotada superiorment
diem que limsup a, = oo. Si {a,} esta acotada inferiorment aleshores el conjunt A o
bé és buit o bé esta acotat inferiorment. En aquest cas al infim de A "anomenem el
limit inferior de a,, 1 el denotem per liminfa,. Si A = (} diem que el limit inferior de
{an} és co. Si {a,} no esta acotada inferiorment aleshores diem que liminfa,, = —oc.
Clarament es té sempre que

liminf a,, < limsup a,,.

Exercici Proveu que st {a,} esta acotada, aleshores limsupa, €s el més gran dels
q . p g
punts d’acumulacié de {a,} i liminfa, €s el més petit dels punts d’acumulacic de

{an}.

En el cas de que qa,, estigui acotada es té el seglient resultat:
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Lema 17. Sigui {a,} acotada. Llavors {a,} és convergent si i només siliminfa, =
lim sup a,,. En aquest cas es té que lima,, = limsup a,, = liminfa,,.

Prova. Es deixa al lector. O

4. La condicié de Cauchy. El criteri de Stolz.

Per provar que una successio és convergent, cal en general, avaluar la distancia
dels seus termes al suposat limit. Aixo és un problema quan hom no té un candidat
concret per ser el limit de la successié. Ara bé, de la definicié de limit, es desprén
que els termes de una successié convergent s’han d’apropar arbitrariament entre ells.
Veurem que aquesta condicié (expressada més rigorosament) és equivalent a la de
convergencia. L’'interes d’aquesta condicié estara en que per decidir la convergencia
d’una successié només caldra mesurar la distancia entre termes de la successié.

Diem que la successié {a,} és una successié de Cauchy si per tot ¢ > 0 existeix
no tal que |a, — an,| < € per qualsevol n,m > nyg.

Teorema 18 Una successio €s convergent st t només st és de Cauchy.

Prova. Suposem que lima,, = [ i sigui € > 0. Sigui no tal que |a, — | < £/2. Tindrem
aleshores

lan — am| < |an =1+ |l —am| <e/2+e/2=c¢

sempre que n,m > ng. Per tant {a,} és de Cauchy.
Reciprocament, sigui {a,} successié de Cauchy. Comengarem per veure que {a,}
esta acotada. En efecte sigui ng tal que |a, — a,,| < 1 si n,m > ng. Fixem m > ng i

tindrem que a,, —1 < a,, < @, + 1 per tot n > ng. Sigui k = min{ay, ..., any, a@m —1}
i K = max{ai,...,an,,am + 1}. Tindrem aleshores que
k<a, <K

per tot n € N. Aixi doncs {a,} esta acotada. Pel Teorema de Bolzano-Wierstrass
existeix {ay,} parcial de {a,} convergent. Sigui ! = limay,. Veiem que lima, = [.
En efecte, considerem ¢ > 0 i sigui ng tal que |ag, —I| < /2 si n > ng. Sigui ara ny
tal que |a, — am| < /2 si n,m > nq. Sigui ara ¢ > ng tal que k; > n;. Tindrem

+ law, — 1] <e/2+¢/2=¢

lan — 1| < |an — ag;
si n > ny. Per tant lima,, = [. O

Teorema 19 (Criteri de Stolz). Sigui {a,} una successid estrictament monotona
i {bn} una successid qualsevol. Suposem a més que lim% =1 RU{+o}.
Aleshores les sequents afirmacions son certes:
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(1) Silima, = +oo llavors lims—: =1.

2) Silimb, = lima, = 0 llavors lim %= = |.
( ) an

Prova. Farem la prova en el cas que [ € R. La demostraci6 en el cas [ = 200 és una
adaptacié de la que farem en el cas en que [ és finit. Considerem & > 0. Sigui ng tal
que

b — b
l—e/2 < 220 <l 4¢/2

Oy — Gmpm—1

per m > ng. Fixem k > ng 1 considerem la desigualtat anterior per m = k + 1,k +

2,...,k+ n. Utilitzant el fet de que si c¢d > 0 llavors Z'_l_idb esta sempre entre a/b i c¢/d
1 aplicant-ho a les dues primeres desigualtats obtenim
bryas — b
l—ej2< 228 142
G422 — A
Iterant aquest argument obtenim:
brtn — br
(4) l—ef2< 2% 11 ¢/2
Ofyn — Ak

pertot n € N.
Considerem el cas en lima, = limb, = 0. Fent n — oo en la desigualtat anterior
tindrem que

by
l—c/2< 2 <I+¢e/2
ak
és a dir ;
- 2L <e/2<e
ar
per k > ng. Hem provat doncs (2)

Suposem ara que lima, = too. Si a la desigualtat (A) dividim numerador i
denominador del terme central per ag4,, obtenim

bk-}-n_ bk

Ak n Ak 4n
l—€/2<ﬁ<l+€/2

Ak 4n

o equivalentment

(1—6/2)<1— = )+ b <bk+"<(l+6/2)(1— - >+ L

Ak+n Ak+n Ak+n Ak+n Ak+n

Sin — oo els limits dels termes esquerra 1 dret d’aquesta desigualtat son respecti-
vament [ — /2 11+ ¢/2 1 per tant per n prou gran [ — 2¢/3 < ZZ% <1l+2/3ésa
dir

bk
|l — s | <2¢/3 <e.
Uk4n



Aix0 prova (1). O

Problemes.

23. Donades les seguients successions, calculeu-ne els 10 primers termes, conjectureu
si sén o no monotones (creixents o decreixents) i si sén o no acotades i intenteu
demostrar la vostra conjectura:

2n—>5

n241°

1

n(n+1)°

a, = —E(y/n) on E(z) denota la part entera de .

ay —

ayp —

)
)
)
(d) a, =n?lnn.
)
)
)
)

(e) a1 =0, app1 = —a +4a, — 2.
() a1 =1, any1 = —a2 +4a, — 2.
(g) a1 =1, any1 = Van + 6.

(h) a1 =3, apy1 = ;fln—__l:i

24. Verifiqueu cadascun dels limits segtients

n
li = 1.
(a) lim ——
(b) lim n _:_:1 = 0.
(c) limvn2+1—+vn+1=0.
|
(d) hmn—
(e) Sia,b> 0, lim Va" + b" = max(a, b). Que passa quan a, b no sén necessariament

pomtlub?

(f) lim a(n) =0, on a(n) és el nombre de primers que divideixen n.
n

25. Calculeu els seguents limits:

(a) limn —v/n + avn +b.
n?sinn!

b) 1i
(b) lim = =~
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

(_2)n _|_3n
(_2)n+1 + 3n+1
l+a+a®+...+a"

(¢) lim

(d)lim1+b+b2+ e amb |a| < 11]b| <1
(e) lim (—1)"\/nsin(n™)
n+1 '
a” — b
f .
() 1m0

(g) limnc", |¢| < 1.

n2

(h) lim —

n.
(i) lim(m — 1)
Demostreu que les segiients successions son convergents:

(a) an:n%_l—}—nlj—l—...%.

(b) a, = 1% + 2% + ...+ n% Indicacid: Observeu que k% <

e

1
k-1

Calculeu els segiients limits:

(a) lim (M>

n—yoo Inn
(b) lim (W— N 1)‘/5.

Doneu exemples de successions no convergents tals que el seu producte sigui con-
vergent.

Suposeu que lima,, = 01 que a,, > 0. Demostreu que el conjunt de tots els nombres
a, té un maxim.

Que es pot dir d'una successio de nombres enters convergent?

Si a,, és una successié convergent, proveu que |a,| també és convergent. Es cert el
reciproc?

Considereu la successio:

112123123412

7 7 7 ? 7 7 7 7 7 ? 7 7+
2°3'34°4°4°5°5'5'5°6°6
Per a quins nombres o hi ha una subsuccessié que convergeix cap a a.

(a) Dedulu una férmula per la suma dels infinits termes d’'una progressié geometrica
de ra6 r amb |r| < 1.
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34.

35.

36.

37.

38.

(b) Donat un nombre real amb expressié decimal periodica trobeu-li I'expressi6
racional.

(¢) Suposeu que a,, és una successié tal que |a,41 — a,| < ¢ on ¢ < 1. Demostreu
que és convergent.
(a) Demostreu que si 0 < a < 2 llavors ¢ < v/2a < 2.

(b) Demostreu que la successio

ﬂ,m,\/zm,...

convergeix.

(¢) Trobeu el seu limit.

_ ., . . I
(*) Sigui a,, una successié amb lima,, = oo. Demostreu que lim (1 + — = e€.
ap

Demostreu que la successio

1
Ty = (1 + 7)n+1

n

és decreixent i deduiu que

1 3
0<e—(1+—)n<—.
n

n

Proveu que les segiients successions, definides per recurrencia tenen limit i calculeu-
lo:

a

b

ar =1, ap =+/3a,_1.

— l — l an—1
a1 =73, dn =3 + T+an_1"

(a)

(b)
2 _

ay > 3+2\/§7 apt1 = ;a"n_l?,-

(c)
(d) a1 >0, a, = (b+ an_1)1/2 on b > 0.
(e) -

(f) a1 =0, apy1 = an + %(b —a,)?>onbe|0,1].

a>1, a, =2 —

Considerem 0 < a; < by, 1 definim

S an + by,
Upy1 = anbrn bn+1 = 2 .

(a) Demostreu que les successions a,, i b, convergeixen.

(b) Demostreu que tenen el mateix limit.
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39.

40.

41.

42,

43.

44.

ar+ax~+...+a,

**) Demostreu que si lima, = [, llavors lim =1.
1 )
n

S . . CL‘n-l—l

uposem que a, > 0 per tot n 1 que lim—— =1 < 1.

an,
a) Demostreu que lima, = 0.
q

(b) Demostreu que per qualsevol z € R es té lim x_' = 0.

n!
(c) Doneu exemples en que [ = 11 a, convergeix i exemples en que [ = 11 a,
divergeix.

Ap+1

(*) Suposem que a,, > 0 per tot n i que lim = [. Demostreu que lim a,, = [.

429

(a) Apliqueu el criteri de Stolz per resoldre el problema anterior.
142434+ ... +n°
na+1

1+1+...+2

Inn

(b) Calculeu lim , a>0.

(c¢) Calculeu lim

Sigui (ay,) una successié de nombres reals positius tal que

lim 289n _
n—oo logn

(a) Demostreu quesif < 0 aleshores lim a, = 0iquesif > 0 aleshores lim a, = +oc.

(b) Fent servir el criteri de Stolz demostreu que si lim <@n+1> = ( aleshores

n—oo Ay,

log ay,

lim =logl. Dedulu de 'apartat anterior que si lim (an+1> > 1

n—oo logn n—oo0 an

aleshores lim a, = +00 1 que si lim (an+1> < 1 aleshores lim a,, =0

n—od n—oo an n—oo

1 /2
(c¢) Calculeu lim 4—n< n>

n—oo n

Siguin a 1 b dos nombres reals positius tals que a < b. Definim per recurrencia les
segiients successions. r; = a, y; = b,

2 Tn + Yn
Tntl = 17 1 Ynt+1 = T

Tn Yn

(a) Demostreu que (x,) 1 (ya) sén convergents i que tenen el mateix limit.

(b) Proveu que aquest limit és v/ab
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

Sigui {a,} una successio tal que |ap1; — an| < n1—2 Proveu que a,, és convergent.

(Indicacié: & < - — 1)
n® — n-—1 n

Calculeu els seguents limits:

n (371)' Ii sinn n2"
ni2pn’ 143n°

Demostreu que les segiients successions sén de Cauchy
sin 1 sin 2 sinn
(a) w”:T—}_ 52 + ... on -
_ 1 1 1
(b) zn=1+5+5+...+ 5.
(¢c) zpn=ao+a1q+...+ang" amb |¢/<1 i |ax|<M (E=0,1...).

Suposem que la successié {z,,} satisfa la seglient desigualtat
0< Tntm < Tn + Tie

Proveu que la successié {2} és convergent

(**) En el problema 12 hem vist que a partir de qualsevol aproximacié racional 2
a V2 es pot obtenir una aproximacié millor ”;L_f: En particular si comencem per
m = n = 1, obtenim: 1,%,%,... .

(a) Demostreu que aquesta successié esta donada recursivament per

1
1+ a,

ay =1, apy1 =1+

(b) Demostreu que lima, = V2. Aixd dona Panomenat desenvolupament en frac-

1
V2=1+4-—F.
2+ 5

cions continues

(¢) Demostreu que si a i b son dos nombres naturals qualsevol, llavors

b
Va2 +b=a+——
2a +

2a+...

Sigul a, una successio tal que tota successio parcial en tingui una de parcial
convergent a 0. Demostreu que a,, té limit 0.

Demostreu que si a, > 0,

. . Up . .. . . pUp
lim sup a, < lim sup LA que liminf ¥a, > liminf +

n an

Deduiu que si “**!
a

n

és convergent també ho és /a,, amb el mateix limit.

30



52. Demostreu que
lim sup(a,, + b,,) < limsupa,, + limsupb,.

53. (*) Demostreu que

liminf(a, + b,) < liminfa, + limsupb, < limsup(a, + b,).

54. Trobeu limsup a,, 1 liminf a,, per cada una de les successions segiients:

(a) an = %
(b) ap = (_1)n C/E
(C) ap = O’ Aoy = 0275—17 a2n+1 — 1+22a2n
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I1I. Continuitat

1. Limit d’una funcié en un punt.

Sigui f : (a,b) — R una funcié i z € (a,b). Diem que [ és el limit de la funcié f

en el punt xg i escrivim lim f(z) =, si per tot ¢ > 0 existeix § > 0 de manera que
T—r X

|f(z) — 1] < e sempre que 0 < |z — x| < d. Observeu que en la present definicié no
cal que la funcio estigui definida en el punt xg, pero si que ho ha d’estar en els punts
propers a .

Comproveu vosaltres mateixos que si f(x) = k per tot © € R aleshores lim f(z) =
T—xg

k per tot zo € R. Veieu també que si g(x) = z per tot € R aleshores lim g(z) = o

T—rxQ

per qualsevol zg € R.
El segiient lemma ens sera molt util per a provar propietats del limit de funcions
a partir de propietats de limits de successions.

Lema 1. Sigui f : (a,b) — R i x9 € (a,b). Aleshores lim f(x) = 1 si i només

T—rxQ
si per tota successid a, de punts de (a,b)\ {zo} amb lima, = z¢ es compleiz que

lim f(an) = 1.

Prova. Suposem que lim f(x) =11 sigul a, una successié verificant les hipotesis del
T—rxQ

lema. Hem de veure que lim f(a,) = [. Considerem ¢ > 0 i sigui § > 0 de manera que
|f(z) — | < e sempre que 0 < |z — zo| < d. Sigui ara ng tal que |a,, — xo| < d sempre
que n > ng. Tindrem aleshores que |f(a,) — I| < € sempre que n > ny.
Reciprocament suposem que [ no és el limit de f en xq. Llavors existira ¢ > 0 tal
que per tot n > 0 hi haura x,, amb 0 < |z, — x9| < 1/n i |f(x,) — | > €. Clarament
limz, =z ilim f(z,) # [. O

Lema 2. El limit d’una funcid en un punt, si existeix, €s unic.

Prova. Immediata a partir del lema anterior i de la unicitat del limit d’una successio.

U

Lema 3. Siguin f,g : (a,b) — R, z9 € (a,b) i suposem que lim f(x) = Iy i

T—rxQ

lim g(x) = ly. Aleshores es compleizen les seguients propietats:
T—rxQ

(1) lim (f +g)(w) = b + 1y i lim (- g)(2) = - I

T—rTQ
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(2) Sily >0 (resp. Iy <0) aleshores f(x) >0 (resp. f(x) <0) sempre que x sigui

prou proper a xo. A més en ambdds casos lim —(x) = 1/1;.
TrT—xQ

Prova. (1) Sigui a, successié en (a,b) \ {zo} amb lima, = zo. Hem de provar
que im(f + g)(a,) = i + I3 1 im(f - g)(an) = l; - 3. Tindrem Lim(f + ¢)(a,) =
lim (f(an) + g(an)) = lim f(a,) + limg(a,) = I + I3 ja que el limit de la suma de
successions es la suma de limits. Analogament provariem el resultat pel producte.
(2) Suposem I3 > 0. Sigui 0 < & < Iy isigui d > 0 tal que |f(z) — 1| < e per tot
z amb 0 < |r — x| < 4. Tindrem doncs que f(z) > 051 0 < | — xo| < &. Per tant
la funci6 1/f esta definida en un entorn punxat de zq. Sigui ara x, una successié de
punts de (a,b) \ {xo} amb limz, = z¢. Tindrem que lim%(xn) = % =1/l;. O

= T/ (on

Sigui I un interval i f : I — R. Diem que f esta acotada en [ si existeixen

m,M € R tals que m < f(z) < M per tot + € I. Aquesta darrera condici6 és

equivalent a que existeixi &' > 0 tal que |f(z)| < K per tot x € I. Lexistencia del

limit de f en un punt no pot pas donar informacié global de la funcid, pero si que
dona informaci6 a la vora del punt, com ara veurem.

Lema 4. Suposem que el limit de f en xy existeiz. Aleshores f estd acotada en un
entorn de xo.

Prova. Sigui [ = lim f(z) 1 apliquem la definicié de limit amb e = 1. Tindrem que
T—rxQ

existira 0 > 0 tal que |f(z) —I| < 1 sempre que 0 < |z — x| < 6. Aixd | f(z)| < 14|
sempre que 0 < |z — 9| < 4. Finalment posant k& = max{1 + |I|,|f(z0)|} tindrem que
|f(z)] < ksiz € (xg— 0,20+ 0)1per tant f esta acotada en aquest entorn de zo. 0O

El limit d’'una funcié en un punt pot deixar d’existir per diverses raons. Una
situacié que passarem ara a definir amb precisio és quan la funcidé pren valors ar-
bitrariament grans quan ens apropem al punt en questié. Diem que el limit de f

en xo és infinit 1 escrivim lim f(z) = oo si per tot € > 0 existeix § > 0 de manera
T—rxQ

que f(z) > e s1 0 < |v — x| < §. Veleu per exemple que linél/;c2 = 00. De manera
r—

analoga definiriem quan el limit d’una funcié en un punt és —oo. Aqui també funciona
un resultat equivalent al del lema 1.

Lema 5. Sigut f: (a,b) — R ¢ xg € (a,b). Aleshores lim f(z) = oo (resp. —o0) si
r—rx0

i només st per tota successio a, de punts de (a,b)\ {zo} amblima, = z¢ es compleiz

que lim f(a,) = 0o (resp. —o0).

Prova. Es deixa al lector. d

Passem ara a definir la nocié de limit lateral. Diem que [ és el limit per la
dreta (resp. limit per 'esquerra) de f en el punt zq i escrivim [ = hrrif(x) (resp.

r—x)
I = lim f(z)) si per tot ¢ > 0 existeix § > 0 tal que |f(z) — | < ¢ sempre que

=T,
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0<z—xp<9 (resp. 0 < zg —x < §). El segiient resultat es dedueix directament de
les definicions.

Lema 6. Sigui f : (a,b) — R iz € (a,b). Aleshores lim f(z) =1 st ¢ només si
T— X

lim f(z) = lim f(z) = 1.

x—)x(-)l' T—=wy

Quan l'interval de definicio esta acotat, el comportament de f en els extrems del
interval s’estudia mitjancant els limits laterals. Per estudiar el comportament de la
funcié en els "extrems” quan l'interval de definicié no esta acotat cal introduir la
nocié de limit en el infinit.

Sigui f : (a,00) — R. Diem que el limit de f en el infinit és [ i escrivim
lim f(x) = [, si per tot ¢ > 0, existeix K > a de manera que |f(z) — | < € per tot
T—r0o0
z > K. Diem que el limit de f en el infinit és infinit (resp menys infinit), i escrivim
lim f(z) = oo (resp. lim f(z) = —o0), si per tot K > 0 existeix L > 0 de manera
que f(z) > K (resp. f(z) < —K) per tot > L. De manera simetrica es definiria la
nocié de limit en —oo quan f esta definida a (—oo,b).

Exercici. Comproveu que limz = oo, lim1/x =0, lim =1.
=0 i des] T—o0 L — 1

2. Continuitat.

Sigui I un interval, f : I — R una funcio, 1 9 € I. Diem que f és continua
en o si existeix el limit de f en xq 1 és igual a f(xg). En el cas de que I contingui
algun dels seus extrems per valorar la continuitat de f en el extrem cal substituir en
la definicié anterior la nocié de limit per la del corresponent limit lateral. Diem que
f és continua en I si és continua en tots els punts de I. De la definicié i del Lema 1
es desprén el seglient resultat:

Lema 7. f és continua en xo € I st i només si per tota successio x, € I amb
limz, = zo es té que lim f(x,) = (o).

De la definicié 1 del Lema 3 es dedueix el segtient resultat.
Proposicié 8. Siguin f,g: I — R continues en xq € I. Llavors
(1) f+gif-g son continues en x.

(2) Si f(xo) > 0 (resp. f(xzo) < 0) aleshores f(z) > 0 (resp. f(x) < 0) en un

entorn de xo. A més en ambdds casos % €s continua en xg.



Es un exercici comprovar que la funcié constant ila identitat son funcions continues
a tot R. Usant la proposicié anterior hom obté que els polinomis sén funcions continues
a tota la recta real. També ho seran els quocients de polinomis (funcions racionals)
alla on el denominador no s’anul.li. La segiient proposicié analitza el comportament
de la continuitat respecte la composicio de funcions.

Proposicié 9. Sigui f : I — R ig:J = (a,b) — R. Sigui xg € I amb f(x¢) € J i
suposem que f €s continua en xo i g també ho és en f(xg). Aleshores go f és continua
en .

Prova. Sigui x, € I, amb limx, = z¢. Per la continuitat de f en z¢ tindrem que
lim f(z,) = f(xo) i com que f(x¢) € J per n prou grans f(z,) € J. Tindrem doncs
que a partir d'un cert n, f(z,)és una successié de termes de J amb limit f(z¢). Com
que g és continua en f(zo) tindrem que limg(f(z,)) = g(f(z0)). O

Tot 1 que la continuitat en un punt implica que la funcié esta acotada en un
entorn d’aquest punt el fet de que una funcio sigui continua en un interval no implica
pas en general que la funci6 estigul acotada en el interval. Per exemple la funcié
f:(0,1) — R definida per f(z) = 1/x és continua en (0,1) ja que el denominador
no s’anul.la mai pero no esta pas acotada en (0,1) ja que zl_i)réil/:v = 00. Tot 1 que el

resultat no és cert en general si que ho és si 'interval és tancat.

Teorema 10 (Teorema de Wierstrass). Sigui f : [ = [a,b] — R continua.
Aleshores f esta acotada en I. Es més existeixen y, z € [a,b] tals que f(y) < f(z) <
f(z) per tot z € I.

Prova. Comencem per provar que f esta acotada en I. Suposem que no ho esta per
arribar a una contradiccié. Suposem que f no esta acotada superiorment. Aleshores
per cada n € N podem triar x,, amb f(x,) > n. Considerem ara la successié x,. Pel
teorema de Bolzano-Wierstrass aquesta successié té una parcial x, convergent a un
punt zo € I. Com que f és continua en x¢ tindrem que lim f(zg,) = xliglof(a:) = f(xo).

Pero per construccié lim f(zy,) = lim f(z,) = oo; arribem aixi a contradiccié. Per
tant f esta acotada. Siguin ara

m=inf{f(z): v€I}i M =sup{f(z): =z €I}

El nostre objectiu es provar que existeixen y,z € I amb f(y) = m i f(z) = M.
Provarem només l'existencia de z. L’existencia de y es provaria de manera similar.
Suposem, altra vegada per arribar a contradiccid, que f(z) # M per tot = € I.
Aleshores la funciéo f — M és no nul.la i continua en I. Per la proposicio 8 la funcié
definida per g(z) = m és continua en I i pel que ja hem provat acotada en I. Per
altra banda com que M és el suprem de les imatges de f en I, per tot € > 0 existeix
€ Iamb0< M— f(z) < e. La conclusié és que per tot £ > 0 existeix + € I amb
g(x) > 1/e 1 per tant que g no esta acotada en I en contradiccié amb el que hem

provat abans. O
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Als punts y, z del teorema anterior en diem el minim i el maxim absolut de f en I.
El teorema de Wierstrass afirma que tota funcié continua en un interval tancat té un
minim i un maxim absolut. Noteu que les dues hipotesis del teorema son essencials.
Per exemple la funcié 1/ és continua en (0, 1) i no té maxim absolut (no esta ni tan
sols acotada ). La funcid definida per g(x) = 1/z si 2 € (0,1] 1 g(0) = 0 esta definida
en el interval tancat [0,1] pero no és continua. Clarament no té maxim absolut ja
que no esta acotada superiorment.

Teorema 11 (Teorema de Bolzano). Sigui f continua en [a,b]. Si f(a)- f(b) <0,
llavors ezisteiz ¢ € (a,b) amb f(c) = 0.

Prova. Suposem per exemple que f(a) < 0 < f(b). Considerem A = {z € [a,b] :
f(z) > 0}. Com que A C [a,b] esta acotat inferiorment i per tant té un infim que
denotarem per z. El nostre objectiu és provar que f(z) = 0. Comencem per observar
que a # z,ja que f(a) < 01 per la continuitat de f existeix § > 0 tal que f(z) < 0 per
tot x € [a, a+4]. En particular a+0 és una fita inferior de A d’'on z = inf A > a+4§ > a.
Argumentant de manera similar hom obté que z # b. Suposem que f(z) > 0. Com
que f és continua tindrem que existeix § > 0 tal que f(z) > 0 si |z — 2| < 4. En
particular f(z — §/2) > 0 i tindriem que z — §/2 € A, el que contradiu que z és el
infim de A. Si f(z) < 0 aleshores existeix § > 0 tal que f(z) < 0 si |z — 2| < 4.
Tindrem aleshores que com que z és el infim de A f(z) < 0 per tot = € [a,z + §/2].
Aixi doncs z + /2 és una fita inferior de A el que contradiu que z sigui el infim de

A. Per tant f(z) = 0. O
Corol.lari 12. Si f és continua en [a,b] i f(a) < ¢ < f(b) aleshores existeiz x € (a,b)
amb f(z) =c.

Prova. Només cal aplicar el teorema de Bolzano a la funcié continua f — c. O

Corol.lari 13. Tot nombre real positiu té una unica arrel enésima positiva.

Prova. Sigui a € R, a > 0. Considerem la funcié f(z) = 2™ que és continua ja que
f és un polinomi. Si @ > 1 tindrem que 0 = f(0) < a < a"™ = f(a). Pel Corol.lari
anterior tindrem que existeix ¢ € (0,a) amb f(¢) = a, és a dir ¢" = a. Sia < 1
tindrem que 0 = f(0) < a <1 = f(1) 1 per tant existira ¢ € (0,1) tal que ¢" = a. Si
a =1 no hi ha res a dir. La unicitat es dedueix del fet de que la funcio ™ és injectiva
en els reals positius. O

3. Invertibilitat 1 continuitat

Recordeu que per invertir una funcié cal que sigui injectiva. El segiient teorema
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caracteritza les funcions continues i injectives en un interval. Per enunciar-lo neces-
sitem un parell de definicions.

Sigui f : I — R, I C R, diem que f és creizent a I si f(z) < f(y) sempre
que = < y. Doneu vosaltres mateixos la definicio de funcié decreizent. Diem que f
és monotona si és o bé creixent o bé decreixent. Fixeu-vos que una funcié monotona
és 1njectiva. El reciproc no és cert en general, pero el segient teorema afirma que el
reciproc val quan la funcié esta definida en un interval i és continua.

Teorema 14. Sigui f : (¢,d) — R. Si f és injectiva ¢ continua, aleshores f és
monotona. A més f1 és també continua en f((c,d)).

Prova. Siguin a,b € (c¢,d) amb a < b. Com que f és injectiva tindrem que o bé
fla) > f(b) o bé que f(b) > f(a). Suposem per exemple que f(b) > f(a) (l'altra
situacié es provaria de manera semblant). En aquest cas si f és monotona, hauria
de ser creixent. Per a veure-ho, siguin z,y € (¢,d) amb z < y i volem provar que
fly) > f(x). Per t € [0,1], definim x(t) = (1 —t)a+tx 1 y(t) = (1 —t)b+ty. Fixeu-vos
que per tot t € [0, 1] x(t) esta entre a i v 1 y(t) esta entre bi y i per tant x4,y € (¢, d).
A més, z(t) < y(t), ja que z(t) = (1 —t)a+ tx < (1 —t)b+ ty = y(t). Com que f és
injectiva tenim que f(z(t)) # f(y(t)). Considerem ara h : [0,1] — R definida per:

Tindrem que h és continua ja que és composicié de funcions continues. Per altra
banda A no s’anul.la mai i pel Teorema de Bolzano tenim que o bé h(t) > 0 per tot
t €10,1] o bé h(t) < 0 per tot t € [0,1]. Observem pero que h(0) = f(b) — f(a) > 01
per tant (1) = f(y) — f(x) > 0. Hem provat doncs, que f és creixent.

Passem ara a estudiar la continuitat de f~'. Suposem que f és creixent (el cas
decreixent es provaria de la mateixa manera). Observem que aleshores f~! és creixent
a f(e,d). Sigui y = f(z) € f(c,d) i volem provar que

limf~'(2) = f'(y) = .

zZ—=Y
Sigui € > 0 de manera que (z —&,2 4+ ¢) C (¢, d). Tenim aleshores que f(z —¢) <
flz) =y < f(z +¢). Sigui § = min{y — f(z — ¢), f(z + ) — y}. Tindrem que si

z € (y—0,y+9) lavors z € (f(x —e), f(x +¢)) i per tant f7'(2) € (x — e,z + ).
Per tant limf~'(z) = z. O

z=y
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Problemes.

55. Trobeu els segtients limits

2
—1
(a) limx )
z—1 ¢+ 1
3 —8
(b) lim ——.
=2 1 — 2
(c) lim 2 —¥

rT—Y x—y

(d) lim V“”‘ vath=ya

h—0

(e) lim - \/5

(f) lim
x—0 x
1 —=/1 =22
(g) lim 5 .
x—0 T

56. En cadascun dels casos segiients trobeu un § tal que |f(z) — | < € per a tot = que
satisfaci 0 < |z — a] < 6.

57. Demostreu les segiients igualtats
(a) lim f(z) = Jim f(a+)
(b) lim £ () — lim f(z — a)

. IRT 3 . 2 . .. < oqe
(c) glcli}T(l)f(t) = il_I).‘% f(z”). Doneu un exemple on il_I;((l) f(z*) existeixi, pero il_I}I(l) f(z)

no existeixi.
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58

59.

60.

61.

62.

63.
64.

65.

. Sigui f una funcié definida en (a,b) i a < ¢ < b. Proveu que
lim(f(z +¢) = (e)) = 0
implica que
lin( (o + ¢) — e — 7)) = 0.
Doneu un exemple per al qual el reciproc no és cert.

sin T

= 1.

(*) Demostreu que lim
x—0 T

Sigui f tal que lim f(z) = 0. Proveu que lim(1 + f(:c))f(l_f) =e.
r—a

z—a

- X

Demostreu que s1 lim f( )
x—0 I

b
=11ib# 0, llavors liII(lJ M = bl. Que passa si b =07
T €

Calculeu els seguents limits

sin 2x

() lim =

b) LI .
(b) xlg(l) sin bx
Tsinx

(¢) lim

z—=0]1 — cosx

(d) lim

h—0 h

(e) lim(x2—1)35in< ! )3.

sin ax

sin(z 4+ h) —sinx

r—1 rz—1

(£) Tim sin(z? — 1)

r—1 J,'—]_

Estudieu la continuitat de les funcions trigonometriques.

Sigui f : R — R una funcié definida per

_Jx sizeQqQ,
f()_{o siz ¢ Q.

Proveu que existeix el lir% f(z) 1 no existeix lin} flz).
r—r T—

(**)Suposem que per cada nombre natural n, A, denota un conjunt finit de nom-
bres de [0,1] i que A, i A, no tenen cap element en comi si m # n. Definim f de
la manera segiient:

L iz pertany a A,

0 siz no pertany a A, per a cap n.
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66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Demostreu que lim f(z) = 0 per a tot a de [0, 1].

r—a

Doneu exemples que mostrin que les definicions segiients de lim f(x) = [ no sén
r—a

correctes:

(a) Peratot § > 0 hihaune> 0 tal quesi0 < |z —a| < 4, llavors |f(z) — 1] < e.
(b) Pera tot € >0 hi haun § > 0 tal que si |f(z) — 1| < ¢, lavors 0 < |z — a| < 4.

Sigui f continua en el punt ¢ i suposeu que f(c¢) > 0. Demostreu que existeix § > 0
tal que f(z) > 0 per tot © € (z — §,z + 9).

Suposem que lim f(z) < lirrh f(z). Demostreu que hi ha un § > 0 tal que
r—a~ r—ra
f(z) < fly) sempre que a — 6 < x < a <y < a+ 4. Es cert el reciproc?

Calculeu els seguients limits laterals:

-1 -1

lim * lim * lim (sinz)”
r—1t |.27 — 1| r—1— |.I — 1| r—0t

. € . xsin . xsinx
lim lim —— lim
es2- 22 —4 e—0t || e—0- ||
lim — lim z — [z] lim z — [z]
z—1+t x — 1 r—2t r—2—

1
D t li = li —).
emostreu que xl_)rg) f(:li) zi)félJr f(x)

(a) Demostreu que si f esta acotada en un entorn del punt ¢isi  limg(z) =0,

r—c

llavors  lim f(x)g(x) = 0.
T—rC
(b) Proveu que si f : (a,00) — R és tal que lim zf(z) = | € R, llavors
T— 00
a Sl =0
Trobeu els limits segiients, quan existeixin:

x +sin’ x
lim ———

xsind x

(a)

(b) lim

(¢) lim Va?+4ax — .

T—r 00

(d) lim

T—00 X

sin

) 1
(e) xh_)rg)xsm —

. . 2
(f) xh_}lzloxsm x.
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73.

74.

75.

lim z*sin —.
(g) Jim 2% sin —

Sigui f : R — R una funcié creixent, 1 sigui a,, una successio de nombres reals

amb lim a, = co. Proveu que lim f(a,) = [ implica que lim f(z) = [. Mostreu

mitjancant un exemple que aquesta implicacio és falsa si la funcié no és creixent.

Estudieu la continuitat de les seglients funcions:

(a)
o=, Tl

(b)
) e=tpa =1,
o=}
()

0 =¢Q.

Trobeu els valors de a 1 b per als quals les seguents funcions séon continues.

(a)

fa) = {q z=2L(p,q)=1,

f(x):{e”” x < 0,

at+zx x>0.
(b)
oot 4

f(2) acos T x <0,
T) =
Vi—2? 0<az<l.
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76.

e

78.
79.

80.

81.

82.

83.

(a) Suposem que f és una funcié que satisfa |f(z)| < |z| per a tot z. Demostreu
que f és continua en 0.

(b) Doneu un exemple d’una funcié que satisfaci les hipotesis de I’apartat anterior
1 que no sigul continua en cap a # 0.

(c) Suposem que g és continua en 0, que g(0) = 01 que |f(z)| < |g(z)|. Demostreu
que f és continua en (.

Doneu un exemple d’una funcié f que no sigui continua enlloc, pero tal que |f|
sigul continua pertot arreu.

Que es pot dir d'una funcié continua f : R — R que pren nomeés valors racionals?

Suposem que f satisfa f(z+y) = f(z)+ f(y),1que f és continua en 0. Demostreu
que f és continua en a per tot a.

Trobeu totes les funcions continues f : R — R que satisfan:

(a) flx+y)=f(z)+ fly) +a amb a € R, per a tots z,y € R.
(b) flz)+ fly)=2f (%) per a tots z,y € R.

Siguin 0 < k, 0 < @ < 11isigul f: R — R una funcié satisfent

|f(x) = fy)l < Flz —y[*.

Demostreu que f és continua. En el cas @ =110 < k < 1, demostreu també que
f té un unic punt fixe.
(a) Demostreu que si f és continua en a llavors |f| també ho és.

(b) Demostreu que tota f continua es pot escriure com f = g+ h on g és parella
1 continua 1 h és senar 1 continua.

(¢) Demostreu que si f i g sén continues, llavors max(f, g) i min(f, g) també ho
son.

(d) Demostreu que tota f continua és pot escriure com g — h on g 1 h sén no
negatives i continues.

(*) Sigui f : R — R estrictament monotona.

(a) Proveu que per tot ¢ € R existeixen els limits laterals.

(b) Proveu que per cada ¢ € R es té

lim f(z) < f(e) < lim f(x)

r—c™ r—ct

si f és creixent 1 es té la desigualtat inversa si f és decreixent.

(¢) Demostreu que les discontinuitats de f sén com a molt numerables.

43



84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

Sigui f : [a,b] — R. Demostreu que f és continua si i només si la imatge de
qualsevol successié de Cauchy és una successio de Cauchy. Veieu amb un exemple
que hi ha funcions continues de (a,b) en R tals que la imatge d’una successié de
Cauchy no és una successié de Cauchy.

(**) Sigui f : [0,1] — R talque lim f(z) existeix per cada ¢ € [0, 1]. Demostreu
Tr—cC
que el conjunt de discontinuitats de f és finit o numerable. Proveu que el mateix

enunciat és cert si canvieu [0, 1] per R. Indicacié: Demostreu que per cada € > 0
el conjunt {c € [0,1] : |f(¢) — lim f(z)| > €} és finit.
r—c

Per cadascuna de les funcions segiients, decidiu si estan fitades superiorment o
inferiorment en 'interval indicat, i si assoleixen el seu valor maxim o minim.

(a) f(z)=2%en (—1,1).

(b) f(z) =a°en (—1,1).

(c) f(z) =2 en R.

(d) f(z)= i en (0,00).
f

(€) flz)= {0 TEQ. Cen [0,1].

q v=2%2 (pqg =1
Demostreu que hi ha algun nombre = tal que:

(a) 214+ St =119

1422 +sin? z

(b) sinz =z — 1.

Suposem que f i g son continues, que f? = g* i que f(z) # 0 per a tot z. Demostreu
que o bé f(z) = g(x) per a tot x, o bé f(x) = —g(x) per a tot .

Demostreu que tota funcié continua de [0,1] en [0, 1] té un punt fix.

Demostreu que la grafica de qualsevol funcié continua f : [0,1] — [0,1] ha de
tallar el cercle 22 4+ y% = 1.

Demostreu que un polinomi de grau senar és exhaustiu.
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

(*)

(a) Sigui f : [0,1] — R continua amb f(0) = f(1). Demostreu que existeix
c € [0.3], amb f(c + 1) = £(o).

(b) Sigui f : [0,1] — R continua amb f(0) = f(1) i n € N. Demostreu que
existeix ¢ € [0, 2=L], amb f(c+ L) = f(c).

* Demostreu que no hi ha cap funcié continua de R en R que prengui exactament
dOS COps Cada VEL].OI'.

()
(a) Suposeu que f satisfa la conclusié del teorema de Bolzano i que és injectiva.

Demostreu que f és continua.

(b) Demostreu que si f : [a,b] — R és monotona i pren tots els valors entre f(a)
1 f(b), aleshores és continua.

(c) Suposem que f satisfa la conclusié del teorema de Bolzano i que pren cada
valor només un nombre finit de vegades. Demostreu que f és continua.
f(z) f(x)

Suposem f continua i que lim = lim
z—o0 TN z——oco TN

=0.

(a) Demostreu que si n és senar, llavors hi ha un nombre z tal que " + f(z) =0

(b) Demostreu que si n és parell, llavors hi ha un nombre y tal que y" + f(y) <
" + f(z) per a tot .

Sigui f una funcié polinomica qualsevol. Demostreu que hi ha algun nombre y tal
que | ()] < |f(2)] per a tot z.

Sigui f : R — R continua tal que

lim f(z) = lim f(z) = oc.

Demostreu que f no és exhaustiva. (Ind: Proveu que f té un minim absolut).

Suposem que f és una funcié continua tal que lim f(z) = lim f(z) = 0. De-
— 00 T—r—00

mostreu que hi ha algun nombre y tal que |f(y)| > |f(z)| per a tot =.



[V. Les funcions exponencial i logaritmica,

Sigui a € Rya > 012 = p/q € Q. Aleshores a” és defineix com 'arrel g-ésima
positiva de a elevada a p (en el capitol anterior hem provat que tot nombre real positin
té una 1nica arrel q-ésima positiva). Aquesta definicié no depend de l'expressié de x
com a quocient d’enters. El nostre objectiu es donar sentit a aquesta expressié quan
x € R. Comencem per enumerar algunes de les propietats de la funcié ¢” quan = és
racional.

Lema 1. Sigui a € Rt ¢ f : Q — R* definida per f(z) = a®. La funcid f t€ les
sequents propietats:

(1) f(z+y) = fle)f(y)
(2) Sia>1,f és creizent. Sia <1, f és decreizent.

(3) Si a, és una successid de racionals amb lima, = 0, aleshores lim f(a,) = 1.

Prova. Provarem només (3) i ho farem en el cas en que @ > 1. Considerem ¢ > 0. Les
successions a'/™ i a~"/" tendeixen a 1 i per tant podemn prendre ng tal que a'/™ —1 <
i la='/m0 —1| < . Com que lima,, = 0 sigui n; tal que |a,| < 1/ng si n > ny. Tindrem
doncs —1/ng < a, < 1/ng i com que per (2) f és creixent obtenim:

—e<a™ — 1= f(~1/no) 1 < flan) ~ 1 < f(1/ng) —1=a'" —1 <c

sempre que n > ny. Aixi doncs |f(a,) — 1| < e. El cas @ < 1 es resoldria de manera
similar tenint en compte que f és decreixent en aquest cas. O

Lema 2. Siguia,z € R, a >0 iz, € Q amblimz, = x. Aleshores lim a™ existeix i
€s independent de la successio de racionals que aprozima a x. Es a dir, si x,,y, son
successions de racionals amb limz, = limy, = x aleshores lima* = lima¥".

Prova. Suposem a > 1. Sigui zj, una subsuccessié monotona de z,. Pel Lema 1.(2)
tindrem que la successié a®n és monotona. D’altra banda si y,z € Qiy < x < z
aleshores per n prou gran y < z, < z i altra vegada pel Lema 1.(2) a¥ < ™ <
a®. Aixi doncs la successié a”* es monotona i acotada i per tant té limit. D’altra
banda a”* = a* %k q%n». Com que limz,, — x4, = 0, pel Lema 1.(3) obtenim que
lima® =% = 1. Obtenim aixi que el limit de ¢ existeix 1 és igual al limit de a®#n.
Sigui ara y, € Q amb limy, = z. Hem de veure que lima?¥" = lima®*. Tenim

lima¥ = lim ¥ ~%~ lim ¢** = lim a*". O
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Podem ara definir ja ’exponencial per qualsevol nombre real. Sigui f:R—R
definida per f(m) = lim ¢™ on x,, és una successio qualsevol de racionals amb lim z,, =
x. El lema anterior ens assegura que aquesta definicié és correcta en el sentit de que
no depen de l'eleccié de la successioé . La segiient proposicié resumeix les propietats
basiques de f.

Proposicié 3. La funcié f té les segients propietats:

(1) SizeQ, f(z)=a".

(2) flx+y) = fe)f(y).

(3) Sia>1, fés creivent i sia <1, f és decreizent.

(4) f(z) >0 per tot x € R.

(5) f és continua.

(6) Sia>1, lim, o f(2) = 00 i lim,_o f(z) = 0. Sia < 1, lim,,_o f(z) = o0

i lim, o f(z) = 0.

Prova. (1) Sigui x, una successié de racionals amb limz,, = € Q. Volem veure que
f(z) =lima®™ = a®. Per aixo observeu que usant el Lema 1.(3) tindrem

lima®™ = lima™ %a® = a”.
(2) Siguin x,,y, successions de racionals amb limz, = = i limy, = y. Tindrem
aleshores que limz,, + y, = = + y. Finalment

f(x +y) = lima™ ™" = lima™a” = lima™ lima¥" = f(z:)f(y)

(3) Fem només el cas a > 1. Siguin z,y € R amb = < y. Sigui z,¢t € Q amb
r < z<t<ylsiguin ¢, 1y, successions de racionals amb limz, = z 1 limy, = y.
Podem a més triar les successions amb =z, < z < t < y, per tot n € N. Tindrem que
a®™ < a* < a' < a¥" per tot n € N i per tant

F(z) =lima™ < * < o' <Tima* = f(y).

(4) Considerem només el cas a > 1. Sigui x € R isigui y € Q amb y < z. Tindrem
0 <a?=f(y) < flx).

(5) Com sempre pensarem que a > 1. Comencarem provant la continuitat a 0.
Sigui x, una successié amb limz,, = 0. Hem de provar que lim fN(rn) = f(O) = 1. La
demostraci6 és molt semblant a la del Lema 1.(3). Considerem ¢ > 0 i sigui ng tal
a'/™ —1 < e1i a7V — 1| < e. Sigui ara n; tal que |z,| < 1/ng per tot n > n,.
Tindrem per n > ny que —1/ng < ,, < 1/ng i usant (3)

—e<a Mo 1= f(—l/no) -1< f(wn) —-1< f(l/no) —l=da'™_1<e.
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Obtenim aixi |f(rn) — 1| < & per n > ny, el que prova la continuitat de f a 0.
Sigui ara * € R. Provar la continuitat de f en z és equivalent a provar que

litny, o f(J: +h)= f(x) Ara bé
lim f(z + h) = lim f(«) f(h) = f(2) lim f(h) = f(z).

h—0

(6) Es deixa al lector O

A partir ara escriurem a” per © € R en comptes de f(z) i denominem a aquesta
funcio la funcié exponencial en base a. Com que per la proposicié anterior aquesta
funcié és continua, monotona i el conjunt imatge és (0,00) té una inversa, que de-
nominarem el logaritme en base a i denotarem per log,, definida a (0,00) que pel
Teorema 14 de la Seccié anterior sera també continua i monotona. Al logaritme en
base € el denotem per In. El logaritme té les seglients propietats:

Proposicié 4. Sigui log, : (0,00) — R la funcid inversa de a®. El logaritme té les
sequents propietats:

(1) log, és continua. Sia > 1 és creizent mentre que si a < 1 és decreizent.

(2) log,(1) = 0. Sia > 1, lim,olog,(z) = —oo 7 lim, o log,(z) = co0. Sia <

1, lim,yolog,(z) = oo 7 lim, s log,(z) = —occ.
(3) log,(zy) = log,(x) + log,(y).

Prova. Es deixa al lector. O

Problemes.

99. Proveu que (a”)¥ = a™ i que log,(z¥) = ylog,(z).

100. Suposem que f satisfa f(z +y) = f(z)f(y), i que f és continua en 0. Demostreu
que f és continua en a per tot a.

101. Sigui f : R — R continua verificant f(z+y) = f(2)f(y). Demostreu que existeix
a >0, tal que f(z) = a”.

102. Sigui f : R — R continua no identicament nul.la que compleix

fyz2+y?) = f(x)f(y).

Demostreu que hi ha a > 0 tal que f(z) = a@) per a tot z € R.
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103. Comproveu els seguents limits:

x

(a) li_)m—:oopertotaeR.
=00 p&
Inz
(b) li_)m—zO,pertotaER, a> 0.
=00 pd

(¢) lim 2%Inz =0 per tot « € R, a > 0.
z—0*t ’



V. Derivacid

1. Definicié de derivada i propietats elementals

Sigui f : (a,b) — R. Diem que f és derivable en zq € (a,b) si existeix el seglient

limit:

lim flz) - f(ﬂUo)-

T—a0 T — Xg
En aquest cas denotem aquest limit amb f'(x¢) i 'anomenem la derivada de f en .
Geometricament f'(zg) és la pendent de la recta tangent a la grafica en el punt zo. En
el cas de que f estigui definida en [a, b] diem que f és derivable en a (respectivament
b) si existeix l'anterior limit per la dreta (respectivament I'esquerra)). Diem que f
és derivable en (a,b) si f és derivable en cada punt de (a,b). En aquest cas podem
parlar de la funcié derivada, f’ que assigna a cada punt = € (a,b) la derivada de f en

z, f'(z).

Exemple. Derivada d’una funcié constant. Sigui f : R — R definida per f(z) = ¢

per tot x € R. Veiem que f és derivable en qualsevol punt. Sigui zp € R, tindrem
lim {8 = fl@0) _ e
x—x0 T — Xg z—=x0 T — X

Aixi doncs, f és derivable en x¢ 1 f'(z0) = 0.

= 0.

Exemple. Derwada de la identitat. Considerem ara la funcié identitat, és a dir
f(z) = z per tot x € R. Sigui zo € R. Tindrem
r — X

i L) = f@0) _ 220

T—rxQ T — X rx—xo T — Zo

Aixi doncs f és derivable en zg 1 f'(z9) = 1.

Exemple. La funcid valor absolut no és derivable en 0. Considerem f(z) = |z|. Si
zo > 0 tindrem

2] = fwo| . T — o

lim ———— = lim —— =1
T—rXQ Tr — X T—=xo T — X
ja que |z| = x si x és prou proper a zy.. Veleu vosaltres mateixos que f'(zg) = —1

quan z¢ < 0. Estudiem ara la derivabilitat en 0. Tindrem que

N U P Y

=0t . —0 e—=0— . —0

-1
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. . —lo . .. ., )
d’on deduim que lim,_.o % no existeix i per tant la funcié valor absolut no és

derivable en 0.
Lema 1. Sigui f : [ — R derivable en xq € I. Aleshores f €s continua en xg.

Prova. Tindrem que

Jlim f(2) = f(zo) = lim f(fi - i(f) (¢ —20) = f'(0) -0 =0
i per tant xliglo f(z) = f(xo). O

2. Regles de derivacio

Proposicié 2. Sigui f,g definides en un entorn d’a i derivables en a. Aleshores
f+g i f.g son derivables en a i es verifiquen les sequents relacions:

(a) (f+9)'(a) = f'(a) +¢'(a)
(b) (f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
Si a més f(a) #0, llavors % esta definida en un entorn d’a, és derivable en a 1

L F@
() (3)(@) =~y

Prova. Comencem per estudiar la derivabilitat de f 4 ¢. Tindrem

g F D@ = (f+g)(a) _ o Flath) = f(a) | gla+h) = gla)
h—0 h N h—0 h h—0 h

= f'(a) +¢'(a)
Obtenim doncs el resultat enunciat. Veiem ara que passa amb el producte:
lig -9 a 1) = (f.9)(a)

h—0

o flat h)?;(a +h) — f(a+h).g(a) + f(a+ h)g(a) — f(a)g(a)

= }lli:r(l)f(a + h)g(a + 1) — g(a) + limg(a)f(a +h) — f(a)
h—0 l h—0 h
= f(a)g'(a) + g(a)f'(a).

Fixeu-vos en que per obtenir la darrera igualtat, hem usat que limy_,o f(a +h) =
f(a) que es dedueix del fet de que f és continua en a (per que f és continua en a?)

92



Finalment passem a estudiar la derivabilitat de % Observeu primer que degut a
que f és continua en a i a que f(a) # 0, existira un entorn d’a en que f no s’anul.la
1 per tant % esta definida en un entorn d’a. Tindrem:

poglet ) —glo) L fla) — flath) _ f(a)

h—0 h ~ h=0 f(a+h)f(a)h f2(a)

O

Proposicié 3 (Regla de la cadena). Siguin g : (a,b) — R ¢ f : (¢,d) — R.
Suposeu que g €s derivable en v € (a,b) © f és derivable a g(x) € (c,d). Aleshores
fog és derivable a x i (f o g)(x) = f'(g9(x))g'(x).

Prova. Per tal d’entendre millor la prova suposarem primer que hi ha un entorn de
g(x) tal que g(y) # g(x) per tot y d’aquest entorn. En altres termes, que per h prou
petit g(x 4+ h) — g(x) # 0. Si aix0 és aixi tindrem:

L (fogath) = (fog)e) . (foa)a+h) = (fon)e) gle+h)—gla)
h—0 h h—0 g(x 4+ h) —g(x) h—0 h

bl

sempre 1 quan els limits del segon terme d’aquesta igualtat existeixin. Per una banda
(fog)(z+h)=(fog)(=) _
g(z+h)—g(z)

un dels dos limits és precisament ¢'(a). Veiem doncs que limp_o
f'(g(x)). Per provar-ho considereu k = g(z + h) — g(x)). Tindrem

(fog)lx+h)—(fog)(x) flg(z) +F) — flg(x))

flg% g(x +h)—g(x) - ’111_1% kk -

ja que quan h — 0, tindrem que k — 0 (per que?).

En general pero hom no pot pas suposar que g(x + h) — g(z) # 0 per h prou
petit (per exemple g podria ser constant) i hom no pot pas considerar en general
la descomposicio que hem fet abans. Per arreglar aquest problema considerem la
segiient funcio:

(fog)lx+h)—(fog)(z) .
B={  grh g Soeth# el
f'(g()) si g(z 4+ h) = g(x).

Ara si podem escriure

Ly F 09l +1) = (fog)(z) _ lim () lim g(x+h) —g(x)

h—0 h h—0 h—0 h ’

i per tant per demostrar el resultat n’hi ha prou amb veure que lim, o ®(h) =
f'(g(x)). Aixo és aixi ja que quan g(z + h) # g(x), ®(h) tendeix a f'(g(z)) quan
h — 0 (ho hem vist abans) i quan g(z + h) = g(z), ®(h) = f'(g(x)). O
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Proposicié 4. Sigui f : (a,b) — R injectiva i continua en (a,b) i derivable en
¢ € (a,b) amb f'(c) # 0. Aleshores f~! és derivable en f(c) i

—1y/ _1
(YD = 5y

Prova. Elfet de que f sigui injectiva i continua ens assegura que f~! esta ben definida
1 és continua. Per a veure que f~' és derivable en f(c¢) hem d’investigar 'existéncia

del segtient limit:
lim {0+ h})L — 7' (f(e).
h—0

Siposem k= f~1(f(c) + h) — ¢ tindrem h = f(c + k) — f(c¢) i podem escriure:

o I 1) = £ (7(6))
h—0 h h—>0f(‘+]‘) fle)

Com que k = f~'(f(c) +h) —ci f~! és continua a f(c) tindrem que quan %
tendeix a 0 també k tendeix a zero. Aixi doncs obtenim

k 1
lim = lim =

h=0 fle+k) — f(c) k=0 fle+k)— f(c)  f(e)

O

Lema 5 (Derivades d’algunes funcions elementals). Siguin f(z) =Inz, g(z) =
e“iperx>0ia€cR, h(zx)=2* Tindrem:

(i) f'(z) =5
(ii) ¢'(z) =
(iii) I'(z) = az®~.

Prova. )
In(z + h) — In: P\ 1"
(i) lim n(@+h) —Ine) .o (x + L> = limIn ((1 i _> _ -
h—0 h h—0 T h—0 h/x T
1 1
(2) Per la proposicié anterior, tindrem ¢'(z) = = =e°

Flg(z)) /e

oInz aplicant (2) i la regla de la cadena obtenim:

(3) Com que z* = ¢
e!

hl — ozlnx_: oz—]'
(x)=¢ —=oz

Exercici. Calculeu les derivades de les inverses de sin x, cos x, ¢ tan x



3. Teoremes basics sobre derivacid.

Proposicié 6. Sigui f : (a,b) — R i sigui ¢ € (a,b) amb f(x) > f(c) per tot
z € (a,b). Suposem a més que f és derivable en c. Aleshores f'(c) = 0.

fle+h) = f(c)
A . Per

Prova. Com que f és derivable a ¢ tindrem que existeix el lim
h—0

tant existeixen els dos limits laterals i son iguals a f'(¢), és a dir

lig JEFR A _ g, Sleth) = ()

h—0t h h—0— h

= f'(c).

Ara bé, el primer terme d’aquesta igualtat és no negatiu i el segon terme és no positiu
(perque?). Tindrem doncs que perque hi hagi igualtat els dos limits laterals han de
ser zero. Per tant f'(¢) =0 O

Noteu que si canviem les hipotesis de la proposicié anterior demanant f(z) < f(¢),
per tot x € (a,b), la conclusié és la mateixa (per a demostrar-ho podeu canviar f per
—f i aplicar la proposicié a — f).

Sigui f : I — R i ¢ € I. Diem que ¢ és un maxim (resp. minim) local o relatiu
de f si existeix un interval obert J contingut a I amb ¢ € J i tal que f(z) < f(¢)
(resp. f(z) > f(c)) per tot x € J. Quan no vulguem especificar si ¢ és un maxim o un
minim, direm que ¢ és un extrem local o relatiu. De 'anterior proposicio es dedueix
facilment el segiient corol.lari.

Corol.lari 7. Sigut f : I — R i sigui ¢ € I extrem local de f. Si f és derivable en
¢, f'le)=0.

Teorema 8 (Teorema de Rolle). Sigui f : [a,b] — R continua i derivable en
(a,b). Suposem que f(a) = f(b). Aleshores existeiz un punt ¢ € (a,b) amb f'(¢) = 0.

Prova. Com que f és continua en [a,b], pel Teorema de Wierstrass, té un maxim i
un minim absoluts. Si un dels dos esta en el interval obert (a,b), aleshores és també
un extrem relatiu 1 pel corol.lari anterior la derivada de f en aquest punt es 0. Si
alxo no passa, tindrem que el maxim i minim absoluts estan a la vora de [a,b]. Com
que, per hipotesi, f(a) = f(b) tindrem que el valor maxim i minim que pren f és el
mateix. Aixo implica que f és constant 1 per tant la derivada en qualsevol punt de

(a,b) és zero. O

Teorema 9 (Teorema del valor mig). Sigui f : [a,b] — R continua en [a,b] i
derivable en (a,b). Aleshores existeiz un punt ¢ € (a,b) verificant

F(b) - fla)

fle) ==

Ut
Ut



Prova. Considerem la funcié

(que mesura h(z)?) Un simple calcul mostra que h(a) = h(b) = 0. D’altra banda h
és continua en [a,b] i derivable en (a,b) (per que?) Podem doncs, aplicar el Teorema
de Rolle a h i obtenim l'existencia d'un punt ¢ € (a,b) amb A'(¢) = 0. Ara bé

R(z)= f'(x)— 7f(bg:£(a) 1, per tant obtenim f'(¢) = 7f(bg:g(a). O

El Teorema del valor mig té diverses conseqiiencies importants.

Corol.lari 10. Sigui f derivable en (a,b) verificant f'(x) = 0 per tot x € (a,b).
Aleshores f és constant.

Prova. Per provar que f és constant hem de veure que f(z) = f(y) per tot z,y €
(a,b). Siguin z,y € (a,b), pel Teorema del valor mig, tindrem que existeix ¢ € (z,y)
amb

flz) = fly) = f()(z —y).
Com que per hipotesi f'(¢) = 0 obtenim f(z) = f(y) O

Corol.lari 11. Sigui f derivable en (a,b) verificant f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0) per
tot © € (a,b). Aleshores f és creizent (resp. decreizent) en (a,b).

Prova. Provarem nomes el cas f/'(z) > 0. Siguin ¢ < y € (a,b). Tindrem que

fly) = f(x) = f'(e)(y — =) > 0 per tant f(z) < f(y)). D

Corol.lari 12. Sigui f derivable en un entorn d’a i tal que [’ €s continua en aquest
entorn. Suposem a més que f'(a) és diferent de zero. Aleshores existeiz un altre
entorn d’a en el que f €és invertible.

Prova. N'hi ha prou amb veure que hi ha un entorn d’a en el que f és monotona
(recordeu que ja hem vist que en aquest cas f~! és derivable en f(a) i (f~')(f(a)) =
ﬁ) Suposem per exemple que f'(a) > 0. Com que f’ és continua, existeix un
entorn d’a amb f’ positiva. Es a dir, existeixen b < ¢ amb a € (b,¢) 1 f'(z) > 0 per
tot @ € (b, ¢). Pel corol.lari anterior tindrem que f és creixent en (a,b). O

Teorema 13 (Teorema del valor mig generalitzat). Siguin f,g : [a,b] —
R continues en [a,b] i derivables en (a,b). Aleshores, existeiz un punt ¢ € (a,b)
verificant:



O
La conclusié d’aquest teorema es pot escriure també, en el cas de que g(b) —g(a) #
0, de la seguent forma:

Teorema 14 (Regla de 'Hopital). Suposem que f i g son dues funcions definides
en un entorn de a i que lim f(z) = lim g(z) = 0. Suposem també que ezisteir el
r—a r—a

14
lim fl(x) Aleshores també ezisteiz el lim f(x) 7
z5a g'(x) e—a g(x)

fe) o)
}:I—IE g(;r;) a alv—m g’(gj) '

Prova. Noteu primer que de les hipotesis de l'enunciat s’en dedueixen els segiients
fets:

(1) Les funcions f i g sén derivables en un entorn punxat de a i la derivada de g en
aquest entorn és diferent de zero. Es a dir, existeixen b < ¢ amb a € (b, ¢) tals
que f i g sén derivables en (b,a)U (a,c) i ¢'(x) # 0 per tot z € (b,a)U (a,c).

(i1) Modificant, si cal els valors de f i ¢ en a de manera que f(a) = g(a) = 0
podem suposar que f i ¢ sén continues en [b, ¢] (per que aquesta modificacid és
irrelevant?)

(iii) Tindrem també, g(x) # 0 per tot z en (b,a)U (a,c). En efecte, suposem que
g(x) =0 per algun = € (b,a) U (a,c¢) (per exemple = € (a,c)). Aleshores, estem
en condicions d’aplicar el Teorema de Rolle a l'interval [a, x], concloent que hi
ha un punt y € (a, ) amb ¢'(y) = 0, en contradiccié amb (i). Per tant la funcié

f/g esta ben definida a (b,a) U (a, ¢).

Després d’aquestes observacions estem ja en condicions de provar ’enunciat. Sigui
z € (b,a) U (a,c). Aplicant el teorema del valor mig generalitzat obtenim

fl@) ()
gx)  g(x) —gla)  g'(de)
ond, € (z,a)siz <aod, €(a,r)si x> a. Aixi quan z — a tindrem que d, — a.

Finalment obtenim
Fo) = fla) o Fd) )

lim () = lim ———— = lim
z—a g(m) T—a g(:v) — g(a) r—a 9’<daE) r—*a g’(:v)

~n

—_
8

~—

~

—~
8

~—
|




Observem que sense les hipotesis de la regla de I’'Hopital no és en general cert que

@) )
il—r% g(x) o y]c—m g’(;c) )

. z2 _ . g 2 _
Per exemple lim, o 27— = 01 lim, 0 — 5= = —2.

La Regla de I'Hopital té diverses generalitzacions que us convido a demostrar.

1. Suposem que f i g son dues funcions definides en un entorn d’a i que lim f(x) =

r—ra
!
lim g(x) = co. Suposem també que existeiz el lim f(z)
z—a r—a g'(l‘)

@)
alc—m g(t)

. Aleshores també ezisteix el

lim f(z) = lim (@)

z—a g(x) z—a g’(gj).

2. Suposem que f 1 g son dues funcions definides en [a,00) i que lim f(z) = lim g(x)

!
= 0. Suposem també que ezisteir el lin fl<x) Aleshores també existeir el lim f(2)
z—oo g'(x) c—oo g(x)

o f@) @)
a:1—>oo g(x) :I:]—>oo g'(z) )

¢

3. Suposem que f i g son dues funcions definides en [a,00) ¢ que lim f(z) = lim g(x)
T—r00

T—r00
=00 (0 —00). Suposem també que existeiz el lim f,(:v)
% ¢'(z)
lim f(z) 1

. Aleshores també existeiz el

) ()
a~h—>r£lo g(r) - xl—>oo g’(.r) ’

4. Els mateizos enunciats que 2 i 3 canviant [a,00) per (—oo,b] 4 co per —oo.

5. Els mateizos enunciats que la regla original ¢ 1, canviant el fet de que f 1 g estan
definides en un entorn d’a per f i g definides en un semientorn d’a (per la dreta o
per lesquerra) i canviant la nocié de limit per la corresponent de limit lateral.



104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

Problemes.

Sigui f,g : R — R derivables amb f(z) > 0. Demostreu que h(z) = f(z)?®)
és derivable i B'(z) = g(x)(f(2))?@ =1 F(x) + (f(2))!@ g (2)log(f(z)). Apliqueu

aquest resultat per calcular les derivades de 2%, (%) 1 &),

2t 2z eQ,
0 z¢Q.

Sigui f una funcié tal que |f(z)| < 2, @ > 1. Demostreu que f és derivable en 0.

Demostreu que f és derivable en 0.

Sigui f(z) = {

Sigui 0 < 3 < 1. Demostreu que si f satisfa |f(z)| > |z|® i £(0) = 0, llavors f no
és derivable en el 0.

Trobeu f'(z) si f(z) = |2|>. Trobeu f”(z). Existeix f"(z) per a tot 7

Calculeu les derivades de les funcions trigonometriques.

2 i 1
; < 0
Sigui f(z) = {Tj sing T# 0’ Suposem també que h i k sén dues funcions tals

0 x = 0.
que
h(z) = sinz(sin(:v +1)) E(z)= f(z+1)
h(0) =3 E(0) = 0.

Calculeu:

(a) (foh)(0).

(b) (ko £)(0).

(c) ¢'(a?), on g(x) = h(z?).
Calculeu f'(0) si

i 9(0) = ¢/(0) = 0.

(a) Demostreu que si f és derivable en a, llavors |f| és derivable en a, sempre que
fla) # 0.

(b) Doneu un contraexemple si f(a) = 0.

(c) Demostreu que si f i g sén derivables en a, llavors max(f, ¢) i min(f, g) sén
derivables en a sempre que f(a) # g(a).
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113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

(d) Doneu un contraexemple si f(a) = g(a).
Si f és derivable tres vegades i f'(z) # 0, la derivada de Schwarz de f en x es

defineix com:
_ =) 3 (@)Y
prte =T -3 (51

a) Demostreu que
(a) q

D(fog) =[Df ogl.(¢)’ + Dg.

(b) Demostreu que si f(z) = :;j_'s, amb ad — be # 0, llavors Df = 0. Con-

seqiientment D(f o g) = Dg.

Suposem que f(a) i g™ (a) existeixen. Demostreu la férmula de Leibniz:

n

Fa@) =Y (1) /g,

k=0

Suposem que f(x) = xg(x) per a una certa funcié g que és continua en 0. De-
mostreu que f és derivable en 0 i trobeu f'(0) en termes de g.

Suposem que f és derivable en 01 que f(0) = 0. Demostreu que f(z) = zg(zx) per
alguna funcié ¢g continua en 0.

Demostreu que és impossible escriure x = f(x)g(z) amb f i g derivablesi f(0) =

9(0) = 0.
Quantes vegades és derivable en el zero la funcié z”|z|, si n € N7

Proveu que si f és derivable i parella (resp. senar) aleshores f’ és senar (resp.

parella).
Considerem la funcié
x;}—l—l T # 0’
|
0 x = 0.

Es derivable en el punt x = 07 Es continua la derivada?

Considerem la funcié

f(x) = {(s)ln(r) sin( ) Z i g,

Si ara g és una funcié que satisfa g(0) = 01 ¢’(0) = 5, calculeu (f o g)'(0), en el
cas de que existeixi.
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122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

(*) Demostreu que per a cada n € N, l'equacié #" + v — 1 = 0 té una unica
solucio positiva. Si denotem per a,, aquesta solucid, demostreu que la successio a,,
és convergent 1 calculeu-li el limit.

Sigui a > 01 f : (0,1] — R derivable amb f'(z) > - per tot x € (0,1]. De-
mostreu que si a > 1 aleshores lim, o+ f(2) = —oc. Mostreu amb algun exemple
que si @ < 1 hi ha funcions verificant la desigualtat i tals que lim, o+ f(z) = 0.

Proveu que I'equacié €” = x + 1, té una 1nica solucio real.

Sigui 1 < 0 1 considerem la successié definida recurrentment per z,.; = ¢ — 1.
Proveu que z,, és monodtona creixent 1 acotada i calculeu limz,. Proveu que si
prenem x; > 0 aleshores x,, és mondtona creixent pero divergent.

Proveu que 'equacié 277 — & = 0, té una unica solucié real i calculeu la seva part
entera.

Trobeu el nombre de solucions de 'equacio 3log x = .

Trobeu els punts en que les tangents a la corba y = 3z* + 42% — 1222 4 20, sén
paral.leles a l'eix d’abscises.

Trobeu el punt de la corba y? = 22, en que la tangent és perpendicular a la recta

4z — 3y +2 = 0.

Sigui f: R — R derivable amb f’ continua tal que

> (0 s1n és parell,

f(fn) = {

< 0 si1n és senar.

Proveu que f(0) = f/(0) =0

Determineu els maxims 1 minims absoluts de les seglients funcions en els intervals
que s’indica.

Sigui @ > 0. Calculeu el valor maxim de

1o
T+ el " Je—al

f(z)
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133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

Demostreu que de tots els rectangles amb un perimetre donat, el quadrat és el que
té area maxima.

Entre tots els cilindres amb un volum donat, trobeu el que té la superficie minima.

Dos passadissos, d’amplades a 1 b, s'uneixen formant un angle recte. Quina és
la llargada maxima possible d'una escala de ma que pot ser transportada dun
passadis a 1’altre?

Un camp de futbol d’amplada a 1 1llargada b té dues porteries centrades d’amplada
¢. Des de quin punt de la banda l'angle de tir és maxim?

(*) Suposem que f'(z) > M > 0 per a tot z € [0,1]. Demostreu que hi ha un
interval de llargada § en el qual |f| > 4.

Suposem que f'(z) > ¢'(x) per a tot z, 1 que f(a) = g(a). Demostreu que f(x) >
glx)siz >al f(z) < g(x) siz < a.

Estudieu la validesa de les seguents desigualtats:

|sinz — siny| < |z — y| o <logi <=H 0<z<y

e””>$ e >14 (14 z)log(l + =)
=l <logz <z —1 (a +b)P < 207Y(aP? + V), a,b>0,p > 1.

(14x)?
1+zP °

Indicacid, per la ltima: Considereu la funcié

1 1 - _ 1,1 1
Demostreu que T < logn +1—logn < ~1 deduiu que §,, = 1—{—5—{—54—...—{—; >
logn + 1. Proveu que lim §,, = .

n—oo
Demostreu que tota funcié derivable de [0,1] en [0,1] amb f'(z) # 1 té un nic
punt fix.

Suposem que f satisfa f”(z)+ f'(z)g(x)— f(x) = 0 per alguna funcié g. Demostreu
que si f val 0 en dos punts aleshores f val 0 en tot 'interval compres entre ells.

(*) Suposem que f(0) = 0 i que f' és creixent. Demostreu que g(z) = Ha) g

creixent a (0, 00). ’

(a) Demostreu quesi lim f(z)i lim f'(x) existeixen tots dos, llavors lim f'(z) =
T—r00

(b) Demostreuquesi lim f(z)i lim f”(x) existeixen tots dos, llavors lim f"(z) =
T—»00 T—+00 T—00
0.

Suposem que |f(z)— f(y)| < |z —y|", amb n > 1. Estudiant f’, demostreu que f
és constant.
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146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

Una funcio f : I — R es diu que satisfa la condicié de Lipschitz si existeix K > 0
tal que |f(z) — f(y)| < K|z —y|. Proveu que si I és un interval obert i f derivable,
la condicié de Lipschitz equival a que la derivada estigui acotada a I.

Sigui f : (0,1) — R derivable amb f" acotada. Demostreu que lim+ f(z) existeix.
z—0

Sigui f : R — R una funcié derivable amb inf|f’(z)| > 0. Demostreu que si
f(z,) convergeix, aleshores z,, convergeix.

Sigui f:(0,1) — R una funcié derivable amb |f'(z)| < log(1/z).

(a) Demostreu que existeix el limit lim f(1/n).
(b) Demostreu que existeix el limit lim, o+ f(x).
Sigui f : (0,1) — R derivable amb |f'(z)| < % per a tot z € (0,1) Demostreu
que f(+)és convergent. Es cert que la successi6 f(x,) és convergent per a qualsevol
successio x, amb limit 07
(*) Que es més gran €™ o 77
Calculeu els seguents limits:
r —sinx

(a) lim

=01 — cosx

(b) lim x+\/5—\/:c—\/§.

T—r 00
(¢) lim (log(14 x))*.
z—0t
x? sin(%)

Calculeu lim ———*= i comproveu que en aquest cas no es pot aplicar directament

z—0 S111 T

la regla de I’'Hopital.
Dibuixeu les grafiques de les segiients funcions:

sin(2x) sin z? rsinz

tan(z) — x % T Sin(%) — 2

Vrsin(z?)  x+ x?sin() \/smlﬁ

Sigui f una funcié derivable tal que lim f'(z) = 0. Proveu que
T—00

Jim (f(x +1) — f(x)) = 0.

Sigui f una funcié derivable tal que lim zf'(z) = 0. Proveu que
Tr— oo

lim (f(3z +2) — f(x)) = 0.

T—00
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157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

an

n+1

ag+ arx + ...+ a,z" =0,

Demostreu que si aTO + %1 + ...+ = 0, llavors
per algun z € [0,1].
Calculeu f=' per a cadascuna de les f segiients:

(a) flz) =" +1.
(b) fx) = (« +1)"

K T € Q,
(© f(:v)—{_x e
—a? x > 0,

1—2% z<0.
(e) flz) =152, 1<z <1

Trobeu un interval on la funcié f(z) = 2sin(3z) sigui invertible i calculeu la seva
inversa.

Trobeu el domini de definicié i una expressié algebraica de la funcié sin(arccos z).

Calculeu les inverses de les seguents funcions:

ef—e” ¥

2
b) coshx = efe™?

(
( >
(c) tanhz = sinhz

coshz

a) sinhx =

Demostreu que si f és una funcié continua creixent tal que f = f~! aleshores
f(z) = x per tot z.

Restringiu les segiients funcions a un interval on siguin invertibles 1 calculeu la
derivada de la funci6 inversa en el punt p.

() fe) = 2% — 245, p=T.
(b) f(z)=2>+2+2, p=0.

(c¢) f(z)=22+5, p=21.
Trobeu una férmula per (f~')"(z).

La derivada de Schwartz Df ha estat definida en el problema 113. Trobeu una
férmula per Df L.

Suposem que f és una funcié injectiva la derivada de la qual no s’anul.la mai, i

que f = F'. Sigui G(z) = xf~!(z) — F(f~'(x)). Calculeu G'(x)
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167. Suposem que f'(z) = sin®(sin(z + 1)) i h(0) = 3. Trobeu:

(a) (R71)(3).
(b) (g71)(3), essent g(z) = h(z 4+ 1).



VI. Convexitat i segona derivada

Definicié. Diemn que f : I — R és conveza, si donats dos punts qualssevol a,b €
I, a < b el segment que uneiz els punts (a, f(a)) i (b, f(b)) queda per damunt de la
grafica de f en (a,b). Diem que f : I — R és concava, si donats dos punts qualssevol
a,be I, a <b el segment que uneiz els punts (a, f(a)) i (b, f(b)) queda per sota de
la grafica de f en (a,b).

El nostre objectiu és caracteritzar quan una funcidé és convexa o concava en un
interval. Clarament f és concava a [ si 1 només si —f és convexa a I. Per tant
concentrarem la nostra atencio només en la convexitat.

Lema 1. f és convexa en I si ¢t només si per qualssevol a,z,b€ I amba < x < b es

o F(e)— fla) (D) — f(a)

T —a b—a

Prova. La recta que uneix (a, f(a)) amb (b, f(b)) té per equacio:

Tindrem doncs que la condicié de convexitat és equivalent a que

D= i)

f@) < flo) + =0 G - g)

d’on s’obté la condicié enunciada. O

Si f és derivable es poden donar caracteritzacions simples de la convexitat en
termes de f’.

Proposicié 2. Sigui f convexa en I. Si f és derivable en a aleshores la grafica de
f queda per damunt de la recta tangent a la grafica en (a, f(a)), excepte en el punt

(a,f(a)). Sia <bi fés derivable en a 1 b llavors f'(a) < f'(b).

Prova. Sigui 0 < hy < hy. Aplicant el Lema 1 als punts a,a + hy,a + hy hom obté

flat i) = f(a) _ Flatha) = fla)
hy hy .
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Si definim F(h) = w la desigualtat anterior ens diu que F' és una funcio
creixent. Tindrem doncs

f'(a) = lim F(h) < F(h)

h—0t

per tot A > 0 tal que a + h € I. Aixo umplica que la recta tangent queda per sota de
la recta secant que uneix (a, f(a)) amb (a + h, f(a 4+ h)), i per tant (a + h, f(a + h))
queda per damunt de la recta tangent. Un raonament simetric provaria que

f'(a) > F(R)

quan h < 0 el que prova també en aquest cas que la recta tangent queda per sota de
(a+h, f(a+ h)). Aix0 prova la primera part de enunciat. Si apliquem ara el que ja
hem vist tindrem:

Pl < LEE D10 _ [0+ @ WO _ g

[
De fet les dues condicions de la proposicié anterior caracteritzen la convexitat
quan f és derivable. Per veure-ho necessitem algun resultat previ.

Lema 3. Sigui f derivable ¢ f' creizent. Si a < b i f(a) = f(b), aleshores f(z) <
f(a) = f(b) per tot x € (a,b).

Prova. Comencem veient que no hi ha cap punt = € (a,b) amb f(z) = f(a). Suposem
que existeix ¢ € (a,b) amb f(z) = f(a). Aleshores aplicant al teorema de Rolle als
intervals [a, z] i [z,b] obtenim x; < x3 amb f'(x;) = f'(x2) = 0 el que contradiu que
f' sigui creixent. Pel teorema de Bolzano només hi ha dues possibilitats. O bé és
f(z) > f(a) = f(b) per tot & € (a,b) o bé f(z) < f(a) = f(b) per tot = € (a,d).
Veiem que la primera possibilitat no ipot passar. En efecte tindriem aleshores que
f'(a) >0 > f'(b) el que torna a contradir que f’ sigui creixent. O

Teorema 4. Sigui f derivable en I. Llavors f €s conveza si i només si f' és creizent.

Prova. Ja hem vist a la Proposicié 2 que si f és convexa aleshores f’ és creixent.
Veiem el reciproc. Sigui f derivable amb f’ creixent i siguin ¢ < b € I. En [a, ]
considerem la funcié g(z) = f(z) — ﬁ%%ﬂ(x —a). Observem que ¢’ = f' — ﬂ%ﬂ
1 per tant ¢’ és creixent. Per altra banda g(a) = g(b) = f(a). Aplicant el Lema 3

obtenim que g(z) < f(a) per tot « € (a,b). Es a dir

f(z) = fla) _ f(b) = f(a)

T —a b—a

per tot x € (a,b). Per tant f és convexa. O

Teorema 5. Sigut f derivable en I. Llavors f és conveza si t només si qualsevol
tangent a la grafica queda per sota de la grafica excepte en el punt de contacte.
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Prova. Una implicacié ja 'hem provat a la Proposicié 2. Veiem 1’altra. Suposem
que la grafica de f queda per damunt de qualsevol tangent excepte en el punt de
contacte. Provarem que en aquestes condicions f’ és creixent. Sigui a < b € I.
Utilitzant I’hipotesi obtenim,

f() > fla) + f'(a)(b - a)

fla) > f(b) + f'(b)(a = b).
Tindrem doncs,

oy < TOHO I =10)_ )

i per tant f’ és creixent. Pel Teorema 4, f és convexa. O

Definicié. Sigui f derivable en I. Sila funcio f' : I — R €s derivable en a € I diem
que f €s dues vegades derivable en a. St aizo passa per tot punt de I diem aleshores
que [ és dues vegades derivable en I. Si f és dues vegades derivable en a € I denotem
(f)(a) per f"(a) i 'anomenem la segona derivada de f en a.

Teorema 6. Sigui f dues vegades derivable en I. Llavors les seguents afirmacions
son certes:

(1) Si f és conveza en I aleshores f"(x) >0 per tot x € I.

(2) Si f"(x) > 0 per tot x € I aleshores f €s conveza en I.

Prova. Es deixa al lector. O

Definicié. Diem que f : I — R és conveza en x € I si existeiz un entorn (semien-
torn st x €s un extrem de I) J de x en I de manera que f : J — R és conveza.
Direm que f €s concava en x st existeix un entorn (semientorn si x €s un extrem
de I)J de x en I de manera que f :.J — R €s concava. Diem que x és un punt
d’inflezio de f si existeiz § > 0 tal que f és conveza (resp. concava) a (x — §,z] 1
concava (resp. conveza) a [z, + 0).

Proposicio 7. Sigui f dues vegades derivable en I. Aleshores les segients afirmacions
son certes:

(1) Sia és un punt d’inflexié aleshores f"(a) = 0.

(2) Suposem a més que f" és continua en a € I. Aleshores si f"(a) > 0 (resp.
f"(a) < 0) aleshores f és conveza (resp. concava) en a.

Prova. Es deixa al lector. O
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168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

Problemes.

Proveu que si una funcié convexa té un minim relatiu en un punt aquest és absolut.
Proveu també, que en aquest cas no hi ha d’altres extrems relatius.

Sigui f una funcié continua i dues vegades derivable a l'interval [a, b]. Suposem
que el segment que uneix els punts (a, f(a)) i (b, £(b)) talla la grafica de la funcié
en un punt. Proveu que existeix ¢ € (a,b) amb f”(¢) =0

Considereu una funcio, f, dues vegades derivable amb les segients propietats:

(a) f(z)>0perz>0
(b) f decreixent i f'(0) =0

Demostreu que existeix un « > 0 amb f”(z) =0

Demostreu que f és convexa en [ siinomés si per qualssevol z,y € I'it € (0,1)
es té

flte+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y).

Ty flz)+ f(y)

2 2

(b) Suposeu que f satisfa la propietat anterior. Demostreu que f(kx+(1—Fk)y) <
kf(z)+ (1 — k)f(y) sempre que k és de la forma 2 amb m,n € N im < 2".

9n

(a) Demostreu que si f és convexa, aleshores f(

(c) Suposeu que f satisfa la condicié de la part a) i és continua. Demostreu que
és convexa.

Siguin f 1 g convexes 1 g creixent. Demostreu que g o f és convexa.

Demostreu que una funcié convexa en un interval obert és continua. Veieu amb
un exemple que aquest resultat no és necessariament cert si el interval no és obert

Denotem f! (a) la derivada per la dreta en el punt a i f/(a) la derivada per
I'esquerra en el punt a. Demostreu que si f és convexa, fi(a)1i f’(a) existeixen
sempre. Proveu també que f} i f/ sén creixents i que f’ (a) < f(a). Finalment
proveu que f! (a) = f’(a) siinoméssi f| és continua en el punt a

Proveu que si f és convexa i creixent aleshores f~! és concava i1 creixent. Ana-
logament si f és convexa i decreixent aleshores f~' és convexa i decreixent.
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VII. Aproximacié polinomica

Les funcions polinomiques sén les uniques funcions que sabem avaluar, ja que
per avaluar-les en un punt només cal efectuar sumes i productes. En aquest capitol
intentarem ”aproximar” una funcié a la vora d’un punt per mitja de funcions polino-
miques. El sentit de la paraula "aproximar” el precisarem tot seguit.

Si dues funcions f, g definides en un entorn de a compleixen que lim f(z) = lim g(z)

r—ra T—a
aleshores lim(f(z) — g(x)) = 0. Si a més
r—a

li (2 ~9(2)

r—a Tr — da

=0

llavors f — g tendeix a 0, quan  — a, més rapidament que x — a. En general si

f(z) = g(z)

(z—a)r

lim =0,

f—g tendeix a 0, quan x — a, més rapidament que (z — a)"”. Observem que com més
gran sigul n, més rapidament f — g tendeix a 0 quan * — a. En altres paraules com
més gran sigui n, més ~semblants” son f 1 g a prop de a.

Definicié. Diem que f i g tenen un contacte d’ordre > n en a si

L f(@) = g(a)

r—a T — a)”

=0.

En el capitol anterior hem definit quan una funcié és dues vegades derivable. Diem
que f és tres vegades derivable si f és dues vegades derivable en un entorn de a 1 f”
és derivable en a. Parlem aleshores de la derivada tercera de f en a que denotem per
f"(a) o bé fO)(a). Iterant aquest procediment hom obté la nocié de funcié n vegades
derivable en a. A la derivada enésima de f en a la denotem per f(a). En aquest
context f© denota la propia funcié f. Diem que f és de classe C" en a si f es n
vegades derivable en un entorn de a i f™ és continua en aquest entorn. Diem que f
és de classe C*™ en a si f es de classe C" en a per tot n € N.

Lema 1. Siguin f i g derivables n vegades en a. Aleshores es compleiz:

(1) Si fD(a) =g (a), peri=0,1,... .n, i f i g™ sén continues en a aleshores
f t g tenen contacte d’ordre > n.
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(2) Si f i g tenen contacte d’ordre > n en a aleshores f9(a) = g\ (a), per i =
0,1,... .n.

Prova. (1) Aplicant n vegades la Regla de 'Hopital obtenim:

i J@) = 9(w) o FO) — g™ ()

z—a (x — Cl)n r—a n!

que és igual a 0 degut a la continuitat de £ i g en a ia que f(a) = ¢ (a).
(2) Per comoditat posem F = f — g 1 hem de provar que F té les n primeres
derivades en « igual a zero. Ho provarem per induccié. Per n = 1 tindrem

F
im £ o,
rx—a r — d
d’on
lim F(z) = 0.

r—ra

Com que F és derivable en a, sera continua en a i obtenim aixi que F'(a) = 0. Tindrem
aleshores: . . .
x z)— F(a
0 = fim £ _ i Fla) = Fla)
z—=a T — @ z—a Tr—a

= F'(a).

Suposem cert el resultat per n — 1 1 veiem-ho per n. Sigui F' amb

lim F(z) = 0.
T—ra (m — a)”
Aleshores tindrem que també
lim F(z) =0.
r—a (:C _ a)n—],
Podem doncs aplicar la hipotesi d’induccié i obtenim que F(a) = F'(a) = ... =

F=1(a) = 0. Tindrem doncs aplicant n — 1 vegades la regla de 1’Hopital

F F(n—l) F(n—l) - F(n—l) 1
Ozlimﬂz...zhszhm (2) () = —F(")(a).
c—a (x — a)" z=anl(z —a) aa nl(z —a) n!

O

Aixi doncs hem de pensar la condicié de tenir contacte d’ordre > n en un punt

com equivalent a tenir les n primeres derivades en el punt igual. Donada una funcié

f. n vegades derivable en un punt a per obtenir un polinomi P amb un contacte

d’ordre > n cal prefixar que P%(a) = f@(a). Aixd constitueixen n + 1 dades i com

que un polinomi de grau n té n 4+ 1 "graus de llibertat” (n + 1 coeﬁcients) sembla
natural cercar un polinomi de grau n.
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Teorema 2 Sigui f, n vegades derivable en a. Aleshores el segient polinomi:

"(a "(a (n) a
Pusale) = fla) + Fla)e —a)+ D10 oy ¢ DD gy 0y

t€ un contacte amb f d’ordre > n en a.

Prova. Per comoditat posem P = P, ;,. Veiem primer que P%(a) = f(a) per

1 =0,...,n. Per aixo computem la derivada i-eésima de P per 2 < n. Obtenim:
: (@) (1+1) (n)
PO (z) = i!fT(a)—k(i—}—l)!]Ez_Tl()a!)(:c—a)—l—. .An(n—1)... (n—i—}-l)f n!<a) (x—a)"™
d’on ' '
POa) = 0
per 2 < n.

Veiem ara que P 1 f tenen un contacte d’ordre > n en el punt a. Observem que no
estem en condicions d’aplicar el Lema 1 ja que les nostres hipotesis no ens asseguren
la continuitat de f™ en a. Si apliquem n — 1 vegades la regla de 1’Hopital obtenim

lim M = lim f("—l)(m) _ P(n—l)(w) =

r—a r—a)” r—a n'(I — (l)
(@) = f @) = ) (e —a) L fO (@) = f @) fa)
glcl—r>% nl(x —a) - }31_1)2 nl(z —a) n! 0-

Al polinomi P, ¢, l’anomenem el polinomi de Taylor de grau n de f en a. Veiem
ara que P, 7, és el unic polinomi de grau < n que té un contacte d’ordre > n amb
f en a. Per aixo n’hi ha prou amb veure que si dos polinomis de grau < n tenen
contacte > n en un punt aleshores son iguals.

Proposicié 3. Sigui P ¢ Q) polinomis de grau < n amb un contacte d’ordre > n en
a. Aleshores P = ().

Prova. Posem R = P — (). Hem de provar que si lim % = 0 aleshores R = 0.
z—=a (T — a

Posem

R(z) = ap + ai(z — a) + az(x — a)2 + .. can(r —a)".
R(z)

Per ¢+ =0,... ,n tindrem que lim ( E = 0. Aplicant aquesta igualtat amb 1 = 0,
z—a (x — a)t

obtenim que by = 0. Utilitzant que by = 0 1 usant la igualtat anterior amb ¢ = 1,
obtenim que b; = 0. Iterant aquest procediment obtenim by = b; = ... =b, = 0. Aixi

doncs R = 0. O

El polinomi de Taylor té ja una aplicacié important a ’hora de decidir si un punt
amb derivada nul.la es maxim o minim local.
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Teorema 4. Sigui f derivable n vegades en a. Si f'(a) = f"(a) = ... = f*=(a) =0
i f")(a) # 0, llavors

(1) Sin és senar a no €s extrem relatiu.
(2) Sin és parell i f)(a) >0 aleshores a és un minim relatiu.
(8) Sin és parell i f7(a) <0 aleshores a és un mdzim relatiu.

Prova. Sigui P(z) = f(a) — %(m —a)" el polinomi de Taylor de grau n de f en a.
Pel Teorema 2 tindrem:

g 1) = Fl0) = T —a)”

r—a (.I — a)”

=0,

és a dir
@) =S [
r—a ( a)” TL'

- —
Si n és parell per = proper a a, f(z) — f(a) té el signe de £ (a). D’aqui es dedueix
(2) 1 (3). Sin és senar aleshores f(x) — f(a) canvia de signe segons si x és més gran
o més petit que a. Aix{ obtenim (1). O

Sigui f derivable n vegades en «a 1 sigui P = P, s,. El problema que abordarem
tot seguit és el de donar una mesura de 'error comés al usar P com aproximacio de
f aprop de a. Es a dir obtenir alguna valoracié de f(z) — P(z).

Teorema 5. Sigut f derwable n + 1 vegades en I un entorn de a. Sigui P = P, 54 1
R, = f — P. Sigui x € I. Llavors:

(1) Formula de Cauchy:

_ f(n+1) (5)

n!

R, (z)

(x —&)"(x —a) per algun £ entre a i x.

(2) Férmula de Lagrange

()

Bnl@) = Ty,

(x —a)™*  per algun 1 entre a i x.

(3) Si, a més f"tY) €s integrable en [a, x],

z g(n+l)
R, () :/ %(Q:—t)"dt.
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Prova. Suposem sense perdua de generalitat que a > z. Per cada t € [a, 2] podem
posar:

(n)
f) = O+ PO =+ + T et g R,

Fixem z i posem S(t) = R, (). Tindrem

(n)
5(4) = £(z) = £ = F 0w —1) = Doy

Observem que S(z) = 01 S(a) = Ru(z) i que S és derivable. Si computem S'(t)

obtenim,
Fi ()

S'(t) = — —

(x —t)".
Aplicant el teorema del valor mig a .S tindrem:

_ Ra(x) _ S(x) - S(a) _ 5(6) = A0 (z— &)
n! ’

Tr—da r—a

per algun ¢ € (a, ) amb el que obtenim la férmula de Cauchy del reste.
Per a obtenir la férmula de Lagrange considerem ¢(t) = (x — ¢)"*'. Aplicant el
teorema del valor mig generalitzat a S i g obtenim:

Rn(x) B S(x) — ,S’(a) B Sf(n) B _f("+1)(?7)($ . 77)n+1 - f("+1)(77)

(x—a)tt  gla)—gla)  g(n)  —(n+D@-—n"  (n+D
per algun n € (a,z), d’on obtenim (2).
Finalment si f("+!) és integrable en [a, z] tindrem:

. ¢ p(ntl)
—R,(z) = S(z)— S(a) = / S'(t)dt = —/ %(m — t)"dt,
d’on obtenim (3). O

Si f és de classe C* en un entorn I de a aleshores es pot construir el polinomi
de Taylor de grau n de f en a per qualsevol n € N. Si denotem el polinomi de
Taylor de grau n 1 centrat en a de f per P, i el reste associat per R,, tindrem que
f(z) = Py() 4+ R,(x). Si lim R, () = 0 aleshores la successi6 de polinomis de Taylor

aproxima bé a la funcid. Aixo no té per que passar. Per exemple la funcio

{6_1/””2 stz # 0,

fla) = 0 s1iz = 0.

és de classe C* al origen f)(0) = 0 per tot i € N i per tant P,(z) = 0 per tot .
Obtenim doncs que en aquest cas el reste es igual a la funcio i no tendeix pas a 0.
Diem que f és analitica en a si és de classe C* en un entorn de a1 lim R, (z) =0

n—oo
per tot x en aquest entorn.

Exercici. Demostreu que les segients funcions son analitiques al origen :
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A (1),(2) i (3) demostreu que im Ry,(x) = 0 per € R. A (4) t (5) demostreu que
lim R, (z) =0 per |z| < 1.

Si f és analitica tindrem que f(z) = lim P,(z). Observem que lim P,(x) és una
n—oo
expressio del tipus
Z an(z —a)"
=0

expressio que ja no és un polinomi i que es coneix amb el nom de serie de potencies.
En els casos estudiants anteriorment obtenim les seglients expressions:

(1) e’ = 220:0 %

(2) sinz =57 (—1)"*! g2nt]

n=0 (2n+1)!"

(3) cosz = T (~1)" -

4) In(l14+2z) =3 (=1)m+t)22 ber |z] < 1.
n=1 n

(5) arctanz = - (—1)"9;::11 , per |z| < 1.

n=0

Problemes.

177. Doneu un exemple d'una funcié n vegades derivable en un punt pero no n + 1
vegades derivable.

178. Siguin f 1 g dues funcions C" en un entorn del punt a. Demostreu que f 1 g tenen
contacte d’ordre n si i només si f'(a) = g'(a) per i = 0,... ,n

179. (a) Suposeu que f és derivable en [a, b]. Demostreu que si el minim de f en [a, b]
esta en el punt a aleshores f'(a) > 01 si esta en b aleshores f'(b) < 0

(b) Suposeu ara que f'(a) < 01 que f/(b) > 0. Demostreu que existeix un punt
z € (a,b) amb f'(z) = 0.

(¢) Demostreu que si f'(a) < ¢ < f'(b) aleshores existeix z € (a,b) amb f'(z) = c.
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180.

181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

Trobeu els polinomis de Taylor de grau 4 (en el punt indicat) per a les segiients
funcions:

(a) f(z) =€ en el punt a = 0.
(b) f(z)=zlnxz en el punt a = 1.
(c) flx)=a2°+ 2>+ zenelspuntsa=01ia=1.
(d) f(z)=(1+z)° enel punt a =0
) fz) =

(e ln(l + :v)

Expresseu els polinomis que apareixen en el problema anterior en potencies de

z—3

x en el punt a =0

Sigui f 1 g dues funcions n vegades derivables a un punt a. Demostreu que el
polinomi de Taylor P, ¢4, s’obté quan multipliquem els polinomis P, 4 1 P, g4 1
eliminem els termes de grau més gran que n.

Sigui f una funcié n vegades derivable a 'origen, k£ un nombre natural i g(z) =
f(z¥). Demostreu que si m < kn aleshores Py, ¢ coincideix amb el polinomi que
s’obté al eliminar els termes de grau més gran que m a P, ;o(z").

Feu servir els dos problemes anteriors per calcular el polinomi de Taylor a ’origen
del grau indicat de les funcions segtients.

(a) f(z) = 2*sin(z?), n =15
(b) f(z) =€*cos(z?), n =6

Calculeu els limits segtients.

. sin(z?) — 23
(a) }:I—If(l) z(1 — cos(z4))’

VL4t — e
(b) lim —————.
=0 1 — cos(z?)
Acoteu el error que es comet al utilitzar les segiients féormules d’aproximacié
2 n

(a) e’”zl—l—:c—l—%—{—...—}—x—'per()gmgl
n!

3
(b) tanxﬁx+% per |z| <0,1

2
Per a quins x és valida la férmula In(1 + z) ~ « — % amb una exactitud de 107°7

Calculeu les segiients quantitats amb la precisié que s’indica:
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a) sin(1) amb un error menor que 107>,

)
b) e amb en error menor que 1077,
)

189. (a) Demostreu que 7/4 = arctan1/2 + arctan1/3 = 4 arctan 1/5 — arctan 1/239.

Demostreu que m = 3,14159...
) q ,

(
(
(
(b

190. Utilitzeu els desenvolupaments de Taylor adients per a calcular els seglients limits.

. cosT — =7 /2
(a) alvl—r>rtl) x4

. In(1+42?) —2%cosz
(b) };I—If(l) x4

. e"sinz —x(l +x)
(c) 31615}% 3
(d) Tim Inz—(z—1)

r—1 r—1

191. Demostreu que si x < 0, aleshores

e
(n+1)!

192. Demostreu que si —1 < z < 0, aleshores

| |n+1

1+t 1—|—z‘)(n—|—1)

193. Proveu les segiients desigualtats:

(a) € >x+1per z#0.
(b) 14+2/2—2?/8 <142 <1+z/2perz>0.
(c¢) a? — 25/6 < sin(2?) < 2% per x # 0.

194. Proveu la férmula

vatr +x =

-—=r, a>0,2>0,n2>2

on r depend de n,a,x 1 és tal que

(n —1)a?

O<T<W.

195. Sigui f tal que f” = f, f(0) = f'(0) = 0. Demostreu que f(z) = 0 per tot z.
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196. Sigui f(z) = eV siz 401 f(0) = 0. Demostreu per induccié que f(z) =
R, (z)e='/*" per x # 0, on R,(x) és una funcié racional. Deduiu que f és C* a 0
i que f(™(0) = 0. Com és el polinomi de Taylor de grau n de f centrat en el zero?

197. Sigui f(z) = —

1+t
(a) Comproveu que per tot n € N es té
(_1)n+1x4n+4

flay=1—a*+2°— ...+ (=1)"z*" + T

(b) Demostreu que el polinomi de Taylor de grau 4n de f a l'origen ve donat per
Po=1—a'+25—.. .+ (—1)"1'4".

Quins soén els polinomis de Taylor de grau 4n + 1,4n + 2 1 4n 4 37
(¢) Deduiu una férmula per la derivada enésima de f a 0.

(d) Si denotem amb R, (x) el reste del Polinomi de Taylor de grau n, demostreu
que

lim R,(z)=0

n—oo

sempre que |z| < 1.

198. Sigui a > 0 1 no enter. Per cada n € N definim

(a) ala—1)...(a=n+1)

n n!

(a) Proveu que el polinomi de Taylor de grau n de f(z) = (1 + 2)* en el 0 és

1=0

1 que les formules de Lagrange 1 Cauchy del reste venen donades per

Ro() = <ni1>x"+l(1 +4)°" = (n + 1)<ni1>“‘(1 )" (T;jy

per a certs t 1 s entre z 1 0.

(b) Demostreu que
lim Rp(z) =0

n—oo

per tot = € (—1,1). (Indicacié: Proveu primer que lim,, (Z)x" = 0 sempre
que |z| < 1.)
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199.

200.

201.

202.

203.

204.

(c¢) Calculeu
V1.1

amb un error menor que 0.001.

Sigui f de classe C"t! en un entorn de zy € R, amb f"+1)(zy) # 0. Sigui z¢ <
£(h) < wo + h verificant

(n=1) () ((F

oo+ 1) = faw) 4 o+ oo L —Clos o TEEE

Si posem &(h) = xg + 8(h)h amb 0 < 8(h) < 1, proveu que

limO(h) = 1 )
h—0 n+1

(a) Demostreu que si f”(a) existeix, aleshores

£(a) = lim fla+h)+ fla—h)—2f(a)

h—0 h2

(b) Sigui f(z)=a?siz >0,1 f(x) = —2? si z < 0. Demostreu que

i 40+ 1) + £(0 — ) — 2/(0)

h—0 h?

existeix encara que f”(0) no existeix.

Determineu a i b per tal que la relacié
z— (a+bcosz)sinz = O(2")
sigui valida amb el maxim valor possible de n.

Sigui f una funcié C* a [0,1] amb (1) =10, f(0) =21 f"'(x) < 2 per z € (0,1).

Demostreu que f és creixent en un entorn de l'origen.

Proveu la segiient desigualtat:

=3

(1+2)' = (L+2/3 - 2*/9) < T

s1iz > 0.

Per quins valors de x és valida la segiient estimacio:

|In(1 4+ z) —z + 2%/2] <1077
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205. (a) Sigui @ € R1i f una funcié dos vegades derivable a (a, 00). Si My, M; 1 M, sén
els suprems de |f(x)|,|f'(z)| 1 |f"(z)|, proveu que M} < 4MoM,.

(b) Fent servir la funcié f(z) = 22 —1siz € (=1,0)1 f(z) =

proveu que la igualtat M} = 4M, M, es pot complir.

206. Representeu graficament les segiients funcions:
T
2?2 —4x+3

(a) f(z) =
(b) f(r) = e||f_|1|

(c z sin(2z)

)f:(: 14 22
(d) f
) f

(z) =
(z) =In(z + V1 + 2?)
(e) f(z)= ||€_“”/2

) =

(f) flz

207. Estudieu si 'origen és un extrem relatiu de la funcio

n—w2

flz)=1In(1+ x3) — 22+ 5
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VIII. Integral de Riemann

1. Construccié de la integral de Riemman

Sigui I = [a,b] un interval. Una particié P de I és una col.leccié finita de punts
a =1ty <ty < ...<t, = bdel interval. Sigui f : I — R una funcié acotada.
Definim la suma inferior de f associada a la particid P com

L(f,P) =Y mit; —ti_y),
m; = inf{f(z;): x; € [tic1, ]}

Analogament definim la suma superior de f assoctada a la particio P com

U(f,P)= z”: M;(t; — tica),

M; = sup{f(z;) : @ € [ti—1,ti]}.

Observeu que sempre L(f, P) < U(f,P) ja que m; < M; per tot : = 1,...n. El
nostre primer objectiu es provar que qualsevol suma inferior és menor o igual que
qualsevol suma superior.

Diem que una particié P és més fina que una particié @ (P > Q) si P D Q.

Proposicié 1. Sigui [ acotada a I i siguin P i Q) particions de I amb P = Q.
Aleshores L(f,P) > L(f,Q) i1 U(f,P) < U(f,Q).

Prova. Provarem sols la primera desigualtat, 'altra es demostra de manera similar.
Sigui Q = {to,t1,... ,ts} 1 considerem primer el cas en que P té exactament un punt
més que @, és a dir, P = Q U {t}. Sigui & < n amb t € [tx_1,tx]. Tindrem aleshores:

L(f,Q) =mi(ti —to) + ...mu(te —tp—1) + .. .mn(tn — tac1)

L(f, P) = m1<t1 — to) + ... m;(t — tk—l) + mZ(tk — t) + .. mn(tn — tn—l)
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on my = inf{f(z) : = € [ty_1,t]} 1 m} = inf{f(x) : x € [t,tg]}. Observeu que
my < my 1 que my < my. Aixi doncs tindrem

L(f,P) = L(f,Q) = my(t — te—1) + my(ts —t) — ma(te — te-1)
= (mp — me)(t — tr—r) + (my, — my)(tx — 1) 2 0.

Obtenim per tant L(f, P) > L(f, Q). Sigui ara P una particié qualsevol amb P > Q.
Podem posar P = Pm > P,_; = ... = Py = @ on P; és una particié que té
exactament un punt més que P;_;. Pel que hem provat abans tindrem

U
Corol.lari 2. Sigui f acotada a I i P 1 Q) dues particions de I. Aleshores L(f, P) <
U(f. Q).

Prova. Considerem la particio P U Q. Tindrem PUQ > Pi1i PUQ = Qi per la
proposicio anterior obtenim

L(f,P)< L(f,PUQ) SU(f,PUQ) <U(f,Q).
U

Sigui I = [a,b] 1 f acotada en I. Definim £ = {L(f,P) : P particié de I} i
U ={U(f,P): P particié de I'}. Observeu que £ és un conjunt fitat superiorment
per qualsevol suma superior. Podem doncs considerar el sup £ que anomenarem la
integral inferior de f a I i denotarem per

[+

Per altra banda U esta fitat inferiorment per qualsevol suma inferior i podem consid-
erar el inf U que anomenarem la integral superior de f a I 1 denotarem per

[+

Observeu que d’aquestes definicions es desprén que fabf < fabf

Definicié. Sigui f acotada a I = [a,b]. Diem que f €s integrable a I si fabf = f_abf

El segiient criteri és 1til per decidir si una funcié és integrable.

Lema 3. Sigui f acotada a I. Aleshores f €és integrable en I si i només si per tot
¢ > 0 extsteiz una particid P de I amb U(f, P) — L(f,P) < ¢.
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Prova. Suposem f integrable en I i sigui ¢ > 0. Com que f_abf = inf{U(f,Q) :
@ particio de I} existira una particiéo @ amb U(f, Q) — fabf < ¢/2. De la mateixa
manera existira una particié P amb fabf — L(f,P) < ¢/2. Com que f és integrable

tindrem f_abf = f:f ipertant U(f,Q) — L(f,P) < e/2+ ¢/2 = e. Considerem ara la
particié P U Q. Tindrem

U(f,PUQ)—L(f,PUQ) <U(f,Q)— L(f,P) <e

Suposem ara f no integrable, és a dir f f# f f.Sigui K = f f— f f. Aleshores

U(f,P)— L(f,P) > K per tota particié P i per tant la condicié de 'enunciat no es
verifica per ¢ < K. O

Passem ara a veure que dues classes importants de funcions (les monotones i les
continues) soén integrables.

Teorema 4. Sigui f monotona i fitada a I = [a,b]. Llavors f €s integrable en I.

Prova. Suposem f creixent (el cas decreixent es demostraria de manera similar).
Sigui P = {to,... ,t,} una particié de I. Observem que m; = f(ti—1) 1 M; = f(t;).
Siguie >016d =¢/(f(b) — f(a)) (fixeu-vos que f(b) — f(a) > 0 ja que f és creixent).
Considerem una particié P = {to,... ,t,} tal que t;—t,_y < d peri = 1...n. Tindrem

U(f,P)-L Zf (ti —ti1) zn:f(ti—l)(ti_ti—l)
—Z — f(ti1))(t: — tic1) <5Z f(tiz1))

— (F() - fla) = =,
O]

Per provar que una funcié continua és integrable necessitem introduir un nou
concepte. Sigui f : I — R amb I un interval no necessariament acotat de R.
Diem que f és uniformement continua a I si per tot ¢ > 0 existeix § > 0 tal que
|f(z) — f(y)| < € sempre que |z — y| < §. Observeu que una funcié uniformement
continua és continua pero que el reciproc no és cert (considereu la funcié f(z) =1/z
a I =(0,1)). El seglient teorema afirma que quan I és un interval tancat els dos
conceptes son equivalents.

Teorema 5. Sigui I = [a,b] i f continua en I. Aleshores f és uniformement continua
al.

Prova. Suposem que f no fos uniformement continua i sigui € > 0 tal que per tot § > 0
existeixen punts z,y € I amb |z —y| < d 1 |f(z) — f(y)| > €. Per cada n € N siguin
Ty Yn @b |2, —yn| < 1/ni|f(z,)—f(yn)| > ¢. Per el teorema de Bolzano-Wierstrass



la successio x, té una parcial convergent a un punt [ € I que denotarem per zy,, . Com

que |z, — y,| < 1/n la corresponen parcial y, convergeix també a [. Tindrem doncs

dues successions que convergeixen a [ pero tals que |f(ag,) — f(yk,))| > e. Aixo

contradiu la continuitat de f a [. O
Ara ja estem en condicions de provar el segiient teorema.

Teorema 6. Sigui f continua en I = [a,b]. Aleshores f és integrable en I.

Prova. Considerem ¢ > 0. Com que f és continua en I pel teorema anterior és

uniformement continua. Llavors existeix § > 0 tal que |f(z) — f(y)| < (bja) sermpre
que |z —y| < . Considerem ara una particié P = {tg,... ,t,} de I tal quet,—t;_y < §
peri=1,... ,n. Observeu que per tot x,y € [t;—1,t,] es complira | f(z)— f(y)| < (bfa)

i per tant M; — m; < (t:—a)' Tindrem,

U(f,P)— L(f,P) :iMi(ti— Zmz i —tis1)
_Z Yt —tii1) < (b_a)Z(ti_ti—l)

2. Comportament de la integral respecte operacions elementals

Proposicié 7. Sigui f i g integrables en I = [a,b]. Llavors f + g €s integrable en I i
/ (F+9)= / F4 /

Prova. Sigui P = {tg,... ,t,} una particié de I i siguin

m; =inf{(f +g)(z): x € [ti-1, ti]}
m) =inf{f(z): v € [ti-1,t]}
m? =inf{g(x): = € [ti=1,ti]}

Definim M;, M 1 M" de manera analoga. Observeu que m; > m. + m} i que M; <
M! + M. Aixi doncs tindrem

L(f,P)+ L(g. P) < L(f + 9, P) <U(f +9,P) <U(f,P) + Uly, P)
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1 per tant

U(f+9,P) = L(f +9,P) <U(f, P) = L(f,P) + U(g, P) — L(yg, P).

Considerem ¢ > 0. Com que f 1 g son integrables existiran particions P; 1 P, de
I amb U(f7P1) - L(f?‘Pl) < 6/2 1 U(97P2) - L(gv‘P?) < 5/2 Slglll P =P UDP,.

Tindrem que

Aixo prova que f + g és integrable. Sigui ara P una particié qualsevol de I. Tindrem
b
LE.P)+ Lo P) S L +9.P)< [ (F4+9) UG +9.P) S UG P)+ Ulg. P

i per altra banda

L(f,P)+ L(g, P /f+/g<UfP>+U<g,P)

Deduim doncs que per qualsevol particié P es verificara

/f+g (/f+/ >‘<Uf, P)~ L(f,P)+ Ulg, P) - L(g, P).

Ara bé, el ultim terme d’aquesta desigualtat es pot fer tan petit com vulguem prenent
la particié P prou fina. Obtenim doncs

/ab<f+g>=/abf+/abg

Pg'oposici(?) 8. Sigui f integrable a I © ¢ € R. Aleshores cf és integrable a I i
fa Cf = cfa f

Prova. Fem només el cas ¢ > 0 l'altra cas es deixa pel lector. Sigui P = {tq,... ,t,}

O

una particié de I i siguin m;, mi, M; 1 M’y els respectius infims 1 suprems de f 1 ¢f
en els intervals corresponents. Clarament m) = em; 1 M = ¢M; (que passa quan
¢ < 07). Tindrem doncs que

U(cf, P) = L(cf, P) = c(U(f, P) - L(f, P)).

Considerem e > 0 i sigui P amb U(f, P) — L(f, P) < ¢/c (aquesta particié existeix
ja que per hipotesis f és integrable). Llavors

Ulef,P)— L(cf,P) < ce/c =e.
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Aixo prova que cf és integrable a I. Per altra banda tindrem

b
CLU.P) = Uef.P) < [ cf SUlef,P) = cU(f,P)
b
cL(f,P) < c/ f<cU(f,P).

foreef

Com que el darrer terme d’aquesta desigualtat el podem fer tan petit com vulguem,

/abcf:c/abf.

Teorema 9. Sigui f integrable en [a,b] amb f([a,b]) C [e,d] ¢ g continua en [c,d].
Llavors g o f és integrable en I.

Deduim doncs que

<c(U(f,P)—L(f,P)).

deduim que

O

Prova. Sigui K = max{|g(z)| : = € [e¢,d]}. Considerem ¢ > 0. Com que g és
uniformement continua, existeix § > 0 tal que [g(z) —g(y)| < ;=555 sempre que |z —
y| < 4. Podem escollir § de manera que § < s—agzic- Com que f és integrable escollim
P = {to,... ,t,} particié de [a,b] amb U(f, P) — L(f,P) < 6*. Siguin m;, m}, M;
1 M els infims 1 suprems de f i g o f en els corresponents intervals de la particié.
Dividim el conjunt de index 1,2, ... ,n en dos subconjunts [ 1 .J de la segient manera.
En el subconjunt I considerem els index ¢ tals que M; — m; < 4. En el subconjunt
J considerem els index ¢ tals que M; — m; > 4. Fixeu-vos que si ¢ € [ aleshores

M —mj < ;=25 Per altra banda tindrem
5Z(ti —tioq) = Z St —tio1) < Z(Mz —mg)(t; —ti_1)
ie] ieJ ieJ

< (M —mi)(ti — tia) = U(f, P) — L(f,P) < &,

Obtenim doncs que

Z(tl — ti—l) )

ieJ
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1 per tant

n

Ulgo f,P) = L(go f,P) = Y (M — m})(ti —ti1) =

=1

D (M —m)(t: —tia) + Y (M —mi)(ti —tisa) <

el €J
&
—— t; —t;_ 2K (t; — t;_
S agar 2Tt + D 2K — ) <
c el ieJ
—(b— 2K§ .
<b—a+2K( a) +2Ké <e¢

Aixo prova que g o f és integrable en [a, b]. O

Corol.lari 10. Sigui f integrable en [a,b]. Aleshores f* també ho és. Si emisteir
d >0 amb f(x) > 0 per tot x € [a,b] llavors % també €s integrable.

Prova. La funcié f* s’obté al composar f amb la funcié g(z) = 2* que és continua.
Per el Teorema 9 hom obté que f? és integrable.

La funcié % s’obté al composar f amb la funcié h(z) = % que és continua a
[0, M] (M = sup{f(z): x € [a,b]}). Pel Teorema 9 obtenim que % és integrable en
[a, b]. O

Corol.lari 11. Siguin f,g integrables en [a,b]. Llavors fg €és integrable en [a,b.

Prova. Tenim que

1 per les proposicions 7, 8 1 el corol.larl anterior es dedueix la integrabilitat de fg. O
3. Algunes desigualtats.

Proposicié 12. Siguin f,g integrables en [a,b] amb f(z) < g(x) per tot x € [a,b].
Aleshores f:f < f: qg.

Prova. N’hi ha prou amb veure que fab(g — f) > 0. Per aix0 només cal observar que
(9 — f)(x) > 0 per tot = € [a,b] i per tant qualsevol suma inferior és positiva. Com
que la integral és el suprem de les sumes inferiors deduim que la integral de g — f és
positiva. O

Corol.lari 13. Sigui f integrable en [a,b] amb m < f(z) < M per tot « € [a,b].
Aleshores m(b — a) < fabf < M(b—a). St a més f és continua aleshores existeix

¢ € [a,b] amb fabf = f(¢)(b—a)
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Prova. Per provar la primera part nomes cal aplicar la proposicio anterior a les
funcions constants g(z) = m, h(z) = M i a f(x). Suposem ara que f és continua.
Podem aplicar la part anterior prenent M = max{f(z): z € [a,b]}1m = min{f(x) :
x € [a,b]}. Observem que per el Teorema de Wierstrass M = f(z) i m = f(y) per a
certs =,y € [a,b]. Tindrem

flo) < 5= [ F<f@

1 pel teorema de Bolzano existira un punt ¢ entre x i y tal que b_% fabf = f(e). O

Proposicié 14. Si f €s integrable en [a,b] aleshores |f| també ho és i
b b
[ <[

Prova. La funcié [f| no és més que la composicié de f amb g(xz) = |z| que és
continua. Aplicant el Teorema 9 obtenim que |f| és integrable. Per altra banda

aplicant la Proposici6 12 a la segiient desigualtat

—[f(e)] < fz) < |F()|

—/ab|f|§/abf§/ab|f|

d’on es desprén el resultat enunciat. 0

obtenim

Proposicié 15. Sigui f una funcid integrable en [a,b] ¢ g una funcid definida en
[a,b] diferent de f només en un nombre finit de punts. Aleshores g €s integrable i

[ [

Prova. N’hi ha prou amb veure que una funcié h que val zero a tots els punts
tret d’'un nombre finit, és integrable i fabh = 0. Sigui h una funcié amb aque-
stes propietats 1 siguin w1,...%,, els punts on h és diferent de zero. Sigui M =
max{|h(z1)|,...,|h(2m)|}. Considerem & > 0 isigui P = {to,... ,t,} una particié de
[a,b] tal que t; —t;_; < 3=37. Tindrem que

6 R
omM <

Aixi doncs h és integrable. Per altra banda per qualsevol particié P tindrem que

L(h,P) <0< U(h, P)

U(h,P)— L(h,P) <m2M

i per tant f:h =0. L

90



4. El Teorema fonamental del Calcul

Proposicié 16. Sigui f integrable en [a,¢] 1 b € (a,c). Aleshores f és integrable en

(a5 ien b i
/ /f+/f

Reciprocament si f és integrable en [a,b] i en [b, ¢] llavors és integrable en [a, c] i val
la mateixa igualtat.

Prova. Suposem que f és integrable en [a, ¢] 1 sigui € > 0. Considerem una particié P
de [a,c] amb U(f,P) — L(f, P) < e. Sigui P’ la particié de [a, c] obtinguda al afegir
ba P. Com que P’ és més fina que P tindrem que U(f, P') — L(f, P') < e. Ara bé,
la particié P’ es pot descompondre en dues particions Py i P, una de linterval [a, b]
i laltra de Vinterval [b, ¢]. Aix1 tindrem

€>U(f7P/)_L(f7P,):U(fvpl)_L(fvpl)—l_U(f:P?)_L(f7P2)

1 per tant
U(fapl)_L(fu-Pl)<€iLr(f7P2)_L(f7P2)<€

obtenint aixi que f és integrable en [a,b] i en [b, ¢].

Considerem ara una particié qualsevol P de [a, ¢]. Podem considerar que b € P (si
no és aixi, afegim el punt b a la particié. Siguin P; 1 P; les corresponents particions
en els intervals [a, b] 1 [b, ¢]. Tindrem

P < [ 72Ut

1, per altra banda

b c
L(f,P) = L(f.P\) + L(f. Py) < / ft / f < U P)+U(f. Py) = U(f, P).

o[ [)

Com que el segon terme d’aquesta desigualtat es pot fer tant petit com vulguem,

Aixi tindrem

<U(f,P)—L(f,P).

prenent P prou fina, deduim que

v[lev+£ﬁt

La prova del reciproc es deixa pel lector. |
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. ., b , , . .
Fins ara la notacio fa f només té sentit quan a < b. Quan a > b convindrem en

b a
que [ f == J; .
Sigui f integrable en [a,b]. Aleshores per la proposicié anterior f és integrable en
[a, z] per tot x € [a,c]| 1 té sentit definir la seglient funcié

F(m):/;f.

Teorema 17 (Teorema fonamental del Calcul). Si f és integrable en [a,b],

aleshores .
Fa)= [ f

és continua en [a,b]. Si a més f és continua en ¢ € [a,b] aleshores F' és derivable en
ei F'le) = (0

Prova. Sigui z € [a,b]. Hem de provar que limp_o F(z + k) — F(z) = 0. Sigui
M = max{|f(y)| : y € [a,b]}. Si h > 0 per la proposicié anterior tindrem que

Floh) - F(s) = /az+h I /ax I /Ix+h ;

Usant el Corol.lari 13 tindrem
xz+h
—Mh < / f<Mh
1 per tant
—Mh < F(z+h)— F(z) < Mh

és a dir

|[F(a+ h) — F)] < Mlh

Sih<0, Flx+h)— F(z) = f;+h f=- fxz+h f- Usant altra vegada el Corol.lari
13 tindrem
Mh < F(z+h)—F(z) < M(—h).

Aixi doncs independentment del signe de A tindrem
|F(e+h) — F(x)] < M]h

i per tant limp_0 F(z + h) — F(z) = 0. Aix0 prova la continuitat de F.
Suposem ara f continua a ¢ € (a,b) i estudiem el seglient limit:

lim F(c+h)— F(c)
h—0 h
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Counsiderem primer h > 0. Siguin My, = sup{f(z): z € [¢,c+ h]} 1 m), = inf{f(x) :
x € [¢,c+ h]}. Tindrem que

c+h
F(c+h)—F(c):/ f
1 usant una altra vegada el Corol.lari 3.2
mph < F(e+ h) — F(c) < Myh

1 per tant
F h)—F
< 1) = FiQ
)

La mateixa desigualtat s’obté per & < 0 anant amb cura amb els signes 1 els sentits

< M.

de les desigualtats. Aixi doncs obtenim

limmy, < lim Fleth) - Fo) < lim M;,.

h—0 h—0 h ~ h—0

Ara bé
iy = i 4 = 0

ja que f és continua a ¢ i obtenim el resultat desitjat. Si ¢ = a (resp. ¢ = b) la
mateixa demostracié amb els retocs necessaris prova que F' és derivable per la dreta
(resp. esquerra) i que F'(¢) = f(c). O

El Teorema fonamental del Calcul és especialment interessant en el cas en que f
és continua en tot l'interval [a,b]. En aquest cas, ens diu que F és derivable i que
F'" = f. Una funcié que verifica que la seva derivada és f s’en diu una primitiva de f.
Amb aquest llenguatge el Teorema fonamental afirma que tota funcié continua en un
interval tancat té una primitiva. Fixeu-vos que si una funcié f té primitiva g, aquesta
no és unica ja que g + k es també una primitiva per tot £ € R.

Corol.lari 18. Sigui f continua en [a,b] i G una primitiva de f. Llavors fabf =
G(b) — G(a).
Prova. Considerem F(z) = fax f. Per el Teorema fonamental del Calcul sabem que

F'(z) = f(z). Aixt doncs 0 = F'(z) — G'(z) = (F — G)'(z) i per tant F — G = k per

una certa k € R. Per calcular aquesta constant avaluem F — G en «a i tindrem

kE=(F—-G)(a)= /af — G(a) = —G(a).
Aixi dones,

/bf = F(b) = G(b) + k = G(b) — G(a).
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Aquest Corol.lari es pot generalitzar substituint la continuitat de f per la inte-
grabilitat i amb la hipotesi de que f té una primitiva.

Teorema 19. Sigui f integrable en [a,b] i G una primitiva de f. Aleshores fabf =
G(b) — G(a).

Prova. Sigui P = {t,,... ,t,} una particié qualsevol de [a,b] 1 m; i M; els infims i
suprems de f en els intervals corresponents. Pel teorema del valor mig tindrem

G(t:) — G(tiz1) = G'(2)(ti — tic) = flai)(ti — tiz1)
per a certs x; € [x;_1, z;]. Per altra banda tindrem
mi(t; — tic1) < flag)(ts — tica) < Mi(ti — ti)

1 per tant
mi(ti —tic1) < G(ti) — G(tiz) < Mi(ti — tizq).

Sumant aquestes desigualtats de ¢+ = 1 fins a + = n obtenim

Zmi(ti —ti.1) < Z G(ti) — G(ti-q) < Z M;(t; —tizq)

=1 =1 =1
és a dir

L(f,P) < G()— G(a) <U(f,P).
Com que f és integrable, aixo implica que
b
/ f=G(b) — G(a).
O

Corol.lari 20 (Integracié per parts). Siguin f,g integrables en [a,b] que tenen
primitives F' 1 G respectivament. Aleshores es compleix:

/ " Fg = F()G(b) — F(a)Gla) / e

Prova. Es deixa al lector. |

Corol.lari 21 (Canvi de variable). Sigui ¢ : [¢,d] — [a,b], derivable, amb
derivada continua i tal que p(c¢) = a 1 ¢(d) = b. Sigui f continua en [a,b]. Aleshores

es compleix:
/abf=/cd(foso)so-

Prova. Es deixa al lector. O

~
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5. Sumes de Riemann

Sigui P = {to,... ,t,} una particié de [a, b]. Una suma de Riemann de f, S(f, P),

assoclada a la particiéo P és qualsevol nombre obtingut de la segiient manera:
S(f.P) =Y flw:)(ti — tiz),
i=1

on z; € [ti_1,t;]. Fixeu-vos que donada una particié no hi ha una tdnica suma de
Riemann associada ja que les sumes de Riemann depenen dels punts z; escollits. De
totes maneres sempre €s cert que

L(f,P) < 5(f,P) SU(f, P).

El seguient teorema esta formulat per funcions continues pero és cert per funcions
integrables. No donarem aqui la demostracié més general.

Teorema 22. Sigui f continua en [a,b]. Aleshores per tot e > 0 existeiz § > 0 tal
que st P = {to,... ,t,} €s una particié de [a,b] amb t; — t;_y < § llavors

/:f—5<f,P>‘<e

per tota suma de Riemann associada a P.

Prova. Considerem ¢ > 0 i sigui § > 0 tal que |[f(z) — f(y)| < = ; sempre que

(b—a
|z —y| < 6 (usem aqui la continuitat uniforme de f). Sigui ara P = {to,... ,t,} una

particié de [a,b] amb ¢; —t;_1 < 0 1 S(f, P) una suma de Riemann associada a la
particio P. Tindrem que

L(f,P) < / CF< U

1 per altra banda

L(f.P) < S(f,P) < U(,P)

d’on deduim que

/ f—S(f,P)‘ <U(f,P)—L(f,P)= Z(M,; —m;)(ti —tisq) <

< Z (bia)(tl — ti—l) = €.

=1




Corol.lari 23. Sigui [ continua en [a,b] i sigui P, una successid de particions de
[a,b] tal que t; — t;_y < 1/n sempre que t; i t,_y siguin punts consecutius de P,.
Aleshores per tota eleccio S(f, P,) de sumes de Riemann associades a les particions
P, es té que

n—oo

/f—thf, ).

Prova. Es deixa al lector.

Problemes.

208. Calculeu les segiients integrals aplicant directament la definicié
(a) [Pa?de (indicacié: Y7 = Ln(n 4+ 1)(2n + 1)),
(b) [Pa¥de  (indicacié: Y7k = [In(n + 1)]2).
(¢) [Pa*dz, a>0.

209. Decidiu si les seglients funcions sén integrables o no en [0, 2].

(a) fle)=2zsi0<z<lif(z)=0—2si1<z<2

(c) f(.r):lsix:a+b\/§0naibsénracionalsiOsim#a—l—b\/?;.

210. (a) Sigui f una funcié fitada en [a, b] 1 integrable en [a, ¢] per a tot ¢ amb a < ¢ < b.
Demostreu que f és integrable en [a,b] 1 que es compleix fabf = lirrg fac f.
c—

(b) Estudieu si la funcié definida sobre [0,1] com f(z) = cos(Z),0 <z < 1,1
f(0) = 0 és integrable.

211. Demostreu que fccba ftydt = cfba flet)dt

[

212. Demostreu que

per a tot x > 0,
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213.

214.

215.

216.

217.

218.

219.

220.

Sigui f estrictament creixent i continua a [a, b] i sigui P = {tg, ... ,t,} una particié

de [a,b]. Sigui P' = {f(t0),..., f(t.)}. Demostreu que

U(f~', P') + L(f. P) = bf(b) — af(a).

/f:)b)f‘1=b ) — af(a /f

Sabrieu fer una demostracié més simple d’aquest fet, si f és C'?

Deduiu que

Sigui a,, € [0,1] una successié convergent. Considereu

flz) =

1 siz=a, peralgun n ,
0 en cas contrari.

Proveu que f és integrable en [0,1] i que fol f=

Proveu que la funcié f definida en [0, 1] per f(x) = 0 si x és irracional i f(z) = 1/n

six =m/n € Q, amb m/n fracci6 irreductible, és integrable i fol f(z)dz = 0.

Proveu que la funcié f definida en [0, 1] per f(z) = 0 excepte pels punts de la
forma L, n > 1 on val 1, és integrable i fo z)dx = 0.

Utilitzant les sumes de Riemann, calculeu els seguents limits

17' 2T e r
(a) lim R S i onr€R

n—00 nrtl

1 1 1 1
(b) nh—{&(\/_ \/nn—l—l \/n(n—|—2)+”.+ n(n—l—n—1)>

© Jim (2

Sigui J = [—a,a],a > 0 1isigui f : J — R una funcié integrable sobre .J.
Demostreu:

(a) Si f és parella, és a dir f(z) = f(—=) lavors [° f(z)dz =2 [} f(z)dx
(b) Si f és senar, és a dir f(x) = —f(—=) lavors [* f(z)dx = 0.

Suposeu que [ és integrable en [a,b]. Demostreu que hi ha un nombre = € [a, b]

tal que faxf = f; f. Comproveu que no sempre és = € (a,b).

. n k
Calculeu lim,, o >, T
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221. Suposem f i g integrables en [a,b]. Proveu la desigualtat de Cauchy-Schwarz:

(L) < (L) (L)

Si val la igualtat cal que existeixi A € R amb f = Ag? I'si f 1 g son continues?
222. Suposem que f és continua i lim, ., f(2) = a. Demostreu que

1 T
lim — [ f(t)dt = a.

z—=00 T Jq

223. Sigui f : [a,b] — R una funcié positiva que té derivada continua i satisfa la
desigualtat

flx) < ft)+ f'(t)(x —t) per a tot z,t € [a,b)]. (1)
(a) Demostreu que

g+ o) 5 < [ e < 60— i)

(b) Demostreu que si la derivada f' de f és decreixent, llavors (1) val.

(¢) Proveu que si f(z) = log z llavors

T f()da
lim &&=——— -~ —=1.
oo f(2nHL)

1
224. (a) Si f és continua en [a,b]1 f(z) > 0 per a tot = € [a, b], llavors 7 és integrable.
(b) L’apartat (a) és fals si suposem que f és solament integrable.
225. Calculeu lim, o [[,_, (1 + ﬁ—z)lﬁ

226. Utilitzeu el metode d’integracid per parts per a calcular

(@) [(logz)®*dx (b) [cos(logz)dx (c) [+/zlogaxdx
(d) [a*e” dx  (e) [x(logz)?dx (f) [arctanzdzx

227. Lema de Riemman-Lebesgue. Sigui f una funcié amb derivada continua a [a, b].
Utilitzant la integraci6 per parts proveu que

b
lim / f(t)sin At dt = 0.

A—00
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228.

229.

230.

231.

232.

233.

(a) Sigui f una funcié continua en [a,b] tal que f(z) > 0 per a tot = € [a,b].
Proveu que si f: f(z)dz = 0 llavors f = 0.

(b) Doneu un exemple de funcié f integrable en [a,b] que compleixi f(z) > 0,
F#0i [0 f(z)dz = 0.

(¢) Sigui f una funcié continua en [a,b] que compleix f: fg = 0 per a totes les
funcions continues g sobre [a,b]. Proveu que f = 0.

(a) Si f és integrable en [a,b] i existeixen m, M € R tals que 0 <m < f(z) < M
per a tot x € [a, b], llavors

) b 1/2
mg(b_a/af(:c)d:v> <M

(b) Si f és continuai f(x) > 0 per a tot = € [a, b], llavors existeix un ¢ € [a, b] tal

N fo= (35 [ Fe) "

Demostreu que si f és continua, aleshores

/0 " F(u)(@ — u)du = /0 ' ( /0 ’ f(t)dt) du

Demostreu que si f és continua, aleshores

fo(u)(x —u)?du = /0 (/0 (/Osf(t)dt> ds> du

/4 1
Sigui I, = / -—dx. Proveu que per n > 1 es compleix
o cos"w

on-1 2n — 2
+ I

I2n:
2n —1 2n —1

Aprofiteu aquesta igualtat per a calcular 1.
Calculeu les derivades de les segtients funcions
2

dt () flz)= /051“ xcos(log(Qtz)) dt

sin(¢2)dt
(sint’) dt

1413

1‘4 1
z2

5

(@ o) = |
© o= [
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234.

235.

236.

237.

238.

Calculeu: ,
i [7 sin(t?)/t dt

z—1 2 —1

Calculeu, si existeix, el valor d’a per tal que el limit

y foxz log(ltt)—at dt
1111

z—0 (1 — cos(x/2))?

sigui finit 1 diferent de zero.
Definim la funcié L : (0,00) — R per

L(:c):/lz%dt (x> 0).

Proveu directament que

L(zy) = L(z) + L(y) per a x,y > 0.
L(z")=nL(z) per an € N, z > 0.
LieY)=yiel® =z pratotyc Rixz >0,

Una funcié f és periodica de periode a, si f(x + a) = f(x) per a tot .

(a) Si f és periodica de periode a 1 integrable en [0, a], demostreu que
a b+a
L=l
0 b

(b) Trobeu una funcié f que no sigui periodica, perd que f’ ho sigui.

per a tot b.

(¢) Suposem que f’ és periodica de periode a. Demostreu que f és periodica si i

només si f(a) = f(0).

Suposem que f’ és integrable en [0,1] 1 f(0) = 0. Demostreu que per a tot = € [0, 1]

sy .

tenim
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239. Calculeu les seglients primitives,
4 + 3 241 °+2x +1
1 de, (2) | ————dx, 3) | ———5—
()f($—1)2(3:2+1) s ()fo—I—Gm—I—lO s ()f$4—}—2:172—|—1 o
1 1 -1

T
d 5 d
x4+ 1 z, (‘))f\/l_l_—ezxv (G)Ix 41

dx,

(7) fﬁdm, (8) fﬁ (9) [sin2z cos 6z dz,

. 3
a0 funfoin e, 0 [LGGA 02 ViR
. 5

: sin’(z) S

(13) [cos’(z)dz, (14) [ cos 7 dz, (1) f3—|—5cos:1: de,
1

2 & 2 4 .-

(16) ftan Sz dz, (17) ftan (x) sec (x) dz, (18) f sinx + cos x dz,

(19) [V3 =2z —a%dz, (20) fmdx, ) [ iiii;;;l_ 35 4o

ind: Calculeu (sec™")(z).

(22) f\/ﬁd@ (23)]N$+7_9dx,

240. Sigui g : [a,b] — R continua. Suposem que existeix K > 0 tal que

lg(z)] < K/ lg(t)| dt, per a tot = € [a,b].

Demostreu que g = 0. (Indic: considereu el punt xo = sup{z < b: g(t) = 0,a <
t < x} i apliqueu el teorema de Weierstrass).

241. Si definim 7 com D’area del cercle unitat, demostreu que 'area del cercle de radi r

és mre.

242. Sigui f una funcié integrable no negativa tal que f(z) =0 per a |z| > 11 tal que
f_ll f=1.Per h >0, sigui

i) = 7 £ /)

(a) Demostreu que fu(xz) =0 pera x > hique ffh fn=1

(b) Sigui g integrable en [—1,1] i continua en 0. Demostreu que

1 h
lm [ o= lim [ fig=g00)
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c¢) Demostreu que
(c) q

. ! h
lim ﬁd;& = T.
ot [ h?+

(d) Sigui ¢ una funcié integrable en [—1,1] i continua en 0. Demostreu que

1
. h
A / g 2P le)de = mel0).

243. (a) Demostreu que tanz < 2z per tot = € [0, 7/4].

(b) Demostreu que
w/4

lim tan”™ zdx = 0.

(c) Siposem I, = for/4 tan” xdz proveu que

1
I, = —1I,_,.
n—1 K
(d) Deduiu que
) (_l)n—l 1
m 1/2—1/d+ ...+ L = Z1og2.

244. Donats n 1 m enters no negatius, definim

1
Lim = / (1 — z)"dx.
0

(a) Demostreu que (n + 1)1, m = M1 m—1-
nlm!

(b) Deduilu de I'apartat anterior que I, ,, = m

(¢) Calculeu

w/2
/ sin® ! cos®™*! zdz.
0

245. (a) Demostreu

(b) Demostreu ara
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246.

247.

248.

249.

250.

(¢) Deduiu que

3 3 5 5 77 2n—12n-|—1f0"/zsin2n+1xdx

2 2 446 6 8 o 2 [T sin? ade
1

(d) Proveu que el quocient de les dues integrals esta compres entre 111 + % i
dedulu la seglient expressié (producte de Wallis)

(e) Demostreu també que els productes

2.4-6----2n
1-3-5---(2n—1)

-

tendeixen a /7

Calculeu les seguents integrals

(a) [Va?— 6z —Tdx, (¢) [V/81 + 1622 dz,

1 2
(d) f\/ﬁdr (¢) fx\/x 4+ x4+ 1dx.

Calculeu I'area de les regions delimitades per

(a) La corba y = 1/(1 4 2?) i la parabola y = 2?/2,

(b) la hiperbola z* — y* = 9, 'eix 0z i la normal a la hiperbola que passa per

(5,4).
Calculeu la longitud de la corba y = 32%/ — 10 entre t =8 1 x = 27.

Un disc de radi R roda sense relliscar al llarg de ’eix X. La corba descrita per un
P
punt de la circumferencia s’anomena cicloide.

(a) Raoneu que les seves equacions sén
z(t) = R(t —sint), y(t)= R(1 — cost),t € R.

(b) Calculeu la longitud d’'un arc de cicloide descrit en realitzar una rotacié com-
pleta del disc.

Trobeu l’area del tor de revolucid generat per la circumferencia d’equacid
(r —a)* +y*> = R*, on 0 < R < a, al girar al voltant de l'eix Oy. Calculeu
també el seu volum.
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251.

252.

253.

254.

Considerem ’arc de grafica y = coshx per a = € [1,2].

(a) Calculeu la seva longitud entre 11 2.

(b) Calculeu el volum de revolucié que s’obté al girar al voltant de l'eix OX el
conjunt {(z,y):1 <2 <2,0<y< cosha}

(c¢) Calculeu 'area de la superficie de revolucié que s’obté al girar al voltant de
I'eix OX l'esmentat arc.

Calculeu el volum del solid de revolucié que s’obté al girar al voltant de la recta
y = —p la figura delimitada per la parabola y* = 2pz ilarecta z = p/2, p > 0.

Un solid esferic de radi r es perfora i es fa un forat que té de diametre d 1 d’eix un
diametre de 'esfera. Calculeu el volum del cos resultant.

Calculeu el volum d’un solid que té per base un disc de radi 2 i tal que les seccions
per plans perpendiculars a un determinat diametre del disc son triangles equilaters.
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