Codi: 27994 Geometria Lineal
Tipus: Troncal Credits: 7,5 crédits (4,5 teorics + 3 practics)

Curs 2006-2007

Presentacio i Objectius de l’assigflatura

Aquest curs és una introduccié als conceptes basics de geometria aff i euclidiana.
Veurem avantatges i inconvenients de 1’algebritzacié de la geometria classica.

Els principals objectes de la geometria afi sén les varietats lineals (rectes, plans,
etc...), 1 les relacions entre elles: incidéncia, parallelisme, etc. Estudiarem també la
noci6 de rao simple i veurem el paper que juga en els teoremes de Menelao i Ceva.
Veurem també el concepte de baricentre d’'un conjunt de punts, que és un punt que juga
el paper fisic del centre de gravetat.

Per poder fer geometria euclidiana haurem d’afegir un producte escalar, i podrem
estudiar llavors les nocions d’angle i distancia, que no existeixen en geometria afi. Hi
ha resultats, com el teorema de Tales, que es poden enunciar i demostrar en el context
afi, sense necessitat d’utilitzar les nocions euclidianes.

La geometria afi s’estudiara sobre espais afins modelats sobre qualsevol cos i en
qualsevol dimensié. En canvi, la geometria euclidiana només té sentit sobre espais afins
modelats sobre el cos dels nombres reals. S’insistira en les dimensions 2 i 3.

La darrera part del curs esta dedicada a les formes bilineals simétriques. En parti-
cular, es tracta de classificar-les en els casos real i complex, aplicant-ho posteriorment a
la classificacié de coniques i quadriques. Ens caldra el teorema espectral.

Coneixements matematics previs

Es requereix tenir ben assimilat els contingut l'assignatura Introduccio a [ ’Algebm
Lineal. j

Programa

1. Geometria afi
Espai afi sobre un cos K, definicié i exemples. Subespai aff: varietats lineals. Foérmules de
Grassmann. Baricentre. Referéncia afi. Rad simple. Teoremes de Tales, Menelao i Ceva.

Afinitats. Teorema fonamental de la geometria afi. Classificacié de les afinitats del pla.

2. [Espais vectorials| Espais vectorials amb producte escalar
Formes bilineals. Matriu associada i canvi de base. Producte escalar. Subespais vectorials

ortogonals. Isometries. Grup ortogonal.



3. [Espais afins| Geometria Euclidiana
Geometria sobre un espai afi tal que 'espai vectorial associat té definit un producte escalar.
Projeccié ortogonal. Distancia i angles. Moviments. Classificacié dels moviments al pla i a

’espai.

4. [Espais vectorials| Formes bilineals simetriques
Endomorfisme associat a dues formes bilineals. Aplicacié adjunta i autoadjunta. Diagonalit-
zaci6 de matrius simetriques: Completacié de quadrats. Diagonalitzacié ortogonal de matrius
simetriques: Teorema espectral. Classificacié de formes bilineals simétriques sobre els complexos.

Classificacié de formes bilineals simétriques sobre els reals: Teorema de Sylvester

5. [Espais afins] Quadriques

Classificacié afi i métrica de coniques i quadriques.
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Temps de dedicacié de ’alumne

Tipus d’activitat Descripcid Hores
Teoria 45
Problemes 15
Activitats presencials Tutories 10
Examen parcial 2
Examen final 4
Estudiar teoria 30
Fer exercicis 45
Activitats no presencials | Preparar entrevistes 4
Preparar examen parcial 15
Preparar examen final 30
Total 200

Capacitats o destreses a adquirir

Saber manipular amb soltesa les relacions entre punts i vectors en un espai afi.

Entendre bé quin paper juga el cos sobre el que esta definit ’espai vectorial associat
a 'espai afi. Cas dels cossos finits.

Veure exemples d’espais afins reals on les rectes no es poden dibuixar amb els
regles euclidians estandards.

Entendre bé que d’entre els punts d’'un espai afi no n’hi ha cap de privilegiat
respecte dels altres. Referéncies afins.

Entendre les varietats lineals com subespais afins.
Saber calcular la varietat lineal generada per n punts.
Saber calcular amb soltesa les seves equacions.

Saber calcular amb soltesa la interseccid i1 suma de varietats lineals. Formules de
Grassmann.

Definicié i propietats del baricentre de n punts. Propietats del baricentre d’un
triangle.

Raé simple.

Teorema de Tales. Veure que és un teorema de la geometria afi (no sabem encara
que és la distancia entre dos punts) i que es pot enunciar en termes de ra6 simple.



Teorema de Menelao. Mateix comentari que sobre el teorema de Tales.
Teorema de Ceva. Mateix comentari que sobre el teorema de Tales.

Estudi de les aplicacions naturals entre els espais afins, és a dir aquelles que porten
punts apunts i rectes a rectes.

Definicié precisa d’afinitat. Presentacié de la geometria aff com 'estudi de les
propietats de les figures invariants per afinitats.

Saber calcular amb soltesa les equacions de les afinitats.
Teorema fonamental de la geometria afi. Paper del cos.

Saber calcular amb soltesa els punts fixos, les rectes fixes i les rectes invariants per
una afinitat.

Estudi detallat de les afinitats de la recta i el pla.

Afinitats equivalents. Saber reconéixer quan dues afinitats aparentment diferents,
son essencialment la mateixa.

Invariants. Classificacié detallada de les afinitats de la recta i el pla. Aixo im-
plica una revisi6 de la classificacié d’endomorfismes vista préviament en un curs
d’algebra.

(Espais vectorials) Revisié del concepte de producte escalar sobre espais vectorials
reals.

Cém saber si una matriu simetrica és definida positiva?

( Espais vectorials) Estudi de les aplicacions que conserven aquest producte escalar,
anomenades isometries.

(Espais vectorials) Grup ortogonal O(n). Estudi detallat dels grups ortogonals en
dimensié 2 i 3, és a dir, O(2) i O(3).

Introduccié d’una distancia en un espai afi.

Tenir molt clar que la distancia depen de quin producte escalar prenem a l’espai
vectorial associat.

Saber calcular amb soltesa la distancia entre dos punts i 'angle entre dues rectes.

Ortogonalitat. Saber calcular amb soltesa la distancia entre dues varietats lineals
de dimensions arbitraries.

Estudi dels moviments, és a dir, d’aquells afinitats que conserven la nocié de
distancia introduida previament.



Saber calcular amb soltesa els punts fixos, les rectes fixes i les rectes invariants per
un moviment.

Estudi detallat dels moviments de la recta i el pla.

Moviments equivalents. Saber reconéixer quan dos moviments aparentment dife-
rents, son essencialment el mateix.

Invariants. Classificaci6 detallada dels moviments de la recta, el pla i Pespai.
(Espais vectorials) Concepte d’aplicacié bilineal simétrica sobre k-espais vectorials.

(Espais vectorials) S’ha de saber que sempre hi ha una base on la matriu d’una
aplicaci6 bilineal simétrica diagonalitza, i s’ha de saber calcular aquesta base tant

pel metode de la completacié de quadrats com per adaptacié a aquesta situacid
del metode de la PAQ-reduccié.

(Espais vectorials) Aplicacions bilineals simétriques equivalents. Saber reconéixer
quan dues aplicacions bilineals simétriques aparentment diferents, sén essencial-
ment la mateixa.

(Espais vectorials) Classificacié de les aplicacions bilineals simetriques.

(Espais vectorials) Classificacié sobre els reals (teorema de Sylvester) i sobre els
complexos.

(Espais vectorials) Utilitzacié del teorema de Descartes sobre zeros de polinomis
per poder classificar rapidament en el cas real.

(Espais vectorials) Diagonalitzacié simultania: es tracta de trobar una base on
diagonalitzin a la vegada dues aplicacions bilineals simetriques definides sobre el
mateix espal vectorial (una d’elles definida positiva).

(Espais vectorials) Saber calcular amb soltesa I'endomorfisme associat a les dues .
aplicacions bilineals anteriors.

(Espais vectorials) Entendre en profunditat el teorema espectral, per tal de saber
posteriorment calcular amb soltesa la base on es déna la diagonalitzacié simultania.

(Polinomis quadratics) Podem reduir, fent canvis de variable afins, un polinomi
quadratic a una suma de quadrats?

(Polinomis quadratics) Podem reduir, fent canvis de variable euclidians, un poli-
nomi quadratic a una suma de quadrats?

Quadriques. Definici6 i exemples.

Que vol dir que dues quadriques siguin afinment equivalents? Classificacié aff.



e Que vol dir que dues quadriques siguin metricament equivalents? Classificaci
metrica.

Avaluacid

Hi haura un examen parcial el desembre (P), i un examen final el febrer (F).
La nota final (N) esta donada per

20P + 80F

N = maxim { T

'}



