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Prerequisitos

Ecuaciones diferenciales ordinarias: existencia y unicidad de las soluciones del problema de Cauchy.
Resolucion de sistemas diferenciales lineales con coeficientes constantes.

Algebra lineal: espacios y subespacios vectoriales, diagonalizacién de matrices.

Objetivos y contextualizacion

Este curso es una iniciacion a la teoria moderna de sistemas dinamicos. Un primer objetivo es que el alumno
se familiarice con la nocién de sistema dinamico y los conceptos basicos de esta teoria: estabilidad, atractor,
conjunto invariante, alpha y omega limite, etc. El segundo objetivo es entender como es el comportamiento
local, tanto de los sistemas dinamicos discretos como los continuos, en el entorno de un punto de equilibrio o
de una orbita periddica. Este comportamiento local se basa en la clasificacion topoldgica de los sistemas
lineales en R™n, tanto los que vienen determinados por el flujo de ecuaciones diferenciales ordinarias
(sistemas dinamicos continuos) como los que provienen de la iteracién de funciones (sistemas dinamicos
discretos). Los sistemas lineales son muy importantes porque son la primera aproximacion de sistemas mas
complicados.

La Teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales se inicié con los trabajos de Poincaré hacia 1880 en
relacion con sus trabajos de Mecanica Celeste y trata de conocer propiedades de las soluciones sin necesidad
de resolver las ecuaciones. Este enfoque cualitativo, cuando se combina con métodos numéricos adecuados,
es, en algunos casos, equivalente a tener las soluciones de la ecuacion. Trataremos de que el alumno
conozca algunos resultados basicos de la teoria cualitativa (Teoremas de Liapunov, Teorema de Hartman y
Teoremas de las variedades estable y central) sobre la estructura local de los puntos criticos y las orbitas
periddicas y en el caso de R*2 inicie en el problema de detectar la existencia de orbitas periddicas via los
teoremas de Poincaré-Bendixson y Bendixson-Dulac.

El ultimo objetivo es el de introducir las técnicas para entender la dinamica global discreta. El ejemplo principal
sera el de una familia paramétrica de sistemas dinamicos discretos: las aplicaciones unimodales, y que (por
algunos valores de los parametro) presentan una dinamica que lleva de manera sencilla a la nocién de
sistema cadtico. Para estos sistemas la aproximaciéon numérica no es factible y para entender su dinamica se
necesitan nuevas herramientas. Los sistemas cadticos se presentan a menudo en las aplicaciones (problemas
de prediccion meteoroldgica, circuitos eléctricos, etc).



Contenido
1. Sistema Dinamicos en espacio euclidiano.

® Sistemas dinamicos definidos por ecuaciones diferenciales y por difeomorfismo.
® Orbitas; puntos criticos y 6rbitas periodicas.

® Conjuntos invariantes y conjuntos limite.

® Atractores. Estabilidad Liapunov.

® Conjugacion de sistemas dinamicos.

2. Estudio de la dinamica local, discreta y continua.

® Retrato de fase en el entorno de un punto critico y de un punto regular (Soluciones de los sistemas
lineales, ...)

® Clasificacion topoldgica de los sistemas lineales continuos y discretos.

® Estabilidad (Funciones de Liapunov)

® Teoremas de Hartman, de la variedad estable y de la variedad central.

® Orbitas periddicas: Aplicacion de Poincaré y estabilidad.

3. Dinamica global en sistemas continuos.

® Ecuaciones diferenciales ordinarias a R2 (Teorema de Poincaré-Bendixon, Teorema de
Bendixon-Dulac, Existencia y unicidad de ciclos limite, ...)
® Ecuaciones diferenciales ordinarias en dimensidon mayor que 2.

4. Dinamica global en sistemas discretos.

® |teracion en dimensién 1y 2.
® as aplicaciones unimodales.
® Caos. El shift de Bernoulli. La herradura de Smale.



