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Abstract

EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION
POUR UN SYSTEME DE DEUX E.D.P.

LANCEN GHANNAM

We give some results on the existence, uniqueness and regularity of a
nonlinear evolution system . This system models the viscoelastic behaviour
of unicellular marine alga Acetabularia mediterrania when the calcium
concentration varies . We show (with the aid of a fixed-point theorem)
that the system admits a unique local solution in time .

I . Introduction

A . Le probléme étudié .
Dans cet article, nous nous intéressons á la résolution du systéme d'équations

aux dérivées partielles suivant :
(1 .1)

( át2 = áx (Pi (X)áz) + áz (P2 (X)ázát) - P3(X)-u - -Z (P4(X» (1 .1 .a)

á = D á +(K - X)P,, (ái) - (p+IXI)1XI n-1 X (1 .1 .b)
dans QT =]0, T[x52 oú SZ =]0,1[ avec les conditions aux limites :

sur ET =]0, T [ x asz oú

v ax
'9x

	

ax en x = 0 et
áv

	

ax
en xa

	

= 1

et les conditions initiales :
u(0, x) = U' (X), áe (t, x) = U'(X)

pour x E Sé
X(0 , x) = Xo(x)

a, K, ,0 et D désignent des constantes positives, n un entier naturel et les fon-
ctions Pi , 1 < i < 5, uo , ul et Xo sont des fonctions données . Les inconnues
sont u et X .
On notera que le systéme (1.1) est de nature parabolique gráce á la présence

du terme de viscosité á~ (P2(X) ázát) dans 1'équation (1 .1 .a) .
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B. L'origine du probléme (1.1) .
Le systéme (1 .1) a été proposé par Goodwin et Trainor dans [5], pour

modéliser 1'évolution mécanique et chimique du cytoplasme de 1'algue
accetabularia-méditerannea. Expliquons leur démarche .
Ce modéle prend en compte les équations fondamentales de la dynamique,

la lo¡ de comportement du cytoplasme (on supposera que le cytoplasme est un
matériau visco-élastique), et 1'équation d'éqúilibre chimique entre, d'une part
le calcium Ca2+ et une macromolécule C du cytoplasme et d'autre une autre
macromolécule C* du cytoplasme - voir page (4). L'équation (1.1 .a) apparaitra
comme une équation de visco-élasticité en dimension 1, et F'quation (1.11)
comme une équation donnant la variation de la concentration de calcium libre
dans le cytoplasme en fonction du temps .

Introduisons au préalable les notations suivantes :
Soit, u le vecteur déplacement d'un élément du cytoplasme, s le tenseur

linéarisé de déformation et ¿ le tenseur des vitesses de déformation . Q désignera
le tenseur des contraintes, p la densité de masse du cytoplasme, F la densité
des forces externes et X la concentration du calcium libre . On suppose pour
1'instant que la configuration de référence 52 est un ouvert de I$ 3 .

L'équation fondamentale de la dynamique déduite des principes mécaniques
généraux s'écrit :

a2u(t' x)p(t, x)

	

ate

	

-

	

divv(t, x) + F(t, x)

ou (t, x) est un élément de 10, T[x52 .
La lo¡ de comportement qui exprime les relations existant entre d'une part

le tenseur des contraintes u et d'autre part le tenseur des déformations e et le
tenseur des vitesses de déformations ¿, elle

(1.3)

	

a = Q(e, ¿, X)

s'écrit :

Nous nous placerons dans le cadre d'une théorie linéaire des petites pertur-
bations . Alors 1'équation (1.3) devient :

a = uo(X) + A(X).e + S(X) .¿

oú ao désigne le tenseur des contraintes á l'équilibre qui correspond á e = ¿ = 0,
A et S sont des tenseurs . Nous ferons aussi un certain nombre d'hypothéses
simplificatives : on suppose tout d'abord que le cytoplasme est un matériau
isotrope . Par conséquent le tenseur A sera déterminé par les coefficients de
Lame A et lc et S par les coefficients de viscosité rl et ó . De plus on considére
le cas ou les forces externes sont réduites aux forces de rappel exercées sur le
cytoplasme .
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En utilisant la lo¡ de comportement (1 .4), Péquation (1.2) devient :

a2 U
(1 .5)

	

pá

	

= div A.s + div S.¿ + div v o - P3u

avec -P 3 , u = F oú P3 = P3(X) représente le module d'élasticité -pour illustra-
tion voir [5]- .
La deuxiéme équation du modéle est fondée sur 1'hypothése d'une réaction

simple de stoichiométrie n entre le calcium Ca2+ et une macromolécule C du
cytoplasme á laquelle il se lie pour former une autre macromolécule C* du
cytoplasme, on a:

on retrouve le systéme (1 .1) .

C + n Cae+ kl

	

C*
k_ 1

kl et k_ 1 désignent respectivement les vitesses de réaction et de réaction inverse .
La variation dans le temps de la concentration X vérifie la relation

(1.6)

	

at =
k_ 1(K - X) - kl(Q + IXI)1XIn-1 X + DAX

oú K est la concentration totale du calcium (lie + libre), ,0 = nc-K est une
constante que 1'on supposera positive et D représente le coefficient de diffusion
du calcium dans le cytoplasme .
Dans [5] Goodwin & Trainor ont montré que toute modification du tenseur de

déformation entraine une modification de la concentration X du calcium libre .
En d'autres termes kl et k_ 1 sont des fonctions du tenseur des déformations .
Nous suivons le modéle retenu dans [5] á savoir : kl est une constante et k- 1
est une fonction positive de e (tenseur des déformations) .
On peut considérer que le systéme (1 .1) est un systéme monodimensionnel

issu du systéme tridimensionnel (1 .5), (1.8) . En effet, supposons en premiére
approximation que les déformations d'une bande rectiligne du cytoplasme de
section homogéne, soient longitudinales (on néglige les effets latéraux) . Aprés
normalisation, le systéme d'équation (1 .7), (1 .8) devient
(1 .9)

p átz = áz «A + 2f, ) áz) + a. (P2(X) ázác)
- P3(X)u + áx (°o(X))

	

(1 .9.a)

á =D2!X + a(K - X)k-1 (áz) - (/p + IXI)1XI n-1 X	(1 .9.b)

dans ]0,T[x9 oú S2 =]0,1[ et a une constante positive .
En posant (A -}- 2p)(X) = Pl(X) ; (6 + 317)(X) = P2 (X),

(-

	

~
ao(X) = P4 (X) - ao(0), a k_1

	

a

a

u
xl = Ps

	

au(

áx
etp-1,
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11 . Existence locale en temps et unicité de la solution de (1 .1)

oú

Nous faisons une fois pour toute les hypothéses suivantes :
* (H1) Pour i = 1, 2, 3 les fonctions pi sont localement lipschitziennes .
* (H2) Il existe deux constantes el et c2 telles que:

0<cl<p2(*)<c2 .

* (H3) pi et p3 sont des elements de Lw(R) .
* (H4) les fonctions p4 et ps sont de classe Cl et telles que leurs dérivées

appartiennent á L'(R).
Remarque 2 .1 .
L'hypothése (H4) implique qu'il existe une constante b > 0 telle que: Vs E R,

Ip4(A)j < bis¡

2.1 . Modification du probléme (1 .1) .
Soit U = (ul, u2) oú u1 = u et u2 = 2, alors le systéme (1 .1) devient:
Trouver (U, X) tel que:

(2 .1)
á + Ao(X).U = -1 (p(X)) dans QT

	

(2.1.a)

á - D2!X = (K - X) p5 (á ) - (p + IXI)1XI"X dans QT

	

(2.1.b)
vérifiant : U(0, x) = Uo(x) = (u 0 (x), ul(x)) ; X(0, x) = Xo(x)
dans S2 et U(t, x) _ (0, 0) , á = 0 sur ET

Ao(X). =

et p(X) = (0,p4(X))-

admet une et une seule solution.

-áx (PI(X)áx) +ps(X)

	

- áx (p2(X)áx)

Proposition 2.1 .
Si T < -loo, alors pour tout ñ >_ 0 le probléme (2.1) admet une et une seule

solution si et seulement si le probléme :
(2.2)

trouver (U, X) solution du systéme suivant

ái + Aa(X) II = -e-at
áx (p(X))

	

(2.2.a)

á - Dá

	

= (K - X)ps (eat
é) - (Q + IXI)iXi n-1 X	(2 .2.b)

et vérifiant les mémes conditions initiales et aux limites que dans (2.1)

oú Aa(X). = Ao(X) . + AI



(2 .3)
(2.3 .b)
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Preuve :
If suffit de faire dans (2.1) le changement de fonction suivant :

U = eAtV

Dans tout ce qui suit on s'intéressera au systéme (2.2) .

2 .2 . Théorbme d'existence, d'unicité et de régularité .
En plus des hypothéses (H1), (H2), (H3) et (H4) nous supposons que :

(H5) Uo E (H01(9»2

(H6) Xo E H2 (52) et á = 0 sur á52 = {O,1} .
On démontre dans ce paragraphe le théoréme suivant :

Théorbme 2 .1 .
Supposons que (H1) - (H6) soient vérifiées, alors il existe T* = T*(u o , u1 , Xa)

tel que (2.2) admet une et une seule solution (U, X) vérifiant:
i) U E L2(0, T*, Hó(52) x Ho (S2)) n H1(0, T*, Hó (52) x L2(SZ)).
ii) X E L°°(O, T*,H2 (52)) n H 1 (O, T*,L2 (Q))

Notons tout d'abord que les équations (2.2 .a) et (2 .21) sont couplées par les
fonctions pi(X) A 1 <_ i <_ 4 dans (2.2.a) et par la présence du terme ps (eat

á)
dans (2.21) .
Pour démontrer 1'existence et 1'unicité de solution au probléme (2.2), on va

considérer le systéme d'équations découplées (2.3) suivant :

X étant un élément fixé de L°°(0, T, Hl(g» avec dt E L°°(0, T, L2 (S2)) .

Le systéme (2.3) consiste trouver (U,1) E L2(0, T, (H 1(52)2 xL-(0, T,H 1 (52))
vérifiant :

(2.3.a){

	

at + Aa(X).U = -áx (e-atp(X)) dans QT

	

(2.3.a1 )
111 U(0, x) = Uo(x) sur 52

	

(2.3.a2 )

á -Dá+

	

_ (K - X)ps (eatá) + X - (0 + IXI)1XIn-1X
dans QT

	

(2.3.b 1 )
j(0, x) = Xo(x) sur S2

	

(2.3.b2 )

á = 0 sur ET

	

(2.3.b3 )

La preuve du théoréme (2.2) est découpée en trois parties :
lbre partie : on montre que 1'équation (2 .3 .a) admet une et une seule solu-

tion (Proposition 2.2) dans L2(0, T, (Hó(52)) 2 ) . On montre également que pour
tout U E L2(0, T, (Hó (S2)) 2 ) 1'équation (2.31) admet une solution unique (pro-
position 2.3) dans L°°(0, T, H1 (S2» . On en déduit que le systéme (2.3) admet
une solution unique .
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2éme partie : Les résultats de la premiére partie permettront de définir pour
tout T > 0, une application GT de L'(O, T, H'(Q)) dans lui méme qui á toute
fonction X fait correspondre la fonction 1 oú (U, 1) est la solution de (2.3) .
On obtient dans un premier temps une estimation á priori de U solution de

(2.3.a) (Lemme 2.2) . Puis, on obtient une estimation á priori de 1, oú (U, ~)
est la solution de (2 .3) - (lemme 2.3) .
Ces deux résultats nous permettent de montrer qu'il existe To > 0 tel pour

tout 0 < T <_ To, GT est une application d'un fermé VT de L'(O,T,H1(Q»
dans lui méme (proposition 2.4) .
3éme partie : On montre qu'il existe 0 < T* < To tel que GT* soit une

contraction du fermé VT* dans lui méme. On en déduit 1'existence d'un point
fixe X, le couple (U, X) correspondant n'est autre que la solution de (2.2) . A
1'aide d'un résultat de régularité de V. Barbu [2], on montre que la solution X
vérifie : X E L'(O,T*,H2(9)) .

i) étape 1.
Pour résoudre (2.3 .a), nous introduisont les espaces suivants :

Nous munissons V et U des produits scalaires suivants : Soit U = (ul , u2) et
V = (V1, V2):

et 11 .11v la norme associée

V - (Hó(9»2 et U= Hó (S2) x L2 (Q)

< U, v >v=

	

au2 ae(,9U, av1 +
ax ax

	

ax ax )
dx

[U, VI?-¡
-

	

(au, avl + ul v1 -1- u2 v2~ dx .
ax ax

et I .Iw la norme associée .
Il résulte de 1'inégalité de Poincaré que <, > y est un produit scalaire équivalent

au produit scalaire naturel .
Notons V' le dual de V tel que :

V = {(u1 ,u2)Iul E H.1(SZ) et u2 E H-1 (SZ)} .

Des injections continues et denses suivantes : Hó(52) y L2(Q) y H-1 (SZ) nous
pouvons déduire que les ínjections suivantes : V y U y V' sont denses et
continues .

Lemme 2.1 .
Supposons que les hypothéses (H.2)-(H.11) soient vérifiées alors il existe deux

constantes M et C et Ao > 0 tel que pour tout A >_ Ao et tout U et V éléments
de V opa ait:

i) < A>,(X)U,V >v,,v< MIIUIlv_l1Vlly
ii) < A,\(x) U, U >v, .v> cIIUlly
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Preuve :
ii) Nous rappelons que <, >y , .y désigne le produit de dualité entre V et V,

il est loisible de le prendre comme produit scalaire dans 'H .

< Aa(X)U, U >v,.v +~ [(1 -pi(X))
.auI áu2 + (1 - p3(X))ui u2J dx =

n

	

ax ax
2

= f I

	

axl

) 2

+ fui +p2(X) ( 09x)

	

+ . u2
1
dx

on pose N = sup (1 1 -pi(-)IL-(rt), 1 1 -p3G)IL-(R)) .
D'aprés les hypothéses (H2) et (H3) en a N < +oo .
En utilisant 1'inégalité de Hdlder puis celle de Young en obtient

N2

	

09u1 2

2r ) ~ -aX IL2 (9)
2

+ (ci

	

2l 109x2 2

	

+ (,\

	

2)
IU21iz(st)

oú r E R+ est tel que c l - 2 > 0, soit alors Ao E R+ tel que Ao - zT > 0 et
,\o - 2 > 0 done < Aa(X) U, U >v- .y>_ cIJUI1v pour tout A > Ao oú

2
c =

	

inf
(
ñ - 2, el

- 2' A

	

2

_N
2 ) Iui1i2(st)+

Proposition 2.2 .
Si X E L-(O, T,H'(Q», alors, VT > 0 Pequation (2 . S.a) admet une solution

unique vérifiant:

U E W(0,T, V,V) = {V E L2(0, T, V)/ dt E L2(0, T, V')}

Preuve :
De 1'hypothése (H1) et du fait que X E L'(O,T,H'(S2)) nous déduisons que
á (p(X)) E L2(O,T,U) . L'existence et 1'unicité de la solution U E W(O,T,
V, V') découle du lemme 2.1 et du théoréme 2 page 620 de R. Dautray - J.L .
Lions [4] .
Nous allons montrer maintenant que 1'équation (2 .31) admet une et une

seule solution .

Proposition 2.3 .
Etant donné X E L°°(0,T,Hl(Q)) avec

dt E L-(O, T, L2 (Q)), U E W(O, T, V, V')



320

	

L. GHANNAM

fixés, alors pour tout T > 0 l'équation (2.3 .b), admet une solution unique 1 E
L-(O, T,H2 (52)) et át E L- (0, T, L2 (52))

Preuve :
Comme 52 = (0,1) C R alors H1(52) est une algébre de Banach - voir R.A .

Adams [1] - il en est de méme pour L'(O,T,H1 (52)) et done (/l+IXI)IXIn-1X E
L°°(0, T, H1 (52)) et comme U E W(0, T, V, V') alors d'aprés 1'hypothése (H4)
en a :

et á 1'aide des mémes arguments que dessus on a :

Si Xo vérifie 1'hypothése (H6) alors d'aprés la proposition 2.1 page 200 de V.
Barbu [2], 1'équation (2.31) admet une unique solution vérifiant :

oú

(K - X) P5
Ceat 0u1) + X - (p+

IXI)IXIn -1 X E L2 ( 0, T, L
2(p»

dt
[(K - X).ps (e~t áx1) + X - (Q + IXI)IXIn

-1
X

J

E L2(O, T) L2(52))

E L-(O, T,H2 (52)) C L-(O, T,Hl (52)) et d E.L-(O, T, L2(5~)

fi) Etape 2 .
2

On pose

	

= D1IIXoI H (12) oú Dl = sup (D, D) .
Soit VT = {X E L°°(0,T,H1 (52)VIXIL-(O,T,HI(g)) <_ Ro et X(O) = Xo}, VT

est un fermé de L'(O,T,Hl(52)) .

Proposition 2.4 .
Les fonctions uo, u l et Xo étant fixées, il existe To = To(uo , ul , Xo, A) tel que

pour tout T :5, To, GT soit une application de VT dans lui méme .

Pour montrer cette próposition, nous allons tout d'abord montrer les estima-
tions suivantes .

Lemme 2.2 .
Il existe des constantes positives A1, bl et b2 telles que pour tout U solution

de (2.S.a) on a: VA > A1 et b't > 0:

IU(t)Iw + bl

t
IIU(s)Ilvds <

b2
f e-2a9 IX(s L (9)ds +

) 12

	

IUOIIH-
0

I UI rt =

	

á2

	

+ 1 áu2
~z

¡¡ U, 112

	

12

	

IUII=

	

ul

1

	

(Q)

	

ax

	

L
20) + Iuz2(z)

	

et Iv

	

~ ax

	

L2

	

2 (n)



Preu ve :
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On efectue le produit scalaire dans H de 1'équation (2.3.a) par U. On obtient :

2dt lUlrt+ .~
[~(axl)2+fui+P2(X)(ax)2+buz dx.

=
f

L(1 - Pl(X)) 09X ax + (1 - P3(X)11U2 + e-AtP4(X) ax ] dx.

En intégrant par apport au temps et en utilisant 1'inégalité de Hdlder puis celle
de Young, on a :

t

	

2

	

2
21U(t)IH + f [(~

	

2) ( ¡9x

	

2

	

+
(a

	

2 ) IulIL2(9)+

au2 ~2

	

(A _ N)
)

	

12
(cl - r) ~ ax

	

2

	

+

	

-
L (2)

	

2

	

1u2 L2(2)

	

ds

t _las

f
e
2r

	

IP4(X)li2(n) ds + 21UoIL2(~)
0

oú r E R+ et tel que : c l - r > 0 .
Soit alors Al E R+ tel que A1 - 2T > 0 et A 1 - á > 0 .
En utilisant la remarque 2.1, le lemme 2.2 en découle .

Lemme 2 .3 .
Pour tout t > 0 et pour toute solution (U.1) de (2.3). On a:

II~(t)IIH1(~)-<D111XoIIH1(Q)+ ft h(IU(s)Ir<,II(s)IIHl(n))ds
0

oú h( ., .) est un polynóme de degré 2(n +1) en IIXIIH1(si) et,2 en IUIlí .

Preuve :
Dans tout ce qui suit c désignera une constante positive indépendante de U

et de X .
On multiplie 1'équation (2.31) par e et on intégre sur S :

al e

	

D d al 2

	

1 d

	

2
á LZ(9) + 2 á I áx L2(n) + 2 á 1112f) -

=
f

¡(K - X)Ps (eat
al

	

+ X - (p + IXI)IXIn-IX
J

d'aprés les inégalités de Hdlder et de Young on a :

at
dx.

Ps

	

ataul

	

a

	

c

	

2at _ul
~2

	

á
i
KP5

	

ax ) at -- r

	

1
+

e

	

j'9
ax

	

LZ(9)

	

+
r

1

I at L(Q)
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Du fait que H'(Q) --> Lw(SZ) et a 1'aide des mémes arguments Le . les
inégalités de Hólder et de Young :

L(2)

1 ~2

f X ps
Ceae

axl ) ' át dx < -r ezacIIXIIHI(2)
~~ axl

	+
1J

+ r
at

L2(2)a

et comme H 1 (9) �a L n(SZ)

	

t/m > 1 alors :

J
(Q + IXI)IXIn-lX-á- dx . < e

	

2n

	

2(n+1)

	

~ a, z

at

	

- r(~IXIIHl(n)+IIXIIHI(9))+r át L2(Q)

On choisit r assez petit de telle sorte que c = 1 - 2r > 0 . En intégrant
rapport au temps on a:

Soit alors :

D

Jt I at (s)I
La

	

ds +

	

ax (t)
L Z

	

+ 21

	

(t)1L2(9)
o

	

()

	

()

<
c
r

Preuve de la proposition 2.4 :

A partir du lemme 2.3 on a:

~(1 + e2as1U(S)Ix)
(1 + IIx(S)IIHI(~)) .

+(1 + Ilx(S)IIH~(g))IIx(S)IlHl(9)1 ds

2
+
D

I
gX0

	

+ 1IX01iZ(lt)2 ax L Z(n )

h(X,Y)

	

r

	

inf (1, D) [(1
+__

	

eza9Xz) (1 + yz) + (1 + yz) y2n]

II GT(X(t))1122-

	

(9)-
& + fT h(I U(s)I gc, II(s)IIH1(n)) ds ;

Si X E VT alors on déduit du lemme 2 . que

J

T

h(IU(s)Ix,IIX(S)IIHI(n))ds <T f(RO),
0

par

oú f(.) est un polynóme de degré: sup (4,2(n +l)) . Et pour que, GT(VT) C VT

il sufñt de choisir To tel que : To f(Ro) <
RZ

zZ . Il est simple de vérifier que pour
tout T < To on a: GT(VT) C VT .

üi) Etape 3.



Nous montrons au préalable quelques lemmes :
Soient X1 et Xz deux éléments de VT avec T <_ To et soient 11 = GT(X1) et

12 = GT(X2) . U = (ul, uz) et V = (VI, v2) les solutions de (2 .3.a) respectivement
á XI, Xz on a :

et

dans QT (2.41)

dans QT (2.51)

(2.6)
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ji + Aa(XI )U = -e-at
~ [p(X1)] dans QT

	

(2 .4.a)

at + Aa(X2)V = -e-atY [P(X2)] dans QT

	

(2.5.a)

á2 -D0z11
+11=(K-X1)ps

áWI 8w 2
C ¡PI(XI) - 11L-(Q)- 8x L2(9)

- I áx L2(~) +

+ IP3(XI) - 11L-(P)1WI1L2(Sa)-1wz1L2(2)

+ IP3(X1) -P3(X2)IL-(n)IVIIL2(S])-Iw11L2(sz)

+e-'tiP4(X1)-P4(X2)IL2(9) .
09W2

~

	

áx

	

~
L2(2)

Ceat .
8x) + XI - (P + 1X1l)IXn-1X1

1912

	

92 12

	

at ávl

	

n-1
49t

	

-D 8x2 + 12 = (K - Xz) Ps
Ce

	

áx)
-I- X2 - (0 + IX2 fX2I

	

Xz

Lemme 2.4 .
Il existe A2 >_ A1 et deux constantes bl et b2 positives tels que pour tout

t E [0, T] et U et V solutions de (2.4 .a) et (2.5 .a) on ait :

1U(t) - V(t)j2 + bI l~ IU(s) - V(s)lVds < b 2 TiX1 - Xz1i-(o,T,xl(st))-
0

Preuve:
On fait la différence entre les équations (2.4 .19) et (2.5 .19) et puis on fait le

produit scalaire [, ] dans 9-l par U - V: On pose U - V = W = (wl, W2)-
A 1'aide de 1'inégalité de H51der on a :

z

	

z

2 dt(IWI~c)+ f

	

áxl ~

	

-F .1wi +P2(X1) ( áx2)

	

+Aw2
~t

vI

	

~

áwl
+ IPI(X1) -PI(X2)1L-(sa)

	

avI
¿9x L~(f2) . áx L2(9)
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+¡P2(X1) -P2(X2)IL-(n)-
ave

	

-

~ aw2 ~

~ ax ~ L2(9)

	

ax

	

L2(S?)

awl áw2
IP1(X1) - 11L-(st)~

	

' ~ axax L2(S2)

N2 I awl
I2

	

r ~ aw2
I25

	

2r

	

ax

	

L2 (9)
+ 2

	

áx

	

L2(Q)

IP3(X1) - 11L-(Q)Iw1IL2(S2)-Iw2IL2(f)

oú N est défini antérieurement ; d'aprés les hypothéses (H1), (H4) et le théoréme
des accroissements finis on a :

(2.7)

	

¡Pi(X1) - Pi(X2)IL 2 (9) ~ CIIX1 -X2IIH1(11) pour i = 1, . . .,5

D'aprés le lemme (2.2) et du fait que X1 et X2 sont deux éléments de VT on

(2.8)

	

Ilv1(t)IIHo(sl) 5 c et
J y IIv2(S)IIHó(2)ds < c
0

pour tout t E (0, TI oú c = c(R0, T, u0 , u') est une constante .
De (2 .7), (2.8) et de 1'inégalité de Young on déduit :

IPI(XI) - Pl(X2)IL-(2) ~aw2
~

	

"Viax L2(n) ax L2(n)

c

	

2

	

r

	

09w2
(2

< 211X1- X211 H1 (n) + 2 áx L2 (n)

IP3(X1) - P3(X2)IL-(sl) Iv1 IL2(st)1w2IL2(sl)
1

<

	

12
CIIXI - X2IIH1(n) + 2Iw2 L2(n) ,

L2(9 -)

<
2 Iw1Ii2(sz) + 2Iw21i2(9)

aw2

	

c

	

2

	

r ~ aw2 ~
2

IP4(XI) - N(X2)IL-(Q)< -IIX1 - X2IIH7(ll) + 2
ax

	

~ L2(~)

	

r

	

ax

	

L2(í?)

I
f` I IP2(X1) -P2(X2)IL-(sa) .

~ ave ~

	

aw2

	

ds
0

	

axx

	

L2 (SI)
.

	

ax

	

L2(n)

c

	

2

	

r ftlaw212
5 r IX1 - X2IL_(O,T,H1(st)) + 2

	

0

	

ax

	

L2(n)
ds
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Par intégration entre 0 et t de F énéquation (2 .6) il résulte :

1 jW(t)12 +

	

(A _ N2)

	

N) 1,l12
7í

	

L2 (9)
0

	

cgx

	

22

	

2r

	

MW1 L(Q) + (

~ ¿9W2
2

	

+ (A_ N+ 1)

	

12 ~ (2)+

	

2r)

	

2

	

2

	

IW2 L

	

dsr

	

ax

	

~ L (2)

	

1

< c

	

12(R O , T, J, u', r) x IXI - X2 L- (0j,H1 (9»

oú c(Ro , T, uo, u 1, r) est une constante positive .
Soit r > 0 tel que e - 2r 2 > 0 et A2 ~~ Al tel que A2 > :~~l et A2 > N+12r

	

2
11 suffit de prendre

N2

	

N +i

	

c -

	

0

	

1b, = inf (A2 -

	

2r
,
A2 -

	

2

	

,
r

	

2r)

	

et b2 = c(RO, T, u , u , A2)-

a
En faisant la différence entre les (2.41) et (2.51) on obtient .

(2.9)
a

	

D
a2

át-

	

cg~2 (11 - 6) + (6 - 12)

Xi

(X1 - X2) +

	

P5(e \ t ~~ul

	

P5
(eAt avi »

ax ax
At av

Ps (e;" 09u 1

	

p,5 (e

	

~á-x'
»

á-x-

(XI - X2)p5(e At-

	

-'X1

	

-lX2)'9Vl

	

0 (¡Xl

	

IX21 '	(IX1J 'X1 - IX2 J 'X2)ax

Lemme 2.5 .

POUr ¡OUt XI, X2 éléments de VT et pour tout t E [0, TI et pour tout m E N
on a :

jIXl(t)I 'Xl(t) - IX2(t)Im X2(t)

	

:5 (,n + 1)Rmiix i (t) - X2(t)IIH'(Q)1 Ll (S?)

	

0

Preuve :
D'apr~s le théor~me des aceroissements finis :

IX1N1 - IX21 'X21 = (M + 1 )1C'Xl + ( 1 - 01)X21 ' IX1 - X21 Oíla E10, 1[-

Apr~s intégration sur Q, utilisation de Fillégalité de Hólder, le résultat en
découle . a
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Proposition 2 .5 .
Il existe T* < To tel que GT. soit une contraction de VT* dans luz' méme.

Preuve :
On multiplie 1'équation (2.9) par ~t(S1 - 12) et puis on intégre sur S2 . A

1'aide des mémes arguments Le . les inégalités de H5lder et Young, 1'injection
continue de H'(Q) --> Lw(S2) (52 =]O,1[), du théoréme des accroissements finis
et en utilisant les lemmes (2.4), (2.5), 1'inégalité (2.8) et 1'hypothése (H4) on
obtient : pour tout t E ]0, T[ on a

II11(t) - f2(t)IIH1W) <- Tc(Ro,T, A)IX1- X21L-(o,T,H=(n» .

Il suffit de choisir, alors T*(<_ To) de telle sorte que T*c(Ro,T*,A) < 1 .
D'aprés la proposition (2.1), T* est indépendant de A . Soit X le point fixe de
GT*, alors (U, X) oú U est la solution de (2.3.a) n'est autre que la solution du
systéme (1 .1) .
Comme

et X E L'(O,T*,H1(52)), át E L°°(0,T,L2(S2)) alors d'aprés 1'hypothése (H4)

(K - X) ps(eatá ) - (p + IXI)IXI'X 1 E Wl>2 (0, T*, L 2 (S2) . Et donc d'aprés la
proposition (2 .1) p : 200 de Barbu [2], X E L°°(O,T*, H2 (Q» .

2 .3 . Positivité de la solution X
Dans ce paragraphe, on montre le résultat suivant :

Proposition 2.6 .

U E W(O,T*,V,V) = {U E L2 (0,T*,Hó(S2) x Hl(Q»,

dt E L2 (O'T*'Ho(Q) x L2 (Q))} , C°([0,T*], H)

Supposons que 0 <_ Xo < K sur 9 =]0,1[ alors pour presque tout t E [0, T*]
etxE[0,1]0<X(t)x)<K.

Preuve:
Nous rappelons tout d'abord que K désigne la concentration totale du cal-

cium (libre + lié) dans le cytoplasme et X la concentration du calcium libre
dans le cytoplasme .

Puisque X E L2 (O, T*,H1 (S2)), X- = sup (-X, 0) E L2(O, T*,H1 (52))-voir [4]
tome 1 chapitre IV page 934 . En multipliant 1'équation (1.11) par -X- et en
intégrant sur S2 on obtient :

(2.10)

2

2 dt IX

	

liz(sz) + D I

	

09X

	

~ LZ (2)
+ QIX

	

Ii±++
l¡n+11(,)

-- IX

	

Ln+=(9)

- 2

	

áu
_ - f (KX- + (X

	

)) ps ( 8x)
dx < 0

n
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car P5 ( .) > 0 et K > 0 .
En intégrant (2 .10) sur [O, T*], on déduit du fait que Xo >_ 0 sur S2 que

IX ILz(O,T-,LZ(Q)) = 0 et done X(t, x) > 0 pour presque tout (t, x) E [O, T* ] x
[0,1] .
Pour montrer que K >_ X(t, x) pour presque tout (t, x) E [0, T*] x [0, 1], on

multiplie (l .l1) par -(K - X)- puis on intégre sur [0, T*] x [0,1] . En utilisant
le fait que X(t, x) >_ 0 pour presque tout (t, x) E [0, T*] x [0, 1], et Xo <_ K
sur S2, on déduit de la méme maniére que K > X(t, x) presque partout sur
[0, T*] x [0,1] .
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