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EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION
POUR UN SYSTEME DE DEUX E.D.P.

LAHCEN GHANNAM

Abstract

We give some results on the existence, vniqueness and regularity of a
nonlinear evolution system. This system modeis the viscoelastic behaviour
of unicellular marine alge Acelabularic mediterrania when the calcium
concentration varies. We show {with the aid of a fixed—point theorem)
that the system admits a unique local solution in time.

L. Introduction

A. Le probleme étudié,

Dans cet article, nous nous intéressons 4 la résolution du systéme d’équations
aux dérivées partielles suivant:

(1.1)
5 =2 m00%) + 2 (00EE) - ps(0)w -~ 2(u(x)) (1.1a)

4
F=DEX (I —x)ps (&) - B+ XDIxI"x (1.1.8)

dans Qr =]0, T(x {2 otx } =)0, 1] avec les conditions aux limites:

=10
{u . sur 7 =0, T[x 8% ot

&
5 =0
ax ax dx X
EM —axenx—ﬂtgg— xenz—l

et les conditions initiales:
{ u(0,z) = u®(z), 5 (¢, ) = ul(z)
x(0, ) = xo{z)
a, K, 3 et D désignent des constantes positives, n un entier naturel et les fon-

ctions Py, 1 < ¢ < 5 u? u? et xo sont des fonctions données. Les inconnues
sont u et y.

pour T € 2

On notera que le systéme (1.1) est de nature parabolique grace 3 la présence

du terme de viscositéd % (pg(x) %) dans 'équation (1.1.a}.
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B. L’origine du probiéme (1.1).

Le systéme (1.1} a été proposé par Goodwin et Trainor dans (5], pour
modéliser 'évolution mécanique et chimigue du cytoplasme de 'algue
accetabularia-méditerannea. Expliquons leur démarche.

Ce modéle prend en compte les équations fondamentales de la dynamique,
la 1ot de comportement du cytoplasme {on supposera que le cytoplasme est un
matériau visco—élastique), et I’équation d’équilibre chimique entre, d’une part
le calcium Ca?t et une macromolécule C du cytoplasme et d’autre une autre
macromolécule C* du cytoplasme — voir page (4). L’équation (1.1.a) apparaitra
comme une équation de visco-élasticité en dimension 1, et I'équation (1.1.b)
comme une équation donnant la variation de la concentration de calcium libre
dans le cytoplasme en fonction du temps.

Introduisons au préalable les notations suivantes:

Soit, u le vecteur déplacement d’un élément du cytoplasme, ¢ le tenseur
linéarisé de déformation et ¢ le tenseur des vitesses de déformation. ¢ désignera
le tenseur des contraintes, p la densité de masse du cytoplasme, F la densité
des forces externes et ¥ la concentration du calcium libre. On suppose pour
Vinstant que la configuration de référence ¢ est un ouvert de R®.

L’équation fondamentale de la dynamique déduite des principes mécaniques
généraux s'éerit:

(1.2} p(t,z)iﬂg(;i'—-z—) = dive{t,z) + F{i,z)

ou (2, z) est un élément de |0, T[x 8.
La loi de comportement qui exprime les relations existant entre d’une part

le tenseur des contraintes o et d’autre part le tenseur des déformations £ et le
tenseur des vitesses de déformations &, elle s’écrit:

(1.3) . o = ole,é,x)

Nous nous placerons dans le cadre d’une théorie linéaire des petites pertur-
bations. Alors I'équation (1.3) devient:

(1.4) o = ao(x) + A + S(x)-€

ol gy désigne le tenseur des contraintes a l'équilibre qui correspondae =€ =0,
A et § sont des tenseurs. Nous ferons aussi un certain nombre d’hypothéses
simplificatives: on suppose tout d’abord que le cytoplasme est un matérian
isotrope. Par conséquent le tenseur A sera déterminé par les coefficients de
Lamé A et p et § par les coefficients de viscosité 5 et §. De plus on considére
le cas ou les forces externes sont réduites aux forces de rappel exercées sur le
cytoplasme. : ’
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En utilisant la lot de comportement (1.4), ’équation (1.2) devient:

&u

(1.5) P@

= div Ae + div S.E+ div op — pau

avec —pz,u = F ol py = p3{x) représente le module d’élasticité —pour llustra-
tion voir [8]-.

La deuxiéme équation du modéle est fondée sur ’hypothése d’une réaction
simple de stoichioméirie n entre le calcium Ca?* et une macromecléeule € du
cytoplasme a laquelle il se lie pour former une autre macromolécule C* du
cytoplasme, on a:

k
C+nCe?t = ¢~

-1

ky et k_,; désignent respectivement les vitesses de réaction et de réaction inverse.

La variation dans le temps de la concentration y vérifie la relation

(16) X = k(K —x) - BB + D™ x + DAY
olt K est la concentration totale du calcium (lie + libre), § = ne-K est une
constante que l'on supposera positive et D représente le coeflicient de diffusion
du calcium dans le cytoplasme.

Dans (5] Goodwin & Trainor ont montré que toute modification du tenseur de
déformation entraine une modification de la concentration y du calcium libre.
En d'autres termes &y et k_; sont des fonctions du tenseur des déformations.
Nous suivons le modéle retenu dans [5] & savoir: & est une constante et k_;
est une fonction positive de ¢ (tenseur des déformations).

On peut considérer que le systéme (1.1} est un systéme monodimensionnel
issu du systéme {ridimensionnel (1.5}, {1.8). En effet, supposons en premiére
approximation que les déformations d'une bande rectiligne du cytoplasme de
section homogéne, soient longitudinales {on néglige les effets latéraux). Aprés
normalisation, le systéme d’équation (1.7}, {1.8) devient
{1.9)

3t =& (0 +28) + & (00 £8) - 100w+ £(oolx) (19.0)

2 =DIX +a(K — x)k_ (2) - (B+xDIx)*'x  (1.9.8)

dans 0, T[x§ ot Q =]0,1[ et a une constante positive.
En posant (A + 2u}(x) = P10 (6 + 3m0x) = p2(x),

~ao(x) = puli) = o0(0) aki (55 ) =pn (52 et o= 1.

on retrouve le systéme {1.1).
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II. Existence locale en temps et unicité de la solution de (1.1)

Neus faisons une fois pour toute les hypothéses suivantes:

* (Hi) Pour i =1,2,3 les fonctions p; sont localement lipschitziennes.
* (H2) I existe deux constantes ¢; et ¢p telles que:

0<e & PZ(‘) < ¢q.

* (H3) p1 et p; sont des elements de L=(R).
* {(H4) les fonctions pg et ps sont de classe C! et telles que leurs dérivées
appartiennent & L*°(R).
Remarque 2.1.

L’hypothése (H4) implique qu’il existe une constante b > ( telle que: Vs e R,
|paf4}] < bs|

2.1. Modification du probleme (1.1).
Soit U = (uy,uz) ol uy = u et up = &, alors le systéme (1.1} devient:
Trouver (U, x} tel que:
21)
L+ Ag(x) U=—£ (p(x)) dans Q7 {2.1.0)
%; ~DEX = (K —x)ps (32) = (B+ [xDIx|"'x dans Qr  (2.1.5)
vérifiant : U(0, ) = Up(z) = {u®(x), ul(z)); x{0,2) = xo{z)
dans Q2 et U(t,x} =(0,0), %{f =0sur Zr
ou
o - I
4o = 2 8 2 2
—5: 21005:) + 000 —& ({0 5;)

et p{x) = (0,p4{x))-

Proposition 2.1.

51 T < +oo, alors pour tout XA > 0 le probléme (2.1) admet une et une seule
solulion si et seulement si le probléme:
{2.2)
trouver (U, x} solution du sysiéme suivant -

5+ AOU = —e M E (p(x) (22.0)

— DT = (K —x)ps (£M52) — (B+ X" x (2:2.)
et vérifiant les mémes conditions initiales et auz fimites que dans (8.1)

admet une el une seule solution.

ot Ax(x). = Ae{x). + AT
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Preuve:

If suffit de faire dans (2.1) le changement de fonction suivant:
U=eMv
Dans tout ce qui suit on s'intéressera au systéme (2.2). B

2.2, Théoreme d’existence, d'unicité et de régularité,

En plus des hypothéses (H1), (H2), (H3) et (H4) nous supposons que:
(H5) Us € (Hg(M))?
(H8) xo € HHQ) et & = 0 sur 60 = {0,1}.

On démontre dans ce paragraphe le théoréme suivant:

Théoréme 2.1.
Supposons que (H1) - (H6) soient vérifices, alors il existe T* = T*(u®, u?, xq)
tel que (2.2) admet une et une seule solution (U, x) vérifiant:
) U € L0, T, HA(Q) x HA(Q) N B0, T, BYQ) x I(9).
HY x € L0, T*, H¥{(Q)) N HY(0, T, L* ()

Notons tout d’abord que les équations (2.2.a) et {2.2.b) sont couplées par les

fonctions p;{x) A1 < i € 4 dans (2.2.2) et par la présence du terme ps (e’“%‘il)
dans (2.2.b).

Pour démontrer 'existence et I'unicité de solution au probléeme (2.2), on va
considérer le systéme d’équations découplées {2.3) suivant:

X €tant un élément fixé de L0, T, H{(§)) avec i—f € L*(0, T, L*(Q)).

Le systéme (2.3) consiste trouver (U, £) € L2(0, T, (H{ ()2 x L>°(0, T, H{(R))
vérifiant:
2.3 a){ % + A\(x) U = —-—— L{e *p(x)) dans Q7 (2.3.a1)

o U{0,2) = Up(z) sur Q (2.3.95)
5~ DES +6= (K = xps (M%) +x - (B4 DK™ x
dans Q0 (2.3.51)
£(0,2) = xo(z) sur @ (2.3.5;)
L —9sur Ty (2.3.53)

(2.3)¢
(2.3.6)

La preuve du théoreme (2.2} est découpée en trois parties:

lére partie: on montre que ’équation (2.3.a) admet une et une seule solu-
tion (Proposition 2.2) dans L2(0, T, (H}{£2))?). On montre également que pour
tout U € L*(0, T, {H}(2))*) équation (2.3.b) admet une solution unique (pro-
position 2.3) dans L0, T, HI(Q)) Oz en déduit que le systéme {2.3) admet
une solution unique.
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2&me partie: Les résultats de la premiére partie permetiront de définir pour
tout T > 0, une application G de L*(0, T, H{Q}) dans lui méme qui & toute
fonction x fait correspondre la fonction £ o (U, £} est la solution de (2.3},

On obtient dans un premier temps une estimation 4 priori de U solution de
(2.3.2) (Lemme 2.2). Puis, on obtient une estimation & priori de £, ol (U, £)
est la solution de {2.3) - (lemme 2.3).

Ces deux résultats nous permettent de montrer gu’il existe Ty > 0 tel pour
tout 0 < T < Ty, Gr est une application d’un fermé V¢ de L*(0, T, H}{(Q))
dans Iui méme {proposition 2.4).

3&me partie: On montre qu'il existe 0 < T* < T tel que Gp* soit une
contraction du fermé Vp+ dans lui méme. On en déduit 'existence d'un point
fixe x, le couple (U, x} correspondant n’est autre que la solution de (2.2). A
Paide d'un résultat de régularité de V. Barbu [2], on montre que la solution x
vérifie: ¥ € L>(0,T*, H*{(Q)).

i) étape 1.

Pour résoudre {2.3.a), nous introduisont les espaces suivants:

V= (HHQ))? et H = Hy () x L¥H(Q)

Nous munissons V et ‘H des produits scalaires suivants: Soit U = (u,ug) et

V = (v1,v)
_ Ju; vy Auy vy
<U’V>v_f9(8x dz + Oz 3m)dz

et ||.|lv la norme associée

Ju; &
gU,V]F[ (6_6_++) de.
it

et |.jx la norme associée.

Il résulte de 'inégalité de Poincaré que <, >y est un produit scalaire équivalent
au produit scalaire naturel, '

Notons V' le dual de V tel que:
Vo= {{ug,us)|ur € Ho(S2) et up € HHQ)}

Des injections continues et denses suivantes: Hi{Q)} — L*(Q) <« H~(f2) nous
pouvons déduire que les injections suivantes: V — H < V' sont denses et
continues.

Lemme 2.1.

Supposons que les hypothéses (H.2)-(H.{} soient vérifices olors ol existe deux
constantes M et C' et Ay > O tel gue pour tout A > X eif tout U el V éléments
de V on ait:

i) < () U,V Sy MUV Iy
i) < A\()U, U >y 2 CUYS



SYSTEME NON LINEAIRE D’E.D.P. PARABOLIQUES 319

Preuve:
1) Nous rappelons que <, >y y désigne le produit de dualité entre V' et V

il est loisible de le prendre comme produit scalaire dans H.

<6000 v+ [ 0= 00 52 G2 4 (1 - pulus o b =

_ Quz 2 Ouz 2
_/Q[,\(8$> +z\u1+pg(x}(a$) +)\u2] dz

on pose N = sup (|1 ""pl(-)le(R)vll —Ps(A)iLM{R))I-
D’aprés les hypothéses (H2) et (H3) on a N < +oo0.
En utilisant I'inégalité de Holder puis celle de Young on obtient

N2\ 18w, P N
< AU U >y p2 (/\ - —) k) + (/\ - —) [ea[Z 24y +
L3(2) 2

Oz
N
+ (Cl ) + ()‘ - ‘E) |“2|2{12(Q)
L2(£2)

ott r € R} est tel que ¢; — § > 0, soit alors Ag € R} tel que Ay — ’;{—: >0 et
Ao — % > 0done < Ax(x)U,U >y v2 ¢||U||3 pour tout & > Ag ol

. N? r N
¢= mf (k—g,cl—g,/\“—g)

auz
Bz

Proposition 2.2.
§ix € L0, T, H(Q)}, alors, VT > 0 Uequation (2.9.¢) admet une solution

unique veTifiant;
' 2 dv 2 !

Preuve:
De I’hypothese (H1) et du fait que y € L*{0, T, H'(§2}} nous déduisons que

Pz S (p{x)) € L*(0,T,H). Llexistence et 'unicité de la solution U € W0, T,
V, V') découle du lemme 2.1 et du théoréme 2 page 620 de R. Dautray — J.L.

Lions [4].
Nous allons montrer maintenant que 1éguation (2.3.b} admet une et une

seule solution. W

Proposition 2.3.
Etant donné y € L=(0, T, HY{2)) avec

if € L=(0,T, L)), U € W(0,T,V,V")
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fizés, alors pour i{mt T > 0 Péquation (2.8.5), admet une solution unigue £ €
L0, T, H2(Q)) et 8 € L0, T, L* (D))

Preuve:

Comme £ = {0,1) C R alors H'({2) est une algtbre de Banach - voir R.A.
Adams [1] - il en est de méme pour L*(0, T, H()) et donc (B+[x])|x|*~*x €
Lo(0, T, H*(§2)) et comme U € W(0,T,V, V") alors d’aprés 'hypothese (H4)

on a
a
(5 = 0ps (H52 ) +x— 0+ WDl 'x € 20,7, (@))

et 3 'aide des mémes arguments que dessus on a:
d ;g aul n—1 2 r2
7 |E =x0ps {7 5= 14 x = (B + IxDIxI" x| € Z°(0, T, L*(S))

Si xp vérifie 'hypothése (H6) alors d’aprés la proposition 2.1 page 200 de V.
Barbu [2], I’équation {2.3.b) admet une unique solution vérifiant:

de

o 2
= € L0, T, L%(Q)

€€ L0, T, H¥{(M)) € L=(0, T, H () et

it} Etape 2.
On pose -ﬂ = Dillxoll3i(qy o D1 = sup (D, 5).

Soit Vr = {x € L=(0, T, H()}/Ix|co,7,51(2)) < Ro et x(0) = xo}, VT
est un fermé de L0, T, HY(Q)).

Proposition 2.4.
Les fonctions u® u? et xo élant findes, il existe Ty = Tpfu®,ul, xp, ) tel gue

pour towi T < Ty, Gy soit une application de Vr dans lui méme.

Pour montrer cette proposition, nous allons tout d’abord montrer les estima-
tions suivantes.

Lemme 2.2.

Il existe des constanies posifives Ay, &) el by ieHes que pour tout U solution

de (2.8.2) on a: YA > ) et Vi > 0:

- pt i
U (£)l5 + b /0 U (s)lI}ds < bzfa e Ix(5)|Z2eyds + Vo)

Oug |
oz

2
Bul

U = sl gy + lealiegey et VIS = Bz

L{a} L2{5)
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Preuve:
On effectue le produit scalaire dans H de I’équation (2.3.2) par U. On obtient:

Su Gua

] [ ‘36 # (1= O + (0 G| d

dz.

En intégrant par apport au temps et en utilisant 1'inégalité de Hélder puis celle
de Young, on a:
3&1 z

1 2 ’ N? N 5
§|U(f}|n + [a [()\ - 5;-) B2 Ly + (/\ - 5) |1 7200y +
5?.1!2

2
N
— + (A - —é-') |H2|iz(n)] ds
L0}

Oz
e‘-ZA.s
Sfo o P4(X)1Lr(n)ds+—|Un|L=(m

{e1—7)

olir € R} et tel que: ¢; —r > 0.

Soit alors A; € RY tel que &y — 2- > 0et Ay — £ > 0.
En utilisant la remarque 2.1, le lemme 2.2 -en découle. W

Lemme 2.3,
Pour tout t > 0 et pour toute solution (U.£) de {2.8). On a:

?
€@ N5 0y < Dallxoll3n (o +/ﬂ BT (s}, Nx(s) | ey } ds
ot h{.,.} est un polyndme de degré 2(n + 1) en || x| a1 (a) et 2 en |Uly.

Preuve:

Dans tout ce qui suit ¢ désignera une constante positive indépendante de I
et de y.

On multiplie I'équation (2.3.b) par % ot on mtégre sur £

8t
’@2 e |* L1d

32 é; L) 2 dt l{l{ﬂ(ﬂ)

- /n [(K " X)es (e“%) +x-(8+ Exl}lxl"_lx] % dz.

d'aprés les inégalités de Hélder et de Young on a:

du 8{ Fuy |* 35
Kp(” 1) Cl1 g e |9¥ ]+
~/ s & al‘ Lz(ﬂ) 6t

Leqy | 2 dt

L2(52)
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Du fait que HY{Q) < L*(Q) et a l'aide des mémes arguments ie. les
inégalités de Holder et de Young:

Su 8¢ ¢ Juy
P € axn ,
fgxps (3 B ) "B dr < € x|l & ) “ 52

et comme HY{Q) — L™} VYm > 1 alors:

2 2

8¢

+1 T

L3Q)

+r

L’(ﬂ).

2

23
ot

;3 ¢ 2An+1}
n=1_ 95 e = 2n1
L(ﬁJr DX x5, dze < (il + ixllaeey) + 7 L2()

On choisit r assez petit de telle sorte que ¢ =1 — ¥ > 0. En intégrant par
rapport au temps on a:
ds +

]
g/
9 L)

< [ [+ B+ )
1+ () s a3 | s

D 2
3

2 2

8¢

o¢
55

D
7 13,0

1
+ _|£(t)|?{,2 0
L) 2 (2}

Oxo

Oz

1
+ §|Xo|i,2(n)

L(5)

Soit alors:

MX, V) =S

e WL +eE X1+ Y+ (1+Y) Y

Preuve de la proposition 2.4:
A partir du lemme 2.3 on a:

R} r
IG5+ [ BT oMz s

Si x € Vr alors on déduit du lemme 2. que

T
fo R(IU ()20, Ix()llz2c0y) s < T F(Ro),

ol f{.) est un polyndme de degré: sup {4, 2(n+1)). Et pour que, Gp(Vr) C Vr
il suffit de choisir Ty tel que: T f{Re) < RT"Z. Il est simple de vérifier que pour
tout T' < Ty on a: Gp(Vr) C Vr.

iii) Etape 3.



SYSTEME NON LINEAIRE D'E.D.P. PARABOLIQUES 323

Nous montrons an préalable quelques lemmes:

Solent x; et yz deux éléments de Vi avec T < Tj; et solent £ = Grix) et
&2 = Grlx2).U = (¢1,u2) et V = (v1, 02} les solutions de (2.3.a) respectivement
& yy,x2 00 2!

St 43000 = e 2 fp) dans @r (24.0)

a
&+ AaV = e ()] dens @r (2:5.0)

et

2 & 0
g -D 6521 +& = (K- xi)ps (e‘“-%> +x1 = (B4 abDix"xs

dans Qr (2A4.b)

g o % -
g - DaTEf +& =(K —x2)ps (e’“%) +x2 = (B + x2Dlxal" " x2

dans @r (2.5.b)

Lemme 2.4.

Il exisle Ay = Xy et deuz comstanies by et by positives tels que pour toul
t€({0,T] et U et V solutions de (£.{.a) et {(2.5.4) on aii:

{
JU(t) = V()5 + by j; [U(s) = V(s)yds < by Tlxa — x2l%eo (0,710 003y

Preuve:

On fait la différence entre les équations {2.4.2) et (2.5.2) et puis on fait le
produit scalaire |, | dans Hpar U — V: Onpose U =V = W = (w,,w,).

A Paide de l'inégalité de Holder on a:
(2.6)

2

1d dwr Ow
QE(IWI%anr\(a—;) +«\w¥+pz(xl)(a—:) + dwd

Sw Sw

< lpa(xa) = Yoo iay- a—l . 5“3
Tlxay | 9T I

+ p3(xa) — Upeo oy lwilze)-lwelLzay
v Sw
+Ip1{x1) = pr{x2)| Loo(n)- 8_1 : FI”

Tlreoy | 9F lp2q)
+lp3{x1) — pa(x2)l eyt n2ee)- 1 | 2oy
3w2

+ e Mpa(x1) ~ Pa(x2)2¢0)-

0z

L3} ()
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3 ‘Ug
Bz

| 2wz
Ox

+pz(x1) — p2{X2 )z ()

Lz(n) L)

d’aprés I'inégalité de Young et 'hypothese (H2)

fp1{x1) — 1= (0)- aawl . % <
Ty |1 9F lpyey
N2 6& 8'!.02
8 |ramy 2105 |pagey

N N
1P3(x1) — oo () lwilp2¢y-fwzlz2ey < Elwl 320y + 5|w21§,2(9)

o NV est défini antérieurement; d'aprés les hypothéses {(H1), (H4) et le théoréme
des accroissements finis on a:

. pi{x1) —pilxzllezem < ellxa — xellgiqmy pour i =1,
(2.7) |pi{x1) {x2)l <l (s, 1 3

D’aprés le lemme {2.2) et du fait que x; et x» sont deux éléments de Vi on
a

1
(2.8) Ioxlngeoy S et [ loa(olyqands < ¢
a

pour tout ¢ € [0,T) oit ¢ = ¢(Rp, T, u®, u'} est une constante.
De (2.7}, {2.8) et de 'inégalité de Young on déduit:

[P (1) = P(xalmcay | 22| |2
Diixy) — Piixe)lLe(n)- N=
4z Lz(n) 9z |2y
8w2
< 2l — xellra +
{Q) Bz L2@)

[p3{x1) — Pa(Xz)!.meﬂ”l |2ay-lwzlLzqay

1
<elxa - X2"§f‘(ﬂ} + §|w2|§ﬂm)-

Sy c 2 r | dws 2
Ipa(x1) — palx2)|Lootay | 5 < =t —xelliney + 5| =
Oz lpaggy = 7 @7 2] 0z | g
de méme:
¢ 61)2 3’&)2
lp2{x1) — palx2 ity | 5 A5 ds
_/a [ Oz |poqqy | Oz L2 (52 ]
i 2
¢ 2 r Swe
< lyy — xalPe S ket d
< r|X1 X2|;, (o,T,H!(Q))"‘Q/O 32 |uacen s
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Par intégration entre 0 et ¢ de I’ énéquation (2.6) il résulte:

1 ¢ Buw, N
—|Wt|2+/ (A——) — +(A——)|wf22
WO+ | 3 |y 2 ) iz

2
¢ Jwy N+1 2
(r B 2r) Oz |L20y * (A 2 ) |w2fL2(n)} &

< e(Ro, T,u®,ul,7) X x5 = X2 IEM(O'T‘Hi(Q))

+

olt ¢(Rp, T, u% u',r) est une constante positive.

Soit r > 0 tel que ¢ — 22 >0€t)\g>,\1telque)\g> e!‘,Ag>i
1l suffit de prendre

N? N
e NAle 2r) et by = o( Ry, T, u®,u', o).

bl = inf (/\2 - 3 T

[ |
En faisant la différence entre les (2.4.b) et (2.5.b} on obtient.
(29)
a 3
(f £2) — 62(1—§2)+(€1—§2)=

a a
:(Xl —X2)+K(PS(GM Ul ( At Ul )
Ju Bv

aury 50U

(PG - )
Bv n— n— n 4]

~(x1 —X2)P5(3M8_;)—5(|X1| fxn = Il xe) — (xa M xr — [xal™x2)-
Lemme 2.5.

Pour tout x3,x2 éléments de Vp et pour tout t € [0, 7] et pour toui m € N
on a:

|IX1(t)I”‘xl(t) - |X2(t)|mX2(f)|le) < (m 4 DEF Ixa(t) = X2l o)

Preuve:

D’apres le théoréme des accroissements finis:
|Ixa™xs = Ixal™xz| = m + Dlooxs + (1 = @)xal™bxs = xaf ot €]0,1(

Aprés intégration sur §}, utilisation de l'inégalité de Hélder, le résultat en
découle. |
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Proposition 2.5,
Il emiste T* < Ty tel que G+ soil une contraciion de Vo* dons lui méme.

Preuve:

On multiplie 'équation {2.9) par %({1 — £3) et puis on intégre sur §3. A
P'alde des mémes arguments 1.e. les inégalités de Holder et Young, I'injection
continue de H1(Q2) « L=(2} (St =]0,1[), du théoréme des accroissements finis
et en utilisant les lemmes (2.4}, (2.5), I'inégalité {2.8) et I’hypothése (H4) on
obtient: pour tout €0, T[on a

I€1(2) — &A)llmriey < Te(Ro, T, M)|x1 — X2liee, 712 (0))

Il suffit de choisir, alors T*(< Tg) de telle sorte que T*c(Ry, T*, A) < 1.
D’aprés la proposition (2.1}, T est indépendant de A. Soit x le point fixe de
G, alors (U, x) ou U est la solution de (2.3.a} n'est autre que la solution du
systéme {1.1).

Comme
UeW(,T,V,V)={U e L}0,T*, H5{(Q) x H'(Q)),

D e (0,1, (@) x LN} - €0, T, )
et x € L(0, T, H}{Q)), %X s € L°°({] T, L3($1)) alors d’aprés 'hypothése (H4)
(K~ x)ps(eM8) — (B + IXDIx("X € WH(0,T*, L3(%2)). Et donc d’aprés la
proposition (2. 1) p: 200 de Barbu (2], x € L°°(0, T, H{Q)).

2.3. Positivité de la solution y

Dans ce paragraphe, on montre le résultat suivant:

Proposition 2.6.

Supposons gue 0 € xo < K sur 2 =|0, 1] alors pour presque tout t € [0,T*]
etz e(0,1]0< x(t,2) < K.

Preuve:

Nous rappelons tout d’abord que K désigne la concentration totale du cal-
cium {libre + lié) dans le cytoplasme et x la concentration du calcium libre
dans le cytoplasme.

Puisque x € L0, T*, HY{(Q)), x~ = sup {—x,0) € LY0,T*, H}{2))-voir [4]
tome 1 chapitre IV page 934. En multipliant "équation {1.1.b) par —x~ et en
intégrant sur £ on obtient:

ax~ 2
—Ix” I 2(9)+D|a—$

1d

2 dt + ?le_l?,:-ll-l(g} + |X_|2j37{9}

L)

(2.10) /(Kx +(x ¥)ps (g ) dz €0
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carps(.) > 0et K > 0.

En intégrant (2.10) sur [0,7*], on déduit du fait que xo > 0 sur Q que
Ix~|L2¢0,7+ 220y = O et done x(t,z) > 0 pour presque tout (¢,z) € [0,T*] x
[0,1].

Pour montrer que K > x(#, 1) pour presque tout (¢,z) € [0,7T] x [0,1], on
multiplie (1.1.b) par —(K — x)~ puis on intégre sur [0,T*] x [0, 1]. En utilisant
le fait que x(¢,z} > 0 pour presque tout {({,z) € [0,T*] % [0,1], et xo < K
sur £, on déduit de la méme maniére que K > x(t,z) presque partout sur

[0,T*] x [0,1].
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