Publicacions Matematigues, Vol 36 (1592), 663-671.

ULTRAPRODUITS GRADUES. APPLICATIONS

Ion D. IoN ET CONSTANTIN NiTA*

Dédié & la mémoire de Pere Menal

Abstract

Dans cet travail sont définis les ultraproduits d'anneaux et de
modules graduds. L'ultraproduit gradué coincide dans le cas d’une
famille R,[X1,X2,...,Xn], + € I, d’anneaux de polyndmes avec
le sousanneay des éléments générés dans V'ultraproduit usuel par
ies families de polyndmes de degré total borne.

Nous démonstrons gue i'altraproduit d’une famille de modules
gradués libres, qul verifie nne condition naturelle de finitude et
aussi un module gradué libre (Théoréme 2.2). Aprés un etude
de Parithmétique des moncides commutatifs par rapport aux ul-
traproduits, nous démontrons que tout ultraproduit d'une famille
d'extensions de Galois de degré borné est une extension de Galois
de degré fini (Théoréme 3.3).

Introduction

Les logiciens ont introduit et ont utilisé ultérieurement la notion
d’ultraproduit dans leurs {ravaux. Amitsur a montré pour la premiere
fois que cette notion peut-&tre utilis¢ dans la théorie des anneaux. Un ap-
plication de cette idée est, par exemple, la démonstration d'un théoreme
de Posner qui déerit la structure des anneaux premiers qui satisfaient une
identité polynémiale. 1] est bien-connu gue la théorie des ultraproduits
a dévéloppé une technique trés efficace dans 'algébre commutative, tout
particulidrement, pour les théorémes d’approximeation. Dans 'algeébre
non-cominutative les applications des ultraproduits sont plus ou moins
accidentelles. Notre intention est d’élargir le domaine d’applicabilité de
cette technique dans les problemes d’algébre non-cornmutative, partic-
ulidrement dans la théoric des anneaux gradués. Nous avons essay¢ une
contribution dans cette direction. Dans la suite, sont donnés quelques
résultats des auteurs, qui son réunis entre autres dans les travaux [4] et
[5]. Au commencement, nous désirons rappeler un merveilleux travail
(3], tres utile dans ce domain des ultraproduits en géneral.

*Conférence presentée par M.C. Nit3 2 “International Workshop on Local Cohomol-
ogy, Geometric Applications and Related Topics”, Granada, Sept. 1991.
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1. Géneralités sur les ultraproduits d’anneaux
et modules

Prabord en deux mots on donnent quelques définitions sur ultra-
preduit usuel. :

Soilent I un ensembile infini et F' un nltrafiltre non-principal sur 7. Si

(R;):er est une famille d’anneaux unitaires, on note R = [[ R;. Pour
i€d

a € R, a = (a;) soit Z{a) = {i € I|o; = 0}. Alors I'enscimble Zp(R) =
{a € RiZ{a) € F} est un idéal idempotent de 'anneau R. L'anneau
quotient Rr = R/Zp(R) s’appele V'ultraproduit de la famille {R; );¢s par
rapport a F. Notons o* 'image de ¢ € R par le morphisme canonique
R— RF.

D’une maniére analogue, on définit l'ultraproduit dune famille de
modules {M;};cr, M; € R;-mod. Soit M = [[M, € R-mod. L'ensemble
el
Zp(M) = {z € M|Z(z) € F} est un sous-module de M et le module
quoticnt s’appele Vultraproduit de la famille (M;);e; par rapport & F.
Parce que Zp(R)M ¢ Zg(M), alors Mr est muni d'une structure de
module sur Rg.

Proposition 1.1. SoitCp = {N € R-mod |Zr{R) C anng N}. Alors
Cp est un sous-catégorie locolisante de R-mod, 1somorphe & lo catégorie
Bp-mod.

Soient M = [[M;, N = [[N;, ou M, N; € R;-mod pour tout i € I.

igd il
Si f € Homg(M,N), f = (£}, od f; € Homp (M, N;), i € I, alors
Uapplication fr : Mp — Np, fe(z®) = (fi(z)V*, 2 € M,z = (z;) est
unigue morphisme dans Hompg, (Mp, Np) tel que oy o f = fr oo,
ot ppr M — Mp, oy ' N — Np sont les morphismes canonigues.

La correspondance M — Mp o un coractére foncteuriel.
Proposition 1.2, S5i pour fout i € I,
00— M — M, — M -—20
est une suite exacte {exacte cst scindée) dans R;-mod, alors
0— Mp — Mp — Mp — 0

est un sutte ezacte (ezacte et scindée} dans Rp-mod.
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2. Ultraproduits gradués

Si on considére (R;[X;,X2,..., Xx]lier une famille d’anneaux de
polyndmes, il existe un morphisme canonique

! RF[X]_,X‘;,--- :Xn] I (HRi[XI:XQ':"'?Xn])
F

¥

qui n’est pas un isomorphisme. On a donc qu'un ultraproduit d’une
famille d’anneaux de polyndmes n'est pas un anneau de polyndmes
{voir, par exemple [3], dans une démonstration d’un résultat de
Robinson).  L'image de ¢ est un sous-annean de ['ultraproduit
(TTR:[ X1, X2,..., Xn]})r. Les éléments de cet sous-anneau sont rep-
i€?

resentés par les familles bornées de polynémes.

Ici on trouve I'idée de construire un ultraproduit gradué. Les ultra-
produits gradués d’algebre de polyndmes donnent un cadre naturel pour
une série d'applications.

Dans 1a suite on présente la construction d'ultraproduit gradué. Soit
G un monoide tel que tout élément o de G est régulier. Pour tout i € I,
soit R; un anneau gradué de type G:

B'SZ@RFL'O: &O’RiTCRL'aT: VO', Ted.

oeld

Soient R = [[R; et B9 = @ {[[ Rir) C R. Notons R = HR,,(,, oE
iel o€ icl
G. Alors RIRS C RS, et done RY est un annecau gradué de type G Il

est facile de voir que Z #(R) = R N Zp(R) est un idéal gradué de HI.
L'anneau gradué RY. = Rg /Z3%(R) est appelé 'ultraproduit gradué de
la famille {R;)ier. On a une définition analogue pour l'ultraproduits
gradués d’une famille (M,);e; de modules gradués de type G-

M, = @ Mgz, Rig My C Migr, Yo, 7€G6.
e

Soient M = [[M;, M9 = @ ([[ Mi) C M, Z4(M) = Zp{M)N M?.
il aelG i€

On a que M9 est un R9-module gradué de typc G et Z5(M) est
un RY-sousmodule gradué de M9. Alors M) = M9/Z] (M) g'appele
Tultraproduit gradué de la famille {M,;);c; de modules gradués. Parce
que ZL(R)MY C Z%{M), alors M{ est muni d’une structure de RE-
modaule.
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On dit qu'un élément @ € R = [] R;, a = {a;) est de G-support fini, sil
i€l
existent U € Fetgy,00,...,0, € G, telsque a; € Rig, + Rig,+ -+ o
pour tout § € U.
Dans la démonstration des certains résultats donnés dans la suite est
importante la suivante:

Proposition 2.1. L’ensemble {a*|a € R, a avec le G-support fini}
est un sous anneoy de Ry, isomorphe & RY.

Soit 5§ un ensemble d’éléments homogénes non-nuls d’'un module
gradué. Pour tout o € G soit S, = {z € S|degz = o}. On dit que
deux ensembles S et S’ d’éléments homogénes nonuls sont gr-similaires
si S, et S, ont le méme cardinal pour tout o € . Dans ce cas on peut
ecrire § = {(x:)ierr, 8’ = (@} )rer tel que degz; = degz) pour tout ¢ € T

Dans ce cas on dit que les ensembles S et S’ sont gr-indexés d'un fagon
compatible.

Un resultat principal est le suivant:

Théoréme 2.2. Soit {R;)icr une fomille d’anneaux gradués de type

G, Pour touti € I, soit L; = @ L, un R;-module gradué ayant un
vEG
base homnogéne B;. Supposons gue les bases By, 1 € I, sont gr-similaires,

B; = {eu)ier, deges; = degeys, pour tous i, j € [ et t €T (¢’est-a-dire,
les bases sont gr-indexées d’un fagon compatible). Si pour tout o € G, il
existe d € N* ei ty,ta,...,tqg € T tels que on a la condition de finitude:

(%) Lig C Rigys, + Rieg, + 0 + Reeg,, i€l

alors pour tout ulirafilive nonprincipal F sur I, L3 est un RY.-module
gradué libre et By = (€} eer, 0 € = (€3} est une RL.-base sur L%, gr-
similaire avec chagque base B;, 1€ 1.

Dans le cas de monoide (N, +) et de la graduation triviale sur R; et
L; on obtient

Corollaire 2.3. 50t {R;);c1 une fomille infinie d’anneaus unitaires.
Pour tout i € I soit L, un R;-module ayant un base ¢ n éléments. Alors:

1) [8] L est un Rp-module lbre ayant une buse & n éléments.
2) Endg,(Lr) est isomorphe & (][] Endp,(L:))r.
ied

Corollaire 2.4. (9] Soit {R)ic;r une famille d’annesuz unitaires.

Pour tout n € N on o que M, (Rp) est isomorphe & {[[ Ma(F:))rF.
el
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Il est bien-connu [6] qu'un ultraproduit de corps est, de méme, un
corps. Pour le cas des anneaux simples un tel résultat n’est pas vraie
[1]. D’aprés le corollaire précédent, il resulte:

Si{S:)ies est une famille d’aneaux simples tel que S; est isomorphe
a M,(K;}, 1 € I {pour le méme cordre n) olt K; est un corps pour
tout ¢ € I, alors chaque ultraproduit de {5;);e; cst encore un

anneau simple isomorphe & M, ({ [ K;)r).
iel

Corollaire 2.5. Pour tout i € I soit P; un R;-module projectif ayant
un systéme de générateurs é n elements. Alors Pp est un Hp-module
projectif de type fini.

Pour les algébres de polyndmes on utilise la graduation donnée par le
degré total. On a:

Corollaire 2.6. Pour fout 1 € I soit A, une R;-algébre commu-
tative. Si {Tyy,Tin,y ... Zig) €St un systéme d’éléments de Ay, 1 € 1,
algébriquement indépendanis sur R;, alors les éléments zf = (xw)" €
Rr,1 < k < d, son algébriguement indépendants sur Rp. De plus,
Uultraproduit gradué des olgébres Ri{Ti1, Tiz,. .., Tid), © € I, est isomor-
phe ¢ Valgébre Rplz],z3,..., 2}

Done, considerant lo graduation domnée par le degré total pour
Valgébre de polyndmes, on a que Rp[Xi, X2,...,Xq] est isomorphe &

([T R:[X1, X2, Xa))%, ot (Ri)ier est une famille d'annecur commu-
el
tatifs et F un ultrefiltre nonprincipel sur 1.

3. Divisibilité et ultraproduits

Quelgues applications des ultraproduits imposent étude de la facto-
rialité par rapport aux ultraproduits. La factorialité peut-étre aborder
soit pour menoides soit pour anneaux d'integrité. Dans 'étude de la fac-
torialité pour monoides il est intéréssant de voir comme intervient d’un
facon naturel, 'idée d"ultraproduit gradué.

Il est connu qu'un ultraproduit usuel d’anneaux factoriels n'est pas
toujours un anneau factoriel [10].

Quoique on peut utiliser la construction deja faite dans la section
1 pour obtenir 'ultraproduit d’une famille d’anneaux d'integrité, nous
rappelons en deux mots la construction d'ultraproduit pour monoides
avec simplification.
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Soit, (M;)ier une famille de monoides commutatifs dont tous les
éléments sont réguliers. 8i a, b € [[M;, a = (a;}, b = {b;) on pose:
il
a ~p b si et seulement si {i|a; = b;} € F.

Alors la rélation ~p est une rélation d'éguivalence sur le monoide M,
compatible avec le produit. Le monoide quotient Mp = M/ ~p est
appelé 1"ultraproduit de la famille (#;);c; de monoides. On voit que
tous les éléments du monoide My son réguliers. On note par U{M}, le
groupe des éléments inversables du monoide M.

Lemme 3.1. Avec les nofations précédentes, on o
1) U(MF) = (HU( D)Fi

2} L e!ementp E Mp,p=(p) € [[ M, est un eﬁement irreductible
icf
(premier) dans Mp si et seulement st {i|p; frreductible (premier)

dans M;} € F.

Les choses précédentes peut-&tre données pour anncaux d’integrité
dont ultraproduit a été defini ci-dessus.

Soient maintenant les monoides (M, -} et {G, ). On dit que M est un
monoide G-gradué s'il existe une famille de sous-csembles {M, },eq de
Mtelque M = |J M,, M, M CMchourtouta TeGet M,NM, =

g€G
¢ pour tout ¢ F 7.

Exemple. Soit M un monoide factoriel, (I, -} le groupe des éléments
inversables de M. Pour tout n € N on défini M, = {a € M|l(z) = n},
ol I{z) est la longeur d’élément z. On a que M est un monoide N-gradué
et Mo = U{M).

Un sousmonoide (N,-) de moncide gradué (M,), M = [J M, ost

1)
appelé gr-sousmonoide de M si N = | {M, N N).

&G
Sment {M;)1c1 une famille infinie de monoides G-gradués, M; = | | M,
-1=1¢
et F un ulirafiltre nonprincipal sur I. St M9 = | M,, ot M, =

e

[1Mic, & € G, alors M9 est-un sousmonoide de M; il est clair que
ied

(M97,.} est muni d'une structure de monoide G-gradué, Evidement,
M{ = M3/ ~p= {a" € Mpla € M9} est un sousmonoide de (Mg,")
et (M%) est muni d’une structure de monoide G-gradué. Le monoide
{MZ,-) s'appele le gr-ultraproduit de la famille (M;};c; de monoides
gradues.
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Soit (Af,-) un monoide commutative et {S,-) un sousmonoide de M.
Une famille (z,)ier contenue dans M\S, s’appele un systeme libre de
générateurs (sur S) st tout element z € M s'ecrit d’un fagon unique
z =axp 7%, d > 0,6 €N a € S. Alors M est un monoide
N-gradué, ot la graduation est dennée par:

d
(*) Mn:{ax;‘z::...xfﬂae.s, elGN‘,Zeé=n}, n e N.
i=1

Exemple. Si (M, ) est un monoide factoriel, U = U{M) est le groupe
d'éléments inversables, {p;)icr est un systéme representatif d’¢léments
premiers, alors (p;)ier est un systéme libre de générateurs (sur U) du
menoide M,

Il existe un théoréme pour les monocides gradués analogue a celui
énoncé pour les modules libres.

Théoréme 3.2. Soit (M, )icr une famille infinie de monoides commu-
tatifs tel que chaque monoide M, admet un systéme libre de générateurs
(Tiys Tigy .- - Tiy) Sur le sousmonoide S; de My, d € N*. 5i chague M;
est gradué avec la graduation {*}, alors pour tout uitrafilter F sur I, M g
admet un systéme libre de générateurs sur sousmonoide Sp.

Ce théoréme montre que dans certains cas de graduation pour les
monoides factoriels, la propriété de factorialité se conserve par des ultra-
produits.

Soient {M;)ies une famille infinie de monoides factoriels, F; un systeme
representatif d’éléments premiers. On considére que M;, i € I, est N-
gradué par rapport 2 la longeur des éléments.

Si F est un ultrafilire nonprincipal sur I, alors pour tout a* € Mp,
avec a de longuer bornée, il existe d tel que {z|l{a;} < d} € F.

Soit P* l'ensemble des dléments premiers du monoide Mg, U®
I'ensemble des léments inversables. On a, clairement, que Fact{Mr) def

{U*, P} (cest-a-dire le sousmonoide de My engendrée par U™ et P*)
est. un monotde factoriel.
On considére que chaque M,; est N-gradué:

M, = U Min, Min = {z; € Mill(z:) = n}.
=l
Théoreme 3.3. Dans les conditions précédentes on a:

1) Fact{Mp) = {a* € Mp|a = (a;) a longuer bornée}.

2) Fact{Mp) est isomorphe & {[]M;)%.
i1
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4, Ultraproduits d’extensions de Galois

L’étude des ultraproduits d’extensions de Galois a imposé I'étude de
la factorialité par rapport aux ultraproduits.

Soient {L;/K;}ier une famille d'extensions de corps commutatifs. Si
pour tout ¢ € I on & [L; : K] = n, alors d’aprés le corollaire 2.3 il résulte
[Lr : Kr| = n, F étant un ultrafiltre non-principal sur 1.

Ci-dessus, ont été étudié entre autres la rélation de divisibilité dans
les anneaux Kp[X] et Lp[X] et les polyndmes irreductibles dans ces an-
neaux. On pose de¢ méme le probléme de multiplicité des racines pour
polyndmes. Ultilisant les résultats d’arithmetique pour monoides facto-
riels, on peut caractériser le polyndme minimal sur Kp d’une élément
a* € Lp,o = (a;), a; € L;, 1 € I, avec les polyndmes minimaux de
o, 1€ F,sur K;. Ona "

Lemme 4.1. Si L;/K,; est une ertension separable de degré n pour
tout v € I, alors Lp/KFr est une extension separable de degré n.

Lemme 4.2. Si L,/K; est une extension normale de degré n, pour
tout 1 € I, alors Lp/Kr est une extension normale de degré n.

Le résultat principal de cetfe section est le suivant:

Théoréme 4.3. Soit (L;/K,):cr une famille d’extensions de Galois
de degré n. Alors:

1} Lp/Kr est une extension de Galois de degré n.
2} Gal{Lg/K ) est isomorphe & ([] Gal{L;/K))p.
il
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