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ENVELOPPES POLYNOMIALES DE
VARIETES REELLES DANS C2

BORIS GOURLAY

We present here three examples concerning polynomial hulls of
some manifolds in C2.

Some real surfaces with equation w = P(z, z) + G(z) where P is a homo-
geneous polynomial of degre n and G(z) = o(1zj') at 0 which are localy
polynomially convex at 0.
Some real surfaces MF with equation w = z"+kzn + F(z,z) such that the
hull ofMF n B(0,1) contains a neighborhood of 0.

A countable union of totally real planes (Pj) such that 11(0,1) n ' U Pi
\jEN

is polynomially convex .

0. Introduction et remerciements

Dans (CZ muni des coordonnées (z, w), 1'enveloppe polynomiale de
variétés réelles d'équation w = P(z, z) oú P est un polynóme homogéne
ont été étudiées par E. L. Stout dans [3] si P est de degre 2 et par P.
Thomas dans [5] si P est de degré 3 . On se propose de donner des ex-
emples de généralisátions de ces résultats (parties 2 et 3) . On donnera
ensuite un résultat sur la convexité polynomiale d'une réunion de plans
(partie 4) que Pon peut comparer á un résultat qui découle de la partie
2.

Je tiens á exprimer mes remerciements á M . Pascal Thomas, mon di-
recteur de recherches, gráce á qui ce travail a pu étre mene á bien . Mes
remerciements vont également á M. Anthony O'Farrell qui m'a montré
de nombreuses méthodes et suggéré plusieurs idées (Corollaire 2 en par-
ticulier) .
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Definition A. Soit K un compact de C'. L'enveloppe polynomiale
de K est le compact :
K = {z E Cn I `dp E qX. . . . . , Xn]

	

I P(z) I<_ m
K

I P«)

	

} .

On dit que K est polynomialement convexe si K = K.
Definition B. Soit V un fermé de en . Soit z E V; on dit que V est

localement polynomialement convexe en z s'il existe r > 0 tel que le
compact V n B(z, r) soit polynomialement convexe .

Soit n E N* .

1 . Définitions

2. Un exemple de variété
localement polynomialement convexe

Proposition 1 . Soit G une fonction de C dans (C telle que
G(z) = o(Izln), z -> 0 . Pour E E C, notons ME la variét¿.

n-1

{(z, w) E Ca I w = zn +

	

Cj EjZjzn-j + G(z)} .
j=1

oú les Cñ sont les coeficients binomiaux.
Alors il existe r > 0 tel que VE E D(0, r)

	

M, soit localement polyno-
mialement convexe en 0 .

Les deux lemmes suivants, que Pon doit á N. Sibony et H. Alexander
pour le premier, á E. Kallin pour le second et dont les démonstrations se
trouvent respectivement dans [4] et [1] permettent de montrer la Propo-
sition 1.

Lemme 1. Soit oP une application polynomiale propre de (C''n dans
(CP. Soit K un compact de C'n tel que K = <D-1(D(K)) . Alors on a:
K =,D-1(D(K» .

Lemme 2. Soient K, L deux compacts polynomialement convexes de
Cn . On suppose qu'il existe un polynóme F tel que F-1 (0) n (K U L)
soit polynomialement convexe et

(i) F(K) et F(L) sont contenus dans des secteurs angulaires d'inter-
section réduite á {0} .
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Alors K U L est polynomialement convexe .

Remarque. Comme 1'indique B . Weinstock dans [6], on peut afFaiblir
(i) en 1'une des conditions suivantes :

(ii) F(K) C {A E (C I ReA > 0} U {0} et F(L) C R.
(iii) F(K) C {A E C

	

ReA > 0} U {0} et F(L) C {A E C I Re A <
0} U {0} .

Démonstration de la Proposition 1 : Soit
n-1

PE (X1, X2) _ r- CnjEj XjX2-j _ (EX l +Xz)n-EnXi. Ainsi ME a pour
j=o

équation w = PE (z, z)+G(z) . Soit VE la variété d'équation w = P, (z, z) .
Alors ME est tangente en 0 á VE á 1'ordre n . Considérons

On a :

(C 2 (c 2

(z1, z2) -; (Z1, P,: (Z1, z2))

Lemme 3. a) <DE est une application polynomiale propre .
b) <P-1(VE) est une réunion de plans totalement réels MÉ avec k E

{0, . . .,n-1}.
c) ~b, 1(M,) est une réunion de surfaces SÉ tangentes en 0 aux .MÉ .

Preuve du Lemme 3 : a) Soit K un compact de C2 . Si z E -D E 1(K),
on a :

Iz1l <_ Cl
1PE(Z1,Z2)1 C C2,

n-1

	

n-1
done Iz2in <_ IP,(Z1,Z2) - r_CnjEjZ'Z2-'~j < C2 + ~CñIEI j (Cl)j IzzI n_

j=1

	

j=1
Le second membre étant de degré n - l, z2 est nécessairement borné .
b) On a :

z E De 1 (Ve) ~~ (z1, PE (Z1, z2)) E ve ~~ Pe (Z1, z2) = PE(Z1, z1))

(EZ1 + z2 )n = (EZ1 + z1 )n

	

Ez1 + z2 = Sk(EZ1 + z1),

oú k E {O, . . . , n - 1}, avec ~k = e2i k .
Alors IIk est le plan z2 = E(Ik - 1)z 1 + ~kzl .
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c) De méme, z E ~D E 1(M E )

PE (zl, z2)=PE(Zl, zl)+G(Zl) <--~(EZ1 + z2)n =(EZ1+zl)n + G(z1)

<-~ z2+EZ1=11(EZ1+71)(1+

	

G(z1).

	

) 1/n ,

	

lE{0, . . .,n-1}
(EZ, + '7-j-)

1 n
z2 = ~t(EZ, + -;!-j-0(Z1) - Ez1,

	

0(x1) _ (1 + (EG

(+

)

z-1-) )
/

~z2=E(11 - 1)+1171+ft(Z1)

oú fl(Z1) = 11(0(x1) - 1) (Ez1 + zi) .
Comme G(z1) = o(1z1in), on a fl(z1) = o(jzlj), et la surface SÉ,

d'équation z2 = E(11 - 1) + jlzl + f (z1) est tangente á El en 0 .
Pour montrer la proposition, il suffit, gráce aux Lemmes 1 et 2, de

trouver un polynóme "séparant" les SÉ au voisinage de 0.
Soit F(z1,z2) = Z1Z2 . Si z E IIó, F(z) = IkIz11 2 . F envoie done

les plans IIk sur des demi-droites Ok concourantes en 0. Soient vk des
secteurs angulaires ouverts tels que Qk n uj = 0 pour k

	

j et Qk D
Ok - {0} .

	

Soient U = « E cC

	

1} et p > 0.

	

Comme (E, z) -->
F(z, E(Ik - 1)z + 1kz) est continue sur D(0, p) x aU, il existe r > 0 tel
que pour E vérifiant ¡el < r et z E aU, F(z, E(~k - 1)z + 1kz) E Qk U {0} .
Ainsi F(IIk) C ok U {0},

	

k E {O, . . . , n - 1} . Quitte á considérer des
secteurs angulaires Ek 1) vk, HR > 0 tel que F(SÉ n B(0, R)) C Ek avec
Ek n Ej = {0} pour k :,A j .

3 . Un exemple de variété
dont Penveloppe est maximale

Soient k, n, p E N* . Soit ,B 1'espace des polynómes de deux variables
complexes F(X1,X2) de degré inférieur ou égal á p. Dans ce qui suit,
on écrira F(z) au lieu de F(z, z) pour F E .t3 . Pour r > 0, on notera B,.
la boule ouverte de C2 de centre 0 et de rayon r .

Proposition 2. Soit F E 13 . Notons .MF la variété d'équation :

w = zn+kzn + F(z) .

Il existe_un voisinage V de 0 dans 13 tel que `dF E V, 3r > 0 tel que
(.MF n B,.)^ contienne un voisinage de 0 dans (C2 .

On déduit de cette proposition le Corollaire suivant, analogue á un
résultat de [5] :
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n.+kCorollaire 1 .

	

Pour E _ (E1, . . . , E2n+k) E (C 2	, notons :

2n+k
ME _ {(z w) E C2 I w = zn+kzn + 1: Ejzjz2n+k-j~

j=0

fl existe un voisinage V de 0 dans C2n+k tel que VE E V, pour tout
compact K tel que K C ME , 3r,K > 0 tel que (M E n B(O, r,x))^
contienne un voisinage de K.

Démonstration de la Proposition 2: On procéde comme dans [5] . Com-
mengons par construire une famille de disques analytiques á frontiére
dans MF .

Lemme 4.

	

Soit 00

	

=

	

(0, 1, 0, . . . , 0) .

	

fl existe un voisinage U de
(0,0') dans ,B x Ck+2 tel que pour tout (F, t) E U, il existe un disque
analytique fF,1 á frontiére dans MF et tel que (F, t) ,fF,1 soit Cl au
sens des topologies de 13 x (Ck+2 et (~l(7G+))2 .

Remarque . Si Uest le disque unité fermé de (C, on identifiera dans ce
qui suit une suite (aP)PEZ d'eléments de P(Z), (resp . une suite fp)PE,

d'eléments de Q1 (7G+ )) á la fonction f définie par d( E aU, f
+oo

ap(P , (resp. á la fonction g, holomorphe sur U, définie par d( E
P=_ 00

U, g«) _

	

QP(P). On définit pour tout p E 7L, f(p) par f(p) = aP.
P=o

ou

Preuve du Lemme 4: Considérons

PI (7G+ ) x QI (7L+) x B x (Ck+2 ___,
~~1(Z)

x Ck+2

(f = (fl, f2), F, (tj)O<j<k+1) -~ (g

	

,

	

(¡l (j) - t.7)o<j<k+1)

oú g(z) = rF(f(z)), avec rF(C1, (2)

	

(ln+kr
- F«1)

Soit fo = (z, zk).

	

Si Xo = (^0,00),

	

T(X1) = 0.

	

Calculons
DfXPIXo .

,p(Xo + (f, o,
o»_ p(X0) = Ip((z + fl, z

k + f2 ) , 0 , 00)

'

	

= (g, (fl(9))O<j<k+1)),

9(z) = ro(z + fl,z
k + f2) = zk + f2 - (z + fl)n+k

(z + fl)n

= zk + f2 - ( zn+k + (n + k)zn+k-lfl)(zn + n,In-l f1) + o(f)

= f2 - nzk+lfl -(n + k)zk-l fl + o(f) .
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car z = i sur aU.Z

Done Df Plx o (f) = (f2 - nzk+171 - (n + k)zk-1f1, (¡ (j))o<j<k+1)-
Si -y (z) est la premiére composante de DfT1x o (f), on a:

-nf1(k + 1 - j),

	

dJ <- -1

f2(j) - nf1(k+l - j),

	

dj E {0, . . . ,k-2}

f2(j) - (n + k)fl (j - k + 1)-n f1(k+l-j)_

	

_

	

dj E {k-l, k, k+l}
(j)-(n+k)fl(j-k+l), bj>k+2

DfxP jx o est inversible et d(g,a) E .t3 x ek+2

	

(Df`l`IXo)-1(g,a)
(f1, f2) avec

Si j E {k + 2, . . . , 2k}

Si jE{0, . . .,k+l}, .f1(j)=aj .

Si j >k+2, fl(j)=- 1
g(k+l - j),

	

dj.

Si j E tk`-_1 k-, k-+ 1}

f2(j) = g(j) + (n + k)fl(j + l - k) + nfl(k + 1 - j)
= j(j) + (n + k)aj+l-k + ncxk+1-j-

f2(j) = j(j) + (n + k)f1(j + 1 - k)
= j(j) + (n + k)cej+1-k .

Si j > 2k + 1, .f2(j) = j(j) -
-++k9(-j).

Si j E {0, . . . ,k-2}

~2(j) = j(j) + nfl(k + l - j)
= j(j) + ncxk+1- ;

Comme (DfT,xo) -1 est linéaire et continue, en peut appliquer le
Théoréme des fonctions implicites : la relation T (f, F, t) = 0 définit un
disque analytique f F,t = A(F, t), oú A est une fonction de clase C1 , de
B x Ck+2 dans (Q1(7G+))2 .

Montrons maintenant que cette famille de disques est suffisante pour
que { fF' t (0), t E (Ck+2} recouvre un voisinage de 0 dans C2 , avec le
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Lemme 5 . Il existe un voisinage U de 0 dans X3 tel que pour tout
F E 7,f il existe un voisinage VF de 0' dans (Ck+2 tel que

Preuve du Lemme 5: Soit

QF :VF -~ C2

t

	

-' fF,t(0)

EF : (Ck+2 ~,

	

ck+2

t

	

_(fF,t (O), tl, t2, " . . , tk)

Pour montrer le résultat, il suffit de vérifier que EF est ouverte en 0' si
F est voisin de 0, ce qui sera vrai si det [(Eo)íoo] =~ 0 Calculons (SZo)feo .

Soient

j :(Ck+2 -> L3 X Ck+2

II : (~ 1 (7G+))2	'
C2

f

	

-- f(0)

Ces applications sont de classe C l car elles sont linéaires et continues .
Comme SZo = II o A o j et A est C l par le lemme précedent, on a :

(520) IBo = II l fo,e° o
AI(o,eo) ojr (00 ) = II o AI(o,ao) o

j
= II o (DfxPjxo)-1 o DF,t`YIX0 o j,

en utilisant le Théoréme des fonctions implicites .
Reste á calculer DF,tTI Xo . On a :

,p(X° + (0, F, t)) - Xp(X0) = `p((z, zk), F, (to + 1 ) tl, . . . , tk+1))

= (rF(z, z k), (-to,
. . .

) -tk+1))

avec rF(z, zk) = zk - zn+kzn - F(z) = -F(z) .
Donc DF,tT IX0(F, t) = (-F(z), (-to, . . .

5
-tk+1))_
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Alors dt = (to, . . . , tk+1) E Ck+l en a:

(go) ¡B o (t) = II o (DfT IX . )-1 (0, (-to, . . . , -tk+1)) = (.fl(0), f2(0))

oú (fi, f2) = (DfTIX ° ) -1 (0, (-to, . . . , -tk+1)), c'est-á-dire

71 (0) = -to

~2(0) = ntk+1 .

Si t = (to, . . . , tk+l) E Ck+2 ,

	

tj = xj +iyj,

	

(xj, yj E R) identifions
t á (xo, yo,

	

X15 yl ) . . . , xk+1, yk+1) E R2k+4 . La matrice de (r-0) Í .0Ia o est:

O

	

Cn
0 ) 0 . . . . . . . . . . . . . . .0)

ou chaque 0 représente un bloc (2, 2) . Son déterminant est non nul.
Démonstration du Corollaire 1 : On peut, bien súr, remplacen dans la

Proposition 2, 13 par 1'espace des polynómes homogénes de degré 2n+k .
Par homogénéité de ME , (de degré 1 en z et 2n + k en w) en obtient le
resultat .

4. Un résultat de convexité polynomiale
d'une réunion dénombrable de plans

Remarquons que la démonstration de la Proposition 1 permet de met-
tre en évidence dans 1'ensemble des familles de N plans totalement réels

N
de (C2 , un ouvert 52 tel que V(P1 , . . . , PN) E

9

	

U Pj soit polynomiale-
j=1

ment convexe : en effet, il suffit de constaten que toute famille dans un
voisinage des IIk sena "séparée" par le polynóme F(z) = zlz2 . On peut
alors se demander s'il existe une famille dénombrable infinie de plans
dont la réunion soit polynomialement convexe . La réponse est posi-
tivo, comme le montre la proposition suivante . Précisons tout d'abord
quelques notations et résultats dús á B . Weinstock dans [6] .
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Soit (C' munis des coordonnées z = (z1, . . . , zn) . Ecrivons z = x + iy
oú x = (x1.... , xn), y = (y1, - . . , yn) E Rn et zj = xj + iyj .
Un I[8-sous-espace-vectoriel V de en est totalement réel si V n iV =

{0}, oú iV désigne { (iz1, . . . , izn) ;

	

(z1, . . . , zn) E V}-
Si P est un n-plan de (fin

	

(diMR P = n), il existe deux matrices
Ml , M2 E Mn (R) telles que P = (M1 + ¡M2)Rn .

Lemme 6. 1. P n Rn = {0} ~ il existe une unique matrice telle
que P = (A+iI)Rn = {z E en 1 x = Ay} .
2 . P est totalement réel -t~ i 1 SpA.
3 . Si A'= S-1 AS, ou S E GLn(R), on a R'n U (A + iI)Rn = S [Rn U

(A'+ iI)Rn], oú S est aussi le biholomorphisme z

	

> Sz.

On se place maintenant dans le cas oú n = 2 . On notera V (A) le plan
(I+¡A)R2 = {z E en¡ y = Ax} . Si P est un plan, P* désignera P-{0}.

Proposition 3. 1) Il existe une famille (Fj)jE rj . de polyn6mes de
.9

deux variables telle que si cpj = Re F,, r, = epa 1 (R*_ ) et Cj =

	

(1 rk,
k=1

2/ dj E N*, 3A1 E M2(R) tel que V(A1) U R2 soit polynomialement
convexe et vérifiant :

a) SpA C C - [-i, i],
b) V* (Aj) C Cj ,
c) V*(A1) C ~o~+1(R+)

2) Pour les Aj précédents,

	

on a si K =

	

( U V(Aj) U (iR2 )) n
jEIV'

B(0, 1), K est polynomialement convexe .

Démonstration de la Proposition 3: Rappelons une version simplifiee
d'un Théoréme de Weinstock de [6] :

Théoréme . Soit A E M2(R) telle que -11 SpA2 .
Si SpA n {ix, x E l[8

	

Ix1 < 1} = 0, V(A) U R2 est polynomialement
convexe .

On utilise les lemmes suivants :
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Lemme 7. Soit C un cóne ouvert de C2 contenant (¡R2) * . Il existe
A E M2 (R) avec SpA C cC - [-i, i] tel que V* (A) C C et V(A) U ¡R2
soit polynomialement convexe .

Preuve du lemme 7. Considérons

-D : R2 x M2(R) -> (C2
(x, M) ---->(M+ iI)x

ib est continue sur R2 x M2(R), done uniformément continue par
rapport á x sur Sl x M2(R) oú S1 = {x E R2 I ~IxII = 1} . Dónc

lim

	

-D (x, M) = ix E C, cette limite étant uniforme en x sur S' .
M-.0

MEGLZ(II8)

Si

	

est une norme sur M2(R), on a: 397 > 0 tel que bM E GL2(R)
verifiant ¡¡MI¡ <_ 17 en ait V'x E Sl -D(x, M) E C. Par homogénéité de -D
par rapport á _x on a D(R2 x {M}) = (M+ iI)R2 = V(M-1 ) C C U {0}
des que ¡¡MI¡ < rl . Il suffit alors de prendre A = M-1 (dés que M est
suffisament voisin de 0, SpA n [-i, i] = 01 est réalisé) .

Lemme 8. Soit A E Nl 2 (I[8) telle que SpA C C - [-i, i] .

	

Il existe
F E (C[Xl, X2] tel que :

F(R2 ) C {( E el pie ( < 0} U {0}
F(V(A) U ¡R2) C {~ Gel ReC > 0} U {0}

Preuve du Lemme 8: Avec le Lemme 6, en se ramene au cas oú A
a la forme de Jordan réelle . Il suffit de trouver une fonction plurihar-
monique polynomiale de degré 2, cp telle que Ww(A), WjjR 2 soient des
formes quadratiques définies-positives et Wlpg2 soit définie-négative : cp

sera alors la partie réelle d'un polynóme holomorphe F. Cherchons cp de
la forme cp(z) = y1 - xi + y2 - x2 + alxlyl + a2x2y2, avec al, a2 E 1[8 .
Ainsi les conditions imposées sur R2 et sur ¡R2 sont satisfaites .

Si A =
( 0',

	

~2

	

,

	

A1, A2 E R*
)

en a z E V(A) si et seulement si y = Ax

yl = /\lxl
y2 = \2x2

Alors cpw(A ) est définie-positive

b'x

	

0

	

(~\1 - 1 + alfil

	

1 + (~ 2 - 1 + a2A2)x2 > 0
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Ai-1+alA,>0

>, 2 - 1 + a2,\2 > 0

ce qui est possible puisque AlA2 =,'~ 0 (SpA n [-i, i] = 0) .

on a z E V(A) si et seulement si y = Ax

Alors WjV(A) est définie-positive

VX :,~ 0 (,\xl + x2)2 -xi+>, 2x2-x2+a, pxi + xlx2) + a2Ax2 > 0

VX

	

0

	

(~\2 - 1 + al~\)xi + (2,\ + al)xlx2 +
(~2
+ a2~)x2 > 0

>, 2 -1+alA>0
(~\2

- 1 + ala)(,2 + a2A) - 4(2A + al ) 2 > 0

conditions qu'on peut satisfaire en choisissant al, puis a2 .

Enfin, si A =

	

A

	

ti ) ,

cherchonscp avec al = a2 = a.

On a z E V(A) si et seulement si y = Ax

Alors WjV(A) est définie-positive

De méme, si A = ( Ó

	

1 ) ,

	

A E lié*

yl = Axi + x2

y2 = \x2

yl = Axl + Px2

y2 =
-
Ntxi + Ax2

A + im 1 [-i, i],

VX 7~ 0 (Axl+/x2)2 -xi+(-/~,xl+Ax2) 2 -x2+a(~xi + ~x2) > 0

~Vx:7~ 0 (~\2
+[12 -1+aa)IIx1I2 >0

~A2+M2+a.\-1>0.

Si A :,~ 0, on peut trouver a vérifiant cette condition ; si A = 0,

nécessairement ~p1 > 1 et cette condition est satisfaire pour tout a.

Montrons maintenant la proposition .
1) Prenons FI (z) = zi +z2 . Supposons que Fi, . . . , Fj ont été choisis .

Ci est un cóne ouvert contenant (iR2) * . Le Lemme 7 montre qu'il existe
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Aj E M2 (R) tel que V*(Aj ) C Cj , SpAj C C - [-i, i] et V(Aj ) U (iR2)
soit polynomialement convexe . D'aprés le Lemme 8, il existe Fj+1 E
C[X1, X2] tel que

Fj+1(V(Aj) U (ill82)) C {A E Cl ReA > 0} U {0}

Fj+1 (R2) C {A E Cl Re A < 0} U {0} .

Ceci permet de construire les Fj par récurrence .
2) Soit p une mesure positive sur K telle que p(P) = 0 b'P E

C[Xl, X2] . Montrons que p = 0 .
Comme (Cj )jEN " décroit, en a :

flp>j V(Ap)CCPCCj CPj

done

	

Fj (V(Ap) U (íR2 )) C {\ E Cl Re ~\ < 0} U {0}

et

	

Fj (V(Aj_1)) C {A E Cl Re A > 0} U {0}.

Alors

	

F2 (U V(Ap) U (iR2)) C
{~\

E Cl Re A
<,O}

U {0}
p>2

et

	

F2 (V(A1)) C {A E Cl ReA > 0} U {0} .

D'aprés le Théoréme de Mergelyan, il existe une suite (P2/)),EN de
polynómes telle que ~~P2') o F211K < 1, vérifiant

	

lim P2
v) o F2 = 1 sur

v-oo

V(A1) n B et lim P2') o F2 = 0 sur ( U V(Ap) U i1I82 ) ni! oú jj - ¡¡K est
1/ 00

	

p>2
la norme uniforme sur K et B la boule unité fermée de C2 .

Soit P E C[X1, X2] . On a :

0 = M((P2v) o F2) P) _

	

(P2v) o F2 )Pd~c
K

=

	

-(P2v) o F2)Pdp, +f

	

(p2v)
o F2)PdM .f

V(A1)nB

	

(U,>2 V(Ay)UiR2)nB

Par convergence dominée, en obtient : 0 = k(Al)n8Pdp. Comme V(A 1)
est polynomialement convexe, en a C(K1) = P(K1) oú Kl = V(A 1 ) nU.
Done nécessairement ¡t i - MIK1 est nulle .

Pour j > 1 soient Kj = V(Aj ) -n B et mi = p,K, .

	

Montrons que
Vj>2[tj=0.
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Supposons que p1 = . . . = pj_1 = 0 .

Comme

	

Fj+1(U V(Ap) U (iR 2)) C {A E Cl ate,\ < 0} U {0}
P>.7

et

	

F;+1(V(A;)) C {A E CI pie A > o} U {o},

il existe une suite (P(+)j)VEN de polynómes telle que 11P(+i oF~+I¡¡x :5 1,

vérifiant lim P(+i o F~+I = 1 sur V(Aj) n B et lim P(+i o Fj+1 - 0 sur
V-~ 00

	

V-00

(U V(Ap) U iR2) n B.
P>7
Soit P E cC[XI, X2]. On a :

0 = p((P(+i o Fj+1)P) = f

	

(P(+i o F2)Pdp
UP<7

V(AP)nB

+w(a,)nB(P(+i
oF~+I)Pdp+

	

(P(+i oF~+1)Pdp.
f(Up>9 V(AP)UiR2)nB

Comme p1 = . . . = pj_1 = 0, la premiére intégrale est nulle . Par
convergente dominée on obtient 0 = pj (P) . Donc pj = 0, et ainsi
djEN* pj =0.

Puisque V(A1) U iR2 est polynomialement convexe, on a, d'aprés un
Théoréme de [2], C(X) = P(X) si X = (V(A1)UiR2)nB. Donc piX = 0
et p=0.
Donc C(K) = P(K). En particulier K est polynomialement convexe .
Remarquons que le Lemme 8 permet de montrer le Corollaire suivant :

Corollaire 2. Soit A E M2(R) tel que SpA C (C - [-i, i] .

	

Soient
W, 0 deux applications I[8-analytiques de R2 dans R2 . Soient les variétés
M = {z E C' j 3x E R2 ; z = x + iW(x) } etN = { z E (C21 gx E R2 ; z =
x + io(x) } .

Alors il existe E > 0 tel que pour tout (cp, 0) vérifiant 11W'(0) - All < E
et 110'(0) 11 < E, M UN soit localement polynomialement convexe.
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