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ENVELOPPES POLYNOMIALES DE
VARIETES REELLES DANS ¢?

Boris GOURLAY

Abstract

We present here three examples concerning polynomial hulls of
some manifolds in T2,

1. Some real surfaces with equation w = P{z,7) + G(z} where P is a homo-
geneous polynomial of degree n and G{z) = o{|z|") at 0 which are localy
polynomially convex at §.

2. Some real surfaces Mp with equation w = 2"T%3" 1 F(z Z) such that the
hull of Mg N B(0,1) contains a neighborhood of 0.

3. A countable union of totally real planes (P} such that B{0,1) N ( J Pj)
JEN
is polynomially convex,

(. Introduction et remerciements

Dans €% muni des coordonnées (z,w), I'enveloppe polynomiale de
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Thomas dans [3] si P est de degré 3. On se propose de donner des ex-
emples de généralisations de ces résultats (parties 2 et 3}). On donnera
ensuite un résultat sur la convexité polynomiale d’'une réunion de plans
{partie 4) que V'on peut comparer & un résultat qui découle de la partie
2.

Je tiens & exprimer mes remerciements & M. Pascal Thomas, mon di-
recteur de recherches, grdce & qui ce travall a pu étre mene a bien. Mes
remerciements vont également & M. Anthony O'Farrell qui m’a montré
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ticulier).
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1. Définitions

Definition A. Soit A un compact de C". L'enveloppe polynomiale
de K est le compact:

K= {zefC“ VP € ClXy,. Xa] | P(2) |< mae | P(C) |}.

On dit que K est polynomialement convexe si KE=K.

Definition B. Scit V un fermé de C". Soit z € V; on dit que V est
localement polynomialement conveze en z §'il existe r > 0 tel que le
compact V' M B(z,r) soit polynomialement convexe.

2. Un exemple de variété
localement polynomialement convexe

Soit n € N*.

Proposition 1. Soit G une fonction de € dans C telle que
G(z) = o{|z]"), z — Q. Pour € € C, notons M, la variéie:

n—1

{(z,w) €eC?|lw=7"+ ZCf;Ejsz”‘j + G(z)}.
=1

ou les CI sont les coefficients binomiauz.

Alors il existe r > 0 tel que ¥e € D{0,7}) M, soit localement polyne-
mialement convere en 0.

Les deux lemmes suivants, que l'on doit & N. Sibony et H. Alexander
pour le premier, a4 E. Kallin pour le second et dont les démonstrations se
trouvent respectivement dans [4] et [1] permettent de montrer la Propo-
sition 1.

Lemme 1. Soit ® une application polynomiale propre de C™ dans
C?. Soit K un compact de C™ tel que K = & 1(®(K)). Alors on a:

& - o= (3(5)).

Lemme 2. Scient K, L deur compacts polynomiclement converes de
C*. On suppose qu'il existe un polyndme F tel que FTH{O)N (K U L)
soit polynomialement convere et

(i) F{K)} et F(L) sont contenus dans des secteurs angulaires d’inter-
section réduite ¢ {0}.
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Alors K U L est polynomialement conveze.

Remarque. Comme I'indique B. Weinstock dans (6], on peut affaiblir
{1) en I'une des conditions suivantes:

(ity FIKYc {AeC|Rer>0}u{0} et F(L) C R,
(iity F(K) C {A € C | ReA >0}u{0}et F(L) C {AeC|ReA <
0} U {0}.
Démonstration de la Proposition 1: Soit
n—1 . .
PX1,Xy)= Y CledX] X777 = (eX1+ X2} —e™ X, Alnsi M, a pour
=0

équation w = Pe{z,2) + G(z). Soit V, la variété d’équation w = FP.(z,7).
Alors M. est tangente en 0 4 V; a l'ordre n. Considérons

b.: C? — (2

(21122) I (ZI:PE(ZI}Z2))

On a:

Lemme 3. o) @, est une application polynomiale propre,

b) ®-1(V.) est une réunion de plans totalement réels MF avec k €
{0,... ,n—1}.
¢) B7H(M.) est une réunion de surfaces Sk tangentes en 0 aux M.

Preuve du Lemme 3: a) Soit K un compact de C%. Si z € ®71(K),
on a:

{ lz1| < Ch
|P6(zl$z2}| S C?:

done |z|™ < |Po{z1,20) — Z C‘Je-’zj' < Cy+ Z Cllel (C1) |z
i= i=
Le second membre étant de degré n — 1, 22 est nécessairement borné.

b) On a;

RS (I)s_l(vs) — (Zl,PE(Zl,Zg)) € ve = Pe(zlu 22) = Ps(zl:z_l))
> (e2) + 22)" = (€21 + 71)" = £21 + 20 = &lez +71),

ol k €{0,... ,n— 1}, avec & = &%,
Alors TI* est le plan 2z = (€ — 1)z1 + & 7.
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¢) De méme, z € 71 (M)

= Plz1,22)=PA21, 7))+ C(m) = (ex1 + )" =(ez1+7)" + G(21)
G(«) ))lln’ e 0. n_1)

<z tez =&en +ﬁ)(1 + m
1/n
&=z = Glen +71¥(z1) —en, ¥(a) = (1 + f«%%_l_))

= n =G -1+ &7+ filz1)

ol filz1) = &{¥(z1) ~ 1)(ez1 + 71).
Comme G(z) = o(|z1]"), on a fi(21) = o(|z1]), et la surface Si,
d’équation 2 = &{&; — 1) + &7 + fi{21) est tangente 2 [T. en 0. M

Pour montrer la proposition, il suffit, grice aux Lemmes 1 et 2, de
trouver un polyndme ”séparant” les S. au voisinage de 0.

Soit F(z1,22) = z122. Si z € 1§, F(z) = &|z|% F envoie donc
les plans H§ sur des demi-droites Ay concourantes en 0. Solent oy des
secteurs angulaires ouverts tels que o Na; = @ pour & # j et o5 D
Ay — {0}. Soient U = {¢ € C|[¢| <1} et p > 0. Comme (g,2) —
Flz,e(& — 1)z + £:Z) est continue sur D(0, p) x U, il existe 7 > 0 tel
que pour ¢ vérifiant |g| < r et 2 € 8U, F(z,e(éx — 1)z + £:Z) € o U {0}.
Ainsi F(IT¥) C 0, U {0}, k€ {0,...,n —1}. Quitte & considérer des
secteurs angulaires Ly O gy, 3R > 0 tel que F(Séc HE(O, R)) C &y avec
LpNX; = {0} pour k # ;.

3. Un exemple de variété
dont Penveloppe est maximale
Soient k,n,p € N*. Soit B 'espace des polynémes de deux variables
complexes F(X, X3) de degré inférieur on égal & p. Dans ce qui suit,

on écrira F'(2) au lieu de F'{z,Z) pour F' € B. Pour r > (), on notera B,
12 boule ouverte de €? de centre 0 et de rayon r.

Proposition 2. Soit I’ € B. Notons My la vari€le d’équation:
w = 2"t 7" 1 F(2).

Il eziste un voisinage V de 0 dans B tel que VF € V, Ir > 0 tel gue
(Mp N B contienne un voisinage de 0 dans C2,

On déduit de cette proposition le Corollaire suivant, analogue A un
résultat de [5]:
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Corollaire 1. Pour ¢ = (21, ... ,€2n4%) € C¥"FF, notons:
2n+k
M, = {(z‘w) €C?|w=2" 2"+ Z ej2322“+k_3}.
=0

Il existe un voisinage V de 0 dans C**** tel que Ve € V, pour tout
compact K tel que K C M., Fr.x > 0 tel gue (M, N B0, r:x))"
contienne un voisinage de K.

Démanstration de la Proposition 2: On procéde comme dans [5]. Com-
mencons par construire une famille de disques analytiques & frontiére
dans Mpg. B

Lemme 4. Soit 8° = (0,1,0,...,0). [l eriste un voisinage L de
(0,8%) dans B x CE*? tel que pour tout (F,t) € U, il existe un disque
analytique f5 ¢ frontiére dans Mp et tel que (F,t) — 5 s50it C* au
sens des topologies de B x C¥+2 et (£1(Z,))%.

Remarque. Si I/ est le disque unit€ ferme de C, on identificra dans ce
qui suit une suite (ap}, ., d’eléments de £Y(Z), (resp. une suite ('Bp)pEN

d’ééments de £1{Z,)) & la fonction f définie par V{ € U, f({) =
+oo
3= au(P, (resp. & la fonction g, holomorphe sur U, définic par V( €

p=-0

U, g(¢) = 5> A,¢). On définit pour tout p € Z, F(p) par F(p) = .
Preuve ;: OLemme 4: Considérons
T NZL) x E4Z,) x B x CF2 s ¢4(Z) x CF**?
(f = (f1, o). By (tdogizner) — (9, (A0 = t)ocycran)
ot g(z) = rr(f(2)), avee rp((1, &) = G — GG - F(Q)-

Soit fO = (z,2%). Si X° = (£9,0,6%), W¥(X% = 0. Calculons
Dy¥ xo.

\I;(XO + (f,0,0)) - ‘IJ(XO) = ‘I’((Z + fl; zk + fZ):O:QD)
= (g, (AU ogjer+1))s

g2y =rolz+ f1,25+ fo) = 4 o= (24 )R EZ )
=25 4 fo - (4 (ot K)2"HUA)E 0 ) + ol f)
= fo —n2** ] — (n+ k)25 + o).
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car z = % sur gl

Donc Ds¥xo(f) = (f2 — nz" 1 F — (n + k)2 £1, (A o< char)-
St v{z) est la premitre composante de Dl xo(f}, on a:

—nfk+1-j), Vi<—1

BUy~nhlk+1-3), vjield,... k—2}
f?(j)—(n+k)§(j—k+1)—nﬁ{k+1—j),Vje{k—l,k,kﬂ}
R —(n+)AEGE-k+1), Vizk+2

D% xo est inversible et V{g,c) € B x C**2,  (D;¥x0}"Hg,0a) =
(f1, f2) avec

Stje{0,....k+1}, A4 =0y
. - . 1: . .
Sij>k+2 fi(j)= —59(k+1—3}. V4.

e

Ro(#) =§0G) + (n + BAG +1— k) + nfi(k+1-5)
=97+ (n+ k)oypi-g + N1

Sije{k+2,...,2k}

RUGY=30)+m+BRG+1-k)
=5(3) + (n + k)ayp 1k
Sij22k+1, faly) = §(j) — SEF(—j).
Sije{s,...,k-2}

R(5) =30 +nfilk +1 - 7)
= 303) + nBesr_;.

Comme (Dj¥)xa)~" est linéaire et continue, on peut appliquer le
Théoréme des fonctions implicites: la relation U{f, F,t) = 0 définit un
disque analytique f©t = A(F,), ol A est unc fonction de classe C 1 de
B x C**2 dans (/MZ,))2. &

Montrons maintenant que cette famille de disques est suffisante pour
que {fF4(0),t € C**2} recouvre un voisinage de 0 dans C2, avec le
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Lemme 5. Il existe un voisinage U de O dans B tel gue pour foul
F € U il existe un voisinage Vi de 6° dans CF2 tel que

Qp: Vp — C?
¢ — R0

soit ouverie.

Preuve du Lemme 5; Soit

EF . Ck+2 —_— Ck-i—?

¢ — (F5H0), t, k- oy te)

Pour montrer le résultat, il suffit de vérifier gue X est ouverte en A0 si
F est voisin de 0, ce qui sera vrai si det[(Eg)iao} # 0 Calculons (QD)Lgo-

Soient

j ICk+2 — 2 Bx Ck+2
i - (Ov t)

et

: (4Z4))2 — C
f =0

Ces applications sont de classe C! car elles sont linéaires et continues.
Comme £l = IIo Ao j et A est C! par le lemme précedent, on a:

} . .
() g0 = T} .00 © Afta g0y @ 5'(8%) = T 0 Ajgg g0y © J
=T o (Ds¥|x0) " 0 Dp ¥ x0 0 5,

en utilisant le Théoréme des fonctions implicites.
Reste & calculer D, ¥|x0. On a:

\II(XO + (Os F: t)) - ‘B(XD) = ‘P((z'zk)aFa (tO + 1,31, s :tk+l))

= (TF(Z, zk), {—tg, ey —tk-t—l.))

avec rrlz, 2%) = 2% — 2" — F{z) = - F(z).
Donc De ¥ xo(F.t) = {(—F(2),{(~ts, ... , ~tk+1}}-
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Alors V& = (tg,... ,tpq1) € T2 on a:

(QG);go(t) - H.o (Df‘ljlxc)—l(ov (_tﬁs s s_tk-i-l}} = {fl(o)s f2(0))
ou (fi, fo) = (D x0) 10, {—tg, ... , —ti41)}), Cest-a-dire
)?1(0) = —1p

F2(0) = nigqa.

Sit=(to,... ,teq1} € CF*2, t; =z;+14y;, (z;y; € R) identifions

ta{Z0,Y0,T1,Y1s--- s Thi1, Yrs1) € R*HE La matrice de (Eg);eo est:
Ige O O)evvrrrereenin. O
O O I,z O -+ O
: L O
: O O e O IRE
n 0
6 (3 0) 0 "

ou chaque () représente un bloe (2,2). Son déterminant est nor nul. &

Démonstration du Corollaire 1: On peut, bien siir, remplacer dans la
Proposition 2, B par I'espace des polyndémes homogénes de degré 2n + k.
Par homogén€ité de M., {de degré 1 en z et 2n + k en w) on obtient Ic
resultat. B

4. Un résultat de convexité polynomiale
d’une réunion dénombrable de plans

Remarguons que la démonstration de la Proposition 1 permet de met-
tre en évidence dans 'ensemble des familles de N plans totalement réels

N
de C?, un ouvert  tel que ¥(Py,... ,Py) e Q lJ P; soit polynomiale-
i=1
ment convexe: en effet, i suffit de constater qué toute famille dans un
voisinage des I1% sera “séparée” par le polynome F{z) = z,2,. On peut
alors se demander s'il existe une famille dénombrable infinie de plans
dont la réunion soit polynomialement convexe. La réponse est posi-
tive, comme le montre la proposition suivante. Précisons tout d’abord
quelques notations et résultats dis & B. Weinstock dans [6).
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Soit €™ munis des coordonnées z = {#1,... ,2,). Ecrivons z =z + ty
ol =(x1,...,Zn), ¥={(Y1,.-. . Yn) ER" et 2; = z; + iy;.

Un R-sous-espace-vectoriel V' de C" est totalement réel si V NV =
{6}, ol ¢V désigne {(iz1,... ,i2,); {21,... , 22} EV}.

Si P est un n-plan de C" (dimg P = n), il existe deux matrices
My, My € ML{R) telles que P = (M; + iMz)R™

Lemme 6. . PNR" = {0} < il eriste une unique matrice telle
que P = (A +iNHR" = {z € C*| z = Ay}.

2. P est totalement réel < i ¢ SpA.

3. 8i A =571AS, ou S € GLn(R), on e R™ U (A +iI)R™ = S[R™ U
(A" +i)R™), 04 S est aussi le biholomorphisme z — Sz.

On se place maintenant dans le cas ou n = 2. On notera V(A) le plan
{(I+iA)R? = {2z € C*| y = Az}. Si P est un plan, P* désignera P — {0}.

Proposition 3. 1) Il existe une famille (F)jen de polynomes de
deux variables telle que si @; = Re Fy, T'; = tpj_l(R"_) et C; = ;ﬁlf‘k,
on ait:

1/T; o ([R?)

2/Vj € N*, 34; € My(R) tel qgue V(A;} UR? soit polynomialement
convere et vérifiant:

g} SpA C C—|-1i,1],
b) V'(Aj) - CJ:
c) V™ (4;) C p7;(RY).

2) Pour les A; précédents, on a si K = (-gg.v(Aj) U (z‘Rz)) M
B(0,1), K est polynomialement conveze. ’

Démonstration de la Proposition 3: Rappelons une version simplifiee
d’un Théoréme de Weinstock de [6]:

Théoréme. Soit A € M3(R) telle que —1 ¢ SpA?.
Si SpAniiz, x € R lz| < 1} = @#, V{A) UR? est polynomialement

conyere.

On utilise les Jemmes suivants:
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Lemme 7. Soit C un cone ouvert de C? contenant (iR?)". Il existe
A € My(R) avec SpA C C — [—i,1] tel que V*(A) C C et V(A) UiR?
soit polynomialement conveze.

Preuve du lemme 7: Considérons

®: R%x Ma(R) — C?
(2, M) — (M +il)x

® est continue sur B? x Mz(R), donc uniformément continue par
rapport & z sur §' x Ma(R) ott ' = {& € R* | |z = 1}. Donc

dim ®(z, M) = iz € C, cette limite étant uniforme en z sur S'.
MEGLa(R)
Si | - || est une norme sur Ma{R), on a: I > 0 tel que VM € GL2(R)
verifiant |M| < 7 on ait ¥z € S* ®{x, M) € C. Par homogénéité de &
par rapport A z on a $(BR? x {M}) = (M +iHR2=V(M-1) Cc Cu{0}
des que | M|l < . Il suffit alors de prendre A = M~! (dés que M est
suffisament voisin de 0, SpA M [—¢,i] = B est réalisé). W

Lemme 8. Soit A € Mq(R) telle que SpA C C — [—4,4]. I existe
F e ClX1, Xo] tel que:

F(R?) ¢ {¢ € T| Re¢ < 0} U {0}
F(V{A)UiR?) C {¢ € C} Re( > 0} U {0}

Preuve du Lemme 8: Avec le Lemme 6, on se ramene au cas ou A
a la forme de Jordan réelle. Il suffit de trouver une fonetion plurihar-
monique polynomiale de degré 2, ¢ telle que @)y 4y, w)ix2 Soient des
formes quadratiques définies-positives et x> soit definie-négative: ¢
sera alors la partie réelle d'un polynéme holomorphe F. Cherchons ¢ de
la forme ©(z) = ¥¥ — x? + ¢ — 2% + a12,9% + axZaye, avec a;, as € R.
Ainsi les conditions imposées sur B? et sur ;B2 sont satisfaites.

N & Y \
SlA—(O /\2), A, o ER

onaz € V{A) si et seulement si y = Az

{ Y1 = ALy
Y2 = Aoty

Alors |y (a) est définie-positive

SV #0 M2 —1+ar)el+ (02— 1+ad)zli>0
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{A$—1+a1)\1>0
M—-1l+ah >0

ce qui est possible puisque A1 Ay # 0 (SpAN|[—i, ¢ = ).

Deméme,siA:(g i), AeRR?

on a 2z € V{A) si et seulement si y = Az

{ Y1 = AT + Tz
Y2 = ATz

Alors |y ay est définie-positive

e Vz £ 0 (Ao + 22)2 -2+ 328 — 22+ (A2? + xy22) + agdz; > 0
eV £0 (32— 1+a Az + 2h +a)zyze + (A% +agh)zl > 0
AM-1+aa>0
{ A2 —1+a (X +az)) - 22 +a)? >0

conditions qu’on peut satisfaire en choisissant a;, puis as.

A

Enfin, si A = (
—H

‘;) A +ip -5,

cherchons ¢ avec a; = @ = a.
On a z € V(A) sl et sculement si y = Az

il

{ T = AL+ T
—
Yo = —HT1 + ATo

Alors @y (4) est définie-positive

= Yz # 0 (Azy+pzo)? — 22+ (—pz +A52)2 — 23 +a(ret + Azd) > 0
=V £0 M+ -1+az|>>0
= XN tultaer-1>0

Si A # 0, on peut trouver a vérifiant cette condition ; si A = 0,
nécessairement |u| > 1 et cette condition est satisfaite pour tout a. B
Montrons maintenant la proposition.
1) Prenons F{z) = 2% 4 22. Suppos?ns que Fy,... , Fj ont été choisis.
C; est un céne ouvert contenant ({R?)". Le Lemme 7 montre qu'il existe
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A; € Mo(R) tel que V*(A;) C Cy, SpA; C C — [~1,1] et V(4;) U (iR?)
soit polynomialement convexe. D’aprés le Lemme 8, il existe Fy,1 €
C[X1, Xz] tel que

Fio1(V(A) U (ER?))  {d € C| Re X > 0} U {0}
Fi1(RY) c {reC| Red < 0} U {0},

Ceci permet de construire les F; par récurrence.
2) Soit p4 unc mesure positive sur K telle que pu{P) = 0 VP €
C[Xy. Xa). Montrons que u = 0. .
Comme (C);en+ décroit, on a:

Vp2j V(4,) CCy CC; CTy

donc Fj{V{(Ap) U (iR?)) C {} € C| Re < 0} U {0}
ot F;(V(A;_1)) C{A€ClReA >0} U {0}.

Alors Fy(| ) V{4p) U GR?)) € (A € C| Re X < 0} U {0}

P2

et F(V(A41)) C {AeC| ReA>0}U{0}.

D’aprés le Théoréme de Mergelyan, il existe une suite (Péy))uem de

)

polyndmes telle que ||PL§”) o Fyllg < 1, vérifiant lim Pé” oFy =1sur

W—OG

V{(A1)NB et lim P.Z(V) o Fy =0sur (|JV(A,) UiR®) N B ot || - |Ix est
vTee p22

la norme uniforme sur K et B la boule unité fermee de C2.
Soit P € C[X,, Xp]. On &

8 =u((P” o R)P) = ] (P o Fy) Pdy
K

_ / (P o Fy)Pdy + / (P o Fy) Pdp.
V(4)NB .., V(4,)Uik? )NB

P22

Par convergence dominée, on obtient: 0 = fV(A;)ﬁE Pdy. Comme V(A;)

est polynomialement convexe, on a C(K,) = P(Ki) od K; = V(A;)NB.
Denc nécessairement p) = )k, est nulle. :

Pour j > 1 soient K; = V(A;)NB ct p; = #rc;- Montrons que
Viz2u;=0. - :
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Supposons que g = ... = ;1 =0

Comme Fj41 (k) V(4,) U(IR%)) C {A € C| Re X < 0} U {0}

et Fj(V(A4;)) c {AeC|ReX >0} u {0},

il existe une suite { J4_1);,95 de polyndmes telle que HPJ(_‘;)1 oFjnlx <1,
vérifiant UhrréonJr)l oFj11 = 1sur V(A;) NB et lm Pj(:)l oF;11 =0sur
(U V(4,) UIR?) N B.

p>j

Soit P € C[X;, X3). On a:

0= (P 0 Fje1)P) = f (PY) 0 Bo)Pdps
U,,.:j V{Ap,)NE

+/ _(R?F:)IOFj+1}Pdp+/ (P, 0 Fys1) Py,
V(4;)0B (U, ,, viap)uirz)nE

Comme g1 = ... = p;_1 = 0, la premiére intégrale est nulle. Par
convergence dominée on obtient & = u;(P). Donc u; = 0, et ainsi
VjeN* ;= 0.

Puisque V{A;) UiR? est polynomialement convexe, on a, d'aprés un
Théoreme de [2], C(X) = P(X) si X = (V{A4,)U{R?*)NB. Donc yx =0
et 4 =0.

Done C(K) = P(K). En particulier K est polynomialement convexe.

Remarquons que le Lemme 8 permet de montrer le Corollaire suivant:

Corollaire 2. Soit A € Ma(R) tel gue SpA C C — [~i,%]. Soient
@, ¥ deuz applications R-enalytiques de R? dans R?. Soient les varietes
M={2eC?3zeR? z=z+ip@)} e N={zeC? Iz ek’ 2=
z +ip(2)}.

Alors il existe £ > ( tel que pour tout (i, ) verifiant ||’ (0} — Alf <¢
et |[W{0)] < e, MUN soit localement polynomialement convere.
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