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NON RESONANCE

PRES DE LA PREMIERE VALEUR PROPRE

D’UN SYSTEME ELLIPTIQUE

QUASILINEAIRE DE TYPE POTENTIEL

Abstract

A. EL HacaimI ET F. DE THELIN

Let Q be a bounded regular domain in IR™. In this paper, we
m

study the following problem: find u € H Wol’pi (€2) such that:

i=1
oF . .

(S) —Ap;ui = o (@,u) +hi(w) n @, 1<i<m
z;

where Ap,u; = div(|Vu; [P~2Vu;), 1 < p; < +oo and h; €
WP ().

We associate to (S) the eigenvalue problem:

(VP) — Apvi = Aai\vi\ai72vi H |’U]'|aj
J#i
m
where o = (a1, ... , ) satisfies a; > 0 and Z Qi 1.
DPi

i=1
We obtain nonresonance results for (S).

Roughly speaking if

F(z,s)

|s|>

lim sup < A1

where A1 is the first eigenvalue of (VP), we prove the existence of
a solution of (S).

1. Introduction

Soit £ un ouvert borné de R™ de frontiere assez réguliere.
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On étudie la non résonance, c’est-a-dire la solvabilité pour tout h, pres
de la premiere valeur propre, du systeme quasilinéaire de type potentiel

suivant:
s) { —Ap,u; = fi(z,u) + hi(z) dans Q
u; =0sur 99, 1<i<m,meN*
avec Ay, u; = div(|Vu; [Pi—2Vuy;), 1 < p; < +00
Y / 11
h= (b ) € [TWIPHQ), ot S = Tet ot f = (fireo s f)
i=1 @ g

désigne une fonction de Carathéodory de 2 x R™ dans R™ pour laquelle
il existe

F:QxR™ — R vérifiant: V F(z,s) = f(z, s).

La fonction f correspond essentiellement a une perturbation de la pre-
miere valeur propre du probleme:

Trouver u € H Wy P (Q) tel que
(V.P) =1
—Apiui = /\ai|ui

@i 2y, H |uj|% dans Q2
J#i

ot v = (ay,...,0m,) € (RE\{0})™ vérifie Z % =1
i=1 1

La premiére valeur propre de (V.P) a été étudiée par F. de Thélin dans
[T].

Le résultat que 'on obtient est a rapprocher de celui obtenu par
P. Felmer, R. Manasevich et F. de Thélin dans [F-M-T] dans le cas
ou h est une fonction.Ces auteurs donnent une condition nécessaire et
suffisante d’existence et d’unicité de solutions positives bornées pour (S),
sous des conditions semblables a celles considérées dans [B-O] et [D-S]
pour le cas respectifs du laplacien ordinaire et du pseudo-laplacien. (Voir
aussi remarque 2 a la fin de ce papier.)

Notre résultat constitue une extension au cas du pseudo-laplacien et
plus généralement aux systémes de type (S) d’un résultat récent de
J. V. A. Gongalves [G] obtenu pour 1’équation:

—Au = f(z,u) + h dans H}(Q).

Pour d’autres résultats concernant la nonrésonance pres de la premiere
valeur propre du pseudo-laplacien, on peut voir par exemple [An], [An-
Gol, [E-Go] et leurs références.

D’autres résultats d’existence pour des systémes de type (S) se trou-
vent dans [T-V] et [V].
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2. Hypotheses générales et préliminaires

2.1. Notations.
Pour s = (s1,...,8m) et @« = (a1,...,qy,) dans R™ avec «; > 0,
1 <4 < m, on note:
5] = lsloe = s s

et
m

s = ] Is:
i=1

(23

Pour ¢ €]1, 400

v = HWOI’M(Q) et pour ¥ = (U1,... ,Up) EVeEt o = (p1,...,0m) €
i=1

ﬁ Wi (Q):
i=1

<u7 90> = Z(uh wi>W1’P1‘, (), W*l,p;(Q)
i=1

|| llo désigne la norme dans L%(£2), 1 < 0 < 4o0.
Et pour u € VV&’Q(Q)7 1<q<+oc:

lullig = 1Vullg-

2.2. Premiére valeur propre de (V.P) et Hypothéses.

Pour u = (u1,... ,um) € vet a = (ag,...,an) € (RE\{0})™ avec
Z X _ 1, on définit:
= Pi
- 1 pPi «
Alu) =Y~ w7y, et Blu) = [ Jul®.
im Pi 2

On rappelle le résultat suivant dit & F. de Thélin [T].
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Théoréme 0.

Considéré sous sa forme variationnelle le probléme (V.P) admet une
plus petite valeur propre:

A = inf{A(u)/u € v, B(u) =1}

a laquelle est associé un vecteur propre vérifiant u > 0 (ie u; > 0 V; :
1<i<m)dans Q, et u; € CH"(Q) avec 0 <m; <1,V;:1<i<m.

On considére maintenant o = (a1,...,0m,) € (RE\{0})™ avec
m
Z Y _ 1 eton définit Foo(x) = lim supFl(ST;f) pour T € 1.
i—1 i |s]|—+o0

On suppose vérifiées les hypothéses suivantes:

(H1) I existe ax € L®(Q) tel que Foo(x) < aoo(x) p.p. dans Q avec
oo () < A1 p.p dans et aso(x) < A1 sur un sous ensemble g
de ) de mesure positive.

(H2) Ilexistea™ = (af,...,ak) € (Ry\{0})™ avec E a—i =1 tel que:
: D;
=1 "7

pour tout i € {1,... ,m}, il existe a; constante >0 et b; € L*(Q)
avec by(z) > 0 p.p x € Q vérifiant:

\filz, s)| < ails|*” +bi(z), Vs € R™, Ve Q.
Dans le cas N < p;, pf peut étre remplacé par n’importe quel
q €1, +ool.

(H3) Il existe Ay constante > 0 et Ay € L*(Q) avec Az(z) > 0 p.p
x €, tels que:

F(z,s) < Ayls| + As(x), Vs e R™ Vo € Q.

3. Résultat de nonrésonance
Pour toute fonction mesurable 3 : 2 — [—o0; +00[, on pose:
i) = inf {A(v) [ B @) de } |
veEV Hui;ﬁo
B(v)=1

On a: —oo < () < 400 pour tout S.
D’autre part, d’aprés (H3), on a: —oco < Foo(x) < Ay p.p x € Q; donc
i(F) est bien défini.

Notre résultat de nonrésonance repose sur la proposition suivante:
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Proposition.
Sous les hypotheses (H1), (H2) et (H3), on a

(1) i(Fx) > 0.

Remarque 1.

Il est facile de vérifier que si 5 € L () vérifie i(5) > 0 alors i(5+¢) >
0 pour € > 0 suffisamment petit. On peut donc avoir Fi,(z) > A; sur
un sous ensemble de Q) de mesure positive sous ’hypotheése i(F.,) > 0.
Ce qui n’est pas le cas dans [F-M-T].

Démonstration de la proposition:

Comme Foo(2) < aoo(z) p.p & € Q 0n a i(Foo) > i(ax); il suffit donc

de montrer que i(as) > 0.
m

Soit v € v avec H v; Z 0, on montre d’abord que
i=1

(2) A(v) —/ano|v|a > 0.

En effet, si v est une fonction propre associée a A;, alors d’apres
Ihypothese (H1), on a:

3 A0 = [axbl® = [ —axlel” = [ (a=a)lol” >0

Qo

Si, par contre v Z 0 n’est pas une fonction propre associée a A1, alors,
par définition de A\, on a:

Alw) - A1/Q|v|a >0
donc
(4) A(v) —/anow > /QO(A1 ~a)lul > 0.
De (3) et (4) on déduit (2).

Soit maintenant v € v avec B(v™) = 1 une suite minimisante de
i(ano), C'est-a-dire telle que:

A(") — /ano|v"|a — i(as0)-



398 A. EL HacaiMl, F. DE THELIN

Alors:

5) AW = [ alo|* < ifa) +
Q

pour tous € > 0 et n € N assez grand correspondant.

D’autre part, avec (H1), i(as) € R et donc A(v™) < C, C étant une

constante > 0 ne dépendant pas de n. Donc, par extraction d’une sous-
m

suite, v" converge vers v faiblement dans v, fortement dans HL’”(Q)
i=1
et p.p dans . De plus, il existe 6; € LP(2), 1 < i < m, tel que:

[vf (z)| < 0;(x) p.p = € Q.

D’apres (5), on a:

A(U)_/awww < lim inf (A(Un)—/aoo|vn|a)
Q Q

<i(as) +&, Ye>0.

Par conséquent,

A(v) — /Q oo V]® < i(ane).

Comme B(v™) = 1, il résulte que B(v) = 1 aussi.
Par suite, d’apres (2), on obtient: i(as) > 0.
Dot i(Fus) > i(as) > 0. B

On donne a présent le résultat principal.

Théoréme 1.

On suppose que (H2), (H3) et (1) sont vérifies. Alors (S) admet au
moins une solution u € v.

Une solution de (S) sera bien sir comprise au sens faible suivant.
Pour tout i € {1,... ,m} il existe [1,p:[ tel que f;(z,u) € L% () et

/ V[P 2 Vu; Vp; = / fi(z,u(w))pi(x) dv + (hi, i)
Q Q

pour tout © = (p1,... ,Pm) € V.
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Démonstration de théoréme 1:

Elle s’obtient par minimisation de la fonctionnelle énergie I associée a
(S) définie par

I(u) = A(u) — /Q F(z,u(x))dz — (h,u)

sur v. On va montrer que la fonctionnelle I est faiblement s.c.i et coer-
cive.

i) I est faiblement s.c.i:

En effet, si u” — wu dans v, alors quitte a passer aux sous suites,

on a u" — u dans ﬁLm(Q) fort et p.p dans Q, et de plus, il existe
0 € L7 (Q) tel que

lut ()] < b;(x) ppzeQ,Vie{l,...,m}.
Donc, d’apres 'hypothese (H3), on a:

F(a,u"(z)) < Aifu"(2)[" + As(2)
< A,|0(2)" + Az(2)

ot 0 =(01,...,00).

Comme F(z,u"(x)) — F(z,u(z)) p.p « € Q, alors, par application du
lemme de Fatou, on a:

limsup/QF(x,u”(x))dxg/F(x,u(x))dx

Q

donc
I(u) = A(u) — /QF(I, u(x)) de — (h,u)
< liminf A(u") — lim sup/ F(z,u"(2))dx — lim(h, u™)
Q

< liminf{A(u”) — /QF(:v,u”(af))dx— <hvun>}

= liminf I'(u™).

Par conséquent, I est faiblement s.c.i.
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1) I est coercive:

On raisonne par l'absurde. On suppse qu'il existe une suite (u™) dans
v, vérifiant ||u™||, = 1I<11122>§n(||u;’||1p) — +oo et [(u™) < C ou C est une
constante > 0.

On pose t, = B(u").

ler cas.

S’il existe ¢; > 0 tel que t, = B(u™) < Cq, alors puisque I(u™) < C,
on obtient en utilisant 'hypothese (H3):

m

1
Ay =Y |Vul

i=1 41"

o < [ Pl @)do+ () +C

m

< A1 B(u") +/ Ag(@)dz + > [lhill =1
Q i=1

u?HLPi +C

m

; 1
ot

- p; /+C
im CiPi

—1,p;

m g .
< ABE) + Ay + 3
i=1 4"

avec 0 <eg; < 1,1 <1< m.

De cette derniere inégalité et du fait que B(u™) < Ci, on déduit que
|lu™]|, est borné, d’olt une contradiction.

2éme cas.
Si t, — +00, on pose v7 = t, /Piur. Alors B(v") =1 et

m 1 1 m 1
pi Pi
E ;HU?HLM = E E ZTZ_”U?HLM

i=1 1" i=1
Ay " (h,o) C
S/[A1|v"a+—]+§ ot
Q tn el Y
| A2]l1 | g~ & e 1 . C
<A +———+> —|lud|i,. + hillP4 A+ —.
and Sl L $70 Biw el Ll S en

Il en résulte que (v™) est bornée dans v.

Par conséquent, par extraction éventuelle d’une sous-suite, (v™), con-

m
verge vers v € v faiblement dans v, fortement dans HL’“ (Q) et p.p
i=1

dans €. De plus, il existe ( = (¢1,... ,(m) € HLpi (Q) tel que:
i=1

[v(z)| < ¢i(z) pp x € Q.



NON RESONANCE D’UN SYSTEME ELLIPTIQUE 401

On montre d’abord que:

tn

(6) limsup/ﬂwd:ﬂ</n ¢0FOO|U\“.

En effet, on a, d’une part:

F(z,um A
PO < mic + 222
et, d’autre part:
F n F n n|«a
limsupM < lim sup (z,u"(@)) |u"] (x)xn(x)
tn |um| () tn

ou X, est la fonction caractéristique de ’ensemble:
Q,={zeQ:ul(x)#A0Vie{l,...,m}}
donc

F(z,u(z)) _ .. F(z,u"(z))
T T ()

< Foo () [0]* () si Hvi(x) # 0.

lim sup [v"* () xn (2)

Ce qui donne (6), par intégration sur €.
Par ailleurs, on a: I(u™) < C donc

A(u™) < /QF(:E,un(x)) dx + (h,u™y + C

par suite

A(") = A(tzn) < /Q F(x’:j(x)) dz + <h%:n> + %

Par conséquent, en utilisant le lemme de Fatou, il vient:
A(v) < liminf A(v™)
F " h,u™
Sliminf{/ (@, u (x))d:r+< Y >+£}
Q

n tyn tn

m

) F(z,u™(z)) 1hall—1p v e €
<1 —— 2 d i —
< 1msup{/Q i $+Z t,l/pi + ™

i=1
< limsup/ de.
Q 128
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Il en résulte, en utilisant (6), que:
A(v) — / Foo(z)|v|*(z) dz <0
H ’Ui;ﬁo

avec v € v et B(v) = 1. Ce qui contredit 'hypothese (1) du théoreme 1,
d’ot1 la coercivité de I.

I étant faiblement s.c.i et coercive, il existe donc u € v tel que:

I(u) = inf I(v)

ver
donc
I(u+ep) — I(u)
€
Prenant ¢ = (0,...,0,¢,0,...,0), e € D(Q) aurang i, 1 < i < m, il
vient:

>0,V e (D)™, e >0.

S+ o) — 1)) = 2 { (s e

K2

Pi
1,pi

= luall?y,)

= [Ptk 2 - Pt ol
— (hi,e).
Par ailleurs, on a:
Bz, (u+ep)(z)) — Flz,u(@)) = efi(x,0°(z))e(x)
ot 0°(z) = (65 (), ... ,05,(x)) avec
min{u; (z), ui(z) + ee(x)} < 65 (2) < max{u;(z), u;(x) + ce(z)}.
Par conséquent, il existe k; € Wy " () € LPi (Q) € L () tel que:
165 ()| < ks(2) p.p = € Q et pour e €]0,1[.
Ainsi, il existe k; € v tel que:
|fil,6°(2))] < aglki(@)|* + bi(2).

Comme pour € — 0,

é(F(ﬂf,U(w) +ep(x)) = Fla,u(x) — fi(z,u(z))e(z) p.p dans €,
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il résulte par utilisation du lemme de Fatou que:

@ v

pour tout e € D() et tout i € {1,... ,m}.

Pi=2ygy,;Ve > /Qfl(a:,u(x))e(x) dx + (h;,e)

Prenant —e au lieu de e dans (7), on déduit que v = (u1,... ,Upm) est
solution faible de (S), d’ott la fin de la démonstration du théoréme 1. B

Remarque 2.

Un résultat similaire au théoréme 1 peut étre déduit de [F-M-T)] sous
Ihypothese i(fs) > 0 olt

f(t x,u)

\t|ﬂ+oo ul*(z)

fOO( ):

a1
avec f t— f t,x,u) Zz::; z tl/mul 7t1/17mum)t1/mui.
Il est clair cependant que:
(8) Foo(x) < foo(z) ppz € Q)

donc que:
i(Foo) 2 i(foo)-

La condition ¢(Fu) > 0 considérée ici est donc plus faible que i(f) > 0.

En effet, prenant m = 1, c’est-a-dire:

1
o) = sy L 15)
|s]—+ocoP1 |5|p1 S

F(z,s)
O&

et Foo(z) = limsup et, prenant fi(z,s) = a(x)|s[Pr~2ssin(s) avec
|s]—+o00

a(x) une fonction non inférieure & “la premiere valeur propre” A;(foo)

de Popérateur —A,, v — foo|v|P*~2v avec condition nulle sur le bord, on

obtient foo(z) = a(x) et Foo(x) = 0.
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