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SOUS-ENSEMBLES DE
COURBES AHLFORS-REGULIERES
ET NOMBRES DE JONES

HERVE PAJoT

Abstract

We prove that an Ahlfors-regular set (with dimension one) E C
R™ which verifies a B4-version of P. W. Jones’ geometric lemma
is included in an Ahlfors-regular curve I

This theorem is due to G. David and S. Semmes, we give a more
direct proof.

1. Introduction

Soit £ C R™ un ensemble 1-régulier.

On rappelle qu'un ensemble E C R™ est 1-régulier (ou Ahlfors-régulier
de dimension 1) si et seulement si E est fermé et s’il existe Cy > 0 tel
que pour tout z € E, pour tout R €]0,diam E|,

(1) Cy'R< H'(ENB(z,R)) < CoR.
(H! désigne la 1-mesure de Hausdorff, voir [M].)

La plus petite constante positive Cy vérifiant (1) est la constante de
régularité de F.

On souhaite relier la géométrie de E & certaines estimations L? et pour
cela, on s’inspire d’un résultat de Peter Jones.

On définit les nombres fo, de Jones pour tout x € R™, tout ¢ > 0 par,
si EN B(x,t) # 0,

2) Boola,t, E) = inf  sup (M)
L yeENB(a,t) 13

ou l'inf est pris sur toutes les droites L de R™, et si E N B(z,t) = 0,
Boo(z,t, E) = 0.

Les (s mesurent dans toute boule la qualité de I’approximation de F
par des droites.

A T'aide de ces nombres, Jones a donné une caractérisation des sous-
ensembles de courbes rectifiables, ce qui apparait comme une version
géométrique du probleme du voyageur de commerce.
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Théoreme 1.1 ([J],[0]). Soit E un ensemble compact de R™.

1l existe une courbe rectifiable I' contenant E si et seulement si le
nombre

diam E dt
(3) B*(E) = / ) /0 ﬂoo(x,t,E)det—n
est fini et on a alors
(4) jnf. HY(I') < C(B*(E) + diam E).

(ici, lintégration en x se fait par rapport & la mesure de Lebesgue n-
dimensionelle).

Considérons des versions L? des B, de Jones.
Pour tout ¢ > 1, tout x € E, tout ¢t > 0, on définit

. 1 dist(y, L)\ * , 4 !
() Gyl t, ) = Lf<t Lo () <y>>

ou l'inf est pris sur toutes les droites L de R™.
Le but de cet article est de donner une preuve du résultat suivant.
Soit ¢ > 1.

Théoréme 1.2. Soit E un ensemble 1-régulier compact de R™.

dt
Si By(x,t, E)QdHl(x)? définit une mesure de Carleson sur E x R,

id est, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € E, tout
R >0,

R
(6) / / Boly.t. BV2dH ()Y < OR,
yeEENB(z,R) JO t

alors E C T, ot T' est une courbe Ahlfors-réguliére (c’est a dire une
courbe vérifiant (1)).

La méme construction donne

Théoréme 1.3. Soit E un ensemble 1-régulier compact de R™.
Si

diam E
@ s [ A @F <.
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alors E C T, ouT' est une courbe de longueur finie, et on a de plus,

(8) [%%H%DEJ?@AEF+deEy

On rappelle qu'un ensemble régulier vérifiant (6) est dit uniformément
rectifiable (voir [DS1] ou [DS2]).

G. David et S. Semmes ont donné une preuve du Théoreme 1.2 et
de sa réciproque. Leur preuve reste valable dans le cas d’ensembles d-
réguliers avec d > 2 et est assez technique. L’argument principal est la
décomposition de la couronne de E qui est tres pratique et utile, mais
qui est tres difficile a établir (les paragraphes 2, 7, 8, 9, 12, 13 de [DS1]
y sont consacrés).

Notre but est de donner une démonstration plus directe et plus simple
du Théoreme 1.2. On s’inspire d’un algorithme lié au probleme classique
du voyageur de commerce, “I'insertion du plus proche voisin” (voir [L]),
que Jones avait déja utilisé dans sa construction.

Remarque. La démonstration de Jones donne le Théoreme 1.2 pour
q = co. Ce qui n’est pas le cas si ¢ # oo.

Une tres belle application du Théoreme 1.2 est donnée dans [MMV].
Mattila, Melnikov et Verdera montrent que si, pour un ensemble
I-régulier E, 'opérateur de Cauchy définit un opérateur borné sur L?(E),
c’est a dire qu'il existe C' > 0 tel que pour tout f € L?(E), tout € > 0,

(9) LI JE) g

/B(ze) & ~ %
alors F vérifie (6) avec ¢ = 2 (et non pas ¢ = 0o, ce qui ne permet pas
d’utiliser le théoreme de Jones), et donc, d’apres le Théoreme 1.2, E est
inclus dans une courbe Ahlfors-réguliere.

2
dH'(2) < C / P
E

Je tiens a remercier Guy David pour ses nombreux conseils et sugges-
tions.

2. Idée de la preuve du Théoréme 1.2
et lemmes préparatoires

Donnons une idée de la construction de P. W. Jones (Théoréeme 1.1).

Soit E vérifiant (3) et tel que diam F = 1.
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On considere, pour tout k& € N, un ensemble Ay de points 27% denses
de F, c’est a dire tels que

(i) si @, y € A avec z # y, dist(x,y) > 27F;
(i) pour tout y € E, il existe x € Ay, tel que dist(x,y) < 27F.

On construit par récurrence une suite de courbes (I'y,) formées de seg-
ments dont les extrémités sont les points de Ag. En passant a la limite,
on obtient une courbe I' qui contient F.

La difficulté consiste & estimer la longueur ajoutée [(I'y4+1) — I(T'x) en
fonction des fBoo.

Donnons un apercu des calculs.

Supposons done que l'on a construit 'y, et considérons € Ag i\ Ag.
On veut construire & partir de 'y, une nouvelle courbe passant par z (en
ajoutant le moins de longueur possible).

Soit [y, 2] le segment de Ty le plus preés de z.

Les cas de référence sont les suivants.

Cas A. K~ !dist(z,2) < dist(z,y) < K dist(z, z) (o K est une con-
stante positive).

Figure 1

La nouvelle courbe est obtenue a partir de I'y;, en remplagant le segment
[y, z] par les segments [y, z] et [z, z].

Supposons que [ (z,C27% E) soit trés petit (c’est & dire que F est
“plat” au voisinage de x & I’échelle 27F).

Alors, 6§ ~ Boo(x,027% E) (voir Figure 1).

D’ou, d’apres le théoreme de Pythagore, on a

(10) dist(y, x) + dist(z, 2) — dist(y, 2) < CBu(x,C27%, E)227F.
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Cas B. dist(z, z) > K dist(z, y).

X

Figure 2

La nouvelle courbe est obtenue a partir de 'y, en ajoutant le segment
[y, 2z — y]. La longueur ajoutée est alors inférieure & 3 dist(y, z) (si K
est assez grand). En fait, le segment [y, z] ne sera pas changé dans la
suite de la construction, donc [y, z] C T

Dans les autres cas pour 'insertion de x, on se rameéne a un des cas
précédents.

On obtient donc

() = 1(To) <> (U(Tks1) — U(Tx))

(11) ' _ 1
<CY Y Buolz,C27F E)*27F 4 +5U(D).

k zelAg

Dans (11), la somme vient du Cas A, le deuxiéme membre vient du

Cas B.
Par construction, {(T'g) < C'diam E.
On a ainsi (4)
I(T) < C(B*(E) + diam E).

Si g # oo, 'estimation dans le Cas A ne peut pas se faire aussi facile-
ment. Nous allons en fait, au lieu d’insérer directement z, insérer un
point de E proche & I’échelle 27% de x tel que 'on puisse estimer la
longueur ajoutée en fonction des 3.

Commencons donc par quelques lemmes.

Lemme 2.1. Pour tout 1 < q < oo, tout x € F, toutt > 0,
(12) By(2,t,E) < Co " Byl t, E)
ou Cy est la constante de régularité de E.

Ce lemme découle des inégalités de Holder et de la régularité de E.

Il nous suffit, d’apres le Lemme 2.1, de démontrer le Théoreme 1.2
pour ¢ = 1.
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Lemme 2.2. Pour tout x € E, toutt >0, on a
(13) Boo(,t, E) < Cpy(z,2t, E)?
ot la constante C ne dépend pas de x et t.

Preuve du Lemme 2.2:
On considere D une droite pour laquelle §;(x, 2t, ) est atteint.
Soit y le point de E N B(x,t) le plus loin de D.

Premier cas: dist(y, D) > t.
Alors (4 (z,2t,E) > C, d’ou le Lemme 2.2.
Deuzieme cas: dist(y, D) < t.
1
On note d = 3 dist(y, D).
Pour tout z € B(y,d), on a

dist(z, D) > d.

On en déduit

1 dist(z, D) d
2t J.emnB(z2t) 2t
1

4t2 z€ENB(y,d)

1
—dHY(ENB
2 0H (EN By, d))

1, (d\*
> = _
=56 (7)

> CBoo(,t, E)?

ﬁ](I72t,E): z

Y

dist(z, D) dz

v

ou Cj est la constante de régularité de F.
Ce qui finit la preuve du Lemme 2.2. R

Soient A une constante positive trés petite, K une constante positive
tres grande, N un entier tres grand.

On va maintenant associer a tout z € E une suite () de points de E
telle que, pour tout k, si on veut insérer x dans I'y, on inserera xy, dans
un premier temps, a la place de z, afin de pouvoir controler la longueur
ajoutée en termes de (3;.
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Lemme 2.3. Pout tout © € E, tout k € Z, il existe une suite (z;);>x
de points de E telle que

1. a1, € B(x, A2~ (R+DNY) ¢t

(14) dist(zg, Ly,) < CBy(z, K27FN E)2=*N
(15) dist(zg, Lig1) < OBy (z, K2~ FFON o= (k+DN

ou L;, i =k, k+1, est une droite telle que

dist(y, L;)

) 1
Bi(z, K27V E) = 7_/ >
K27 | cpnpo,ro-v) K27

dH (y);

2. pour tout j > k+1, xj41 € B(xj,AQ*(jH)N) et
(16) dist(z;11, Lj11) < OBy (x;, K2~UFDN pyo=G+DN
ot Lj1 est une droite telle que

By(z, K2-U+HIN )
1 dlbt(y7 Lj+1)

K2-(+1)N /yEEﬁB(m_7,K2(j+1)N) K2-(G+1)N (y)

Remarques. (i) On choisira toujours zy = xgy1, si zp vérifie la
propriété 2 du Lemme 2.3 & ’échelle 2= *+DN - Tes propriétés 1 et 2
(pourtant trés proches) sont nécessaires pour des raisons techniques.

(ii) Le k dans le Lemme 2.3 correspond & 1’échelle a laquelle on veut
insérer x.

Preuve du Lemme 2.3:
Soit x € E, t > 0.
On considére D une droite pour laquelle §;(z,t, E) est atteint.

D’apres I'inégalité de Tchebytchev, on a

H'({y € EN B(x, At) : dist(y, D) > CBy(x,t, E)t}) < C~'t
<27 NCy?HY (E N B(z, At))

a condition que O~ < 27N AC; 3.
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Donc,
H'({y € EN B(x, At) : dist(y, D) < CBy(,t, E)t})
>(1-2"NCyHH (EN Bz, At)),
ou Cy 29-N est la valeur minimale du rapport

HY(E N B(x, A2-U+DNY))
HY(E N B(x, A2-3N))

En appliquant ce résultat, on obtient le Lemme 2.3. B

On note 2 le point de F limite de la suite (z;) et on pose fr—1(2oo) =
x), et pout tout j >k, fi(rs) = ;.

Remarque. On a donc fr—1(2e) = fr(2so) (Propriété 1 du Lem-
me 2.3).

On a alors, avec une constante K différente de la précédente,

(17) dist(zy, Di) < CBi(Tos, K27, B)27FN
(18) dist(zx, Dis1) < CB1(Foo, K2~ F+HDUN pyo=(k+1N

et pour tout j > k+1,
(19) dist(2j41, Djt1) < CPi(@oo, K27 0HIN E)o=(G+ON
ou D; est une droite telle que

1 / dist(y, D;)
K27 | cpBew k2-ivy K27

B1 (200, K27V E) = dH (y).

K
Remarquons que, si z et y sont dans E avec dist(z,y) < m2_kN, alors

(20) dist(fr(y), Lr) < CB1(z, CK27*N E)2~*N

ot Ly est une droite pour laquelle 3;(z, K27*N E) est atteint.

Donnons une idée plus précise de la fagon dont nous allons modifier la
construction de Jones afin de démontrer le Théoreme 1.2.

Le but est toujours de construire une suite d’ensembles connexes (I'y)
qui & la limite donnera I'.

Dans le paragraphe 3, on construit des ensembles Ay de points de F
presque 27V denses, et on donne les propriétés de récurrence vérifiées
par les I'y. En particulier, I', contient les points fi(z) ol & € Ay.
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On construit ensuite (paragraphe 4) fk+1 a partir de I'y, en insérant les
points fr(x) ot x € Agt1\Ag. Les cas de références sont essentiellement
les mémes que dans la construction de Jones. Dans le Cas A, grace
au Lemme 2.3, § (voir Figure 1) est comparable a 31 (x,C27% E), et
donc Destimation se fait de la méme facon (en utilisant le théoreme de
Pythagore).

Dans le paragraphe 5, on construit a partir de fk+1 I’ensemble I'y41
en remplacant les points fi(z), ol @ € Agy1\ Ak, par les points fi41(z).
Par passage a la limite, on obtiendra un ensemble I' connexe, Ahlfors-
régulier de dimension 1 contenant E (paragraphe 6). Ce qui suffit pour
prouver le Théoreme 1.2, puisque tout ensemble connexe, compact et de
H'-mesure finie est une courbe rectifiable (voir [DS2], Théoréme 1.8 de
la partie I, ainsi que le chapitre 1 de la partie II).

3. Hypotheéses de récurrence

On suppose que diam E = 1.

On se donne des grandes constantes positives K7, K5, K3. On choisit
K3 trés grande devant K5 qui elle dominera K;. Les constantes K et A
du Lemme 2.3 sont telles que K est tres grande devant Ky, Ko et K3
alors que A est tres petite par rapport a ces mémes constantes. L’entier
N est choisi tel que 27V < K '

On notera {(.) la longueur d’un segment ou d’un arc de courbe.
Commencons par construire des ensembles (A;); de points de £ qui

seront presque des réseaux de points 277V denses.

Pour cela, on considére Ay = {Zco, Yoo} OU z et y sont des points de
E tels que diam F = dist(x, y) et o et Yoo sont les points limites de x
et y donnés par le Lemme 2.3.

Supposons que I'on ait construit A;_;.
On considere jlj un ensemble maximal de points de E tels que
L siz, y€ Ay, x+#y, alors dist(z,y) > 2(K; +24)277V;
2. six € flj, y € Aj_1, x#y, alors dist(z,y) > 2(K; +2A4)277N.
Soit A; = {7 : @ € Aj}.
On pose alors A; = A; UA;_;.
Par construction, A; a les propriétés suivantes:

(i) On dira que z € A; est de la l-itme génération si z € A, =
Ay/A;—1 (ce qui signifie essentiellement que x a été inseré a la
l-ieme étape). Tout point & de A; de la [-itme génération est
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point limite d’une suite (fi(z));>i—1 de points de E vérifiant les
propriétés du Lemme 2.3.

Rappel. Siz € A;, alors f;(z) = fi—1(z).
(ii) Siz, y € Ajavec x # y,

(21) dist(z,y) > 2K,279V,
d’ou, si A est assez petit,
(22) dist(f; (), f5(y) = K127V,
(iii) Pour tout y € E avec y € A;, il existe z € A; tel que
(23) dist(z,y) < 2(K; +2A4)279N,
Comme K5 domine K7,

(24) dist(z,y) < K279V,

Supposons maintenant que I'on ait construit des ensembles connexes
[y,..., Ty formés de segments avec les propriétés suivantes.

(Po) To = [fo(x) + K3 (fo(y) — fo(2)), foly) + K3(fo(z) — fo(y))] ot x
et y sont les points de Ag.

(P) A; C Ty ot pour j =0,...,k—1, Aj = {fj(x),z € A;}. Les
points de A; sont des extrémité de segments de I';.

Notation.

On distingue parmi les segments de I'; deux types de segments parti-
culiers:

Un segment L de T'; est principal si L = [f;(x), fj(y)] ot z, y € A,.

Un segment principal est de la [-ieme génération si une de ses extrémité
est de la [-ieme génération, 'autre étant d’'une génération précédente.

D’apres la propriété (ii) de Aj, si L est un segment principal de T';,

(25) I(L) > K279V,
Un segment L de I'; est non principal si L = [f;(z),a;(z)] oh z € A,

et aj(z) n'est pas dans T';. L’extrémité a;(z) est I'extrémité d'un seul
segment.
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Remarque. T’y peut contenir des segments qui ne sont pas d’un des
deux types précédents. Ils interviendront de maniere naturelle dans la
suite de la construction.

(P2) Si L est un segment non principal de I';,

(26) (L) > K K327V,

(Ps) Tout point f;(z), + € Aj, est une extrémité d’au moins deux
segments de I'; (dont un principal), extrémité d’au plus un segment
non principal.

(Py) Tout point f;(z), € Aj, vérifie la propriété du cone:
Soit 6 € [0, %] fixé (0 est indépendant des autres constantes).

Si tous les segments principaux de I'; ayant pour extrémité f;(z) sont
dans un coéne de sommet f;(z) d’angle 6, alors f;(z) est I'extrémité d’un
segment non principal [f;(z), a;(x)].

Remarque. Ceci implique que, si f;(x) est I'extrémité d’un seul seg-
ment principal de I';, alors il est 'extrémité d’'un segment non principal.

4. Construction de fk+1 a partir de T'y,

Soit 'y 'ensemble connexe vérifiant les propriétés décrites au para-
graphe précédent.

On va, dans ce paragraphe, construire a partir de I'y un ensemble
connexe ['y11 contenant les points fr(x), * € Agyr1 = Agt1/Ak.

On considere x le point de Ay le plus loin de Ag. On suppose que
x ¢ T’y sinon il n’y a rien a faire.

Soit y le point de Ay le plus pres de z.

On suppose dans un premier temps qu’il existe un segment principal
[fx(v), fx(2)] de Ty avec z € Ay tel que lon ait la propriété (x):

(%) la projection de fi(x) sur la droite engendrée par fi(y) et fr(z)
est & l'intérieur du segment [fx(y), fx(2)].

Remarque. Les Cas A T et A II suivants sont tres proches des Cas A
et B de Jones décrits au paragraphe 2. Les estimations sur la longueur
ajoutée par I'insertion de fi(x) se font de la méme maniere que celles de
Jones, c’est & dire soit en fonction de 8, (Cas A I), soit en fonction de
la longueur d’un segment de I'y, (Cas A II).
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Cas A L Ky dist(fi(x), fr(2)) < dist(fi(2), fu(y)) < K dist(fi(2),
Fr(2))-
Soit ngl la courbe obtenue a partir de I'y en remplacant le segment

[fx(y), fr(2)] par les segments [fx(y), fr(@)] et [fi(x), fx(2)]-

Cette transformation sera appelée par la suite transformation A (elle
correspond au Cas A de Jones, voir le paragraphe 2).

On cherche maintenant & évaluer A = Z(Fg_zl) —U(Ty).
Soit ¢ une constante positive tres petite.

Supposons dans un premier temps que Boo (7, K27V E) < 0.

. fk(x)

o fr(2)

D
fu(y) F
Figure 3

On consideére Dy, une droite pour laquelle

diSt(y, Dk)

1
ﬁl(x,KZ_kN,E):i/
K27kN | e pnB(ero-rvy K27RN

dH(y).

Alors, d’apres le Lemme 2.3 et (20), si K est assez grand par rapport a
K3 et A,

(27) dist(fx(x), Di) < CBy(x, K27 E)27FN
(28) dist(fx(y), Dy) < CBy(x, K27 )2V
(29) dist(fx(2), D) < Cpa(z, K27, E)27 .

D’o1, si on note D la droite engendrée par fi(y) et fi(z),
(30) dist(fx(z), D) < CBy(x, K27FN E)27FN,
Donc, par le théoreme de Pythagore,

A = dist(fr (), fr.(y)) + dist(fx (), fr(2)) — dist(fx(y), fx(2))

31
BY < opya 2V B2,
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Supposons maintenant que (o (2, K27V E) > ¢.
On a alors d’apres le Lemme 2.2,

By, K27 E) > O B (z, K27FN E)? > C e}

Donc,
(32) A=UIL,)—U(Tx) < dist(fi(), fu(y)) +dist(fa(x), fi(2))
< (1 + K3)dist(fx(2), fr(y))
< C(1+4 K3)K227FN dapres (24)
(33) 07(1 + 53)K2 By (z, K27FN+L E)2o=kN,
0
Donc,
(34) A < OBy (x, K27FNFL B)2o=kN,

Cas A TL dist(fi(y), fr(z)) < K3 ' dist(fi(2), fi(@)).

Fi(@1+)1 est obtenu en ajoutant & I'y, le segment principal [fi(y), fx(z)]
et le segment non principal

[fe(@), fr(x) + K3 (fu(z) — fr(y))).

Cette transformation sera appelée par la suite transformation B (elle
correspond au Cas B de Jones, voir paragraphe 2).

fr(z)

o frr1(2)

fu(y) fr(2)
Figure 4

On aalors A = (T ) — U(Ty) = (K3 + 1) dist(fi(y), fu(x)).
Supposons que oo (7, K27V E) < &0.
Si [fr(y), fr(z)] est un segment de la k-ieme génération, on a
A < O(K3 + 1)Ky dist(fi(2), fr(2))

< O(K3 + DK dist(fr(y), fi(2))-

Si [fx(y), fr(2)] est un segment de la j-iéme génération (avec j < k),
on a

(35)

dist(f: (), f;
(36) A< C(K2+ 1Ky bt(gﬁsz’i;]{a(z)).
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Ceci vient du fait que d’une étape a une autre, les longueurs sont di-
visées par deux. Ainsi, sur la Figure 4, on suppose que ' € Agio
et qu’il sera inséré a l’étape k + 2 par une transformation B. Alors,

dist(fr+1(2'), fr+1(y)) est de Pordre de %dist(fk(x), fe().

Remarques.

1. Lalongueur [ du segment non principal [fx(z), fi(z)+ K3 (f(z)—
fr())] vérifie

| = K32 dist(fr(x), fe(y))
> K5K 27",

On retrouve l'inégalité (26) du paragraphe 3.

2. Puisque Boo (7, K27*N E) < gy, le segment [fi(y), fr(2)] ne
subira qu’un nombre borné de transformations B (en fx(y)).

3. Ce cas est treés proche du Cas B de Jones (voir paragraphe 2):
on verra que le segment [y, z] est inclus dans I'. Ceci est di
essentiellement au fait que, pour tout j > k, [f;(v), fj(2)] C T
ne subira que des transformations B. En effet, z est le point de
Apj+1 le plus loin de Ay, et il est déja trop preés de y. Donc, si N
est assez grand, aucun point ' € A, j > k, ne peut étre & égale
distance de y et z, c’est a dire vérifier les conditions du Cas A 1.

On voit alors, d’aprés (35) et (36), que la longueur totale
ajoutée lors de toutes ces transformations B sera, en choisissant
bien les constantes Ko, K3, A et N, tres petite devant la longueur
de [y, z].

Si Boo(z, K27V E) > &4, on retrouve pour A l'estimation (34).
Supposons maintenant qu’il n’existe pas de z € Ay tel que 'on ait la

propriété () pour [fk(y), fx(z)]. On va alors essayer de se ramener aux
cas de référence A T et A IL

On suppose dans un premier temps que foo(z, K27*N E) < g.

Cas B 1. fi(y) est Uextrémité d’un segment principal [fx(y), fr(2)]
avec

dist(fr.(2), fi(y)) < K3 dist(fi (@), fi(2))-

On peut alors utiliser une transformation B:

On construit F§c1421 a partir de I'y en ajoutant le segment principal

[fe(y), fe(x)] et le segment non principal [fi(z), fi(2) + K3(fi(z) —
fe())]-
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Les estimations sur l(I‘,(Cl_zl) — (T'y;) sont les mémes que (35) et (36).

Cas B II. Pour tout segment principal [fi(y), fx(2)] dont fi(y) est
une extrémité,

(37)

Donc,

(38)

dist(f(z), fr(y)) > K3 ' dist(fi(2), fi(2))-

I([fe(y), fu(2)]) < (K3 + 1) dist(fr(2), fr(y))

C(K3+1)K227FN d’apres (24)
< K27V par choix de K.

<
<

On ne peut plus utiliser le méme argument que dans le Cas B II, car
le segment [fi(x), fr(2)] est trop court. On va alors passer a I’échelle
inférieure, c’est a dire insérer des points de Agyo.

On va montrer dans un premier temps que fx(x) est Uextrémité d’un
segment non principal.

On distingue deux cas.

Soit fi(y) est 'extrémité d’un seul segment principal (on dira
que fr(y) est un bout de T'), alors, d’aprés les hypothése de
récurrence (propriété du cone), fr(y) appartient & un segment
non principal.

Soit f(y) est I'extrémité de plusieurs segments principaux de T'y.

Soient L et L' deux segments principaux de T, dont f(y) est
une extrémité (voir Figure 5).

Puisque dist(fx(z), fu(y)) > K127, et que la projection de
fx(z) sur la droite contenant L et celle sur la droite contenant L’
sont en dehors de L et L’ respectivement, I’angle entre L et L’ est
plus petit que g

De plus, comme Bo (z, K27V, E) < ¢g, et puisque I(L) et I[(L')
sont inférieurs & K27 d’apres (38) et que les extrémités de L
et L' sont dans F, angle entre L et L’ est trés petit (d’autant
plus petit que g est petit).

Dong, si gg est tres petit devant 6, tous les segments principaux
de T, contenant fi(y) sont dans un coéne de sommet fi(y) et
d’angle 6.

On en déduit, d’apres la propriété du cone, que fr(y) est
Iextrémité d’un segment non principal de T'.
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Remarque. Un tel point a été a une génération précédente un bout.

K B (2, K2—FN, B)2-kN fny) _L—F
fe(y)

Figure 5

Done, dans tous les cas, fi(y) est Uextrémité d’un segment non prin-

cipal [fx(y), ar(y)] de T'y.
D’apres (24), dist(z,y) < Ky27V,
Donc, si A est assez petit, dist(fi(), fr(y)) < 2K2277N,
D’ot, d’apres (26),

(39) dist(fi (), fr () < 2K Ky U([fuy), ar(y)]).

On considere alors xg, ... ,2;41 les points de Ago tels que
o 1o =yetr =x;
e 1; et x;41 sont voisins dans Agyo (voir Figure 6).

On va insérer ces points dans ['.

Z1 X X
PSR e e °
o ° L4
o =1Y Tiy1 Ti41 =T
Figure 6
Remarques.
1. Les points z1,... ,x; existent si N est choisi assez grand.

2. [ est borné d’apres (21).
3. On peut “ordonner” les x;, car, puisque s (2, K278V E) < g,
ils sont tous proches d’'une méme droite.
Soit ; (i € {1,...,1}) le point le plus prés du milieu du segment [z, y].

Le point x; vérifie la propriété (x). Donc, les seuls cas pour l'insertion
de z; sont les Cas A T et A II.

Premier cas: Ky ' dist(fi(2), fe1(2:)) < dist(fa(y), fora(z:)) <
Ky dist(fi(x), frt1(z:))-

Alors, on utilise une transformation A et on construit f‘,(fl_gl en ajoutant
a L'y les segments [fi(y), fur1(z:)] et [frt1 (i), fu(2)].



SOUS-ENSEMBLES DE COURBES AHLFORS-REGULIERES 513

Remarque. fii1(z) = fr(z) car x € Ap4q.
Par un calcul identique a (31),

U fr()s fr1(@a)]) + U frs1(20), fr(2)])
<U([fu(@), fu(y)]) + CBi(z, K27FN | E)227FN,

Deuzieme cas: dist(fi(y), fos1(2:)) < K3t dist(frp1(zs), fr(x)). (on
suppose que z; est plus proche de y que de z, le cas inverse est identique).

On utilise une transformation B. f‘,(glll est construit en ajoutant les seg-

ments [f(y), fu(2)], [fi(W); frr1(zi)] et [frrr(@i), K3 (frs (22) — fi(y)]-

On a alors par un calcul identique & (35),

UD)) = UTw) < UIfuy), fu@)]) + (1 + KDUfrly), forr (@)
< (14 (14 K K3 DULfr(y), frl(@)]).

Puis, on considere x;, i # ', i € {1,...,l}, le point le plus prés du
milieu de [z;, 2] (ou, au choix, du milieu de [y, z;]). On construit f‘,(f_gl a

partir de fgﬁl en insérant fiy1(x;) par une transformation A ou B.

(40)

Et, on insere de cette fagon tous les points z1,... ,z;.
Soit 'y ’ensemble connexe ainsi obtenu.

On construit F,(clJZl a partir de fk+1 en ajoutant le segment
[fr+1(@), aps1(2)] ot ag41(z) est un point tel que {([frt1(2), ar+1(2)]) =
K, K32~ F+DN (yoir Figure 7). Ce segment ne sera pas modifié lors de
la construction de I'y 11 et puisqu’il n’est pas principal, on le choisit avec

cette longueur afin que la propriété (26) soit préservée.

ak+1(z)
Jra1(z1)
T @) = frn ()
fk(?/) fk+1($z) k = Jk+1
Figure 7

Il nous reste & estimer Z(F,(:le) —I(Ty).
La somme totale des longueurs ajoutée par les transformations A est,
par un calcul identique a celui effectué dans le Cas A I, majorée par
l
Cp(z, CKQ—kN,E)22—kN + 0251(371" CKQ—(IC+1)N’ E)22—(k+1)N.

i=1
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La somme totale des longueurs ajoutée par les transformations B est
majorée par un calcul identique a (35) et d’apres (39) et (40),
C(+ (1+ K3 K3 U fi(y), fu(@))
+C(1+ KK Y ([ frra (@), frpa(@a)])

i

(41) oy 1y 1 1 3
<C(1+ 1+ K3)Ky Ky Ky dist(fi(y), ar(y))
+C(1+ K3)K3! ZdiSt(fk+1(xi)a Tet1(zir)).
IRY
ol la somme se fait sur les indices ¢, i’ de {1,... ,1+1} tel que le segment

[fe+1(xi), fe+1(zir)] a subi une transformation B.
On en déduit

l(fk+1) —UTy) < OB (z, CK27HN | B)29-kN
1
+ 0251(%7C’K2—(’f+1)N?E)22—(k+1)N
i=1

+CO(L+ (1 + KKy KT Ky dist(fr(y), ar(y))
+C(1+ KKy dist(fira (i), fryr(@i))-

De plus, d’apres (26),
(42) W[ frr1(2), apgr (@) = K K527 FEON <27 Ni([ f.(y), ak(y))-
Donc,

UT), —1(Th) < CBy(x, CK27FN | B)2a=kN
1

(43) +C Z 01 (x4, CK2~ (DN E)QQ*(’“H)N
i=1
FO(H KRR I Ry 427 )dist(fu(y), )
(44) +OA+ KK dist(frgr (21), frar (@1r)).
Remarques.

1. Pour un tel point y, une telle transformation n’arrivera qu’une
fois lors de la construction de T.

2. Les points fry1(x;), i = 1,...,1, ne seront pas modifiés avant la
construction de I'gy3.
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Si Boo(x, K27*N E) > g4 (donc By(z, K27*N+1 E) > (2)) on
obtient I‘,(flll en ajoutant les segments [fi(y), fx(x)] et [fx
K2(fe(x) — fr(y))] et on a alors par un calcul identique a (3 )

(M) — 1(Ty) < C27FN

(45) —kN+1 260—kN
< CB(z, K2 ,E)?27kN,

On pose A,(Cngl =AU {z}.

Soit «’ le point de Apy1 le plus loin de A&h et on suppose que z’ &
F,(:JZI On construit a partir de F,(Clll un ensemble connexe contenant
fr(2z") en utilisant la méthode décrite précédemment. Puis, on applique
cet algorithme pour tous les points de Ajy1.

Soit fk+1 l’ensemble connexe (qui contient tous les fix(x), € Agy1)
ainsi obtenu.

Remarque. r k41 Vérifie la propriété du cone. En effet, les seuls
points fi(z), * € Ajy1, pouvant poser un probléme, sont ceux insérés
par une transformation B. Or, par construction, ces points appartiennent
a un segment non principal.

5. Construction de I';,; & partir de I';,,

On transforme f‘kJr] pour obtenir I't41, en appliquant ce qui suit
(i) Pour tout z € Ag41, on remplace fi(z) par fri1(x).
On rappelle que fr(x) = frr1(x) six € Agyy ousi fr(x) vérifie
la propriété 2 du Lemme 2.3 & I’échelle 2~ (++DN,
Ainsi, f(x) est remplacé par fry1(x) si fr(z) est relativement
loin d’une droite Dy minimisant 3y (z, K2~ *+UN E).
(ii) Considérons une extrémité d’un segment de f‘k+1 n’appartenant
pas & Agy1 (ni & Agyo). Alors, ce point est 'extrémité d’un

seul segment de I'x11. On note ax(x) ce point et [fr(x), ar(x)] ce
segment. Alors, le point ay(z) devient le point agy1(x) avec

- U[fe(), ax(2)]) = W[ frt1(2), aps1(2)];

- ag+1(z) appartient & la droite (fx(z),ax(z)) (voir Figure 8).
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frt1(x)

ak+1()

fr(x) ak(z)
Figure 8

1l nous faut maintenant estimer I(T'gy1) — [(Thi1).
Le but est de controler la longueur ajoutée quand on remplace fi(x)
par fii1(x)

- soit en termes de (;

- soit en montrant que la longueur ajoutée est tres petite devant
27FN (qui est comparable & la longueur d’un segment non princi-
pal de la k-ieme génération) dans le cas ou fi(x) est 'extrémité
d’un segment non principal ou devant la longueur d’'un segment
principal de T, (ayant subi une transformation B) contenant f ()
de telle sorte que la longueur totale ajoutée aux différentes étapes
sera petite devant la longueur d’un segment de I' contenant x
(voir la Remarque 3 dans le Cas A II du paragraphe précédent).

Remarque. Comme pour un segment ayant subi une transforma-
tion B, un segment non principal ne subira, dans la suite de la construc-
tion, que des modifications benignes, essentiellement données par le (ii)
du début du paragraphe.

Il est inutile de s’intéresser au cas des segments non principaux, car
leur longueur est préservée d’apres ce qui précede.

Considérons le cas d’un segment [fxt1(x), fr+1(y)], ot z, y sont dans
Ayg.

On a alors pour ce segment 2 cas: soit il n’a pas été transformé
(Cas A 1), soit il a subi une transformation B (Cas A II). En fait, on va
voir que ces deux cas sont tres proches.

Cas A I. [fr(y), fr(x)] est un segment qui n’a pas subi aucune trans-
formation (ni A, ni B) & cette étape.

On suppose dans un premier temps que oo (2, K27V E) < g.

On va en fait montrer qu’'un tel segment subira aux échelles suivantes
que des transformations B.

Soit z € FE tel que la projection de z sur (fx(z), fr(y)) est dans
[fr(2), fe(y)]-
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On suppose en outre que z vérifie

(46) dist(fi (), fr(2)) < 10K, 2~ (F+DN

Remarque. Tous les points de Ay dont la projection sur (fx(x),fx(v))
est dans [fx(z), fr(y)] vérifie (46) (éventuellement avec fi(y) & la place
de fi(x)), sinon le segment [fx(x), fx(y)] aurait été modifié.

Alors,

dist(fr(y), fe(z)) > K275 — 10K, 2~ DN
> K (1—1027N)27*N,

Donc,

-N
st (), fu(2)) < T ne sy AstUfi(y), Sil2)

< K3 dist(fi(y), fr(2))

car 27N < Kt

Or, tout point z € A;, I > k + 1, tel que la projection de f;(z) sur
(fi(x), fi(y)) est dans [fi(z), fi(y)] vérifie (46), donc il ne pourra étre
inséré que par une transformation B.

Si [fr(x), fx(y)] est de la j-itme génération avec j < k, alors, d’apres
(25),

dist(frt1 (@), fr+1(y)) — dist(fx(2), fr(y))
< 2A27(k+1)N
1 dist(f;(2), f5(y))

< CAKD — G5~

Si Boc (2, K27V E) > £, alors
(48)  1([frtr (@), fer1()]) = U[fe (@), fu(y)]) < 242 (R+DN
< CBy(z, K27, E)?27FN,

Cas A II. [fr(2), fr(y)] a subi une transformation B. Alors, d’apres
le Lemme 2.3, si le segment est de la k-ieme génération,

(49) dist(fe+1(2), fer1(y)) — dist(fr(2), fe(y)) < 2427 FFDN,



518 H. Pajor

donc d’apres (25),

(50) dist(frq1(2), forr (y))—dist(fi(2), fi(y)) <AKT " dist(fr(@), fr(y))-

Si maintenant [fx(x), fr(y)] est un segment de la j-ieme génération avec
J <k,

(51) dist (i (). foer ()-<list (o). fu () < 0K ST W),

Il nous faut reste & considérer le cas de segments [fy+1(), frt1(y)] ont
T €Ak, Y E Apy1.

Considérons = € Ay, et supposons que oo (z, K27% E) < eo.

Alors fryi1(x) est une extrémité d’au plus deux segments dont les
autres extrémités sont des points du type fr+1(y) avec y € Ag41.

Cas B I. il y en a exactement deux fr1+1(y) et fr+1(2) (v et z sont
dans Aj41).

Alors fri1(y) = fe(y) et fuga(2) = fu(2).

On suppose que fx(x) # fr+1(z) (sinon rien n’a été modifié).

Le calcul de la longueur ajoutée est identique & celui de (31).

Ainsi, si on note Dy 1 une droite minimisant 31 (z, K27*¥ E), on a,
d’apres (20),

dist(fx(2), Diy1) > CBy(z, K2~ FHDN pyo=(k+DN
dist(frs1(z), Diy1) < CPBy(x, K2~ FHDN pyo=(k+DN
dist(frs1(y), Drs1) < OBy (z, K2~ RFDUN pyo=(k+DN
dist(fry1(2), Dig1) < OBy (z, K2~ KON pyg=(k+DN,

On en déduit
dist(frq1(z), D) < CBy(x, K2~ RN pyg-(:+DN

ou D est la droite engendrée par fi(y) et fi(2).
D’ou, d’apres le théoreme de Pythagore,

dist(fr41(2), fer1(y)) + dist(frr1 (@), frra(2))
< Cpy(w, I(Q_(k"‘l)N7 E)22—(k+1)N
+ dist(f(y), fr(2))
< C/Bl($7 ]«'{'2—(I€-|-I)N7 E)QQ_(I’H-l)N
+ dist(fr(y), fi(z)) + dist(fr(2), fr(2)).
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On a donc
dist(fr+1(y), fi1(2)) + dist(frt1(2), frt1(2))
(52) — dist(fx(y), fr(z))
— dist(fx (), fr(2))

< Oﬁl(x,Kzf(k+1)N7E)227(k+1)N.

Cas B II. il y en a un seul fri1(z) (y € A1) alors frr1(y) = fr(y).

Premier cas: fr(z) est Pextrémité d’un segment [fx(x), fx(2)] de Ty
tel que

(53) W([fe(), fu(2)]) = K27FN.

Si K est tres grand devant 2V, ce segment ne peut subir qu’une trans-
formation B (car & cause de la propriété de densité de A, aucun point
de E ne peut étre & une distance comparable de z et z, voir Figure 9).

fr(z) fu(2)

fe(y)

Figure 9. Aucun point de E n’est dans la zone hachurée.
Soit kg < k le plus petit indice tel que

(54) U([fro(2), fro(2)]) > K27H0N.
On a alors

dist(fr+1(2), fr+1(y)) — dist(fr (), fi(y))

(55) < 9249~ (+DN
N diSt(fko (Z‘), fko (Z)) )

2(k—ko)N

<20AK 2~

Deuzieme cas: Tout segment principal de T'y dont fi(x) est une
extrémité est de longueur inférieure a K2*N.
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Si foo(r, K27FN E) < g, alors d’apres la propriété du cone (comme
dans le Cas B II du paragraphe précédent), fri1(x) appartient & un
segment non principal [fy1(2), apt1(x)].

On a

(56)  dist(fri1(x), frr1(y)) — dist(fr(x), foy1(y)) < CA2~HEFDN

Supposons maintenant que
Boo(z, K27kN E) > ¢ (donc By (z, K27*N+1 E) > C~1ed).

fe(x) est Pextrémité d’un nombre borné de segments de T'yy; dont
lautre extrémité est un point de Ax41, donc la longueur totale “perdue”
A(pour ces segments) quand on remplace fi(x) par fi4+1(x) est majorée
par

(57) A < CA2~ DN < O (2, K27FNTL B)29=FN,
On a donc obtenu
(58) U(Txgn) = UTR) = I + 130, + 02 + 1),

avec

o l,(clﬁl est la “longueur totale ajoutée” par I'insertion de points de

FE suivant la transformation A.
D’apres (31) et (34), on a

(59) o< Y pia K2R B2,
TEAR1
° l,(i)l est la “longueur totale ajoutée” par l'insertion de points de

E suivant la transformation B (sans compter les segments crées
dans le Cas B II du paragraphe 4), lorsque le 3, est petit.

° 11(521 est la “longueur totale ajoutée” quand on remplace fi(x) par
fk+1(x), T € Ak.

11(21 = Z(Fk—H) - l(fk+1)-

. l,(ﬁl est la “longueur totale ajoutée” quand on insére un segment

dans le Cas B II du paragraphe 4.

11 est clair, d’apres le choix de 'ensemble Agy1, que 'y vérifie les
mémes propriétés que I'y, & Péchelle 2 (F+DN
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6. Fin de la construction de T

Soit I' I'ensemble connexe obtenu en itérant la construction précédente.
On a, d’apres (24), E C T

Nous allons maintenant évaluer [(T").

On a, d’apres (58),

(60) (D) = 1) < S0+ 312+ 31 + 370y
k k k k

Or, d’apres (59),

(61) SV <N Y Bila, K27k B2k

k kE z€A

Il nous faut maintenant évaluer les trois autres sommes. Le but est de
montrer qu’elles sont petites devant la longueur de T'.

Commengons par quelques remarques.

e T' contient des segments [z, y] olt et y sont dans un Ay pour un
certain k. Donc, pour tout j > k, [f;(z), f;(y)] C T;.

On note S cet ensemble de segments.

On dira qu’un tel segment est de la k-ieme génération si
[fe(z), fr(y)] est un segment de T'y et un des deux points = ou
y n’est pas dans Ag_1.

En fait, ce segment a subi, a partir de la k-ieme étape, que des
transformations B, et & chaque étape, le nombre de transforma-
tions B est borné (si S est petit).

Remarque. Si le segment [fx(z), fr(y)], = et y dans Ay,
a subi une transformation B, alors aucun de ses “successeurs”
[f;j(z), f;(y)], 7 > k, ne subira A (voir Remarque 3 dans le Cas A II
du paragraphe 4). Ceci implique que seuls les segments de S @
ont une contribution a Z l,(f).

k
On en déduit que pour un tel segment, si A est assez grand, il

existe kg > k tel que, pour tout j > ko,
(62) U([f(@), f;(y)]) = K277,

Evaluons dist(fx(x), fr(y)) par rapport a dist(z,y).
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On a, d’apres (49),

(63) |dist(z,y) — dist(fx(x), fx(y))| < 24 Z 9—(+1N
jzk
(64) < 2427FN,

Donc, d’apres (25),
(65)  |dist(z,y) — dist(fx(2), fr(y))| < 24K " dist(fi(), fi(y))-

D'ot,

. 1 .
(66) dist(fx(2), fr(y)) < mdls‘ﬂ(%y)~
e I contient de segments [z, ax, ()] pour lesquels il existe k tel que

-Tc Ak;

- Goo(z) est le point limite d’une suite (a;(x));j>x ou
[fij(z),a;(z)] CT; et ajr1(x) est construit & partir de a;(x)
en suivant le procédé décrit au début du paragraphe précé-
dent.

(Pour tout j > k, a;(x) € Aj).

Soit S I'ensemble de ces segments.

On dira que [z, as ()] est de la k-ieme génération si k est le plus

petit indice pour lequel les propriétés précédentes sont vérifiées.

Pour un tel segment, pour tout j > k, on a

(67) dist (2, oo () = dist(f; (x), a; ().
Remarque. Un tel segment vient d’une transformation B.

Commengons par évaluer Z ll,(f)7 c’est a dire la longueur ajoutée par
k
des transformations B, et pour cela considérons [z,y] € S (1) de la k-iéme
génération.

La somme totale I des longueurs des segments construits au cours
des différentes étapes selon la transformation B et ayant pour extrémité
fi(x) ou fi(y) avec j > k (lorsque Boo(z, K27*N E) < &y ou
Boo(y, K27FN | E) < g0) vérifie, d’apres (35) et (36)7

dist(fr(z), fr(y))
2(k— J)N

(68) I<C(K3+ 1)Kz
j>k

(69) < 20(K35 + 1)Kyt dist(fi(x), fx ().
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Donc, d’apres (66),

20(K2 DE;!

70
(70) T 124Kt

dist(z,y).

D’ot, si A est assez petit et si K3 est assez grand par rapport & Ko,
71 1< —I .

() < o=l ([2,9))

On en déduit

@ <
(72) zk:z < mOOZ(F).

Evaluons maintenant Z l,(:l).
k
D’apres (44),

SV <N Y Bila, 0K27MY E)22 kN
k k z€AL

+ > (CO+ A+ KKK Ky +27V)I(L).
LesS(®)

(73)

Donc, si K3, N sont assez grands,

(74) (CA+ 1+ KHE;HEK P +27N) > l(L)SWIOOZ(F).
LesS®

Remarque. On n’a pas tenu compte dans (44) de la somme en i et
7' qui a déja été comptabilisé dans Z l,(f)
k
Il nous reste a évaluer Z 1%,
k
On a d’apres (48), (52) et (57),

(75) Zz“ <03 N pile, CK27FN B2 4 N0

k xzelAyg k

ol [’(63) est la “longueur totale ajoutée” quand on remplace fi(z) par
fra1(x), x € Aggq, lorsque Boo (z, K27V E) < g4 (en dehors du Cas B I
du paragraphe 5).
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Notons Z » et evaluons la contribution a [ des segments de S
k
puis de S
Si [z, y] est un segment de S de la k-itme génération, sa “contribu-
tion” A & [ est majorée d’apres (47), (50), (51) et (55) par

(76) CAK} 1; dist( J;’g]( Z) W) o0 ak—1o- N; dist( fl;o(g )k;{ko(y))
1= J=ZRo

ou kg < k est le plus petit indice tel que, pour tout j > ko,
dist(f; (). f;(y)) = K279 (voir (62)).
Remarque. Le second membre vient du premier cas du Cas B II du

paragraphe précédent.
Par un calcul identique a (66),

() sty ), fay () < 75 =([2.9)).
1

Donc, d’apres (66) et (77),

(78)

CAK! 2CAK 12N
A< — + —
1 - 24K, 1 - 24K,

)i

D’ou, si K1, K et N sont assez grands, A est assez petit,
1
(79) A < —I([z,y]).

Si [, aso(2)] est un segment de S de la k-ieme génération, sa con-
tribution A & [ est majorée d’apreés (56) par

A<CAY 27N
izk
<20A27HN
< 20AK; 2K dist(fi(x), ax(x)) d’apres (26)
< 20AK; 2K dist(z, aso (2)).

Donc, si K> est assez grand par rapport a Ki et A,

1
(50) A < gl as (@),
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On a donc d’apres (79) et (80),

1
—(I").
10001( )
Donc, d’apres (60), (61), (72), (74), (75) et (81),

WD) —UTo) <C> Y iz, K278 E)*27F + WIOOZ(F)
(82) k zEAg

(81) 1<

1 1
+ 1000 U+ 1000 UL

D’oti, d’apres (6) et la construction de Ty (propriété (Fp) du para-
graphe 3),

(83) I(T) < C diam E.

Remarque. On peut utiliser ce qui précede afin de construire la
courbe rectifiable I' du Théoreme 1.3.

Alors, d’apres (7) et (82), on a
(84) IT) < C(B(E)* +diam E) .

Il nous reste & montrer que pour tout « € I', tout R €]0,diam [, (1)
est vrai.

Notons que, pour tout ensemble connexe, I'inégalité de gauche de (1)
est toujours vérifiée.

Soient z € I', 0 < R < diam T
On considere Pentier k tel que 2= *+DN < R < 2=kN
On note I'(z, R) = I' N B(x, R) et pour tout j > 0, [';(z,R) =T, N
B(z, R).
Par un calcul identique & ’évaluation de I(T"), on a
(85)  UT(x,R)) —I(T(z, R) <C D Y Bu(w, K27V, E)*277N,
>k zeA,
D’oti, d’apres (6),
(86) I(T(z,R)) — I(T'x(z, R)) < CR.
Or d’apres (25) et (21), il est clair que le nombre de segments de T'y
intersectant B(x, R) est borné, et donc I(T'x(z, R)) < CR.
D’oti pour tout z € T, tout R €]0, diam [,
(87) HY(T'n B(z,R)) < CR.
Donc I' est une courbe Ahlfors-réguliere.
Ce qui termine la preuve du Théoreme 1.2.
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