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DEFORMATION DE L’ALGEBRE DES COURANTS
ASSOCIEE AU GROUPE DE POINCARE

Faouzl AMMAR

Abstract

Our main purpose in this paper is to compute the second group of
local cohomology of the current Lie algebra G g with type Poincaré
Lie group G and stated the local deformations associated.

1. Introduction

1.1. L’algebre des courants. On considere F' un fibré principal sur
une variété M de groupe de structure G dont I’algebre de Lie est G. On
note Fg le fibré vectoriel associé a F' correspondant a la représentation
adjointe de G dans G. L’espace des applications G-équivariantes de
I’espace total de Fg a valeurs dans G s’identifie & ’espace des sections
du fibré vectoriel Fg, noté Gp.

On a ainsi sur Gp une estructure d’algebre de Lie donnée point
par soint par celle de G. L’algebre de Lie Gp est appelée 'algebre
des courants du fibré principal F. On rappelle qu'une p-cochaine ¢

de G dans Gg est locale si suppe(si,...,sp) € () supps; pour
1<i<p
tous s1,...,5, € Gp et supp désigne le support d’une section. On

vérifie facilement que l'espace des cochaines locales de Gg dans Gg
forme un sous complexe du complexe de Chevalley-Eilenberg de Gp a
coefficients dans la représentation adjointe et sa cohomologie est notée

(G, GF).

1.2. L’algébre de Lie Goo(m). Si m = dim M, on note Goo(m)
I’algébre de Lie des séries formelles a coefficients dans G et en m indé-

terminées t1,... ,t,. Pour un multi indice @ = (ay,...,a,) et pour
T € G on note:
Tat® = xot]" .. t%m . Les éléments de Goo(m) s’écrivent sous la

m
forme > t*z,. On note |a| la longueur de «, soit || = > «;.
« i=1
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L’algebre de Lie Goo(m) opere naturellement sur G par Paction ad-
jointe du terme constant, soit Y t“x, — ad xg.

«
Soit ¢ une p-cochaine de Go,(m) dans G, pour tout multi indice a on
définit la composante de ¢ notée c, comme étant ’application linéaire
de GP? dans G définie par:

Co(T1,. .. xp) = c(zt™, ..., 2pt™?)
sia=(ai,...,ap) et x1,...,2, dans G.
Une p-cochaine non nulle sera dite homogene d’ordre k si on a
ca(Z1,...,2p) = 0 pour tous les multi-indices a = (ai,...,q,) tels
que |a| # k.

Le crochet étant d’ordre 0, si ¢ est une cochaine d’ordre k, son bord
est aussi une cochaine d’ordre k, donc ’espace des cochaines d’ordre k de
Goo(m) dans G, noté C* (G (m), G)i, est un sous complexe du complexe
de Chevalley-Eilenberg pour la représentation adjointe.

On a une décomposition en somme directe de sous complexes du
complexe des cochaines de Goo(m) & valeurs dans G continues (pour la

topologie m-adique de Gy, (m)) CH(Goo(m),G) = P CHGo(m),G)y.
k>0

Il y a donc une décomposition analogue au niveau de la cohomolo-
gie H(Goo(m),G) = @ HZ(Goo(m), G)i.
k>0

1.3. Position du probléme. Le lien entre les deux cohomologies
définies précédemment est donné par le théoréme suivant:

Théoréme 1.1 ([1, Proposition 1]). Soit M une variété parallélisable,
on a:

Hioo(Gr,Gr) = HZ (Goo(m), G) @ C(M; C).

Nous allons voir que le calcul de H2 (G r, Gr) se raméne au calcul de
la cohomologie des cochaines G-invariantes continues de G, (m) & valeur
dans G, ce calcul va étre l'objet du paragraphe 3.

Le paragraphe 2 est consacré a introduire le groupe de Poincaré et
ses invariants que ’on va utiliser dans le paragraphe 3. Dans la suite P
désignera I’algebre de Lie du groupe de Poincaré que ’on apellera algebre
de Lie de Poincaré pour abréger.

On suppose que le fibré est trivial et que la variété est parallélisable,
le passage au cas général se fait sans difficultés majeures (le calcul de
la cohomologie de I’algebre des courants devient un probleme purement
algébrique en remplacant Gr par G® G (m) qui est le produit tensoriel
de lalgebre de Lie G par une algebre lisse).
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Une grande partie de ce travail est consacrée aux calculs cohomolo-
giques afin d’étudier les déformations de ’algebre des courants; rappelons
brievement les définitions nécessaires.

1.4. Déformation d’une algebre de Lie.

1.4.1. Crochet de Richardson-Nijenhuis [4]. A tout espace vectoriel V'
on associe I'espace A(V) = @ AP (V) ou AT (V) est 'espace des ap-
p=>—1
plications (p + 1) linéaires alternées de V' & valeurs dans V. Muni du
crochet de Richardson-Nijenhuis A(V) est une algebre de Lie graduée.
Le crochet de Richardson-Nijenhuis est défini de la maniére suivante:
Si A€ A%(V) et B € A®(V) on définit le produit intérieur i(B) - A,
qui est une application (p 4+ ¢ + 1) linéaire de V' & valeur dans V, par
i(B) - A(xo, 1,5« s Tprq) = A(B(20, %1, s Tp)s Tpt1,--- ,Tptq) €6 ON
pose

(a+b+1) wipir(@+b41)!
a1 oy @UB) A+ ()R

1.4.2. Soit V un espace vectoriel et Py : V x V — V un crochet de Lie
sur V, on notera G = (V, Py) l’algebre de Lie obtenue. Une déformation
vraie a U'ordre 1 de G est une famille & un parametre P, = Py + tP;
d’applications bilinéaires antisymétriques de V' x V dans V, telle que P;
soit un crochet de Lie. Une famille P; = Py+tP; définit une déformation
vraie & 'ordre 1 si et seulement si [|P;, P;|] = 0. Comme [| Py, Py|] = 0,
cette condition équivaut a [| Py, P1|] =0 et [|P1, P1|] = 0.

(|4, B[] = a(i(A) - B).

2. Préliminaires sur le groupe de Poincaré et ses
invariants

2.1. Rappel sur 1’algebre de Lie so(3,1). Posons

-1 0
-1
J = 1 ;
0 1

on identifie alors so(3,1) & {4 € M(4,R)/*AJ + JA = 0}.
Nous utiliserons la base suivante de so(3, 1) formée des matrices M;,
N;, 1 <1 <3 telles que:

[M;, M;] = [N;j, N;] = €5 My; [M;, Nj] = €4 Ny

Pour 1 < 4,7,k < 3; (e45%) étant le tenseur completement antisymétri-
que €123 = 1.
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Il y a un isomorphisme entre so(3,1) et 'algebre de Lie réelle si(2,C)
des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans C de trace nulle. Soit
{o;, 1 =1,...,4} une base de I'espace vectoriel H des matrices carrées
hermitiennes d’ordre 2 définie par:

0 1 0 — 10 .
01=<1 0); 02:(1' Ol>; 03=<0 _1>; oy =id.

L’isomorphisme est donné par M; — —%O'j; N; — %oj; 1<5<3.

Le groupe de Poincaré est le groupe des isométries affines de ’espace
temps de Minkowski. Son algebre de Lie P s’identifie au produit semi-
direct de so(3,1) par R* via l'action naturelle de so(3,1) sur R*. En
posant L = so(3,1) et T = R*, nous notons cette algebre de Lie P =
LxT.

Pour (a,b) € (R*)? et A, B € s0(3,1) on a donc le crochet:

[(A,a), (B,b)] = ([A, B], Ab— Ba), ot [A, B] = AB — BA.

Dans la base précédente de so(3,1) et la base canonique (e;) (i =
1,2,3,4) de R%, ce crochet s’exprime par:
[Mj, ex] = ejmer;  [Mj,ed] = 0;
[Nj,ej]:e4; [Nj,64]:€j; 1§j,k,l§3
Nous pouvons aussi réaliser 1’algebre de Poincaré P comme une algebre

de matrices; en effet P s’identifie & ’espace des matrices X € M (3,C)
telles que

a b u
X=|c —a v
0O 0 O

dont le crochet est défini par [X7, Xo] = X1 X5 — X2 X;.

La sous algebre P, = {X € M(3,C)/u = v = 0} est semi simple et
correspond au sous-groupe des transformations homogenes (transforma-
tions de Lorentz).

L’idéal P, = {X € M(3,C)/a = b = ¢ = 0} correspond au sous
groupe des translations.

2.2. Les applications bilinéaires P-invariantes. Nous allons dé-
terminer les applications bilinéaires P-invariantes de P a valeurs dans P,
qui vont nous servir pour calculer H2(P.,(m), P) (Théoréme 3.1) dans
le paragraphe 3.

Soit s : P x P — P bilinéaire et P-invariante; s vérifie [X,s(Z,Y)] =
s([X,Z],Y) +s(Z,[X,Y]) pour tous les X, Y, Z dans P.
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Proposition 2.1.

i) Soits: LxT — P une application bilinéaire et L-invariante alors:

s(Mi,ej):—s(Mj,ei):D[Ml-,ej] 1 S’L<]§3
$(Ni, e;) = Dey; s(N;,eq) = De; 1<i<3 o0 D est un réel.

ii) Soitc: T xT — P une application bilinéaire et P-invariante alors
il existe 0 € C tel que Cle;,ej) = PeijpMy et Cle;,eq) = BN,
1<i<j<k<3.

Lemme 2.2. Soit s une forme bilinéaire sur P telle que s([X,Y],Z) +
s([X,Z],Y) =0, pour tous X, Y, Z dans P.

Alors si B est une forme de Killing sur sl(2,C), il existe A € R tel
que:

i) s(z,2') = XA B(z,7') pour (z,2') € L x L.
ii) s(X,Y) =0 pour (X,Y) e T x L.
ili) s(es,e;) =0sii#jetl <j,i<3; s(e,e;) = —s(es,eq) =0
pour 1 <i<3oue;i=1,...,4 est une base de T. On note par
la suite une telle forme o.

3. Le calcul de H*(Pr, Pr)

Pour calculer H*(Pp, Pr) on se rameéne a H*(Py(m), P) (cf. Théo-
reme 1.1) que l'on calcule en utilisant la suite spectrale de Hochschild-
Serre. Soit P, (m) 'idéal de P (m) formé des polynémes sans terme
constant; alors P, (m)/Ps(m) est isomorphe & P, d’ot la suite exacte
courte d’algebres de Lie 0 — Ps,(m) — Po(m) — P — 0.

Nous considérons la suite spectrale de Hochschild-Serre associée a
cette suite exacte. Le terme de FEs de cette suite spectrale est donné
par: EYY = HP (P,HY(Px(m),P)). Le terme E, de cette suite
spectrale est associé a une filtration de H*(Pa(m), P). On va calculer
H (Puo(m), P).

Théoréme 3.1. HZ(Px(m),P) = H*(P,P) & Invy HZ(Psx(m), P), ot
Invy H2(P.(m), P) désigne lespace des classes de cochaines invariantes
par laction de L.

Pour la démonstration de ce théoreme on utilise les Propositions 3.5,
3.6, 3.7 et 3.8.

Rappelons d’abord quelques théoréemes utiles par la suite. Dans cer-
tains cas, la suite spectrale de Hochschild-Serre dégénére et on a:
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Théoreme 3.2 (G. Hochschild-J. P. Serre [2]). Soit g une algébre de
Lie de dimension finie sur un corps K de caractéristique 0 et soit M
un g-module de dimension finie et soit T un idéal abélien tel que g/T
soit semi simple. Alor pour n >0 on a

H"(g,M)~ Y H(g/T,K)®Inv, H(T, M),
i+j=n
ot Invy, HY(T, M) est ’ensemble des éléments de H'(T, M) invariants
par g.
Lemme 3.3 (Whitehead [3]). Soit g une algébre de Lie de dimension
finie et A un g-module de dimension finie; si g est semi simple alors

Hl(g, A) = 0.
Lemme 3.4. H'(P,Hom(P, P)) = 0.
Démonstration: Nous allons encore utiliser le théoreme de Hochschild
et Serre: H'(P,Hom(P, P)) ~ H°(P/T,R) ® Invp H'(T,Hom(P, P)) =
Invp HY(T,Hom(P, P)). L est semi simple alors cet space de cohomolo-
gie est égal & la cohomologie des cochaines Invy C*(T, Hom(P, P)). On
identifie C1(T, Hom(P, P)) a I’espace des applications bilinéaires de T'x P
a valeurs dans P. La condition d’invariance se traduit par M - C(X) =
C([M,X]) pour tout M € L, X € T, dautre part M - C(X)Y =
[M, C(X)Y] - C(X)([M,Y]), don
[M, C(X)](Y) = C([M, X])Y = C(X)([M,Y]) =0

pour tout X € T, Y € Pet M € P. D’apres la Proposition 2.1, les
cochaines s L-invariantes de T' dans Hom(P, P) sont définies par:

S(Mi7€j):—S(Mj,ei):D[Mi;ej]v 1 §Z<]§3

s(N;, eq4) = De;; s(N;,eq) = Dey, 1 <4< 3ouD est un réel.
Mais s est un cobord dans C* (T, Hom(P, P)); en effet s est une dérivation
intérieure, s = ad 7 avec 7 € Hom(P, P) défini par:
T(N;)=DN; 1<i<3.
D’autre part si C' : T x T — P est bilinéaire P-invariante alors
C(eiaej):ﬁ€ijkMk7 BEC, 1§’L7.7S3
C(es,eq) = BN;.

En identifiant C' & une cochaine dans C* (T, Hom(P, P)), notée encore

C, la condition de cocycle se traduit par:

(X, C(Y)z] - [Y,C(X)Y]+ C(X)[Y, 2] - C(Y)[X, 2] = 0
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pour tous X,Y € T et Z € P; d’ou
[ei, Cej, M;)] — [ej, Clej, Mi)] + [ej, Cles, M;)]
— Cles, [ej, Mi]) — C(ey, [ei, M;]) = 0,
et
[ei, c(ej, Ni)] — [ej, Clei, Ni)| + Clei, [ej, Ni]) — Cley, [es, Ni]) = 0.

On obtient donc c(e;,ej) =0,1 <14, j <3etclej,eq) =0,1 <7 <3
Ce qui acheve la démonstration du Lemme 3.4. O

Proposition 3.5. E>* = H2(P, HY(Py(m), P)) est de dimension 1.

Démonstration: L'action de P.,(m) sur P étant triviale, on a
H°(P.(m), P) = P, donc H%(P, H? (P (m), P)) = H?(P, P); or d’aprés
un théoreme de Levy-Nahas [6] on a dim H?(P, P) = 1. Par conséquent,
H?(P, P) est engendré par un 2-cocycle C qui vérifie:

Clei, e;) = ijuMy; Clei,eq) = N; pour 1 <14, j, k < 3;
d’ot1 le résultat. O
Proposition 3.6. Ey"' = H'(P, H!(Px(m), P)) = 0.

Démonstration: L’action de P, (m) sur P est triviale donc:

_ _ Py (m)
HM(P. P) = Hom(H; (P P)=H = = Py.
(Prin), P) = Hom( (P (). P) = Hom (= =00 p)
Le commutateur [Pa,(m), Ps(m)] est I'ensemble des éléments du ty-
pe > t%x, ol T4 € P avec |a > 1 ot @ € N™ un multi-indice. On en
« —
déduit donc que H; (P (m)) s'identifie a P@R™ en considérant tous les
multiindices « tels que |a| = 1, et donc H} (P (m), P) = Hom(P, P) ®
R™.
D’aprés le Lemme 3.4 on a H!(P,Hom(P, P)) = 0 d’ou

HY(P,H(Py(m),P)) =0.
Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 3.6. O

Pour obtenir le H?, il nous reste & déterminer le terme Ey2. Tl va
étre déterminé en deux étapes: dans la Proposition 3.7 on détermine
HO(P, H*(Ps(m), P))x pour k > 2 et dans la Proposition 3.8 on déter-
mine H°(P, H?(Ps(m), P))s.

Proposition 3.7. H(P, H?(Px(m), P))x = Invy, H*(Ps(m), P)r, = 0
pour k > 2.



200 F. AMMAR

Démonstration: Pour des raisons de semi-simplicité, Inv, H?(Ps(m),P)
est égale & la cohomologie des cochaines L-invariantes C?(Pu,(m), P)y.
Soit

K2

II}; - {(a03-~ 7O‘P—1); a; € N™; Z|Oé1| N k}

et soit C' € C%(Py(m), P);, un 2-cocycle; la condition de cocycle s’écrit:

C([Il,l‘g],l‘g) =+ C([l‘g,l‘g,],l‘l) + C([Z‘{J,,Z‘l],l‘g) =0

pour 1, x3, x3 dans P.

Soit C, g € I? les composantes du 2 cocyle C. La condition précédente
de cocycle implique:

Ca,p+~(T1, [2, 23]) + Oy a1 5(73, [71, 72]) + Cogry p([T1, 73], 22) = 0.

Soit s = Coy8,y — Cotry,8-
On a

s([$17x2]7x3) = Ca+ﬁ,’y([x1ax2}7m3) - Ca+’y,ﬁ([mlvx2]7x3)v et

s([z1, 23], 72) = Caypq([71, 73], 22) — Corgr p[21, 23], 72).

Or la condition du cocycle nous donne:

Ca g~y (71, [12,23]) = Cayp([r1, 72, 23) — Coyqyp([z1, 23], 22) et

Co,pir (21, [73, 22]) = Caypy([71, 23], 72) — Cortry p([T1, T2], 73)

donc finalement s([z1, 2], 23) + s([z1, 23], 22) = 0.

Donc s vérifie la condition du Lemme 2.2; s est alors le produit de la
forme o sur L par un élément v de P fixé. Mais s est L invariant, v est L
invariant. On obtient donc v =0, s =0 et Co18,y = Cg4y,a = Cyta
pour tous les (a, 3,7) de I}.

Soit € = Co,3 — Cp,a; € est L-invariante. D’autre part e est anti-
symétrique donc € = 0 c’est & dire C, 3 = Cg,o. Donc pour k£ > 2 il
existe une application: b : I} — P* ® P* ® P telle que Co5 = batg
pour (a, 3) € I?. C étant un cocycle L-invariant alors pout tout a € I},
bo est un cocycle P-invariant pour la représentation triviale de P dans
P. On notera H*(P, P,iy) la cohomologie correspondante pour éviter
les confusions avec H*(P, P).
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On a H?(P, Pyiy) ~ H*(P,R) ® P. D’apres [5, p. 252] H?(P,R) est
de dimension 1 engendré par la classe de cohomologie du cocycle

C(X1, X2) = Re AM(urv2 — viusz), A € C,

0 0 wu 0 0 w
Xi=10 0 v |,Xo=10 0 vy | € Ps;
0 0 O 0 0 O

on utilise ici la réalisation de ’algebre de Poincaré comme étant ’espace
des matrices X € M(3,C) telles que

a b
X=1|lc —a v
0 0 O

(voir page 4 pour les notations).

Maintenant on montre que Invp H?(P, P,i,) = 0; en effet pour C
dans H?(P,R), X dans P, on note Cx = C ® X, c’est un cocycle pour
la représentation triviale de P dans P. La condition de P-invariance se
traduit par: [Y, Cx(Xl,XQ)] = Cx([K X1]7X2) + Cx(Xl, [K XQ]) pour
tout Y dans P, on a alors X = 0 d’ou le résultat. O

Proposition 3.8. H(P, H?(P,(m), P))s, étant identifié a

Invy, H?(Ps(m), P), est engendré par une classe de cohomologie re-
présentée par un cocycle C dont les composantes sont définies par
Copleise;) = u*PClesej) ou u®® € Ry u®® = uP* et Cle;,e;) =
'yeijkMk; C’(ei,e4) =9N;, 1<i1<j3<3,veC.

Démonstration: D’apres la Proposition 2.4 les cochaines L-invariante de
P..(m) & valeur dans P sont définies par leurs composantes homogenes
de la fagon suivante:

i) Pour X € Let Y €T, 5,5(X,Y) =v%s(X,Y), v*8 € R;
s(M;,e;) = —s(Mj,e;) = D[M;,e;], pour DeR, 1<i<j<3
s(Ni,eq) = De;; s(N;, e;) = Dey, pour DeR, 1<4¢<3.
(v*8) est un 2-tenseur symétrique, on vérifie facilement que s est
un cobord.
it) Cap=uPCle;,e;) onu® € Ret Cles, e;)=LP¢ijxMy; Cei,eq) =
ﬂNZaISZa]SBaBEC
La cochaine C étant anti-symétrique, on lui associe un tenseur symétri-
que (u®?) € A2R™, d’on H(P, H?(P4(m), P)), est isomorphe & S?R™.
Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 3.8. |
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Maintenant on calcule la suite spectrale de Hochschild et Serre et on
montre qu’elle dégénere au terme d’ordre 2; pour cela on démontre le
lemme suivant:

Lemme 3.9. Eg’l = H%*(P,H}(Px(m), P)) = 0.

Démonstration: Nous avons vu dans la démonstration de la Proposi-
tion 3.5 que H}(Ps(m), P) = Hom(P, P) ® R™ et d’apres le lemme de
Whitehead on a H2(P, H} (P (m), P)) = Invp C?(T, Hom(P, P) @ R™).

Soit C' une 2-cochaine P-invariante de T' & valeurs dans Hom(P, P); la
condition de P-invariance se traduit par: [M,C(z,y)] = C([M,z],y) +
C(z,[M,y]) pour tous les x et y dans T' et M dans P. Or pour z € T,
(M, Cla,y)](2) = [M, C(z, 5)(=)] — Cla, y)([M, 2]).

Par conséquent C' : T3 — P définie par C(z,y,2) = C(x,y) () est
L-invariant or Invy, C3(T, P) = 0 ([6]) d’ou le résultat. O

Revenons maintenant a la suite spectrale de Hochschild et Serre, on
sait que E21’1 =0, donc EL! = 0. D’autre part d’apres le Lemme 3.9,
E2' = 0 donc Ey? = E%? et la suite spectrale dégénere au terme
d’ordre 2. Finalement on obtient le résultat du Théoreme 3.1:

HZ2(Py(m), P) = H*(P, P) © Invy, H?(Ps(m), P).

Revenons maintenant a la cohomologie locale de l'algebre des cou-
rants. La correspondance entre les deux cohomologies (cf. Théoreme 1.1)
peut se voir au niveau des cochaines:

I CP(Ps(m), P)© C*(M) — C?(Pp,Pr)
(s®@a) — I(s®a)

telle que I(s ® a)(f1,..., fp)(x) = a(x) - s(Joo [1(T), ..., Joo fp(T)).

Proposition 3.10. Le deuxieme espace de cohomologie locale de 1’al-
gébre des courants associé a lalgébre de Poincaré est HE .(Pr, Pr) =
H2(P,P)®C>®(M)® S?(M); ou S?M [’espace des 2-tenseurs contrava-
riants symétriques.

Démonstration: Soit s un 2-cocyle de P a valeurs dans P et a dans

C>(M), on assacie & s ® a un 2-cocycle de Pr & valeur dans Pp.
D’autre part soit S2M l’espace des 2-tenseurs contravariants symé-

triques, et S € S?(M); on lui associe une unique application bilinéaire

Cs : Pp x Pr — Pr telle que, sur toute carte (U; (x1,... ,%y,)) de M
o S s’écrit, S/U = Y S*P0, ® ds on ait
a,f3

Cs(f,9)/U = 8*PC(0af(x),0p9()),
a,B
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C est le cocycle défini dans la Proposition 3.8. Si f ou g est dans
C>®(M, L) alors Cs(f,g) = 0 car C est identiquement nul si 'un des
termes est a valeurs dans L.

De plus Cg est un cocycle: en effet

0Cs(f,g,h) (@) =Y S*PC(8alf (x), g(x)], Osh())

cycl

or [f(x),g(x)] =0 car T est abélien, d’out le résultat. O

4. Applications aux déformations

Nous allons étudier d’abord les déformations correspondant au ter-
me R provenant de H2(P, P).

On a vu que H?(P, P) est de dimension 1 engendré par une classe de
cohomologie représentée par le cocycle S définie par:

Cles,e;) = eijeMy pour 1 < i < j <k < 3etCle;,es) =N; pour
1 < i < 3. Ce cocycle permet de définir la déformation de P vers
lalgebre de Lie du groupe de De Sitter so(4, 2).

Pour l'algebre des courants Pp, on a la déformation définie par:
[F@), 9@ = [f(2), 9(@)] +tC(f(x), g(2)) pour f,g € C=(M, P) et
xz e M.

Comme H?(P, P) est inclu dans HZ (Pp, Pr), les déformations de P
peuvent étre réalisées comme déformations d’ordre 0 de Pp.

Etudions maintenant les déformations correspondant aux tenseurs de
S2(M).

Soit Cg le cocycle déterminé par un 2-tenseur arbitraire S de

S2(M), nous allons montrer la nullité du crochet de Richardson-Nijenhuis
ICs, Csl].

ICs, Cs)(f,9,h) =2 Cs [ > S*C(0uf,0p9), h
cycl a,3
(%) !

=2) [ D 50D 0,(SC (0t Dp9), Ouh)

cycl Vbt a3
or
(%) S(0af,0s9) = Z (O frs Opg1 — Oa f1089K ) Ekim Mm,
1<k<1<m<3

3
+ ) (Oafi0s9s — Oafs0p fr) Ni.
k=1
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En remplacant (x*) dans (x), C(0u.f,0sg) est une fonction & valeurs
dans L. Comme C est identiquement nul si 'un des termes est dans L,

on aura le nullité de chaque terme du type Cs (Z SBC(Duf,059), h)
o,
d’ou [|Cs,Cs|] = 0.
Tout cocycle Cg définit ainsi une déformation vraie a 'ordre 1 de
I’algebre des courants Pp

[f(2), 9(x)]e = [f(2), 9(2)] +tCs(f(2), 9(x))
pour f,g € C°(M,P) et v € M.
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