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SUR CERTAINES RELATIONS ENTRE LES
INTEGRALES TRAJECTORIELLES ET L’OPERATEUR
DE TRANSLATION ET SON DUAL DANS L’ESPACE
DE POISSON CANONIQUE

JORGE A. LEON, JoSEP L. SOLE ET JOSEP VIVES

Abstract

We study the relationship between the translation operator, its
dual and the pathwise integral on the Poisson space with weak
conditions on the processes.

1. Introduction

Le calcul stochastique associé au processus de Poisson a interessé de
nombreux auteurs. Se placer dans I’espace canonique de Poisson permet
de faire des démonstrations trajectorielles directes (voir [Ne], [N-V-2]).
Nualart et Vives [N-V-1], [N-V-2] ont introduit 'opérateur de transla-
tion ¥ et son dual, 'opérateur ®, qui ont de trés bonnes propriétés, mais
ils travaillent dans un cadre L? qui n’est peut-étre pas completement ap-
proprié.

Dans la section 2 nous rappellons tous ces concepts, et présentons
quatre lemmes sur les opérateurs ® et ¥ dont nous aurons besoin plus
tard.

La section 3 est consacrée a la relation entre ces opérateurs et les
intégrales trajectorielles dans un cadre général, mais pour 1’établir on
a besoin de fixer une version concrete du processus et des conditions
d’intégrabilité. La formule a laquelle nous arrivons généralise dans le
cas Poisson (c’est & dire avec ¢ = 1, ol ¢ est le processus qui apparait
dans I’équation de structure), une expression bien connue pour les prob-
abilistes quantiques (Prop. 18 de Biane [B]).
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En outre, cette formule et la relation entre 'intégrale §, définie a partir
de la décomposition chaotique, et I'opérateur ® dans L? [N-V-2], nous
permettent de préciser et de prouver aisement un théoreme de Nualart-
Vives [N-V-1], qui lie cette intégrale § avec I'intégrale trajectorielle,
publié dans le Séminaire de Probabilités XXIV.

Dans la section 4 on considere les intégrales progressive et rétrograde
dans le cas Poissonnien en un sens trajectoriel, et on donne un point
de vue différent sur la formule trouvée a la section précédente, pour des
processus cadlag avec certaines hypotheses supplémentaires.

Notre intérét pour les intégrales rétrogrades et progressives est mo-
tivé par le bien connu probleme des équations intégrales au sens trajec-
toriel conduites par un processus de Poisson, qui n’ont pas de solution
si l'intégrale est rétrograde, et qui en ont si elle est progressive.

2. Le calcul stochastique sur 1’espace de Poisson
canonique

Considérons lintervalle T = [0,1] avec sa tribu borelienne B et la
mesure de Lebesgue A.
On définit Q = ;7 [0, 1]™, espace de toutes les suites finies de points
de [0, 1], avec [0,1]° := {e} ol1 e est un point arbitraire.
Soit F la tribu
{GCQ:GN0,1]" € B®™, pour tout n > 1}.
Finalement, soit A" la mesure produit sur [0,1]", pour n > 1 et
A\ =§,.
Sur (2, F) on peut définir la mesure de probabilité suivante:
o -1
€ n n
P(G) =) — MG N [0,1]").
n=0
Soit Mp([0,1]) 'espace des mesures ponctuelles finies sur [0,1], et
M,,([0,1]) la tribu engendrée par les applications m — m(F), avec F € B
et m € M,([0, 1]).
11 est bien connu (voir [Ne], [N-V-1]) que 'application

N : Q — My([0,1])

définie par
0, siw=e

— n
Zési, siw=(81,-..,5n)
i=1

est un processus de Poisson qui a les propriétés suivantes:

N(w):
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(1) Pour chaque borélien B de [0, 1], la variable aléatoire N(B) définie
par N(B)(w) = N(w)(B) aune distribution de Poisson de moyenne

A(B).
(2) Les variables aléatoires N(Bi),...,N(B,) sont indépendantes si
Bi,..., B, sont des boréliens disjoints.

De plus, si B?” est la sous-tribu des boréliens symétriques de [0, 1],
on peut définir la tribu Fg, associée a €2, des G € F tels que GN[0,1]" €
BE™ pour n > 1. On a aussi que N~1(M,,) = Fs.

Dans la suite on travaillera sur (2, Fg, P), c’est a dire sur l'espace de
Poisson canonique sur ([0,1], B, A).

Denotons par N = {N, — s, s € [0,1]}, le processus de Poisson com-
pensé, o Ny = N([0, s]).

Remarque 2.1. Dans 'espace de Poisson canonique,
oo
O = J{(s1s- o om) 1 0F 81 £ # 50 £ 13U {e}
n=0

est un ensemble symétrique de Fg qui a probabilité 1. Donc on ne
considérera que des suites de ce type.

Notons que si F' est une variable aléatoire Fg-mesurable, il suffit de
définir F'(e) et F'(s1,...,8,) pour 0 < $1 < --- < s, < 1 et puis, comme
conséquence de la mesurabilité on a

F(Sg(l),... 780(n)) = F(Sl,... ,Sn)

pour toute permutation o.

Remarque 2.2. La suite {s1,...,8,} avec 0 < s1 < -+ < 8, < 1 peut
s’interpréter comme la suite des temps de saut du processus de Poisson
et e représente la trajectoire sans saut.

Suivant [N-V-1] nous allons définir un couple d’opérateurs qui per-
mettent de construire un calcul dans ce contexte.
Si w € 2, nous definissons

(817"'33n7t)a Siw:(slv"',sn)
w0 =
‘ {(t), siw=e.

Soit F' une variable aléatoire Fg-mesurable. On définit 'opérateur ¥
comme ¥V, F(w) = F(w+ 6;) — F(w), p-s.
Notons que 'opérateur ¥ est bien défini par le lemme suivant [L-R-T].

Lemme 2.3. Soit A un ensemble mesurable de probabilité 1. Alors
(A — {e}) x {t} C A pour presque tout w € (A — {e}) pour presque
toutt € T.
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Soit par ailleurs u = {ug, s € [0,1]} un processus stochastique mesu-
rable avec trajectoires dans L1([0, 1]), p.s.
On définit

n 1
((I)(U))(Sl, 75n): US'(Sla"' 7§ja"' 75n)_ US(Sl,... 7S7l)d57
! 0
j=1
pour n > 2, ou le chapeau veut dire que I’on omet s;, et

1
(®(w))(s1) = usy (€) / uy(s1) ds
(®(u))(e) = — / us(e) ds.

Une adaptation du lemme précédent ot 'on enleve ¢ au lieu de I'ajou-
ter nous montre que 'opérateur ® est également bien défini.

Alors, ¥ : LO(Q) — LO%(Q x [0,1]) et ® : LO(, L1([0,1])) — L°(Q)
sont des opérateurs duaux. Si

1
E/ |F - ug| dt < o0,
0
ona F-®(u) € L'(Q) si et seulement si
1
E/ |\I/tF’LLf|dt<OO,
0

et dans ce cas )
E[F - ®(u)] = E/ U, F -y dt
0

(voir [N-V-1]).

Il est connu aussi que ® coincide avec l'intégrale trajectorielle sur
les processus prévisibles, par rapport au processus de Poisson compensé
N, = N, — t.

Nous présentons dans la suite quelques résultats dont nous aurons
besoin dans les sections suivantes. Le premier et le second lemme se
trouvent dans Ledn, Ruiz et Tudor (voir [L-R-T]). Le premier est un
théoreme de Fubini anticipatif:

Lemme 2.4. Soit u un processus mesurable dans L'([0,1]?) w-p.s. tel
que ®(u(s,)) € L1([0,1]) w-p.s. Alors

/01 B(u(s, ) ds = (/01 u(s, .)ds) s,

Le second lemme est une conséquence de la définition des opérateurs ¢
et .
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Lemme 2.5. Soit G une variable aléatoire et u un processus tels que
u et UG -u = {U,G - us, s € [0,1]} sont deux processus mesurables a
trajectoires dans L'([0,1]). Alors

1
oG -u)=G P(u) — (VG - u) — / us¥;Gds, w-p.s.
0

Le lemme suivant nous sera utile dans la derniere section.

Lemme 2.6. Soient {u,u™; n € N} une famille de processus mesurables
a trajectoires dans L'([0,1]), tels que

() — uy(w)
ponctuellement et dans L*([0,1]), w-p.s. Alors on a

d(u™) == D(u), w-p.s.
Preuve: Etant donné w = (s1,... ,8,),

n

|B(u) = (™) <D Jug, (51,00 855y 80) =L (51,0185, 50)]

j=1
1
—|—/ |uy — ui'| dt,
0
et les hypotheses impliquent le résultat souhaité.
Les cas w = e et w € T se traitent de maniere analogue. O

3. La relation entre 'opérateur ® et 1’intégrale
trajectorielle

Proposition 3.1. Soit u = {uy, t € [0, 1]} une version fizée d’un proces-
sus stochastique mesurable défini sur  x [0,1], w-p.s., et pour tout
t € [0,1]. Supposons que les processus u et Yu = {Vsus, s € [0,1]} ont
des trajectoires dans L*([0,1]), w-p.s. Alors pour presque tout w € Q on
a

1 1
/ us ANy = ®(u) + (Tu) + / Usus ds,
0 0

ou fol ws AN, est lintégrale trajectorielle.
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Preuve: Si w = (s1,...,8,) avec n > 1,

1 n
/ us dNg — ®(u) = Z{usj(sl,... y8n) = Us; (81500 585, ,50)}
0 =

W s, (81,0 185, ,80) = (V)

|

1

J

1
+/ Wougds,
0

et on procede de maniere analogue pour w =eetw € T. O

Remarque 3.2. Siu a des limites a gauche qui satisfont les conditions de
la Proposition 3.1 on a

1 1
/ us_dNy = ®(u_) + ®(Tu_) +/ U us_ ds.
0 0

Remarque 3.3. Notons que si u est un processus prévisible on a
ug(e) = ug(t) et us,(s1,...,80) = us,(51,...,85,...,5,) (voir Nualart
et Vives [N-V-1]). Alors si u satisfait les conditions de 3.1, cette propo-
sition implique que fol ug ANy = ®(u).

Remarque 3.4. Notons que pour presque tout w on doit prendre une
version concrete du processus u sur tout ¢ € [0, 1] pour donner un sens
a Woug.

Par ailleurs, la condition d’intégrabilité des processus u et Wu assure
que tous les termes qui apparaissent dans la preuve existent.

Remarque 3.5. Dans le domaine des probabilités quantiques, la formule
de la Proposition 3.1 était déja connue quand u = FK,, ou K est
un processus prévisible borné et F' une variable exponentielle (voir [B,
Proposition 18]). Biane donne cette formule dans le cadre des martin-
gales normales avec ¢ (processus qui apparait dans ’équation de struc-
ture) plus général qu'une constante. Nous nous sommes placés dans le
cas Poissonnien (¢ = 1), mais notre formule est valable pour une classe
plus générale de processus u. Une preuve non quantique de la formule de
Biane ainsi que certaines conséquences intéressantes peuvent se trouver
dans [P-S-V].

Comme application de la Proposition 3.1 on peut établir la relation
entre 'intégrale § et l'intégrale trajectorielle dans le cas Poissonnien.
Ceci corrige un résultat de Nualart et Vives ([N-V-1, Théoréme 7.3])
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publié dans le Séminaire de Probabilités XXIV, qui est placé dans un
cadre L? et ol il y a des expressions telles que Dsus et DsDgug, ou D
est opérateur d’annihilation, qui n’ont pas de sens dans ce cadre.

Toujours dans un cadre L?, Nualart et Vives [N-V-2] donnent la
proposition suivante qui lie I'intégrale ¢, définie a partir de la décompo-
sition chaotique, avec 'opérateur ®.

Proposition 3.6. Soit u = {u;, t € [0,1]} un processus stochastique
de L*(Q x [0,1]). Alors ®(u) € L*(2) si et seulement si u est dans le
domaine de §, et dans ce cas §(u) = ®(u).

Considérons donc un processus u satisfaisant les conditions de la
Proposition 3.1 et supposons aussi qu'il soit dans L?(€2 x [0,1]). Si
®(u) € L*(Q), la Proposition 3.6 montre que ®(u) est égal & §(u), et
d’apres la Proposition 3.1 on a

)+ Y Wy g, (1, 8jy-nny50), siw=(51,...,50)
j=1

1
/ us AN, =
0 S(u)+ g, us, (e), si w=s1

6(u), siw=ce.

Si nous définissons le processus

us(w) —us(w —{s}), siscw=1_(s1,...,8,),n>1
As(w) = S ug(s) — us(e), siw = (s)
0, dans les autres cas.
Alors
D Uyt (51,00 585,05 80)
1 _ n . o
/ Au(w) dN, = *Zj:lAs]‘v swa(sl,...,sn),n>1
0 Uy, ug, (€), siw=s1
0, dans les autres cas

et la proposition suivante est alors immédiate:

Proposition 3.7. Soit u = {u, t € [0,1]} un processus qui satisfait les
conditions de la Proposition 3.1. Supposons que u € L*(x [0,1]) et que
®(u) € L2(2). Alors il existe un processus {Aq, t € [0,1]} tel que

1 1
5(u) = / uedN, — / AN, w-p.s.
0 0
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4. Les intégrales rétrograde et progressive et l’intégrale
trajectorielle

Dans cette section nous arriverons a la relation donnée dans la Propo-
sition 3.1 a partir des définitions de I'intégrale progressive et rétrograde
d’un bon processus f, ce qui présente un point de vue différent et peut-
étre plus naturel.

Soient X et Y deux processus indexés par [0, 1] tels que leurs tra-
jectoires et celles de XY appartiennent a L'([0,1]) p.s. Alors Russo
et Vallois [Ru-Va-1], définissent les intégrales progressive et rétrograde
respectivement comme les limites en probabilité suivantes

1

(4.1) Jim o [ XY Yot
1

(4.2) lim n /0 Xo(Ys = Yiy_1y00) d,

lorsqu’elles existent.

SiY est le processus de Poisson et le processus X a trajectoires cadlag
et si on définit les intégrales par des limites presque sures, c’est une
conséquence d’un lemme de Russo et Vallois [Ru-Va-2] que U'intégrale
progressive coincide avec 'intégrale trajectorielle de Xs_ par rapport
au processus de Poisson compensé. Dans la proposition suivante nous
présentons une preuve directe de ce résultat.

Proposition 4.1. Soit f = {f;, t € [0,1]} un processus mesurable
trajectoires cadlag. Alors

1 1
lim n/ ft(N(H%)M — Ny)dt :/ fi— dNy, w-p.s.
0 0

n—oo

Preuve: Pour w = {s1,82,...,8n}, 0 < 81 < 83 < -+ < 8, fixé, nous
considerons l'intégrale

1 ~ B 1 (t+2)A1
”/O Je@)(Ngy 190 —Nt)dt:n/o fi(w) </t st) dt,



CERTAINES RELATIONS DANS L'ESPACE DE POISSON 333

que 'on peut ecrire par application du lemme de Fubini

n/j [/Osft(w)dt] st+n/: [ ; ft(w)dt] dN,

n

n/O% {/Osft(w)dt} stn/O% {/Osft(w)dt} ds
—l—n/: [ Sil ft(w)dt] dN, —n/: [ Sii fi(w) dt] ds.

Quand n — oo les deux premieres intégrales tendent vers zéro par bor-
nitude des trajectoires.
La troisieme intégrale

n/l V_ ﬁ(w)dt] AN, =n Y /_ fulw) dt,

Si>%

converge vers fol fs— dNg, et finalement la derniere intégrale a pour limite

Jiy foe ds.

Pour w = e le résultat est également vrai. O

Remarque 4.2. Si on considere le cas rétrograde la limite est 'intégrale
trajectorielle fol fedNy.

Remarque 4.3. Dans le cas Poisson, pour passer de 'intégrale progressive
entre 0 et t a la rétrograde on doit ajouter a la premiere la variation
quadratique [f, N];.

Kurtz, Pardoux et Protter [K-P-P] considérent des équations diffé-
rentielles Stratonovich conduites par des semimartingales générales que
ont des solutions avec des bonnes propriétés, et ou l'intégrale Strato-
novich n’est pas consistent avec la definition de Protter [P], et seulement
est définie pour des integrands qui sont solutions des équations. Dans le
cas Poisson cette intégrale est I'intégrale progressive plus 1/2[f, N].

Dans la proposition suivante on arrivera a la formule de la Propo-
sition 3.1, pour des processus cadlag avec certaines hypotheses supplé-
mentaires, mettant en évidence le passage a la limite.
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Proposition 4.4. Soit f = {f, : t € [0,1]} un processus mesurable tel
que

(i) Ses trajectoires sont cadlag.

(i)
/1/1 o + 8,)| ds dt < oo,
0 0

(iii) Il existe un processus Y a trajectoires dans L'([0,1]) tel que pour
presque tout w,

n[ L Iferb)ld S Vi), Yoo se .l
(s—%)VO
Alors, w-p.s.

1 ~ 1
| v =) v o)+ [ wgds
0 0

Remarque 4.5. Le processus f_ = {fi— : ¢ € [0,1]} est prévisible si f est
adapté. Donc la Proposition 4.4 et la Remarque 3.3 impliquent dans ce
cas que

1
/0 Ji— dNt =o(f-).

Remarque 4.6. Si dans 'hypothese (iii) on change les limites d’intégra-
tion par s et (s + L) A1, alors on a

n—oo

1 1
lim TL/ ft(Nt — N(t*%)VO) dt = / ft dNt
0 0

1
:<I>(f)—|—<1>(\1'f)—|—/0 U, fsds, w-p.s.

Preuve: Aprés la Proposition 4.1 il faut prouver que

1 B B 1
lim n /O SN syps — M) dt = B(f) + DU + /0 . f._ ds.

n—oo
Considérons le processus déterministe de parametre s,
1]t,(t+%)/\1](5)'

Par définition de 'opérateur @ on peut écrire

N(t+%)/\1 - Nt = (I)(l]t,(t-i-%)/\l] (s))-
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Alors

1 1
”/O ft(N(H-%)/\l — N)dt = n/o ft‘I’(l]t,(t-h—ll)/\l](s)) dt.

Par Thypothese (ii) (Wsfi)ly 1)an(s) € L'([0,1]), t-p.s. Donc le
Lemme 2.5 implique que cette intégrale est égale a

1
(A1) n [ @b gy (e) de
Ol
(A2) s [ RSy (s)

1 1
(A3) +n/0 |:/O (\Psft)l]t’(t+7—1L)/\1](8)d8 dt,

et notons que toutes ces intégrales existent.
Nous allons étudier chaque terme

(A1) On peut voir que nous sommes dans les conditions du Lemme 2.4

et donc on peut interchanger l'opérateur ® avec l'intégrale dans
(A1), pour obtenir

1 s
n® (/ felje e+ 1)a1 () dt) = (n/ ft dt) .
0 ) (s—2)vo

Comme
w=nf o fut— i,
(s—3)V0

ponctuellement et dans L'([0,1]), par le Lemme 2.6 on a

o (n/(‘_%)vo fi dt) n?o)o (b(fsf)-

(A2) Appliquant aussi le Lemme 2.4 au terme (A2) on obtient

1 s
¢ (n/o (W fi) e (64 1)a1)(5) dt) =® (n /(s—%)vo(%ft)dt> .

Notons que

n [ @gd=n /( T (fwtd) — fiw)dt

(s—2)vo —1)vo
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a pour limite Wy f,_, et I'hypothese (iii) implique que la conver-
gence a lieu aussi au sens L'(]0,1]). Alors par le Lemme 2.6

(I) (n‘/(‘_%)vo(\]j}sft) dt) - (I)(\I]sfsf)'

(A3) La convergence au sens L'([0,1]) du cas précedent implique que

1 s 1
/ n/ U, frdt| ds — / W, fs_ ds. O
0 (s—1)vo 0

n
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