Publ. Mat. 45 (2001), 335-341

L’ENVELOPPE LOCALE DES PERTURBATIONS D’UNE
UNION DE PLANS TOTALEMENT REELS QUI SE
COUPENT EN UNE DROITE REELLE

NGUYEN QUANG DIEU

Abstract
In this note by using techniques similar to that of [2] and [3], we
study the local polynomial convexity of perturbation of union of
two totally real planes meeting along a real line.

1. Préliminaires

Soit K un compact de C™. On appelle enveloppe polynomiale de
K le compact K défini comme I’ensemble des points a de C™ tels que,
pour tout polynéme holomorphe P de n variables, on ait |P(a)| < —

FAS

max |P(z)]. On dit que K est polynémialement convexe si K = K. Pour
un ensemble fermé arbitraire K dans C", un point a € K, on dit que
K est localement polynémialement convexe (LPC) en a §'il existe une
petite boule U centrée en a tel que U N K est polynémialement convexe.

L’objet de ce travail est une étude de la convexité polynémiale locale
en 0 d’une réunion de deux graphes totalement réels M; et M, dans C?
qui satisfont la condition que ToM;NTHMs est une droite réelle, ot Ty M;
est I'espace tangent de M; en 0.

11 prolonge des résultats dans nos articles précédents [2] et [3] ol nous
avons étudié les cas ToyMy = ToMs et ToMy N ToMy = {0}.

Dans le cas ou M; est analytique réel, apres un changement de co-
ordonnées on peut supposer que M; = {(z,w) : w = z}. Comme
ToM; N ToMs est une droite réelle, on déduit que ToMy = {(z,w) :
w = az + bz}, oll a, b sont des constantes vérifiant

la| = |b—1], ab # 0.
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Apres le changement des coordonnées
2 =z/a, v =w/a

ol « satisfait aa = (b — 1)@, le plan ToM, devient {(z,w) : w' = z’ +
A" + A2} (ot A = b —1). Alors sans perdre de généralité, on peut
supposer (dans le cas o M7 est analytique réel) que

(1) My ={(z,w):w=2%2}, My ={(z,w) :w=Z+ A2+ Az + ¢(2)},

ot A € C\{0,—1} et ¢ est une fonction de classe C! dans un petit
voisinage de 0 € C satisfaisant ©(0) = 9p/9z(0) = Jp/0z(0) = 0.
Notons cette classe comme C*({0}).

Remarquons que d’une part le seul hyperplan qui contienne ToM; U
To M est défini par I’équation Im(z 4+ w) = 0; d’autre part l'intersection
ToM; N ToyM; est exactement la droite réelle | = {(z,w) : w = Z, A\Z +
Az = 0}, alors la droite complexifiée [ de [ définie par Adw + Az = 0 est
contenue dans ’hyperplan Im(z 4+ w) = 0 si et seulement si A € R.

Lorsque A € R, on conjecture que la réunion M; U Ms est toujours
LPC en 0. Les Propositions 2.2 et 2.3 sont des résultats partiels dans
cette direction. Des résultats similaires sont sans doute déja connus par
les spécialistes du sujet, comme ’avait indiqué Franc Forstneric a Pascal
Thomas en 1993.

Le lemme suivant, di essentialement a E. Kallin (voir [1], [4]) est trés
utile pour montrer la convexité polyndmiale de réunions de compacts
polynomialement convexes.

Lemme 1.1 (Lemme de Kallin). Soient K, L deux compacts polyno-
mialement convezres de C™. On suppose qu’il existe une fonction p holo-
morphe dans un voisinage de (KULY satisfaisant les conditions suivantes

(i) (p(K)) N (p(L)) = dc(p(K)) N dc(p(L)) = {0}
(ii) p~1(0) N (K U L) est polynémialement conveze.

Alors K U L est polynémialement convexe.
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2. Résultats

Dans cet article, on prend toujours les graphes M; et My ayant la
forme (1). Pour r > 0 nous posons M = M; N {(z,w) : |2| <r}. Il est
facile de voir que M7 U M; est LPC en 0 si et seulement si il existe r > 0
tel que M7 U M3 est polynémialement convexe en 0. Ecrivons 7 pour la
projection sur la premiere coordonnée dans C?, i.e. w(z,w) = z.

Le premier résultat concerne le cas ou la partie quadratique de ¢ n’est

pas nul. Ce résultat est dans le méme esprit que la Proposition 2.1 dans

[2] et la Proposition 3.8 dans [3]. Pour ¢(z) = az?, nous avons

Proposition 2.1. Soit A € R\{0,—1}. Alors, on a
a) Sia ¢ R alors pour tout ¢* € C1({0}) satisfaisant ¢*(z) = o(|z|?),
My UM; est LPC en 0 ot My = {(z,w) : w =Z+ A2+ Az +az?+
()},
b) Sia € R et a # 0 alors il existe ¢* analytique réel dans un petit
voisinage de 0 € C satisfaisant o*(z) = O(|z|?), tel que My U M
n’est pas LPC en 0.

Démonstration: a) Définissons le polynome suivant
p(z,w) = z +w + @z + aw?,

ol « sera choisi plus tard. Il est évident que pour tout « on a p(M;) C R.
On va montrer que pour « bien choisi et pour 7 > 0 assez petit p((M3)")
ne coupe R qu’en 0. En effet, d’une part on a

p(z,Z+ A2+ A2+ a2 + ¢*(2)) = A+ 1)(2 + 2) + aZ?
+az? +a((A+ 1)z +12)2 +o(|2)?)
=AM+ D(z+2) + (a+aA+1)2)22 + (a+ ar?)z?
+ 22\ + Dalz]* + of|2]%).
Comme a ¢ R, il existe a € R tels que
(2) a=a) —a(\? +2)),
il s’ensuit que pour r > 0 assez petit on a
Imp(z, Az + (A +1)Z 4+ a2 + 0*(2)) = 2A(A + 1) Im a|z|* + o(]z]?).

Donc que pour r > 0 suffisamment petit p((M3)") N R = {0}, d’ou
l'assertion. D’apres le lemme de Kallin on a que M; U M5 est LPC en 0.

b) Comme a € R\{0}, & partir de (2) on déduit que o € R\{0}. On
divise la démonstration en 2 étapes.



338 N. Q. DIEU

lére étape. On montre qu'il existe ¢* analytique réel dans un voisinage
de 0 dans C satisfaisant ¢*(2) = O(|z|3) tel que pour r > 0 assez petit
M7 U(M3)" est contenu dans 'hypersurface {(z, w) : Imp(z,w) = 0}, ou
p est le polynoéme construit en (a). On veut trouver ¢* avec la régularité
désirée et vérifiant dans un petit voisinage de 0 'identité suivante

Imp(z,z 4+ Az + AZ 4+ ¢(2) + ¢"(2)) = 0.
Observons que
P(2, 2+ Az + A2+ 9(2) + ¢"(2)) = a1(2) + a2(2)9" (2) + alp™(2))?,

)
onai(z) =p(z,Z+ A2+ )\z—i—(p( )), az2(z) = 1+ O(|z|). D’apres le choix
de o on a Imay(2) = O(|2]?). Alors on prend p*v(z) tel que

iImai(2) + a2 (2)p*(2) + a(p*(2))* = 0.
11 suffit de poser

—as(2) + (a3(z) — 4aiIm al(z))l/2
20

¢*(2) =

—2iImay(2)
() + (#3(2) — ot ()

ol la racine carrée est prise dans le plan {Rez > 0}. Puis, il est facile
de vérifier que ¢* est la fonction désirée.

2ére étape. On prouve que la réunion M; U Mj n’est pas LPC
en 0. D’apres le Lemme 2.4 dans [2] et ce qui a été obtenu dans I’étape
précedente on voit que

(M7 U (M) )= Ulp™"(t) N (M7 U (M3)")).
Pour calculer chaque terme du coté droit, il est utile de regarder sa
projection sur le plan {w = 0}. Plus précisément on pose,
n(t) =7~ () N M) = {z:[2] <7 p(z,2) =1}
p(t) == m(p~ () N (M3)") = {z: |2 <,
p(z, Az 4+ A+ 1)z 4+ p(2) + ¢"(2)) =t}

Nous affirmons qu'il existe un domaine borné dont le bord est 1 (t) U
~2(t). Pour cela, on réecrit v (t) et v2(t) de facon plus précise. Dans les
coordonnées z = (x,y), la courbe ~2(t) devient

Yo (t) = {(z,y) : 20\ + 1)z + 2a(1 + A?) (2% — ¢?)
+ 20 (A + 1) (2% + 4?) + o(z® + y?) = t}.
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D’apres le théoreme des fonctions implicites on a

t a(l—=X) , 9
t .
)\-1-1)7L 1+ A y +oltl+ 7))

Un raisonnement similaire (et plus facile) nous donne

72(t) = {(1‘,y) L= gQ(ta y) = 2(

t
n(t) ={(z.y) 2 =gi(ty) =5+ ay® + o(|t| + y*)}.
Notons que
At 200\ 9
ty) — golt,y) = t .
g1(t,y) — 92(t,y) ST 1) +iaY +o(|t| +y7)

Comme A # 0, on voit facilement que les deux courbes 1 (t) et v2(t)
se coupent exactement en 2 points pour tout ¢ assez petit satisfaisant
at < 0.

Donc elles entoureront un domaine borné Q(t). Puis au vu du théo-
reme des fonctions implicites pour les fonctions holomorphes on obtient
une fonction holomorphe ¢(z,t) dans un voisinage de 0 € C? satisfaisant
p(z,q(z,t)) = t. Finalement, il suit du principe du module maximum
que pour ¢ assez petit I'enveloppe (p~1(t) N (M7 U (M3)")) est le graphe
de ¢ au dessus de §2(t). Ceci acheve la démonstration. O

Remarque 1. On peut trouver une proposition analogue a la Proposi-
tion 2.1 en remplacant ¢ par une polynéme quadratique plus général.
Les détails sont laissés au lecteur.

Proposition 2.2. Soit ¢ une fonction a valeurs réelles dans C1({0}).
Alors My U My n’est pas LPC en 0 si et seulement si
(i) A est réel.
(ii) Pourt assez proche de lorigine l’ensemble {z : Rez=t/2, 2ARe z+
p(z) = 0} contient au plus 1 composante conneze.

Démonstration: Remarquons que Iapplication p(z,w) = z + w envoie
les deux graphes My, Ms sur R. Alors d’aprés le Lemme 2.4 dans [2]
on voit que M7 U M5 est LPC en 0 si et seulement si, pour tout ¢ assez
petit ’ensemble

Sy = p_l(t) n (Ml @] Mg)
est polynomialement convexe, cela est le cas si et seulement si m(S;) est
polynomialement convexe. Notons que

n(p~H(t)N M) = {z: Rez =t/2}
ap t) N M) ={z: 2+ 2+ Xz + A2+ o(2) = t}.
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Il s’ensuit que
m(p * )N M) Nw(p ()N My) = {z: Rez = t/2, Az + A2+ ¢(z) = 0}.
On considere deux cas:

(a) Si A n’est pas réel, alors la courbe « définie par 1'équation {\Z +
Az + ¢(z) = 0} coupe la droite Re z = ¢/2 en exactement un point
pour t assez petit. Donc Sy est polyndmialement convexe.

(b) Si X est réel, alors m(S;) est polynomialement convexe si et seule-

ment si intersection de v et de la droite Rez = t/2 contient au
plus 1 composante connexe. D’ou le résultat. O

Le dernier résultat montre la conjecture mentionnée au début de cet
article, avec une forte hypothese sur 'intersection M; N Ms.

Proposition 2.3. Supposons que My N My est une courbe analytique
réelle et A € C\R. Alors My U My est LPC en 0.

Démonstration: D’abord, on observe que la condition que M; N My est
une courbe analytique réelle implique que 1’équation

A2+ A2+ p(2) =0

définit une courbe analytique réelle, passant par l'origine. Il s’ensuit
qu’il existe une fonction analytique réelle & valeurs réelles h € C'({0})
tel que

Az + A2+ (2) = (az + az + h(2))g(z),

ou g est une fonction de classe C' dans un voisinage de 0 satisfaisant
ag(0) =X e C\R.

Ensuite, écrivons h(z,w) la fonction complexifiée de h, posons
H(z,w) = az + aw + h(z,w).

Clairement H est une fonction holomorphe dans un voisinage de 0 € C2.
De plus H (M) est contenue dans la droite réelle. On montre que pour
r > 0 suffisamment petit, H(M7) N R = {0}. En effet, pour z assez
proche de l'origine, un calcul élémentaire similaire a celui de la preuve
de la Proposition 2.1(a) nous donne

|Tm H(z, 2+ A2 + Az + ¢(2))|
= |(az 4+ az + h(z))||Im(ag(2))| + o(|(az + az + h(2))g(2)|).

Comme Im(ag(0)) # 0 on déduit que pour r assez petit on a H(MJ) N
R = {0}. D’apreés le lemme de Kallin on obtient le résultat desiré. O
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Voici les grandes lignes d’une autre démonstration de la Proposi-
tion 2.3 suggérée par le referee, elle permet une interprétation plus
géométrique de notre résultat.

Apres un changement biholomorphe (local) des coordonnées, on peut
supposer que M; est R2, de plus M; N My est la droite z = 0, ou
z = x +4y. Il n’est pas difficile de voir que lapplication p(z,w) = w
envoie My sur 'axe réel et My sur un ensemble qui recontre I’axe réel en
un seul point. D’apres le lemme de Kallin on achéve la démonstration.

Les résultats de cet article et nos résultats précédents [2], [3] suggerent
la conjecture suivante:

Conjecture. Soient M, et My des graphes totalement réels dans C?,
dont Uintersection contient ’origine. Alors soit My U My est localement
polynomialement convexe a l’origine, soit son enveloppe locale est une
union de surfaces de Riemann.
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