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RIGIDITE DE QUELQUES GROUPES DE GERMES DE
DIFFEOMORPHISMES

FREDERIC TOUZET

Abstract

Using the description of non solvable dynamics by Nakai, we give
in this paper a new proof of the rigidity properties of some sub-
groups of Diff(C,0). The C* case is also considered here.

Introduction

Soient Diff(C, 0) le groupe des germes de difféomorphismes holomor-

phes de (C,0) et Diff(C,0) son complété formel. Rappelons le résultat
suivant, di a D. Cerveau et R. Moussu.

Théoreme 1 ([Ce-Mo)). Soient Gy, Go deuz sous groupes de D1ff((C 0)

non résolubles et formellement conjugueés, i.e. il existe b lef((C 0) tel
que 0o Gio o1 = G5, alors 0 converge.

La preuve s’inspire substantiellement d’un résultat de J.-P. Ramis qui
établit qu’une série formelle sommable sur deux niveaux est en réalité
convergente et ceci requiert un usage assez élaboré de la transformée
de Borel-Laplace. Nous proposons ici une autre démonstration en nous
bornant aux propriétés élémentaires des fonctions Gevrey et en utilisant
le fait (montré par I. Nakai) que les dynamiques de Gy et G5 contiennent
dans leur adhérence les flots réels de champs de vecteurs naturellement
associés aux éléments de ces deux groupes. Mentionnons également que
Cerveau et Moussu étendent le Théoreme 1 dans la situation ou G est
résoluble non exceptionnel. Ce cas ne sera pas abordé ici.

Les questions de rigidité topologiques relatives aux dynamiques non
résolubles ont été traitées par Shcherbakov [Sh] et la construction des
flots de Nakai permet a ce dernier de retrouver ces résultats. Plus
précisément, on a la
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Proposition ([Sh], [Na]). Soient Gy et Gy deux sous groupes non ré-
solubles de Diff (C,0) conjugués par un germe d’homéomorphisme h de
(C,0); alors h est holomorphe ou antiholomorphe.

Sous des hypotheses que nous explicitons ci-dessous, les preuves de
Nakai s’adaptent au cas réel.

Soit Diff (R, 0) le groupe des germes de difféomorphismes de classe C*
de (R, 0). Nous noterons ~ I’application, qui & un élément f de Diff (R, 0)
associe son développement de Taylor en 0, f(m) = Zzg %x" Plus
généralement, I'image par I'application ~ d’une partie A de Diff(R, 0)
sera notée A. Nous montrons alors le

Théoréme 2. Soient Gy et Gy deuz sous groupes de Diff(R,0) con-
Jugués par un germe d’homéomorphisme h de R,0. On suppose de plus
que é\l (et donc G1) est non résoluble. Alors h est un difféomorphisme
de classe C*° en dehors de lorigine. Si de plus l'on suppose que h
préserve l'orientation, il existe des entiers positifs p, q premiers entre
euz et f € Diff (R,0) préservant lorientation tel que pour x > 0, on ait

h(x) = (f(7))".

La condition de non résolubilité des groupes de difféomorphismes
formels associés est nécessaire, comme 'atteste le

Théoreme 3. I existe deux groupes libres a deux générateurs de ger-
mes de difféomorphismes d’une variable réelle topologiquement conju-
gués mais non conjugués par un germe d’homéomorphisme de R,0 de
classe C* en dehors de l'origine.

Ce travail s’organise de la fagon suivante:

Les sections I et IT exposent des résultats déja bien connus sur les fonc-
tions Gevrey et la classification des difféomorphismes (travaux d’Ecalle,
Martinet, Ramis, Malgrange ... ). A ce titre, le lecteur pourra consul-
ter [E], [Ra], [Ma]. Dans ce travail, nous nous réféererons principalement
a [Lo] et [Ra].

Les sections III, IV et V sont respectivement consacrées aux preuves
des Théoremes 1, 2 et 3.

I. Développements asymptotiques, classes des fonctions
Gevrey

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert sectoriel

V={2e€C,0<|z| <r arg(z) e U}
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olt U est un ouvert de S*. Soit Y a,z" € C[[z]] une série formelle; par
définition, on dira que f admet > a, 2" comme développement asymp-
totique si pour tout n,

f(z) — pz:;)apzp - Z7lg(z) avec llen% g(z) =0.

Dans ces conditions, on utilisera la notation f(z) ~ > a,2".
Si de plus il existe des constantes positives C, M et un entier positif k
tels que

n

J(z) = Y ap?| < Cln+ 1)1F (M),
p=0
on dira que f appartient & la classe G (V') des fonctions Gevrey d’ordre k
sur V*. Enfin, on notera AS~*(V) 'ensemble {f € G1(V) | f ~ 0}. Re-
marquons que G (V') est un sous espace vectoriel de l'espace des fonc-
tions holomorphes sur V et contient la restriction & V' des fonctions
holomorphes sur le disque {|z| < r}. Plus généralement, on dira qu’une
fonction holomorphe sur un ouvert U de C est Gevrey d’ordre k sur U
(f € Gi(U)) ¢l existe un ouvert sectoriel V'O U tel que f se prolonge
analytiquement en un élément de Gy (V).

Proposition 1 (cf. [Ra]). Soit f € AS7F(V); alors f est une fonction
a décroissance exponentielle d’ordre k sur V; i.e. il existe des constantes
positives C, M telles que

—M

VzeV, |f(z)|<CelF,

s

Réciproquement, toute fonction a décroissance exponentielle d’ordre k
sur' V est un élément de ASF(V).

Proposition 2 (cf. [Ra] (Principe de Phragmen-Lindel6f)). Soit f €
ASTF(V), ot V est un ouvert sectoriel connexe de la forme 0 < |z| < r,
0o < arg(z) < 01, 01 — 0o > %; alors f = 0.

Soit (I;);c; un recouvrement fini du cercle S par des intervalles ou-
verts choisi de telle sorte que 'intersection de trois I; soit toujours vide.
Pour tout 4, notons V; . Vouvert sectoriel {0 < |z| < r, arg(z) € I,}.

Proposition 3 (cf. [Ra]). Supposons, pour tout i,j € I, qu’il existe
wij € ASTR(V, . NV, vérifiant @;; = —pji. Soit ' < r. Alors, pour
tout i € I, il existe v; € G(Vi ) tel que pij = @; — ¢;.

*Dans la définition usuelle, ces estimations s’appliquent sur tout sous secteur rela-
tivement compact de V' mais ceci est sans importance dans le cas présent.
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Corollaire 4. Soit (¢;)ic; une famille de fonctions holomorphes et
bornées sur V; . telle que ¥V i,5 € I, on ait

Vi — ;= @ij,  pij € ASTF(V 0w N V).
AlOTS, P; € Gk(‘/i,r/)-

Preuve: 11 suffit de constater que les p; —1; se recollent en une fonction
holomorphe sur le disque épointé 0 < {|z| < '} et s’étendent & 1'origine
puisque celle-ci devient une singularité artificielle. O

II. Classification formelle et conjugaison sectorielle des
éléments de Diff (C, 0)

Un calcul formel donne immédiatement le

Lemme 5. Soit f € Diff/((C\,O) tangent a Uidentité (i.e., f'(0) = 1);
alors f est 'exponentielle au temps 1 d’un unique champ de vecteurs
formel Xy = F(z)% ot F' est une série formelle d’une variable telle que
F(0)=F'(0) =0, i.e.

+00 + (n)
fe) =Y M2)
n=0 '

ieme

ot Xf(”) désigne le n itéré de Xy vu comme dérivation.

o —

De plus, si on suppose f différent de 'identité, g € Diff(C,0) tangent
a Uidentité commute avec f si et seulement si il existe t € C tel que
g =exp(tXy).

Il est a noter, et c’est d’ailleurs la situation générique, que le champ X
peut diverger en dépit du fait que f converge.

Proposition 6 (Forme normale formelle). Soit f € Diff(C,0) de la for-
me f(z) = z + 2PTt + 0(2PT1), p > 1. Alors, il existe € Diff(C,0)
tangent a lidentite tel que po fo P! = f, \ ot f,r € Diff(C,0) est le

flot au temps 1 du champ de vecteurs X, \ = %a%

La démonstration de ce résultat est basée sur une utilisation simple
du théoréme des fonctions implicites formel. Elle est similaire au cas C*°
réel que nous détaillerons dans la partie IV.
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Proposition 7 (Théoréme de la fleur de Leau) (cf. [Lo]). Soit f(z) =
2+ 2PTL + 0(2PT), p > 1 un germe de Diff(C,0) tangent a lidentité.

Soient o < o deux réels de I, =lgg: 5l Pour x € I, et 7 > 0, con-
sidérons les domaines sectoriels
km km Z
Vk’$,T:{0<|z|<r7——:E<arg(z)<—+a:}, ke —.
p p 2pZ

Alors, pourr > 0, il eziste 0 <1’ <r et des ouverts connezxes Pk, Vi.ar v C
Pr C Via,r tels que ¥k € 557,V 2 € Py, Y1 >0,

F) € P tim () =0
si k est pair;
™ (z) € Py, lirf ff(z)=0

st k est impair.

Remarques. Cet énonce et ceux qui suivent doivent se comprendre pour r
“assez petit”.

On représente usuellement plutdt les Py par des ouverts en forme de
pétales (dits répulsifs ou attractifs selon que k est pair ou impair) d’ou
le nom de “Théoreme de la fleur” (voir figure ci-dessous avec p = 1,2).

On reprend les notations de la Proposition 7.
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Proposition 8 (Conjugaison sectorielle) (cf. [Ma], [K]). Soient fi(z)=
24 2P 4 o(2PHL), [ = 1,2 deux éléments de Diff(C,0). On suppose qu’il
existe un difféeomorphisme formel ) tangent a l’identité conjugant f1 a fs,
c’est a dire fo = fo f1 0f1. Alors, sur chaque pétale Pa;y1 attaché a fi,
fa "o f1" converge lorsque n — +o00, vers un difféomorphisme holomor-
phe @o;11 conjugant fi a fo. On hérite de difféomorphismes pq; ana-
logues sur Po; en considérant la limite de la famille fo" o fi~ ™. De plus,
chaque @y, admet sur un ouvert sectoriel contenant Py, un développement
asymptotique @ tangent a lidentité et indépendant de k conjugant fi

a fa.

Remarque. En appliquant le Lemme 5, on obtient en particulier que
@ =exp(tXy, ) o8 pourt e C.

Considérons maintenant la collection de pétales (P;") = (¢;(P;)) as-
sociée & fo et soit la fonction multivaluée 9, \ = —# + Alog z.

Supposons d’abord que fa = f;, x; on vérifie alors que

— Toute détermination de v, » est univalente en restriction a cha-

que P;’.

— Pour tout w € P, A(Ps), Ypr, Xpr = 2= et en particulier ¥, 5 o
frotpa Hw) =w+ 1.

L’ouvert vy, A(P;") a l'aspect représenté ci-dessous et contient en par-

ticulier un demi plan de la forme Rew > a ou Rew < —a, pour a € R
positif assez grand, selon que P;’ est attractif ou répulsif.

Ypa o fpao 7/’10,/\_1("“’) =w+1 Ypao fpao wp,k_l(w) =w+1
— —
—
— —
—
— — .
i=2%k+1 i =2k

Proposition 9. Sous Uhypothése fa = fp A et pour tout i € p%, on a

@i € Gp(Pi).
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Preuve: D’apres le Corollaire 4, il suffit de montrer que ;41 — ; €
A7P(P; NP;11). On pourra supposer P; répulsif, la démonstration qui
suit étant formellement la méme dans le cas attractif. Soit ¢; := 1, x0;
(défini sur P;). On observe alors que ¢¢O¢i+1_1 est défini sur un domaine
du type D = {a < Rew < a+ 1, Imw > S}. Il se prolonge en fait &
I’ouvert D + N suivant la relation de conjugaison

Yio i H(w) +1 =10 (w4 1),
Par suite, & (w + 1) = &(w) ol &(w) = ¢ 0 b1 (w) — w. Puisque le

. D+N ny ,
quotient —————— est paramétré par H(w) = €™ on a & = o(H)
w—w+1

ot ¢ est holomorphe sur H(iﬁ-l) ={ueC0< u <e 2B
w—w

Par ailleurs, un calcul élémentaire nous donne que limpy, — 400 & (W) =
0, ce qui entraine que ¢ est en fait holomorphe en 0 et »(0) = 0. On
obtient donc que ¥, x0p;00;11 71 = ¢, A+ (2™ A) sur zpp,A_l(D—i-N).
Posons ¢; o p;11 *(2) = 2(1 + 6(2)) olt & est une fonction plate sur
©i+1(P; N Pit1). On vérifie alors que sur P; N'P;1 (ou plus exactement
sa composante connexe considérée), on a:

2im
p(re”3F)
E 0z) = ———.
On conclut en composant a droite chaque terme de (E) par ;1. ]

Si fo n’est conjugué que formellement & f, 5, on considére la collection
de difféomorphismes (3;) définis dans la Proposition 8 conjugant sur
chaque pétale P;" fo & f, 1. Le difféomorphisme v, o 3; (défini sur P;)
est appelé coordonnée de Leau associée a fo. Le fait que 3; admette un
développement asymptotique entraine le

Lemme 10. Pour tout t € C, il existe un sous-pétale 73“,/ de P;’ tel
que exp(tX;), ot X; = (Ypa OBZ‘)*%, soit défini sur P;¢' et admette
exp(tXy,) comme développement asymptotique.

Corollaire 11. Chaque difféomorphisme @; conjugant f1 a fo appar-
tient & Gp(P;).

Preuve: 1l suffit encore de montrer que ;11 — ¢; € A P(P; N Piy1).
Soient ¥p 103, ¥p r0oa; les coordonnées de Leau associées respectivement
A fyet fisur Py et P;. Ona p; = Bi towy: par suite @;11—¢; = A;+B;
avec A; = Biy1  To iyt — Bip1 o et B =Bt toa; — B, o
La Proposition 9 a établi que «; et [(; appartiennent respectivement a
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G,(P;) et Gp(P;'); par I'inégalite de la moyenne, on a donc que 4; €
A7P(P; N P;11). Par ailleurs, en utilisant que

BioBit1 N(2)=2+7(2), 7€ APBiz10B8 HPiNPis1)),

on obtient que 6;:1(,2) — B7H2) = B (2 +7(2)) — B; ' (2). En réappli-
quant I'inégalité de la moyenne au second membre, on obtient que B; €

ATP(Pi N Pis1). U

Corollaire 12. Pour tout i, il existe sur P; un difféomorphisme 6; €
Gp(P;) tel que

;o frob; = fy, 6; ~0.

Preuve: Soit (3 € Di/(-a 0) tel que B; ~ B (cf. preuve du Corollaire 11).
D’apres la Proposition 8, il existe t € C tel que 6= B_loexp(tXp’)\)ogo@.
On constate alors que 6; := 6;1 o exp(tXp ) o Bi o p; conjugue sur P;
f1 a f2. De méme que dans la preuve du Corollaire 11, on montre alors
que 0; € Gp(P;). O

Soient g; € Diff (C,0), j = 1,2 de la forme g;(2) = 2 + a;29"! +
o(z9m), a; # 0, ¢ > p. En réintroduisant les notations du Corollaire 12,
considérons la fonction H; = 6; 09, — g2 08;. Puisque les g; sont tangents
a I'identité, on peut supposer que H; est défini sur P;.

Proposition 13. Supposons que 0o g1 © -1 = go. Alors, pour tout
iegp%, on a H; =0.

Afin d’établir cette proposition, il sera commode d’exploiter le résultat
suivant dont la preuve est analogue a celle du Corollaire 11:

Z

Lemme 14. Pour tout i € 37

on a

(i) 0; 091 —0ir10g1 € ASTP(P; N Piy1).
(ii) g206; —gaobiy1 € AS—p('pi N PiJrl).

Preuve de la Proposition 13: Pour tout ¢, P; contient un secteur d’ouver-
ture strictement supérieure a % et fI\Z = 0 par hypothese. 11 suffit donc,
d’apres la Proposition 2, d’établir que H; € G,(P;) et ceci résulte du
Lemme 14. O
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II1I. Preuve du Théoréme 1

Rappelons le fait basique suivant:

Lemme 15. Soit G € Diff/(-a()) un sous groupe non résoluble. Alors il
eviste dans G deux éléments, f et g, tangents a l'identité a des ordres
différents.

Clest a dire f(2)—z2=ayp1 2P +0(2PHY), §(2) =2 =bgi1 27 40(2771),
1 <p<q, aps1,bg41 # 0.

Preuve: Le groupe des commutateurs [G G] est par hypothese non abé-
lien; choisissons f,h € [G G] non commutants entre eux. On constate
alors que f et g = f oho f 15 11 satisfont 1'énoncé du lemme. O

Soit f € Diff(C, 0) satisfaisant les hypotheses du Lemme 10 dont on
reprend les notations. Soit g € Diff(C,0), g(z) = z + az9t! + o(z91!
avec ¢ > p, a # 0. Rappelons le résultat fondamental suivant, da
I. Nakai.

)

Proposition 16 ([Na], voir aussi [Lo]). Posons k,=n?#'. Pour z€R,
on notera [z] la partie entiére de x. Soit K un compact du pétale Pa;y1.
Alors il existe T > 0 et ng € N tel que, pour tout entier n > ng, la suite
Fo(t, z) := f"oglt*nlo f7(2) soit bien définie et converge uniformément
sur [=T,T] x K vers expt(vXa;11) ot v est un nombre compleze.

Cette propriété persiste sur un pétale répulsif Po; en considérant la
suite f o gltkel o f7

Remarque. Nous redémontrerons partiellement la Proposition 16 dans le
cas C*° (partie IV).

Soient G;, i = 1,2 deux sous groupes de Diff (C,0) satisfaisant les
hypotheses du Théoreme 1. On peut, quitte a conjuguer ces groupes par
des transformations linéaires, supposer que 0 est tangent a l'identité et
que G contient un élément f; s’écrivant sous la forme f1(z) = 2+ 2Pt +
o(zP*1). Compte tenu du Lemme 15, il existe alors dans chaque G; deux
difféomorphismes

fz(Z) =2+ Zp+1 +0(Zp+1)’
gi(2) = z4+azi + o271, 1<p<q,a#0,

tels que 0o fio 61 = = fo et 0 0gi0 61 = g2 Sur chaque pétale P; d’'un
recouvrement associé a fi, on peut incarner ) par un biholomorphisme 6;
conjugant f1 & fo et g1 & go (Corollaire 12, Proposition 13). Les cou-
ples (f1,91) et (fa,92) satisfont alors les hypothéses de la Proposition 16
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(les deux collections de pétales considérées étant ici respectivement (P;)
et (0;(P;)). On suppose dorénavant que ¢ est pair. La démonstration du
Théoreme 1 résulte alors des points suivants:

a)

b)

Le difféomorphisme 7, = 0;41 " 0 0 (défini sur 6; 7" 0 0,1 (P N
Pi+1)) commute & fi et g;.

Dans la coordonnée de Leau v¢; = 1, x o o; attachée a fi, le
difféomorphisme z/;z = 1); om; o' est défini pour tout a assez
grand sur un domaine du type D, = {a < Rew < a+ 1, Imw >
Ba}. 1l se prolonge analytiquement en une application univa-
lente sur D, + N et a pour expression ¥;(w) = w + &(w) avec
&i(w+1) = &(w) et limpy o +too & (w) = 0 (cf. preuve de la Propo-
sition 9).

Posons G; 1= 1p;0¢1 0¢; _*. On vérifie que G;(w) = w+O(|w|17%).
Considérons un domaine D,, défini en b). Il existe alors un do-
maine du type Dy, C Da,, a1 > ap tel que Gi(Dy,) C Day-

Pour tout w € zﬁi(Dal), 1@ oG o zﬁfl =G;.

Posons F, (t,w) = G;")(w 4+ n) — n. D’aprés la Proposition 16,
pour tout compact K; de D,,, il existe un compact Ko C D,,
tel que F,(t, K1) € Ka, |t| < T > 0 assez petit et n > ng. En
particulier, Gi[tk”}(w +n) € D,, pour tout w € K.
Des observations qui précedent, il résulte que pour t € [-T,T] et
~ ~ 21
n > ng, ¥; o F,(t,v; (w)) = F,(t,w) sur K;. Par passage a la
limite, on déduit que v, % = % pour tout w € D,,. Finalement,
on peut conclure que ; est un flot & un certain temps complexe
)

du champ 5.
Les mémes remarques valent pour ¢ impair. Sachant que 7; est plat
a l'identité a l'origine, on conclut par le Lemme 10 que les 6; se
recollent en un élément de Diff(C, 0).

O

IV. Preuve du Théoréme 2

Rappelons les résultats suivants, das a F. Takens.

Proposition 17 ([Ta]). Soit X un germe de champ de vecteurs de R,0
de classe C* s’écrivant sous la forme X = x”"‘lF(x)%, p>1, F(0) #
0. On notera encore

Pt 9
Xpy=——.
A 1+ A\aP Ox
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Alors il existe ¢ € Diff (R,0) et (p,\) € N* X R tel que
e X =X, st F(0)>0

=X, siF(0)<O0.

Preuve: Elle s’inspire, comme nous l'avons déja indiqué, du cas formel
et differe de celle donnée par Takens (dont les formes normales ont
d’ailleurs une autre expression). Il suffit évidemment de traiter seule-
ment le cas F'(0) > 0.

Soit w la 1-forme duale de X. i.e.: w(X) = 1. Elle peut s’écrire

1 P a;
YT (F(O)xPJrl +2 i 0(1)> dz

ot a; € R et le terme O(1) est de classe C*. Le difféomorphisme ¢
cherché doit donc vérifier

1+ AP do —
S pptl p=w
Si on pose ¢(z) = z&(x) et on choisit A = a,, on est conduit, via

intégration d’une équation différentielle, a résoudre

1 = 1
T —I—p)\xpln&:pxp/(ZW—l—O(l)) dm—m.

i=1

Le théoreme des fonctions implicites garantit alors ’existence d’une so-
1
lution £ C* au voisinage de 'origine telle que £(0) = F(0)>. O
Ce principe de mise sous forme normale du champ X permet a Takens
d’établir la
Proposition 18 ([Ta]). Soit f € Diff(R,0) tel que f(z) =z + azP*! +
o(xPT), p > 1, a # 0. Alors, il existe un unique champ de vecteurs Xy

sous la forme donnée par la Proposition 17 dont f est le flot au temps 1.

Plagons nous sous les hypothéses du Théoreme 2. On peut se ramener
au cas ou h préserve 'orientation. Par ailleurs, h envoie commutateurs
sur commutateurs. On peut alors déduire du Lemme 15 l’existence dans
chaque groupe G; de deux éléments f;, g; tels que

fil) =z +a" T Lo(@ ™), gi(x) =2+ ax®t 4 o(z®HY,

fa(a) :=ho froh™!(z) ga(x) :==hogioh™ ()

=z + baP? T 4 o(aP2 1), =z + ca®?T 4 o(x2 1)
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avec a < 0,0 < p; < q1, b >0, ¢c <0. Quitte a faire les deux substitu-

tions fi := [f1, f2], g2 1= [f2, g2, on peut supposer de plus que g2 > po.
On a alors

0 0
X, — (gPrt! p1+1 X — (qrit! oty 9
fl (x O("’E ))833’ g1 (O[x 0(1’ ))6$7

Xp = (B2 (@) 2 Xy, = (2 4+ ofat )L
avec a < 0, 8 > 0, v < 0. D’autre part, il suffit clairement de se restrein-
dre au demi-axe positif RT. Les dynamiques de f; et g; sont respective-
ment dilatantes et contractantes sur un intervalle de la forme I =]0, A]
ou A est un réel positif suffisamment petit.

Posons p := p1, g := q1. Soit ¢ € Diff (R, 0) tangent & 'identité tel que
©: X, = X, x. Réintroduisons la fonction ¢, x(z) = —-L +Alnz. Dans
ce contexte, 1, x définit un difféomorphisme C* de () sur un intervalle

-1
de la forme J =]—00, 0], & < 0 et ¢, 5, Xp x = 2. Posons ¢(z) = |2|7 ;
on observe alors que ¢ o, \(z) = z + o(z'T¢) pour un certain ¢ positif.
Par conséquent, 1, 2 tog 1 est de la méme forme et ceci permet d’écrire

Ypr H(2) = |x\% + O(JF%). Par un calcul élémentaire, on établit
alors que G (w) := (Ypx 0 @) 0 g1 o (Ypr09) (W) = w+aplw|' "7 +
O(Jw|'"#7%). 1l est commode d’évaluer G dans la coordonnée b =
n(w) = —qia|w\%. On a alors

G1(0) :=noGron H(w) =0+ 14+ 0(w*).
Lemme 19. Pour tout N > 0,

N
g{V(w):zb+N+O<we).

Preuve: On sait qu'il existe C' > 0 tel que pour tout @, |§g(w) —w —1| <
Cw™¢. Par récurrence, on a

N—1
91" (@) — @ = N| < CY_ |37 (@)
n=0
On conclut par le fait que g1 (@) > w. O

Proposition 20. Soit K un compact de I =]0, A]. Alors, la suite

—1

B

Lo frm

converge uniformément sur [0,T] x K vers exp(td6Xy,), 6 = ap

Fu(t,w) i= fJ o gi"

1—

Qs
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Preuve: Les calculs qui suivent reproduisent a peu de choses pres ceux
menés dans [Lo].
En revenant a la coordonnée initiale, on en déduit que

L [ N\\*¢
G1N(w)=—lw|<1—Naqpqwlp+lw1’0(|w—g>) ~

Fixons nous T > 0 et soit n un entier positif. On veut évaluer

QS

N
G1N(w—n)=—|w—n|(1=Nagp@ |w —n| 7 +|lw—n|7 O ————
w —nl*

pour N = [tnE_l], 0 <t < T (on rappelle que [ | désigne la partie
entiere). On a N = O(n%7 et par suite

1 £
GV (w—n) —|w—n( aqp‘I|w—n|P +O< 1+E)> )

Puisque N = tn» ' + O(1), on a

N _ t (1—£)|w*”|%q 1
G, (wn)|wn|<1ap L +0 T .

Sur un compact K de | — 0o, @], on hérite alors de 1’estimation

3

1
GV (w—n)=w—n+tap*~ D +0 (E> .
n
Sachant maintenant que

—1
(Ypro@)o fi Oggm ]Offnowp,AOSOYI =Gy
la Proposition 20 est établie. O

-1

The

](w_n)+n7

On dispose bien entendu du méme résultat en substituant fo a f1 et
g2 a g1. 1l existe alors un réel positif v tel que pour = > 0 assez petit,
on ait

Vt>0, hoexp(tXy )(z)=exp(tvXy,)oh(x).
A cette étape, on a donc établi que h est C*° pour = > 0. En substituant
gi & f; et le commutateur [f;,¢g;] & ¢; (i = 1,2), on vérifie de méme

que h. Xy = pXgy, avec p > 0. Quitte 3 a conjuguer f1, g1 par r — xv

ppcm;fhpa) et fo, ppwnzgmpz)7 on peut

supposer que p; = py. Les deux relations de conjugaison h. Xy = vXy,,
h.X, = pX,, produisent, par élimination de h’, une égalité du type

oup = ggparx—uvqavecq—

P1—a91

h(z) =1lo (k(x))ri—a
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avec [, ke Diff (R, 0), I(0), £'(0) >0. En réutilisant que h. Xy, = vXy,, on
constate que nécessairement ga =¢i, ce qui signifie que h€ Diff (R,0). O

V. Preuve du Théoréme 3

Soient f,g € Diff (R, 0) définis par

x
f(x) - 1— xv
x
)= —""+F.
g(x) 1)
S. White [Wh] a montré que le groupe engendré par f et g est libre.
Soient maintenant Fy, G1 des difféomorphismes de U'intervalle I = [—1,1]

dans lui-méme s’écrivant sous la forme:
Fi(z) =z + 1 (x),

G1(z) =z + o (),
ou les v;, i = 1,2 sont
— De classe C*° sur I.
— Nuls exactement en —1,0 et —1.

— Plats en —1 et 1 et strictement supérieurs a —1 sur I.

Enfin, on peut les choisir de telle sorte que F} et GG; coincident res-
pectivement avec f et g au voisinage de l'origine. Considérons les deux
familles de difféomorphimes de I:

F.(z) = x4+ e (x),

G:(z) = z + ea(x),

ou € est un parametre décrivant 'intervalle R.

Pour tout €, on notera G, le sous groupe de Diff (R, 0) engendré par Fy
et G (vus comme germes a lorigine). Remarquons que les éléments
de G. sont analytiques. De plus, les familles (F.) et (G.) dépendent
analytiquement du parametre e; pour tout n € Z, il en résulte que
les familles des itérés d’ordre n (F.") et (G.") dépendent également
analytiquement de . Fixons m € N* et soit M5, I'ensemble des mots
de longueur m en F., G.. Par analyticité et sachant que Gy est libre,
on déduit que M5, contient l'identité seulement pour un ensemble de
points isolés de R.

Maintenant, soit A = {¢ € R tel que G. soit un groupe libre & deux
générateurs}. Le théoréme de Baire nous assure que A est dense dans R.
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Définition. Soit C C R un ensemble de Cantor. On dira que C est
homogeéne si

— Chaque composante connexe de R\ C est bornée.

— Pour tout intervalle compact J dont l'intérieur est d’intersection
non vide avec C, la dimension de Haussdorf de J N C est indépen-
dante de J.

Soient Cq, C2 deux ensembles de Cantor homogenes de R de dimension
de Haussdorf respectives dy < dy. Donnons nous une énumération (I, ),en
des composantes connexes de R\ C;. On peut supposer qu’on a choisi
Cy et Cqy de telle sorte que:

a) 0eCy \ U E

neN
b) ¢(C1) = C2 et p(0) = 0 ol ¢ est un homéomorphisme de R
préservant l'orientation et affine en restriction a chaque compo-
sante I,,.

Pour tout n € N, on posera J,, = ¢(I,,). Soit 1, et &, les transfor-
mations affines conservant 1’orientation envoyant respectivement [—1,1]
sur I,, et J,,. Choisissons maintenant une suite (,,) d’éléments de A con-
vergeant vers 0 de telle sorte que pour tout n > 1 et pour tout 1 < i < n:

: 1
sup |(¢, o F, © 'l/}n_l)(l)(x” < -,
zel, n

~14() 1
sup ‘(¢n © Gsn oYy ) ($)|S -,
zel, n

—1y(4) 1
sup |(§nOF€nO§n ) (37)| < -,
z€J, n

—13(3) 1

sup |(€n 0 Ge, &) (2)| < n

€y

La collection (¢, o Fy o wn_l)neN définit une bijection de l’ensem-
ble [, cn 1, sur lui méme qui s’étend en un difféomorphisme de classe C™
de R valant l'identité en restriction a C;. On notera F' le germe de
Diff (R, 0) induit par ce difféfomorphisme. De méme, les collections (1, o
Ge, othy ™), (Eno F., o0& 1) et (€, 0G., o0&, ") induisent & I'origine
de R des germes notés respectivement G, F' et G.

Par construction, les groupes (F,G) et (F,G) sont topologiquement
conjugués. A cause de l'invariance de la dimension de Haussdorf en
classe C*°, on constate qu’ils satisfont I’énoncé du Théoreme 3. O
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