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TRACE DE CAUCHY POUR CERTAINES FONCTIONS
LOCALEMENT INTEGRABLES SUR UN OUVERT
BORNE DE C

IBAN HARLOUCHET

Abstract
Let © be a bounded open subset of C, and let f be a distribution
on Q such that df is a Radon measure of finite total mass. By
means of the Cauchy transform, we introduce the “Cauchy trace”
of f, which takes values in the set of analytic functionals on the
boundary 92 of Q. The properties of this application are studied
in detail. For instance, the characterization of its kernel is dis-
cussed according to the properties of the boundary 092. Roughly
speaking, the Cauchy trace allows us to interpret the Cauchy-
Pompeiu formula in the same way as the Sobolev trace allows to
interpret the Stokes formula.

1. Introduction

Soit © un ouvert borné et régulier du plan complexe et soit I' = 992 la
frontiere de Q2. Posons Q = QUT et soit f(z) une fonction de classe C!
sur Q, par ailleurs arbitraire. Soit F(z) la fonction qui est égale & f(2)
size€Qeta0sizgQ Onaalors (les dérivées étant prises au sens des
distributions)

1) OF = (0f)xa + 3 (=) der.
Puisque é est une solution fondamentale de 0, il vient

_ 1 [[0f(9) 1 [ f©)
) 1) =1 [ Hamie + 5 [ L ae
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si z € Q, tandis que

- -1 ] ) g + L JELY"

z—¢ 2 ré—=z

sizé¢ Q.

Les identités (2) et (3) sont les “célebres identités de Cauchy”. Le
point de départ de notre travail consiste & interpréter (2) et (3) d’une
fagon un peu nouvelle.

Supposons que f(z) soit une distribution appartenant & D’(Q) telle
que Of = p soit une mesure de Radon de masse totale finie. Nous nous
proposons, dans ces conditions, de donner un sens a la trace de f sur I
en définissant [, f(z)R(z) dz pour toute fraction rationnelle R(z) dont
les poles n’appartiennent pas a I'.

On considere
_ 1 du(§)
o) =167 [[ 22,

qui appartient & D’(), et 'on a g = 0, par construction. La distribu-
tion g(z) est donc une fonction holomorphe dans Q. En particulier g(z)
est définie pour z € . Il en est évidemment de méme pour

s =1 [[ 2 en),

Finalement les formules (2) et (3) permettent de donner un sens a

f(2)
Aadf (z¢T).

Plus généralement, soit 2 un ouvert borné quelconque de C, soit
O(09) lalgebre des germes de fonctions holomorphes sur 9, et soit
F(09) lespace de Fréchet des fonctions holomorphes sur C\ 99 s’annu-
lant & l'infini. Le théoréme de dualité de Silva [G, p. 47] permet d’iden-
tifier le dual de 'espace réflexif O(09Q) a F(9€) (Théoreme 2.1).

Soit f € D'(Q) telle que df soit une mesure de Radon de masse totale
finie. On définit la trace de f sur 992 comme étant ’élément 7 (f) de
F(0Q) = O'(09Q) défini par la formule

Tz

_ 1
Tfea=— (3f * g) -

Tfo=f- (51‘* i)
19
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Posons R, (§) = E*Lz pour £ # z. Dans ce cas, la distribution f appartient
ALl () etona

2) 1o =1 [ D8 1 r 1)

pour presque tout z € §2

®) o= 1 [ FLE s (. 1)

siz ¢ Q.
Les formules (2’) et (3’) sont des extensions trés générales des for-
mules (2) et (3) (il n’y a aucune hypothese de régularité sur 9), ou

= [r g(fz d¢ est remplacé par (R,, T (f)).

En particulier, 2im(R, T(f)) “donne un sens” a [, R(£)f(€)dE si R
est une fraction rationnelle & poles hors de 2.

On appellera 7(f) la trace de Cauchy de f sur 9. Cette notion de
trace apparait déja dans [EV1], [EV2] dans le cas ou  est le disque
unité D. L’objet de cet article est d’étudier de manieére systématique les
propriétés de cette trace.

En un certain sens, 7 (f) dépend contintiment de Q. Plus précisément
si (Kp)n>1 est une suite exhaustive de compacts de (2 alors

o, T(f) = Jim, <9’Taz?n (fKn)>

uniformément sur tout borné de O(9N) (Proposition 3.3).
D’autre part si on pose

=T+ (5f* i) ,
Q

Tz

qui est égale presque partout a f sur €, il résulte du Lemme 3.4 que
si 0K, est de classe C!, et si

o UL e <

(072 (1:)) =3 [, r@s0d @e 0w,

oK, 2 Jok,

alors

Dans certains cas on peut décrire de maniere plus précise 'action
de 7 f sur g € O(99). Soit Q un domaine simplement connexe de C,
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et soit w: D — € une représentation conforme de €2 sur le disque unité
ouvert. Posons 0, = ¢(rD). Alors

1
(9, Tf) =limess o o 9(§) (&) d&.
En fait le Théoreme 3.5 donne une formule analogue dans le cas ou €2 est
finiment connexe, basée sur ’équivalence conforme de €2 a un domaine
circulaire.

Si de plus f € C(Q) et si O est une réunion finie disjointe de courbes
de Jordan rectifiables, alors (g,7(f)) = 7= Joq fF(€)g(€) dE (Théore-
me 3.6) et on obtient notamment une version tres générale des for-

mules (2) et (3):

l// d@f)(€) N L/ 1) de — f(z) p.p.sur Q
T)Ja z=§ 2T Jpo & — 2 0 sur C\ Q.

Soit M () lensemble des mesures de Radon de masse totale finie
sur Q et soit Mie(Q2,0) = {f € LL.(Q) : If € M(Q)} le domaine

loc
de définition de la trace de Cauchy. On va maintenant décrire I'image

de Mioe(€2,0) par la trace de Cauchy. Ceci revient & caractériser

¢ M= { (M ) %) |C\§}M6M(Q) .

Dans le cas du disque unité I, il est connu que C~(M(D)) = P~ (L1 (T)),

P = 5 [ ME) e

2T Jp € —2

pour h € LY(T), |z| > 1 [N], [S].

La clef de la description de C~(M(£)) pour un ouvert borné quel-
conque de C est donnée par une propriété connue, mais difficile a trouver
dans la littérature, des mesures harmoniques.

Si U est un domaine borné de C et si h € C(9U), la fonction de
Perron H de h vérifie pour z € U la formule

H(z) = /6 B de(6),

ol w, est la mesure harmonique en z relativement a U. Soit w = w,,,
avec zgp € U. On déduit de [Ra] que Papplication h — [, h(€) dw. (&)
est une isométrie de L (90U, w) dans 'espace des fonctions harmoniques
bornées sur U.
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Soit maintenant €2 un ouvert borné quelconque de C, et soit
(Q)o<n<p<oo la famille finie ou dénombrable des composantes con-
nexes de 2. Pour 0 < n < p, choisissons arbitrairement z, € €,, et
soit w, la mesure harmonique de 2, en z,, étendue a 02 par la for-
mule w,, (00 \ 98,) = 0. On associe & € la mesure borélienne

n= Y ==

0<n<p

et pour f € LY(09Q, 1) on pose

PN = 5 [ LY

2 Joo €~ 2

dp(€) (2 Q).

Alors C~(M(Q)) = P~ (LY(09Q, 1)) et I'image de Papplication trace est
égale & H(Q) & P~ (L1 (092, ).

Dans le cas ou 2 est un domaine borné dont la frontiere est une
réunion finie disjointe de courbes de Jordan rectifiables, le résultat pré-
cédent est valable pour g = |dz|, car les mesures harmoniques w, et
la mesure longueur d’arc |dz| sont alors mutuellement absolument con-
tinues. Notons que si de plus les courbes de Jordan sont régulieres au
sens d’Ahlfors, alors P~ (f) admet des limites non tangentielles presque
partout sur 9Q pour f € L9, |dz]), et P~(f)(2) est la “A-intégrale”
de Cauchy de sa limite radiale pour z ¢ Q (Remarque 4.6(2)). Ceci
permet, dans ce cas, d’interpréter C~(v), v € M(Q), comme la fonc-
tion g € L%’OO(GQ) définie presque partout sur 92 par la formule g(§) =
limn. t.,.e C~(v)(2).

On note M, (9, 9) I’ensemble des fonctions de Mio.(€2,d) & support
compact. On a alors

M(9,0) C KerT C £L1(Q).

Les séries de Wolff-Denjoy du disque donnent des exemples non trivi-
aux de fonctions de Myo.(ID, d) dont la trace de Cauchy est nulle. Soit
v, (resp. v, Tesp. Vs ) la topologie de la convergence simple sur C.(2)
(resp. C(2), resp. Cp(£2)). Notons || - ||; la norme £!, || - || la norme
sur M (), et soit w la topologie duale faible de F(9). L’application T
étant (v¢, v)-w-continue (Proposition 5.1), on a

————(I LD ———=(vesvee) ————=(ve,v)
M.(2,0) C M.(9Q,0) C M.(9Q,0) c Ker7.
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Le but poursuivi dans ’étude du noyau de 7 (Section 5) est de chercher
sous quelles conditions sur €2 les inclusions ci-dessus sont des égalités.
Notons A(92) 'algebre des fonctions analytiques sur Q continues sur 2,
R(Q) 'adhérence dans A(f2) des fonctions rationnelles & poles hors de
et H>(Q) lalgebre des fonctions analytiques bornées sur 2. On vérifie
que pour que M.(£2,9) soit (ve,v)- (resp. (ve, Voo )-) dense dans Ker 7,
il faut que R(Q) soit w*-dense dans A(Q) (resp. H>®(f2)). Ceci ren-
voit a des questions classiques de la théorie des algebres uniformes et

de I'approximation rationnelle, liées a la théorie de la capacité analy-
tique. En utilisant une construction de [Ga, p. 220], on peut en parti-
[e]

culier construire un ouvert connexe 2 = ) tel que M. (2, d) ne soit pas
(v, v)-dense dans Ker7 (Proposition 5.3).

Dans la direction opposée, on montre au Théoreme 5.5 que si ) est
un domaine de Jordan borné, alors M.(Q,0) est (|| - |1, ]| - ||)-dense
dans Ker 7. Ce résultat équivaut au suivant: toute mesure v € M(Q)
telle que C™(v) = 0 est limite en norme d’une suite (u,) de mesures
a support compact dans  telle que C~ () = 0. Pour 0 < r < 1
définissons 2, comme plus haut. La mesure v, = vy est a support
compact dans Q, et lim,_,;- ||v, — v|| = 0. Le probléme est que C~ (v)
est en général non nulle. La démonstration repose sur le fait qu’on peut
approcher convenablement v, par une mesure p, € M.(Q) telle que
C~(ur) =0. Ce procédé d’approximation, assez technique, repose sur la
théorie des espaces de Hardy. Ce théoreme est également valable pour les
domaines bornés dont le bord est une réunion finie disjointe de courbes
de Jordan.

Du Théoréme 5.5 on déduit en particulier que D(€2) est (v¢, v)-dense
dans Ker7 (Corollaire 5.7). Comme le sous-espace C>®(Q2) est (v, v)-
dense dans M,(92,0) (Remarque 5.8), la trace de Cauchy n’est autre
que Pextension par continuité & (Moc(€2, ), (v, v)) de Papplication f —
flaq sur C*=° (Q). Cette trace est donc une trace au sens le plus classique
du terme [LM, Chapitre 1] dans le cas ou € est un domaine de Jordan.

Cet article est issu d’un développement du Chapitre II de la these
de Pauteur [H] préparée sous la direction de J. Esterle, et donnant des
résultats partiels dans le cas du disque. Des remarques pertinentes de
Y. Meyer sur la premiere version de cet article ont amené l'auteur a
réorganiser completement cet article et a s’intéresser aux ouverts bornés
généraux. L’auteur tient a remercier Y. Meyer pour ses remarques et
J. Esterle pour l'aide qu’il lui a apportée pendant toute la préparation
de ce travail.
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2. Fonctionnelles analytiques et transformée de Cauchy

2.1. Fonctionnelles analytiques.

Soit U un ouvert de C; on note H(U) I'algebre des fonctions holomor-
phes sur U. Si C\ U est borné, on notera Ho(U) l'algebre des fonctions
holomorphes sur U nulles & 'infini.

Soit € un ouvert borné de C; on note O(9N) lalgebre des germes de
fonctions analytiques sur 02, que l'on identifie a ’algebre topologique
@)UD 00 H(U) ou U parcourt I’ensemble des voisinages ouverts de 0f2.

On notera F(09) lespace Ho(C \ 9Q) muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact, qui est un espace de Fréchet.
Dans le cas ou 9 est analytique réelle, F(£2) est l'espace usuel des
hyperfonctions sur 9Q (cf. [BG2]).

Soient p € F(Q), g € O(0N) et V un voisinage ouvert de 9 tel que
v := 0V soit une réunion finie disjointe de courbes de Jordan rectifiables
(cf. par exemple [Tr]) et tel que g soit analytique sur un voisinage de V.
On munit v du sens de parcours positif autour de V, et on pose

(2.1) (0.0) = ——— [ g(©)p(c) de.

um ~

L’intégrale ci-dessus ne dépend pas du choix de V, et on a (cf. [G,
p. 47]):
Théoréme 2.1 (J. Silva). Par le crochet de dualité défini ci-dessus,
le dual de Uespace O(0Q) (resp. F(0R)) s’identifie a l'espace F(0N)
(resp. O(0N)).

Pour z € C\ 99, £ € C\ {z}, on pose R,(§) = g%z, de sorte que
R, € O(09).

Soient ¢ € F(99), z € C\ 9, et soient p > 0 tel que B(z, p)NIN = (),
R > max(supgcpq €], 2|+ p), V = B(0, R) \ B(z, p) et v = OV. D’apres
la formule de Cauchy, on a alors

1 (6 1 (6
RZ, - —— d -0 d == .
(ft=, ) 2ir Joo,r) §— 7 + 2T Jop) §— 2 £= ()
Donc
(2.2) (R..¢) = ¢(2) (¢ € F(0Q),2 € C\ Q).
En particulier,
(2.3) Span{R, : z € C\ 9Q} = O(09),

Span désignant ici I’enveloppe linéaire fermée.



76 I. HARLOUCHET

On donne ci-dessous deux exemples de fonctionnelles analytiques:

(1) Supposons que 9 soit une réunion finie disjointe de courbes de
Jordan rectifiables. Soit f € £1(99) et soit

o(f): 0(0Q) — C
1
— d
e GIGLS
alors ¢(f) € O'(0R), et I'application p: L1(92) — O'(9N) est continue.
Comme O(090) est dense dans C(99), ¢ est injective.

(2) Supposons de plus que 9 soit de classe C* et considérons D(9Q)=
C>®(09). Comme O(0N) est dense dans D(0N), l'espace des distribu-
tions D’ (0N) s’injecte contintiment dans O'(9N). Les fonctionnelles an-
alytiques généralisent donc les notions de fonction intégrable et de dis-
tribution.

Posons OF (8&1) = @)UDQH(U) ou U parcourt ’ensemble des voisi-
nages ouverts de {2, et O~ (99) = lim Ho(C\K) ot K parcourt I'ensemble
des parties compactes de . Soit g € O(9N); avec les mémes notations
que dans (2.1), posons v =~vNQ, v~ = v NCQ, munis de 'orientation
induite par celle de 7, et

g+(z)=—%/i é:(’(f)zdg (e QUV),
(2.4) !

9 (2) = 1/ 9€) 4 (zeCauv).

5 ) ez

Alors gt € OT(9Q), g~ € O~ (09Q) et gT(2)+9~ () = g(z), pour z € V,
donc

(2.5) g=9"+g".

D’apres le théoreme de Liouville, la décomposition ci-dessus est unique.

Notons qu’on a en particulier
R, =R} 2€C\Q),
(2.6) . ( \ &)
R, =R, (z € Q).

Soit F*(00) = { € F(00) : ¢\ = 0} et F~(00) = {p € F(99)
¢jo = 0}. On a trivialement

F(0Q) = FF(9Q) & F~(99).
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Pour ¢ € F(09), notons ¢* la fonction holomorphe égale a ¢ sur Q,
nulle sur C \ ©. De méme, notons ¢~ la fonction holomorphe égale a ¢
sur C\ Q, nulle sur Q, de sorte que ¢ = o+ + »~. On a alors

27)  {gTeT) =0, (97.97)=0 (g€ 0(09),p € F(0Q)).
Le crochet de dualité (2.1) devient

28)  (g.0) = —— [ (O (e)de — — / g (€)™ (€) de.

261 ot 2
Et on a les relations d’orthogonalité suivantes

FEOQ)*T =0T (09), O0F0Q)*+ = FF(00).

2.2. Transformée de Cauchy de mesures.

Soit U un ouvert de C et soit Co(U) 'espace des fonctions contin-
ues sur U, nulles & l'infini. On note M(U) V'espace des mesures com-
plexes sur U. Muni de la norme ||v|| = |[v|(U), ou |v| est la variation
totale de v, M(U) est un espace de Banach. D’apres le théoreme de
Riesz, on peut identifier M(U) au dual de Co(U). D’apres le théoreme
de Radon-Nikodym, I’espace £!(U) s’identifie isométriquement au sous-
espace fermé de M(U) formé des mesures absolument continues par rap-
port a la mesure de Lebesgue.

Notons M(C) Pespace des mesures complexes sur C & support com-
pact muni de la topologie naturelle limite inductive des topologies des
M (C) (espaces des mesures & support contenu dans K), ot K parcourt
I’ensemble des compacts de C. Soient v E M(@C)et f e El( ); d’apres le
théoreme de Fubini, lintégrale (v f)(§) = [ f(§ —n) dv(n) est définie
presque partout sur C et lapphcamon v—vxf, M(C) — LYC) est
continue. De méme, si v € M.(C) et f € L] (C), 'intégrale (v f)(§) =
I f(c (€—n) dv(n) est définie presque partout sur Supp v, partout ailleurs
dans C, et application v — v * f, M.(C) — L{ (C) est continue.

Soit B € L{,.(C) la fonction ¢ — 7%5 On appelle transformée de

Cauchy de v € M(C) la fonction définie presque partout par la formule

(2.9) Cw)(2) = (v + B)(= / /C

C(v) est définie presque partout sur Suppv, C(v) € Ho(C \ Suppv) et
application C: M.(C) — L], .(C) est continue.
Soit maintenant {2 un ouvert borné de C et soit v € M(2). On note ¥

la prolongée de v & C par 0 (i.e. 7(B) = v(BNK) pour B borélien de C).
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La transformée de Cauchy de v est alors définie par la formule
(2.10) Clv) =C().

Dans tout I’article, on notera

(2.11) Crw)=Cw)n, C (v)= C(V)‘C\ﬁ.

D’apres la formule de Cauchy-Pompeiu, I’application § est une solution
fondamentale de 0, donc dC(v) = . Inversement, si f € L} _(C) est
a support compact, et si df € M.(C), alors 9 (f —C(0f)) = 0, donc
f—C(0f) est entiere (cf. [BG1, p. 252]). Comme f et C(Jf) s’annulent
a l'infini, on a C(0f) = f.

Pour v € M(Q), on a vu que C(v) est holomorphe sur C\ Suppr. On
a aussi des propriétés de régularité sur Supp v. Si u € Ug»2L9(2), il est
clair que C(u) € C(C), et si u € C*(Q) alors C*(u) € C*(Q) (0 < k < o)
(cf. [BG1, p. 99]).

3. Trace de Cauchy

Dans tout ce qui suit, le 9 est calculé au sens des distributions. No-
tons que si f € D'(Q) et si f € M(Q) alors f — C(df) coincide
avec une fonction holomorphe sur €2. On identifie alors la distribu-
tion f — C(df) avec cette fonction holomorphe, et f est la distribution
associée & [f — CT(0f)] + CT(0f) € LL.(2).

Définition 3.1. Soit Q un ouvert borné de C et soit
Mioe(2,0) = {f € Lioe() : 0f € M(Q)}.
On appelle trace de Cauchy sur 2 'application
T: Mioe(Q,0) — F(99)
[ — T(f)
définie par 7 (f)* = f — CH(0f) et T(f)~ = —C~(0f).
Remarques 3.2.

(1) Mioc(£2,0) muni de la topologie induite par £i () et M(Q) est
un espace de Fréchet, et I'application linéaire 7: M,.(Q,0) — F(09)
est continue, car sur H(Q2) la topologie de la convergence uniforme sur

tout compact et la topologie L] (£2) coincident.

(2) Si f € CL(Q) et si 9O est de classe C! par morceaux (de sorte
que 99 est une réunion finie disjointe de courbes de Jordan de classe C!
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par morceaux), alors d’apres la formule de Cauchy-Pompeiu
_ f(©)
(3.1) T(f)(z) = 5im /BQS—ZCLE (z € C\ 09).
Or, d’apres (2.2),
<Rz,Tf> = Tf(Z) (z € C\09).
Donc (9,7 f) = zm fag €) d¢ pour g € O(99Q), et T(f) = fjo0-

(3) Notons limn.,_,,, la limite en 2 le long de la direction normale
aT. SiQ est un domaine de Jordan C!-régulier, et si f € C*(Q), alors,
d’apres (3.1) et la formule de Plemelj-Sokhotski [BG1, p. 267], on a

ziigno,gég T(f)T(z) — limn. 7(f) (2) = f(z0) (20 € ON).

z2—20, 2

Dans la suite, on va notamment montrer que I'égalite 7 (f) = fjoq est
vraie dans un cadre beaucoup plus général.

Proposition 3.3. Soient Q un ouvert borné de C, f € Mioe(Q,0) et
(Kn)nen une suite exhaustive de compacts de Q. Alors

(9, T(f)) = lim <gv ok, (f K)>

uniformément sur tout borné de O(9N).

Démonstration: Posons 0K,, = v, et fK = fn. Solent z € C\ 99
et R > 0 tels que B(z, R) C C\ Q ou tels que B(z,R) C Q. Dans le

deuxiéme cas, B(z,R) C Kn pour n assez grand. On va montrer que
7, (fn) converge uniformément vers 7(f) sur B(z,r), r €]0, R[. Soit
p €]r, R[; d’apres la formule intégrale de Cauchy, pour ¢ € B(z,r),

T()(&) = To,. (fa)(8)

_ 1 [TTG ) - T ()2 4 pe™)
= — . ipe’t dt.
2im Sy z+ pett — ¢

En moyennisant ’expression de droite sur |p1, R[,p1 > r, et en posant
A(z,p1,R) ={u e C:p; <|u—z| <R}, il vient

T(H)6) - T, (fn

J(w) =T, (fo)(u) u—2
R p1) //A(z,pl,R) u—¢§ lu — 2| dmu).
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Donc

sup  |T(f)(§) — T, (fn) (&)

E€B(z,r)

1
= 27(R — p1)(p1 — 1) //A(Z%R) |7 (f)(w) = Ty, (fo) (W) dm(w).

Comme |7 (f)(u) T, (fa)(w)] = |C(8fn)(u)~C(If)(u)| presque partout
sur A(z, p1, R), il vient

sup  [T(F)(E) ~ T, (f)(©)] < clldf — DS = clBFI(Q\ Ko)

EGE(Z,T)

)
et lim, o [0f|(Q\ K,) = 0. Ceci montre que 7., (f,) converge uni-
formément vers 7 (f) sur B(z,7). Par conséquent, 7., (f,) converge
uniformément vers 7 (f) sur tout compact de C\ 9.

Soit maintenant B une partie bornée de O(9). 1l existe un voisinage
ouvert U de 0N tel que B soit une partie bornée de H(U). Soit V un
voisinage ouvert de 99 tel que V C U et tel que OV soit une réunion
finie de courbes de Jordan rectifiables, et soit L = faV |dz|. Soit g € B;
pour n assez grand, on a v, C V, donc

0T ) =~ | o OT,. (e e
Donc
9. T (f)) = (9. T
< o [ 1T, () - Tl e
v

IN

= sup <sup |h<s>|> sup [T, (f)©-T(H)E. O

27 heB \¢cov 30%

Pour f € Mioc(€,), posons f* = (T f)* +C*(0f) et

//(z d||ji|£| 0,00 (z€C).

Soit V un ouvert relativement compact de 2 & bord de classe C'; alors 9V
est une réunion finie disjointe de courbes de Jordan de classe cl. Si
0(0f)ov € L9V, |d¢]), d’apres le théoreme de Fubini, C(9f)jov €
LYV, |d€), donc fov € LYoV, |d§D. Notons que dans ce cas, tou-
jours d’apres le théoreme de Fubini, [0f](0V) = 0.
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Lemme 3.4. Soient Q un ouvert borné de C, f € Mioc(92,9), et V un
ouvert relativement compact de € ¢ bord de classe C'. Si 0(0f)jov €
L1V, ]dg]), alors To (fiov) = Fiyy -

Démonstration: Soit z € C\ dV; on a

1

= | @R de
i Jov
—5im [ @ @R s+ 5 [ cr@n©R.© e
T Joy o Jov
D’une part,
1 _JTHHR) zeV,
%in 6V(Tf)+(§)Rz(§) d§ = {0 24V

D’autre part,

5 [ cran©r©a =5 [[ (G- [ ) aanon

car

1 —
3 | 0@l < .

De méme que plus haut, on pose Rf = R,, R; = 0siz € C)\ V,
et Rf =0, R; = R, si z € V. Dans tous les cas Rf € O*(9V),
R, € O~ (9V) et on a, d’apres la formule de Cauchy,

L[ RA§) Rf(n) nev,
2 Joy §—n ~R;(n) n¢V.

Donc

= [ cron©r©ds = [[ mEma@nm

29 v
1 B _
L., Erwa@ne

_ {C(gfm\v)(z) z €V,
@) 24T
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Finalement,
1 f(z)=C@fv)(z) pp. surV
— (&R, (&) d¢ = _ _
i [, OR-(©)de {C(afw)(z) e
= %V(f\v)(z)
= (R, Tov (fjv))-
Le résultat découle alors de (2.3). O

Rappelons qu'un domaine de C est finiment connexe (resp. n-connexe)
si sa frontiere est composée d’un nombre fini de composantes connexes
(resp. de n composantes connexes). Les domaines simplement con-
nexes sont donc les domaines 1-connexes. Un domaine est circulaire
lorsque sa frontiere est composée d’un nombre fini de cercles disjoints,
éventuellement réduits & un point. Koebe a montré en 1906 que tout
domaine borné finiment connexe {2 du plan complexe est conformément
équivalent & un domaine circulaire D ([Go], et [C, p. 106]). Soit alors
w: D — Q une représentation conforme de 2, et soient C'; la composante
connexe “externe” de 0D, et Csy,...,C, les composantes connexes “in-
ternes” de 0D. Pour r €]0, 1], notons C , le cercle obtenu en diminuant
lerayonde Cy de 1—7, et C;, (j = 2,...,n) le cercle obtenu en augmen-
tant le rayon de C; de 1 —r. Il existe 79 €]0, 1] tel que, pour r €]rg, 1], les
cercles Cj, (j = 1,...,n) solent deux & deux disjoints. Pour r €]rg, 1],
posons

C’!‘ = U?:lc’,ra
et soient D, C D le domaine circulaire de frontiere C;. et €2, = o(D,). Si
fe LY\ Q,,), alors faq, € El(aQT, |d€|) pour presque tout r €]rg, 1].
En effet, comme [[oq |f(2)ldm(2) = [[pp, [FE)ll¢" () dm(S),

et comme ¢'(p71(2)) = [(¢71)/ (2 )} # 0 pour z € ), on a

//Q\n 2) dm(z) = /T: [/6sz IF (™YY ()7 |dz]| | dr.

En particulier, si f € Moe(Q,0) et si f* = T(f)* +CH(df), comme
f = f* presque partout sur §2, on a fﬂ%m = flaq, pour presque tout
r €]ro, 1].
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Théoréme 3.5. Soient 0 un domaine finiment conneze de C et f €
Mioc(Q,0). Alors

(9. T) =timess o [ g(€)f(€) de

r—1= 2T JpQq,
uniformément sur tout borné de O(99).

Démonstration: D’apres la Proposition 3.3,
(9, Tf) = Tliﬂlf{ (9, Toq, (fia.))

uniformément sur tout borné de O(99). Comme 0(9f)|pq, € LI, |dE])
pour presque tout r €]rg, 1[, d’apres le Lemme 3.4,

(0. Ton (o) = 5= [ o@r©ds = 5= [ a(erierae

presque partout sur |rg, 1[. O

Supposons maintenant que 92 est une réunion finie disjointe de cour-
bes de Jordan. Soit ¢: D — () une représentation conforme ou D est
un domaine circulaire. Alors [C, p. 82] ¢ s’étend par continuité en
un homéomorphisme de D sur . En particulier aucune composante
de 0D n’est réduite a un point. Supposons de plus que chaque com-
posante de 02 est une courbe de Jordan rectifiable. En reprenant la
démonstration d’'un théoreme établi par F. et M. Riesz dans le cas sim-
plement connexe [T, p. 319], on voit que

s [ 1l <+,

ro<r<l

T

et que ¢’ posseéde des limites non tangentielles en presque tout point

de C; (j = 1,2,...,n). Soit a; le centre de C; et r; son rayon; on a
(cf. [R2])
2m
/ ¢/ (a1 + r1€e™) — @' (a1 + pe')|dt — 0,
0277 p—Ty
/ ' (a; +rje’) — &' (a; + pe™) [ dt - — (> 2).
0 p—r]

J

En particulier,

/ ¢ (©)llde] = lim / P (©)llde] = lim L(p(C5)) > L(p(Cy)),
Cj r—1 C],,T r—1
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ou L(T") désigne la longueur de la courbe rectifiable T', (cf. [Tr, p. 59] pour
I'inégalité ci-dessus). La fonction ¢: t — p(a; + r;e') est a variation
bornée sur [0, 27]. Elle est donc dérivable presque partout, et il existe
une mesure singuliere v telle que

B(t) — $(0) = / & (s) ds + v([0,1])

pour 0 <t < 27 (cf. [R, pp. 173-177]). De plus L(¢(C};)) est la variation
totale de 9 sur [0, 27]. Donc

27
L(C) = [ 10/(s) ds-+ 1v1(10.27).
De méme que dans [T, p. 319], on vérifie que
Y'(t) = irje ¢ (a; +rje’)

presque partout, ot ¢’(a; +r;e') est obtenue par limite non tangentielle
de ¢'. Donc v =0,

(3:2) Lielc) = [ 1ol

et ¢ est absolument continue. On a donc (cf. le théoréme de changement
de variable [Na, p. 236])

(3.3) /6 @ = [ o) )iy (1 e £1(08,lag)).

Du Théoreme 3.5 on déduit alors le résultat suivant:

Corollaire 3.6. Soit 2 un domaine borné de C tel que 02 soit une
réunion finie disjointe de courbes de Jordan rectifiables.

Si f € Mloc(QaE) ﬂC(ﬁ), alors Tf = f\BQ

Démonstration: Soit g € O(0N). Avec les notations ci-dessus, on a

27
/ ¢’ (a1 + pe) — ¢’ (a1 + rie)|dt — 0,
0

p—ry

2m
|14 pet) = lay el — 0 (52 2)
0 p—»rj+

Comme f o - g o est uniformément continue sur un voisinage de OS2
dans 2 et comme

n F©)g&)de= [ flem)g(en)e (n)dn,

oD
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un calcul simple montre que

f(€)g(&) d€ = lim f(€)g(&) de.

o r—17 Jaq,
Le corollaire résulte alors directement du Théoréme 3.5. O

On en déduit immédiatement une formule de Cauchy-Pompeiu géné-
ralisée:

Corollaire 3.7. Soit Q2 un domaine borné de C tel que 9S) soit une
réunion finie disjointe de courbes de Jordan rectifiables. Si f € C(Q), et
si f € M(R), alors

L [[d@NHE 1 [ fE 0, zeC\Q
L — EASYR
T //Q z—=¢& " 2im /6(2 §—=z - {f(z) pour presque tout z € €.

4. Image de la trace de Cauchy

Pour caractériser 'image de la trace de Cauchy, on énonce, et on
démontre, deux lemmes concernant U'intégrale de Poisson (cf. [Ra] pour
plus de détails).

Soient Q un domaine borné de C, et f € C(99). On note V(f)
I’ensemble des fonctions sous-harmoniques sur €2 telles que

limsup u(z) < f(6) (€ € O9),

z—¢E, z€

et U(f) la fonction de Perron de f, définie par
U(f)(z) =supu(z) (ueV(f)).

Alors, pour z € Q, Papplication f — U(f)(z) est linéaire, continue et
positive sur C(952), et, d’apres le théoréme de Riesz, il existe une unique
mesure positive sur J€) représentant cette forme linéaire. On 'appelle
mesure harmonique de € en z, et on la note w,. La fonction de Perron
de f est harmonique et bornée sur 2 et vérifie

lim_ U(f)(z) = f(§) sur I\ E,

z—E, z€

ou F est un sous-ensemble de 9f2 de capacité logarithmique nulle.

Comme les mesures {w, : z € Q} sont mutuellement absolument
continues, les espaces {L*(0Q,w,) : z € Q} sont identiques. Fixons
20 € Q, et solent w = w,, et f € L2(IN,w). L’intégrale de Poisson de f
est définie par la formule

P(f)(z)= [ [f(&)dw:(§) (z€).

o
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On note h*°(92) V'espace de Banach des fonctions harmoniques bornées
sur Q. On a P(f) € h*(Q); et [|P(f)|loo < || f]loo, car w, est une mesure
de probabilité.

Lemme 4.1. P: L>(0Q,w) — h>®° () est une isométrie.

Démonstration: Soit f € L>(0Q,w); si f est & valeurs réelles, alors [Ra,
p. 105, Exemple 2]
f(§) < limsup P(f)(z) w-p.p.
z2—&,2€Q
En appliquant ce résultat & —f, on obtient ||f||cc = ||P(f)]co-
Soit f # 0 une fonction & valeurs complexes. Soit 0 < a < |||l €t
soit U, = {z € 00 : |f(2)| > a}. Pour n € N* et pour 0 < k < n posons

2%k 2k + 1
Ushom = {zeUa;—7T < Arg f(2) < u}
n

n

2ik

Comme w(U,) > 0, il existe k tel que w(Uq x,n) > 0. Posons g = fe™™n ;
alors [|flle = |lgllec et [[P(f)lloc = [P(9)lloc: Si z € Uspn, on a
Argg(z) € [0,2%[ donc Reg(z) > [g(z)|cos2E > acos2E. Comme
w(Uakm) > 0, |Reglloo > acos2E. Reg étant & valeurs réelles, il
vient |Re P(g)llc = [[P(Reg)llc = [[Regllc > acos2E. A fortiori,
|P(f)lloc = [[P(g)]lsc > acos2E. En faisant tendre a vers ||f|lo et n
vers Uinfini, il vient ||P(f)|lco > I|.f]]oo- O

Plus généralement, si 2 n’est pas connexe, soit ({2, )o<n<p<oo la famille
(finie ou dénombrable) des composantes connexes de €. Pour z € Q et
pour n tel que z € €, notons w, la mesure harmonique de €2, en z,
étendue & 9 par w, (0N \ dw,,) = 0. Pour 0 < n < p, soit z,, € Q,,. As-
socions maintenant & ) la mesure borélienne finie définie par la formule

wzn,
(4.1) W= o
0<n<p

Les mesures {w, : z € Q} étant absolument continues par rapport & p, on
aw, € LYON, 1). Soit f € L2(IN, u); on définit I'intégrale de Poisson
de f par la formule

P(f)(z)= [ [f(&)dw:(§) (2€).

o0
P(f) étant harmonique sur chaque composante connexe 2, elle est
également sur €2, et

[P(fllc = sup [[P(flia,llc = sup [[flle=(o0m,w.,) < 1flljco=09,1)-
0<n<p 0<n<p
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Lemme 4.2. P: L=(0Q, ) — h>°(Q) est une isométrie.

Démonstration: Soit f une fonction borélienne bornée sur 0€). Comme
), est une composante connexe de €2, on a 02, C 9. Posons V, =
{6 € 0% : [£(©)] > |PSlls}. Comme |f]l c= (o0, w.,) = 1P, 1.
Wz, (Vi) = 0. Pour § € Up<n<p(02, \ Vo), on a [f(§)| < ||1P(f)]leo- I
suffit donc de montrer que (92 \ Up<n<p(9Q2, \ Vi) = 0. Or

O\ Uo<n<p(00n \ Vo) = (09 \ Uo<n<pdn) U (No<n<pVn),

:u(aQ \ U0§n<paQn) = 0et H(ﬂ0§n<an) = 0, donc HfHC"O(BQ,;L) <
1P £l - O

Remarque 4.3. Si h € h*™(Q) N C(Q), alors P(hjpa) = h. En effet,
pour tout n, P(hjga)i, et hjq, sont harmoniques sur Q,. Comme

hig; € C(Qn), on alim. ¢ .cq, h(2) = h(§) sur 08, Dautre part, soit
z € Q. Comme w, (90 \ 9Q,) =0, on a

Plbyon)() = [ h)dun(©) (2 € )

1219

Comme h € C(09,), on a
lim  P(hjoa)(2) = h(€) (€ €00, \ B),

z—§,2€0,
ou F est un sous-ensemble de 0f),, de capacité logarithmique nulle. Par
unicité de la solution du probléme de Dirichlet généralisé (cf. [Ra, p. 95)),
il vient P(h‘ag)‘(zn = hmn Donc P(hwg) = h.

Théoréme 4.4. Soit  un ouvert borné de C, et soit u = Eo<n<p “2%
Alors -
C™(M()) =C(L(Q) =P~ (L' (02, n)),
N 1 _
0P (1)) = 5= [ L aue) (- ¢ 9 pour £ € L0010,

T 2im Jop £ — 2

Démonstration: L’application z — w,, Q — L£L1(0€, u) est continue. En
effet, soient 2,2’ € Q,, (0 < n < p); on a

lw: —well = sup
heC(09), ||h||<1

/8 h(dun(©) - /8 h()de (5)‘

= sup |P(h)(2) — P(h)(2")].
hec(9), |h|<1
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Les opérateurs a% et 6% étant continus sur C*°(Q) et, d’apres le théoréme

du graphe fermé, P: C(0f2) — C*(Q2) étant continue, pour tout com-
pact K de €, il existe une constante cx telle que

sup (’ag;h) (Z)’ + ‘ag—;h)(z)’) < ek |hloo-

Par le théoreme des accroissements finis, il vient donc |jw, — w./|| <

cklz — 2.
On pose
(4.2) S(v) = // w,dv(z) (v e M(Q)).
Q
Comme |lw:||z190, = 1, l’opérateur S M(Q) — L0, i) est une
contraction. Posons (f,g) = [, f( )du(€) pour f € L®(OQ, 1) et

g € L0, ). On a

Jfro
— [ tryants
(e

= /GQ SW)(2)f(z)dp(z)  (f € LZ(0Q, p),v € M(Q)).

(4.3)

Pour z € C\ Q, R. € h>(Q) NC(Q) et P(R.pq) = R., donc

c” =—— // 2100)(§) dv(§)

== [ SG)OR-€) du(e) = P~ (~2iS()(2).

o0

Il suffit donc de montrer que
S(LH(Q)) = S(M(Q) = L1(99, ).

Les inclusions S(£(Q)) € S(M(Q)) C L£Y(99, ) sont évidentes.
Pour z € Q, et pour p > 0 tel que B(z,p) C £, posons ¢ = %pZXB(z,p)?
alors ¢ € L1(Q) et S(p) = w, donc

Lin{w, : z € Q} € S(£Y(Q)).
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De plus, si f € L>(0Q, p) et si [,, f dw. = 0 pour z € Q, alors P(f) =0,
donc f = 0 et, par le théoreme de Hahn-Banach,
Span{w, : z € Q} = L (0, p).

Il suffit donc de montrer que S(L£1(2)) est fermé dans £(9, p). En
fait, on va voir que 'application
i: L1(Q)/Ker SN LYQ) — L1(09Q, )
[G] — S(G)

est une isométrie. D’apres (4.3),
Ker SN LY(Q) =1 P(L>(09, 1))
= {F c LY (Q): //Q F(z)P(f)(z)dm(z) =0 (f € EOO((?Q,M))}

et P: L®(0Q,u) — LP(Q) est w*-continue. Soit (fy)n,>1 une suite
de L(0Q,u) telle que P(fn) Y, F e L>2(Q). On a [|fu]lec =

IP(fn)]lco- Comme la suite (f)n>1 est bornée, on peut en extraire une
sous-suite (fy,)p>1 w*-convergente vers f € L°(9€, ). Par conséquent

P(fn,) p%o P(f) et F = P(f). Donc le convexe P(L>(9Q, 1)) est

w*-séquentiellement fermé dans £>°(Q) et, puisque £!(Q) est séparable,
il résulte du théoreme de Krein-Smulian [B, p. 53] que P(L>(9, 1)) est
w*-fermé dans L£°(Q). Donc le dual de £1(Q)/KerS n L£1(Q)
est isométriquement isomorphe & P(L>(0, 1)), et on voit que pour
G e L£Y(Q)

is@i= s [ sl
feL=0,u), fl<11/60
- sup J[Feam| =€,
FeP(L=(09,0)), IFllo<1 1/ /0
donc 7 est bien une isométrie. O

Notons L1

loc

(Q,0)={f €Ll . (Q):0f € L1Q))}.

loc

Wzn

Corollaire 4.5. Soit Q un ouvert borné de C et soit p = Zo<n<p o
on a

T (Mioc(2,9)) = T (L1 (2,0)) = H(Q) & P~ (L1 (09, ).
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L (0.9) CT (Mine(,9)) € H(@)®
P~(L(09N, 1)). Réciproquement, soit f € H(Q); alors f € L1 (2,0) et
T(f) = (f,0). De méme, soit g € P~(L1 (0N, p)); d’apres le théoreme
précedent, il existe G € L1(2) tel que —C~(G) = g. Posons h = CT(G);
alors h € LL (Q,0) et T(h) = (h — C*(dh),—C~(0h)) = (0,9). Donc
H(Q) @ P~ (LH0Q, 1)) C T(LL(2,0)). O

Remarques 4.6.

Démonstration: 1 est clair que 7 (L}

(1) Supposons que la frontiere de € soit une réunion finie disjointe
de courbes de Jordan rectifiables, et soit ¢: D — ) une représentation
conforme de ) sur un domaine circulaire D. Comme 9D est réelle an-
alytique, il résulte de [BG1, Proposition 4.7.21, p. 407], que la mesure
harmonique w, et la mesure longueur d’arc sont mutuellement absolu-
ment continues sur D pour z € D. Il résulte d’autre part de [Ga,
Lemme 4.3, p. 149], que pour h € L (dw,) (2 € ), on a

[ @ dwa©) = [ holm) dgro o).
o0

oD
Comme @|yp est absolument continue, on a (cf. (3.3))

/ h(e)|de| = / Rl mlldn| - (h € £(de])).
oQ oD

Comme ¢'(n) # 0 presque partout sur 0D (cf. [T, p. 218]), et comme
d’apres (3.2) ¢jp € LY(0D,|dn|), on en déduit que w, et la mesure
longueur d’arc sont mutuellement absolument continues sur 9€2. On a
donc dans ce cas

CT(M(Q)) =P~ (L (09, |dg])

(ou1 Pon remplace le i de la définition de P~ par |d€]), qui est un résultat
bien connu pour le cas du disque unité D [N], [S].

(2) Soit U un domaine simplement connexe dont la frontiere est une
courbe de Jordan rectifiable réguliere au sens d’Ahlfors, c’est-a-dire telle
qu’il existe ¢ > 0 vérifiant L(0U N B(zg,7)) < cr pour tout r > 0 et tout
20 € C (cf. [D]). Pour f € LY(dU,|d€|), posons

PrE) =g [ LY

~ 2in ou§—%

P =g [ Ha e

11 résulte d'un théoreme de Privalov [P, pp. 192-194], que PT(f) et
P~(f) admettent des limites non tangentielles presque partout sur U

¢ (z€U),
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et que f(f) = PT(f)(&) — P~(f)(&) presque partout sur OU. No-
tons E °°(dU) I'ensemble des fonctions g mesurables sur OU telles que
L(E,) = o(%), a — o0, ot B, = {£€0U : [g(¢)] > a}. Une fonc-
tlon g E £1 °(9U) est dite (A)-intégrable si fBU\E g(&) d¢ admet une

limite quand a tend vers l'infini. Cette limite est alors notée f ou 9 (&) de.
Il résulte de théoremes de Salimov [Sa, Théoremes 6 et 6], qui étendent
des travaux antérieurs d’Ul’janov [U] que si f € L1(AU, |d€|), les fonc-
tions £ — PT(f)(€) et & — P~(f)(§) sont (A)-intégrables sur U, et
que l'on a

1 PENE) dg{PJr(f)(z) (€ U)

2im Jou -z

2 Jou &% —P~(f)(z) (z¢0)

Soit maintenant {2 un domaine dont la frontiere est une réunion finie
disjointe de courbes de Jordan rectifiables Ahlfors-régulieres. On pose
pour f € LY(99,]dz|), z ¢ Q,

- 1 f(©) ~ 1 / f(§)
P = — 2 dE — — EASZA)
D =g [t d g |
C1 désignant la frontiere de la composante connexe non bornée de
C\ Q, et Cs,...,C, désignant les autres composantes connexes de 9.
Il résulte alors du théoreme de Privalov que P~ (f) admet des limites

non tangentielles presque partout sur 0f2, et il résulte du théoréeme de
Salimov que

1 /“’ PENE 4 _ [0 (€ 0)
12}

- L[ PneE 5
P(n@ =5 [ T4 ey,
On voit donc que si v € M(Q) on peut intérpréter 7(Ct(v)) =
(0,—C~(v)) € O'(992) comme la fonction définie presque partout sur
0N par la formule

T(CT())(€) =~ limn.t.zﬁgyz@% [

(car C~(v) = P~ (f) avec f € L(d, |dE])), et on a alors
() ,

T(c+(u))(z):_i/a €T W)E©)

2im Ja0 E—2z2

la (A)-intégrale ci-dessus étant nulle pour z € .

g (z ¢ 09),
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5. Noyau de la trace de Cauchy

Soit € un ouvert borné de C, et soit M(9Q,0) I'ensemble des fonc-
tions f € Mjoc(2,0) & support compact dans 2; on a

(5.1) Mo (9,0) CKerT C L1(D).

En effet, d’une part I'inclusion Ker 7 C £1(2) est évidente; d’autre part,
notons f la prolongée de f & C nulle sur C \ ©; si f € M.(Q,), alors

df = df; donc C(Of) = fetTf=0.

Un exemple intéressant de fonctions de MlOC(D,g) de trace nulle
est donné par les séries de Wolff-Denjoy, c’est-a-dire les séries de la
forme > .7, z—ff\;, avec Y o |Ak] < +oo, Ay € D, qui s’annulent
pour |z| > 1. En effet, si on pose p = > 7= mAkdx,, on a C(p)(z) =
Yooy z’f—f\k pour z ¢ {\,}r>1. Donc si on pose f(z) =D 72, Z‘_Lx—f\‘k pour
|zl <1, 2 ¢ { M\ }is1, ona f € Mie(D,0), df = p et T(f) = 0. Nous
renvoyons a [S] pour une description détaillée des séries de Wolff-Denjoy
générales.

On note v, (resp. v, resp. vs) la topologie de la convergence simple
sur C.(Q) (resp. C(Q), resp. Cy(2)) olt Cp($2) désigne I'ensemble des fonc-
tions continues bornées sur . On note également ||-||; la norme £ et ||-||
la norme de M(2). On cherche & déterminer des conditions nécessaires
ou suffisantes sur Q telles que M. (€2, 9) soit dense dans Ker 7 pour la
topologie (v, v) (resp. (Ve, Voo ), resp. (|| - |1, ]l - 1))-

On note R(2) I'adhérence uniforme dans C(Q2) des fonctions ratio-
nnelles & poles hors de Q, A(f2) Ialgebre des fonctions analytiques sur 2,
continues sur €2, et H> () I'algebre des fonctions analytiques bornées
sur Q. On a R(Q) C A(Q) C H®(Q) C L=(N) et H®(N) est w*-fermé
dans £°(Q). Par la formule de Cauchy, et en considérant les sommes

de Riemann, on vérifie que 'on a la propriété bien connue
(5.2) Span{R, : z ¢ Q} = R(Q).

Proposition 5.1. Soit Q un ouvert borné de C; alors T : Mc(2,0) —
F(0R) est (v, v)-w-continue, w désignant la topologie duale faible sur
F(09).

Démonstration: Soit g € O(0R), et soit g = g* + g~ la décomposition
canonique de g, avec g7 € OT(IN) et g € O (99N). 1l existe un
voisinage U de 99 tel que g* € H(QUU) et g~ € Ho((C\ Q) UU).
Soit V un ouvert tel que Q2 C V C V C U et tel que OV soit une réunion
finie disjointe de courbes de Jordan de classe C', et soit f € Mioc(€2,);
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d’apres (2.7), on a
(9. T =g~ Tf)+(g".Tf)

Pour z ¢ 2, on a

(R.Tf)=T //Q 2D,

donc, puisque Span{R, : z ¢ Q} = = 07(09Q), on a

(5.3) ot T / /

Soit  une fonction de classe C*° a support contenu dans Q2 N U tel que
@ = 1 sur un voisinage de OV N Q. Alors ¢ g~ est de classe C* sur C.
On a

0TI =—— [ (pa )NOTF(€) de.

2im Jovna
On a 0V N Q = 90V N Q, et lorientation canonique de dCV N Q est
I'opposée de celle de 0V N dans la formule ci-dessus. D’apres la formule
de Stokes,

+ m .
TP = / / [ Do) OTI @ am(e)

Posons 1 = d(pg~) - Xevnas alors ¢ € C°(C) et Suppy C Q. On a
alors

- T = / WETFH(E) dm(©).

Par le théoreme de Fubini,

! / CH@AEN(E) dm(E) = - / CH)(E) dBF) ().
™ Q ™ Q

Donc
w.7hH == [[ a*©a@ne©
= [[ v s i)
o [[ erwroaane.
Q
Comme C* (1)) € C®(R), ceci acheve la démonstration. O

Proposition 5.2. Si_/\/lc(Q,g) est (Ve, Voo )-dense (resp. (ve,v)-dense)
dans Ker T, alors R(2) est w*-dense dans H*> () (resp. A(S)).
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Démonstration: Supposons qu’il existe h € H*>(€2) (resp. A()) et f €
L) tels que f L R(Q) et [[, h(2)f(z) dm(z) # 0. Soit Papplication

Lh: Mloc(ng) e (C
9 — [lqh(z)d(99)(2).

Alors Ly, est (v, voo)-continue (resp. (ve,v)-continue). Soit ¢ = C*(f);
onap € Ker7T et Lp(p) # 0. Par contre, pour g € M.(Q,0), soit
0 € C*(Q) tel que § = 1 au voisinage de Suppg. On a

Ln(g) = / [ (R dD)E)

=~ [[ st© nevie) + oeh dmic) <0. T

Dans la proposition qui suit, on donne quelques exemples d’ouverts {2

pour lesquels R(€2) n’est pas w*-dense dans A(Q2) ou H*(Q2). Les deux
premiers sont évidents, le dernier est plus sophistiqué.

Proposition 5.3.
(I) Soit @ =D\ [~3,1]; alors R(Q) n'est pas w*-dense dans H>(Q).

272
(II) Soit C le Cantor triadique, J = 1C x 3C et @ =D\ J; alors R(Q)
n’est pas w*-dense dans A().
(IIT) Soit (Ap)n>1 une suite de disques fermés de D, deux d deux dis-
joints, disjoints de J, s’accumulant exactement sur l’ensemble J

et qui satisfont Y7 | rn < 00, OU Ty, est le rayon de A,. Posons

Q =D\ (JU(Up>14,)). Alors Q est connere, Q = Q et R(Q)
n’est pas w*-dense dans A(S2).

Démonstration:

(I) On a R(Q) = R(D) = A(D). Notons v(E) la capacité analytique
de E C C (cf. [Ga, p. 195]). Comme ([—3,1]) = 1 #0, il existe f €
H> () \ (D). Comme H>(D) est w*-fermé dans L>(Q2) = L>(D),

f n’appartient pas a la w*-adhérence de R(f2).

(IT) On a m(J) = 0. Notons «(J) la capacité analytique continue
de J [Ga, p. 203]. Comme «a(J) # 0 (cf. [Ga, p. 238, Exemple 8]), il
existe F' € Ho(C\ J) NC(C) tel que F # 0. Donc F ne s’étend pas
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analytiquement & C. Soit f = Fig; on a Q=Det f € AQ)\ H®(D).
De méme que plus haut, H*(D) est w*-fermé dans £°(Q2) = L>(D).
(III) Cet exemple est donné dans [Ga, p. 220] comme exemple d’ouvert

borné Q tel que R(Q) # A(Q). On va voir qu'en fait R(2) n’est pas
w*-dense dans A(Q). Ona Q =D\ U,>1A,, donc

Q =D\ UnsoAn =D\ (JU (Ups1A,)) = .

Notons A, le centre du disque A,,. Pour chaque n > 1, considérons un
cercle C'(\y,, pn) inclus dans Q (p, > 7,) tel que D( A, pn)ND (A, pm) =
0§ pour m # 1, DA, pa)V = 0, 5Up,io (Ihal+pn) < Let 352, o < oc.
Prenons r €] sup,,~1 (|An] + pn), 1] et soit

V= dZ‘TT - Z dZ|C()\n,pn)-

n=1
Alors [|[v]| = 27(r+ 307 pn) < 00 et v € M(Q). Pour tout 2 € C\Q =
(C\ D) U (Ups1An )ona
e L2 e
a§—z T€&—2 =1 COmpn) §— 7

donc C~(v) = 0 et v L R(Q2). Comme a(J) # 0, il existe F' € Ho(C \
J)NC(C) tel que F'(c0) := lim, .00 2F(z) # 0. Soit f = Fg; alors
feAQ)et

[ r@ae = [ e =2inrie) 20

Donc il existe f € A(Q), v € M(Q) tels que v L R(Q) et [[, fdv # 0.
Soient maintenant z € Q et p > 0 tel que B(z,p) C €; on définit
v, € L1(Q) par

1
Sﬁz(f) = ﬂ_—pQXE(Z’p)(é) (5 S Q)
Si h e H*(), ona [[,h( &) dm(€) = h(z). L’application z — ¢,
est une apphcatlon contmue de Q dans £1(€2). Posons ¢ = [, @e dv(£).
Pour h € H*(Q), on a

J[ don@dme) = te.m = [[ eeryane) = [[ n

Comme ¢ € L£(Q) on voit que R(Q2) n’est pas w*-dense dans A(Q). O
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Remarquons par contre que si Q@ = D\ U2, D; ou (Dj);>1 est une
suite de disques ouverts de D tels que EHD_j = P sii # j et tels que tous
les points d’accumulation de (D;);>1 sauf un nombre fini soient dans T,

alors R(Q)) est w*-dense dans H>*°(Q2) (cf. [Ga, p. 228]).
Notons M(Q) I'ensemble des mesures v € M(Q) & support dans .

Proposition 5.4. Soit Q un ouvert borné de C. Les deux conditions
suivantes sont équivalentes:

(I) M.(Q)NKerC~ est dense dans (KerC—, || - ||)-
(I1) M(Q,0) est (|| - |1, - ||)-dense dans Ker T .

Démonstration: Supposons que (2) soit vérifié et soit v € KerC—, f =
Ct(v). Alors T(f) = 0 et il existe une suite (f,),>1 d’éléments de
M(9,0) telle que lim, .o [|0f, — || = 0. On a C~(df,) = 0, donc
dfn, € KerC™ N M.(Q). Réciproquement si (1) est vérifié, soit f €
KerT et soit (v)n>1 une suite d’éléments de KerC~ N M. (2) telle que
lim, oo ||vn — Of|| = 0. Posons f, = C*(v,). Alors f, est nulle sur la
composante connexe non bornée de C\ Supp v,, donc f,, € M.(Q,9), et
limy, o0 | f = falli = 0. 0

Théoréeme 5.5. Si Q est un domaine de Jordan borné, alors M.(S2,0)
est (|| - |1, - |I)-dense dans Ker T .

Démonstration: Il suffit de démontrer 1’assertion (I) de la proposition
précedente. Montrons d’abord qu’elle se ramene au cas du disque unité
par une application conforme f: D — Q. Soit v € M(Q) tel que C~(v) =
0; posons f~1(v)(B) = v(f(B)) pour B borélien de D. 1l est clair que

fHv) € M(D), Supp f~H(v) = f~H(Suppv), [f (W)l = [lv]| et

I R = ]

D’apres le théoreme de Carathéodory, comme OS2 est une courbe de
Jordan, f~' € A(Q). Donc, pour z ¢ D, I'application & — ﬁ
appartient 4 A(Q). Or, d’aprés le théoreme de Mergelyan, A(Q) = R(Q)
(et méme P(Q), 'adhérence uniforme des polynomes dans C(Q)), et par
hypothése, C~(v) = 0, i.e. v L R(Q). Donc C~(f~1(v)) = 0. Si (I) est
vrai pour le disque unité, il existe une suite (uy ), un € M.(D), telle que
C~(n) =0 et ||un — f~1(¥)| — 0. Posons alors v, (B) := f(un)(B) =
pn(f~1(B)) pour B borélien de §2; de méme que plus haut, v,, € M.(),
C~(vn) =0 et |[vn — V|| = ||ptn — f71(¥)|] — 0. Donc l'assertion (I) se
ramene au cas du disque.
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Soient H*(T ) et H°°( ) les espaces de Hardy usuels sur le cercle unité,
et notons (f,g) := 5= [ f(£)g(£) d¢. Par ce crochet, £(T) s’identifie
au dual de £(T), et H*(T ) H"O( ). En particulier, (£ /H)* = H*>®
pour le crochet {[f],g) := (f,g), [f] désignant la classe de f € L(T)
dans £!'/H!. Pour g € H>(T), notons

o)) = 5= [ HEde (e D),

Alors, Uopérateur : H>(T) — H>(D) préserve la norme et (R 1) =
R. (2 ¢ D). Comme R(D) = Span{R, : z gﬁ} est w* séquentiellement
dense dans H>°(DD), par un petit calcul, R(D) est w* séquentiellement

dense dans H>°(T).
_ //D[RZ] dv(z) (v e M(D)).

Posons maintenant
Il est clair que lapplication z — [R.], D — L!/H! est continue, et
que ||[R.]]] < 1; de sorte que l'opérateur T: M(D) — L'/H' est une
contraction. En outre, il est immédiat que

// 2 dv(z) (g € H¥(T), v € M(D)),

et
(T(v),Re) = —mC(v)(€) (£ ¢ D, v e M(D)).
En particulier,
Tw)=0<=C (v)=0 (veM(D)).
Si en outre v € M.(D), par la formule de Cauchy,
c0)(©) =5 [ L2 e~ ~(einl. ) (€¢D)

de sorte que

T(v) =7[CWw)r] (ve M(D)).

Soit maintenant v € KerC™; et pour 0 < r < 1, posons v, = V|,p.
On suppose que ||v, —v|| # 0, car sinon v € M. (D). Comme ||T(v,.)| =
|T(vr) =T (V)| < ||vr—vl], il existe h € H'(T) tel que [|C(v; )+ A 211y <
2|y, — v||. En fait, il existe r < p < 1 tel que

2
C@n) + llexny < =l — vl
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car

IC() + hll 1 my = o / 1Cvr) (0€) + h(pE) | dé]
<p / IC) (08) — Clvn)(€)]|de]
T / Cw)(E) + h(E)]|de]

40 [ Ihog) = he)lag].
T
La premiere et la troisieme intégrale convergeant vers 0, et la deuxieme
vers [|C(vy) + h|z1(ry, on a bien

limsup [|C(vy) + hllr(pm) < [IC(vr) + Al 21(m).-
p—1-,r<p<l

Posons
1 1
dpy, = dv, — {EC(VT)“JT + Eh’ﬂr} dg;

alors 1y € Mo(D),
o ({l.cww} d£> (2) = L/,ﬂ CONO e — e,

21 um z—

c- ({%hw} dg) (2) = — M e —,

% pTZig

et [l — vrll = S1C(ws) +hll 1 z) < vy — ]| 0. Done i, € M (D),
C(pr) =0 et ||ur — v|| — 0; ce qu’il fallait démontrer. O

Remarque 5.6. Ce théoreme s’étend aisément aux domaines bornés dont
le bord est une réunion finie disjointe de courbes de Jordan. Voir [R2]
pour la théorie des espaces de Hilbert sur les domaines finiment connexes.

Corollaire 5.7. Soit 2 un domaine de Jordan; alors D(2) est (v¢, v)-$é-
quentiellement dense dans KerT .

Démonstration: D’apres la Proposition 5.1, 'adhérence séquentielle de
D(2) pour la topologie (||-||1, v) est contenue dans Ker 7. On va montrer
Iinclusion réciproque. Soit f € Ker 7; d’apres le Théoreme 5.5, il existe
une suite (f,)n>1 de M.(Q,0) telle que

Jim [1£ = Fll+ 5.~ 9f] = .
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Comme Cy(2) est séparable, la topologie v est métrisable sur les parties
bornées de M(Q2). On pose

M(2,0) ={g € L) : dg € M(Q)}.
Soient ¢ > 0, et
B={geM(,0): gl < fl+ec 19g]l < [0f] +c},

et soit d une distance sur B définissant la topologie (|| - ||1,v) sur B.
Pour n assez grand, f, € B et lim; . d(fn, f) = 0. Pour s > 0, soit
05 € C*(C) telle que Suppbs C sD,

//Cos(odm(s)l et 0<6,()<1 (£€C).

Fixons n tel que f,, € B, et soit s > 0 assez petit tel que Supp 05 f, C €.
On a 05 x f, € C®°(Q). Comme ||0s * fnll1 < |[fulll < ||f]]1 + ¢ et
10(0s * f)ll = 110s * Ofnll < |Of| + ¢, il vient 05 * f, € B. On a
limy, o0 ||0s * fn— frll1 = 0, et il est bien connu que, pour p € M(C), on
alim,_,g+ Osxpu = p pour la topologie de la convergence simple sur C..(C)
(ou topologie vague). Donc lim,_,g+ d(0s * fp, fn) = 0. Pour k£ > 1, on
peut donc construire ny € N tel que f,, € B, et s; > 0 tel que

Os, * frn, €ECE(YNB et d(bs, * fn,, f) <

=

Donc Ker7 coincide avec l'adhérence séquentielle de D(S2) dans
(M(2,9), (Il - [l1,v)). A fortiori, Ker7 coincide avec I'adhérence sé-
quentielle de D(2) dans (Mioc(2,9), (ve,v)). O

Remarque 5.8. Soit 2 un ouvert borné de C tel que les composantes con-
nexes de son complémentaire soient d’intérieur non vide. Notons C*(£2)
'ensemble des restrictions & Q des fonctions C> au voisinage de Q (ce
qui correspond a la définition habituelle quand 92 est une sous-variété
de classe C™ de C); alors C®(Q) est séquentiellement (v, vs)-dense
dans Miec(Q,9). En effet, soit f € Mioc(€2,0); d’apres le théoreme de
Runge, il existe une suite (R, )n>0 de fonctions rationnelles a poles hors
de Q tel que lim,,_,oc R, = f — C*(0f) dans LL (). Soit (s,)n>0 une
suite de réels positifs tendant vers 0, et soit

Jn =Ry +C(0,, *5f)|9.
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On a f, € C>®(Q). Comme C(0f *0,,) = C(Of) x0,, — C(If) dans
Ll (C), on a ||C(5f*95n)m —CTOf)|lL — 0, et

loc

Jim (fo = f) = lim (Ra —f+C7(01))
+ lim (C(0s, +0f)jo = C* (D)) =0

dans £}

loc

(), et a fortiori dans (L},

fn—f) = (05, % 0f)j0 — 9.
Soit ¢ € Cp(Q); d’apres le théoreme de Fubini,

/Q H(€)(be, *TF)(E) dm(E) = / a. () dBF) (),

(Q),v.). D’autre part,

a () = / a. (€ — 1)) dm(©).

Comme lim, o s, (7)) = @(n) pour n € Q, d’apreés le théoreme de
convergence dominée,

tim [ ., () d@F)(n) = / 2(€)d@F)(c).
Q Q

n—oo

Donc lim, .o, 0f, = 0f dans (M(Q),vs) et lim, .o fn = f dans
(Mioc(€2,0), (ve, voo))-

Dans le cas ot 2 est un domaine de Jordan, on voit alors que 7 est
I'extension par continuité & (Miee(€2, 9), (ve,v)) de Iapplication f —
floa sur C(Q), et Ker T est 'adhérence séquentielle dans (Mo (€2, 0),
(Ve,v)) de D(R2). On a donc une trace au sens le plus classique du terme
(cf. [LM, Chapitre 1], [Gr], et [V]).
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